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RESUMO

A Teoria da Computacdo Concorrente, através das poderosas ferramentas que sdo a
Teoria das Categorias e sua base, Logica Categorial, tem acancado importancia
crescente nas pesquisas cientificas atualmente, devido ao seu uso em especificagdes de
sistemas de software com exatiddo, clareza, correcdo e auséncia de ambiguidade. Entre
0s objetivos desta pesquisa, esta 0 estudo da Légica Categorial, visando a formalizacéo
da Teoria da Computacdo Concorrente. Também € um objetivo da pesquisa a producéo
de uma apostila sobre Légica Categorial que tenha um texto autocontido, de fécil

entendimento e enriquecido com exemplos de aplicagdo a sistemas concorrentes,
guestionamentos e exercicios com dicas. A razdo para producdo consiste em
facilitar 0 ensino, o aprendizado e a obtencdo de um embasamento tedrico sobre a
matéria, visando a sua aplicacdo a formalizagdo da Teoria da Computagdo Concorrente.
Até o presente momento, 0s resultados iniciais da pesquisa desenvolvida apontam a
falta de textos didéticos sobre Logica Categoria (tanto nacionais quanto internacionais)
para 0 nivel da graduacdo. Além disso, fornecem considerdvel quantidade de material

sobre Teoria das Categorias, Logica e aplicagdes de Logica Categorial, além de uma
modesta selecdo de exemplos, questionamentos e exercicios a ser ampliada para uso no
texto a ser produzido. Os proximos passos do trabalho envolvem a producdo do material
didético proposto e sua validagdo através de minicursos para alunos e professores de
disciplinas do Departamento de Informatica Tedrica da UFRGS, além da consequiente
disponibilizagdo para a comunidade académica via web e a ado¢do em uma disciplina de
topicos junto ao PPGC.

Palavras-chave

Légica, LAgica Categorial, Logica Intuicionista, Concorréncia, Programagao Concorrente, Formalizacao
da Concorréncia, Teoria das Categorias.
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Introducao

Apresentacao

O presente trabalho consiste em uma colecéo de conceitos, exemplos, construcoes e
resultados referentes a aplicacdo de lOgicas categoricas, especialmente a logica
intuicionista, a especificagdo formal de sistemas concorrentes. O objetivo é apresentar
uma visdo geral (introdutéria) sobre Logica Categoria para fins de ensino/relagdo com
ensino de Teoria das Categorias/relacdo com especificagcdo de sistemas concorrentes.
Em outras palavras, elaborar um texto didético autocontido e de facil entendimento para
o aprendizado de Logica Categorial, através da exposicdo sintética das idéias
encontradas, bem como sua andlise critica e comparativa, consoante com a bibliografia
consultada, para fins didaticos, com a producéo do texto didatico autocontido para o
ensino de |6gica categorial de maneira adequada ao nivel de conhecimento de alunos de
graduacdo. O presente texto resulta de extensa pesquisa bibliogréfica para que sgja
enriquecido com o maximo de exemplos e exercicios com dicas para facilitar o
aprendizado do ponto de vista do auno de graduacéo.

Justificativa

A importancia do assunto refere-se ao poder da ferramenta que € a Teoria das
Categorias e sua base |6gica para a especificagdo de sistemas concorrentes conforme a
Teoria da Computacdo Concorrente, aqual vem sendo alvo de pesquisas atualmente no
mundo todo. Outro aspecto que justifica a redlizacdo da presente pesquisa € a
necessidade de suprir a falta de textos didéaticos (tanto nacionais quanto internacionais)
para 0 ensino de Légica Categoriad e fornecer um embasamento tedrico de fécil
compreensdo para auxiliar no processo de ensino-aprendizado de légica categorial para
0s propositos das disciplinas dos cursos de bacharelado em Ciéncia da Computacdo que
exigem essa matéria como pré-requisito. A abordagem da |égica baseada em categorias
justifica-se porque a Teoria das Categorias € uma ferramenta que permite expressar as
teorias da Logica de uma maneira fécil e clara, através de sa forma diagramética de
representar as inferéncias.

Supde-se que, pesquisando e estudando uma consideravel variedade de material sobre o
assunto, possa-se atingir uma compreensdo do assunto atal ponto de poder discernir se
a elaboragdo do texto didético é realmente necesséria e reunir, adaptar e desenvolver as
melhores e mais eficientes abordagens, exemplos, exercicios, dicas, questionamentos e
explicagdes sobre 0 tema com vistas a enriquecer o texto que sera produzido.

Metodologia

Para atingir o objetivo exposto acima, 0s seguintes objetivos especificos foram
atingidos. pesquisa bibliogréfica, estudo e compilacdo de trechos de obras, producéo do
texto didatico a partir da combinacdo e do desenvolvimento do material resultante da
pesquisa - Pesquisa bibliografica através de sites de busca de informagdes el etronicas na
Internet e da biblioteca do Instituto de Informética da UFRGS. Leitura criteriosa do
material selecionado, resumo de suas idéias principais e abordagens didaticas
consideradas mais interessantes, assim como exemplos, gquestionamentos e exercicios
propostos sobre 0 tema — Validacdo através de miniaulas de Légica Categorial para
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publico leigo. Mais detalhadamente, as atividades desenvolvidas para a consecucéo
deste trabalho foram: pesquisar sobre os conceitos bésicos de Logica Categorial,
pesquisar sobre as aplicacbes da |6gica categorial a Ciéncia da Computacdo, pesquisar
sobre materiais didéticos produzidos sobre a Logica Categorial, reunir material que
proporcione embasamento tedrico sobre 0 assunto, pesquisar e desenvolver exemplos,
exercicios, dicas, abordagens, questionamentos e explicagbes que facilitem o
entendimento para leigos no assunto, elaborar relatérios de pesguisa e encaminhar
artigos a eventos.

Organizacao do Texto

O contetido texto do presente trabalho esta distribuido entre os capitulos do mesmo
COMO Segue:

Capitulo 1: Programacéo Concorrente

Capitulo 2: Teoriadas Categorias

Capitulo 3: Légica

Capitulo 4: Logicas Categoriais

Capitulo 5: Logica Intuicionista

Capitulo 6: Programacdo Concorrente Formalizada por Logica Categorial
Capitulo 7: Conclusdes

Ainda s80 apresentados trés anexos antes da bibliografia geral do trabalho, os quais
contém, respectivamente: um esguema de estudo para L égica Intuicionista (Capitulo 5);
respostas aos exercicios propostos sobre Logica (Capitulo 3); e outro esquema de
estudo, desta vez sobre L 6gicas Categoriais (Capitulo 4).
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1 Programacao Concorrente

1.1 Introducéo

O estudo de sistemas distribuidos € uma area de pesguisa importante na Ciéncia da
Computagdo. Um sistema distribuido consiste de um certo nimero de componentes
autdbnomos que interagem entre s a fim de realizarem uma tarefa conjunta.

A teoria dos sistemas distribuidos consiste da formulagdo de modelos mateméticos
abstratos e do estudo das propriedades desses modelos. Como motivacdes basicas no
estudo de modelos formais, podemos citar [SOU99] :

% Desenvolver ferramentas e técnicas com as quais se possa especificar, analisar e implementar
sistemas distribuidos;

>

*,
*

O desenvolvimento de meios formais para raciocinar sobre o comportamento de sistemas
distribuidos;

A sugestdo de meios ou formas para o projetista desenvolver sistemas melhores, mais elegantes e
com descricfes formais mais simples.

Uma das principais caracteristicas dos sistemas distribuidos € a concorréncia, ou sgja, 0
fato de que ha& varios processos envolvidos cujos eventos podem ocorrer
simultaneamente.

A Logica Categoria € uma linguagem formal de especificagdo que serve bem para a
descricéo e andlise de aspectos comportamentais de sistemas concorrentes. Ela fornece
uma maneira smples e natural, porém precisa, de falar sobre o ordenamento da
ocorréncia das interacbes [Manna e Pnuelli apud SOU99].

Uma metodologia formal tipicamente consiste de vérios elementos. Um elemento é a
linguagem de especificacdo na qual os requerimentos antecipados de um programa
podem ser formalmente especificados. Um outro € um repertorio de métodos de prova
pelos quais a corretude de um programa proposto, com relacdo a especificacéo, pode ser
formamente verificada. As vantagens de uma metodologia formal sdo 6bvias. A
especificacdo formal forca os projetistas de um programa a tomar antes decisdes
precisas sobre as principais funcionalidades do programa e a remover ambiguidades da
descricdo de seu comportamento esperado. A verificagdo forma de uma propriedade
garante que a propriedade vale sobre todas as possiveis execugdes do programa.

Como linguagem de especificacdo, a Logica Categorial € apropriada e conveniente para
especificar o comportamento dindmico de programas concorrentes e descrever suas
propriedades. A principal vantagem da Légica Categoria € que ela fornece, através do
uso de um conjunto especia de operadores, expressao sucinta e natural de propriedades
de programas gue ocorrem frequientemente. [SOU99]

AREAS DE APLICACAO DE PROCESSAMENTO PARALELO (Simulagio
numeérica de fendbmenos fisi cos)

Quimica quéntica, mecanica estatistica e fisicarelativistica;

Cosmologiae astrofisica

Dinamica de fluidos computacional e turbuléncia;
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- Projeto de materiais e supercondutividade;
- Biologia, farmacologia, segiienciamento de genoma, engenharia genética, modelagem celular;
- Medicina e modelagem de 6rgdos e 0ssos,

- Modelagem ambiental e climaticaglobal e lunar;

- Processamento sismico.

1.2 Definicao

Programacéo concorrente tem sido usada frequentemente na construcao de
sistemas operacionais e em aplicacdes nas areas de comunicacéo de dados e
controle industrial. Esse tipo de programacdo torna-se ainda mais importante
com o advento dos sistemas distribuidos e das maquinas com arquitetura
paralela. Neste capitulo, serédo discutidos os conceitos basicos e alguns
mecanismos classicos da programacdo Concorrente. Maiores detalhes podem
ser encontrados no livro [OL12000].

Um programa que € executado por apenas um processo € chamado de programa
sequiencial. A grande maioria dos programas escritos sdo programas sequienciais. Nesse
caso, existe somente um fluxo de controle durante a execugdo. Isso permite, por
exemplo, que o programador realize uma "execucdo imaginaria’ de seu programa,
apontando com o dedo, a cada instante, a linha do programa que esta sendo executada
no momento.

Um programa concorrente € executado simultaneamente por diversos processos que
cooperam entre si, isto é, trocam informacfes. Para 0 programador realizar agora uma
"execucdo imaginaria’, ele vai necessitar de vérios dados, um para cada processo que
faz parte do programa. Nesse contexto, trocar informagdes significa trocar dados ou
realizar dlgum tipo de sincronizacdo. E necessdria a existéncia de interacdo entre
processos para que 0 programa seja considerado concorrente. Embora a interacéo entre
Processos possa ocorrer através do acesso a arquivos comuns, esse tipo de concorréncia
e tratado na disciplina de Banco de Dados. A programacgéo concorrente tratada neste
capitulo desta apostila € a utilizada nas disciplinas de Sistemas Operacionais, que utiliza
mecanismos rapidos para interacdo entre processos. varidvels compartilhadas e troca de

mensagens. [OL12000]

O termo "programacdo concorrente” vem do inglés concurrent programming, no qual
concurrent significa "acontecendo ao mesmo tempo”. Uma traducdo mais exata seria
programacdo concomitante. Entretanto, o termo programagdo concorrente ja esta
solidamente estabelecido no Brasil. Algumas vezes, € usado o termo programacao
paralela com o mesmo sentido.

O verbo "concorrer" admite, em portugués, véarios sentidos. Pode ser usado no sentido
de cooperar, como em "tudo concorria para 0 bom éxito da operacdo”. Também pode
ser usado com o significado de disputa ou competi¢cdo, como em "ele concorreu a uma
vaga na universidade'. Em uma forma menos comum, ele significa também existir
simultaneamente. De certa forma, todos os sentidos s8o aplicaveis aqui na programacao
concorrente. Em geral, processos concorrem (disputam) pelos mesmos recursos do
hardware e do sistema operacional. Por exemplo, processador, memoria, periféricos,
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estruturas de dados, etc. Ao mesmo tempo, pela propria definicdo de programa
concorrente, eles concorrem (cooperam) para o éxito do programa como um todo.
Certamente, varios processos concorrem (existem simultaneamente) em um programa
concorrente. [OL12000] Logo, programagdo concorrente € um bom nome para o que
vamos tratar neste capitulo.

E comum, em sistemas multiusudrio, que um mesmo programa sgja executado
simultaneamente por varios usuarios. Por exemplo, um editor de texto. Entretanto,
executar simultaneamente dez instancias do editor de texto ndo faz dele um programa
concorrente. Apenas o0 codigo € possivelmente compartilhado pel os dez processos. Cada
processo executa sobre sua prépria area de dados e ignora a existéncia de outras
execucOes do programa. Esses processos ndo cooperam entre s, isto €, ndo trocam
informagdes. Nesse exemplo, temos apenas a execucdo de dez instancias do mesmo
programa sequencial, e ndo um programa concorrente.

1.3 Motivacgéo

Notadamente, a programacdo concorrente € mais complexa que a programacdo
seqiencial. Um programa concorrente pode apresentar todos os tipos de erro que
normamente aparecem em programas sequenciais. Além disso, existem 0s erros
associados com as interagdes entre 0s processos. Muitos erros dependem da velocidade
relativa dos processos. Ou ainda, do exato instante de tempo em que o escalonador do
sistema operacional realizou um chaveamento de contexto. 1sso toma muitos erros
dificeis de reproduzir e de identificar.

Mesmo com todas as suas complexidades inerentes, existem muitas &reas nas quais a
programagdo concorrente € Util. Em sistemas nos quais existem varios processadores
(méaquinas paralelas ou sistemas distribuidos), € possivel aproveitar esse paralelismo
explicitamente e acelerar a execucdo do programa. Mesmo em sistemas com um Unico
processador, existem razdes para 0 seu uso em determinados tipos de aplicagoes.

Considere um programa que deve ler registros de um arquivo, colocdlos em um
formato apropriado e entdo enviar para uma impressora fisica (em oposicdo a uma
impressora l6gica ou virtual, implementada com arquivos). Podemos fazer isso com um

programa sequiencial que, dentro de um lago, faz as trés operagdes. A Figura 1.1 ilustra
tal programa, e a Figura 1.2 mostra a respectiva linha de tempo.

Figural.l Programa seqiiencial fazendo acesso a ar quivo e impressora

Imipressong
fizico

Inicialmente, o processo envia um comando para a leitura do arquivo e fica bloqueado. O disco entdo é
acionado para realizar a operacdo de leitura. Uma vez concluida a leitura, o processo realiza a formatacéo
e inicia a transferéncia dos dados para a impressora. Como se trata de uma impressora fisica, 0 processo
executa um lago no qual os dados sdo enviados para a porta serial ou paralela apropriada. Como o buffer
da impressora é relativamente pequeno, o processo fica preso até o fina da impressdo. Observe no
diagrama da Figura 1.2 que o disco e a impressora nunca trabalham simultaneamente, embora néo exista
nenhuma limitacéo de natureza el etrénica. O programa sequiencial é que ndo consegue ocupar ambos.
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Figural.2 Linha de tempo do programa sequiencial da Figura 1.1

Vamos agora empregar uni programa concorrente como o mostrado na Figura 1.3 para
realizar a impressdo do arquivo. Dois processos dividem o trabalho. O processo leitor €
responsavel por ler registros do arquivo, formatar e colocar em um buffer na memoaria.
O processo impressor retira os dados do buffer e envia paraaimpressora. E suposto agui
gue os dois processos possuem acesso a memoria onde esta o buffer. A Figura 1.4
mostra a linha de tempo resultante.

Procesan
Leitor

Buffer

Processso
Imgrassor

Impressora
flsico

Figural.3 Programa concorrente fazendo acesso a ar quivo e impressor a

O programa concorrente é mais eficiente, pois consegue manter o disco e a impressora
trabalhando simultaneamente. O tempo total para realizar a impressdo do arquivo €
menor quando a solugdio concorrente € empregada. E claro que a solugdo possui
limitacBes. Se 0 processo leitor for sempre mais rdpido, o buffer ficara cheio, e entdo o
processo leitor tera que esperar até que o processo impressor retire algo do buffer. Por
outro lado, se 0 processo impressor for sempre mais rdpido, eventuamente o buffer
ficard vazio, e ele tera que esperar pelo processo leitor. E isso que acontece no diagrama
da Figura 1.4. De qualquer forma, a solugdo concorrente para esse problema nunca sera
mais lenta que a solucéo sequiencial.
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Figural.4 Linha de tempo do programa concorrente da Figural.3

Na verdade, a maior motivagdo para a programacado concorrente € a engenharia de
software. Aplicagdes inerentemente paralelas (aplicacbes que possuem paraelismo
intrinseco) sdo mais facilmente construidas se a programagdo concorrente € utilizada.
Estédo enquadrados nesse grupo aplicacbes envolvendo protocolos de comunicacdo,
aplicacOes de supervisdo e controle industrial e, como era de se esperar, a propria
construcao de um sistema operacional.

Vamos ilustrar esse aspecto através de uma aplicagdo hipotética, um servidor de
impressdo para uma rede local. A Figura 1.5 ilustra uma rede local na qual existem
diversos computadores pessoais (PC) utilizados pelos usuarios e existe um computador
dedicado ao papel de servidor de impressdo da rede. Quando algum usuério deseja fazer
uma impressdo, ele envia o arquivo para o servidor de impressdo. Como todos os
usuarios da rede compartilham a mesma impressora, ela possivelmente estara ocupada
no momento que um arquivo for enviado. Por isso, 0 servidor de impressdo usa um
disco magnético para manter os arquivos gque estdo na fila de impressdo, ou seja,
esperando para serem impressos.

LIsuEnas Sarndor ds limpassic

Figural.5 Redelocal incluindo um servidor de impressdo dedicado

~ 1

E importante observar que o programa "servidor de impressao" possui um certo grau de
paraelismo intrinseco. Ele deve receber mensagens pela rede; escrever em disco os
pedacos de arquivos recebidos, enviar mensagens pela rede contendo, por exemplo,
respostas as consultas sobre o seu estado; ler arquivos previamente recebidos; enviar
dados para a impressora. Todas essas atividades devem ser realizadas simultaneamente.
Uma forma clara de programarmos o servidor de impressdo € usar varios processos de
tal forma que cada processo fique responsavel por uma atividade em particular.
Obviamente, esses processos vao precisar trocar informagOes para realizar 0 seu
trabalho. Logo, teremos o servidor de impressdo implementado na forma de um
programa concorrente.

A Figura 1.6 mostra uma das possiveis solucfes para a organizagdo interna do programa
concorrente "servidor de impressdo". Cada circulo representa um processo. Cada flecha
representa a passagem de dados de um processo para o outro. Essa passagem de dados
pode ser feita, por exemplo, através de variavels que sdo compartilhadas pelos processos
envolvidos na comunicacdo. Vamos agora descrever rapidamente a funcdo de cada
processo. O processo “Receptor” é responsavel por receber mensagens da rede local.
Ele faz isso através de chamadas de sistema apropriadas e descarta as mensagens com
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erro. As mensagens corretas sdo entdo passadas para o processo "Protocolo”. Ele analisa
o contelido das mensagens recebidas a luz do protocolo de comunicacdo suportado pelo
servidor de impressfio. E possivel que sgjam necessarios a geragdo e o envio de
mensagens de resposta. O processo “Protocolo” gera as mensagens a serem enviadas e
passa-as para 0 processo “ Transmissor” que as envia através de chamadas de sistema
apropriadas.

Algumas mensagens contém pedacos de arquivos a serem impressos. E suposto agui
gue mensagens sdo da ordem de alguns Kbytes. Dessa forma, um arquivo deve ser
dividido em varias mensagens para transmissdo através da rede. Quando o processo
“Protocolo” identifica uma mensagem que contém um pedaco de arquivo, ele passa esse
pedaco de arquivo para o processo “Escritor”. Passa também a identificacdo do arquivo
ao qual o pedago em questdo pertence. Cabe ao processo “Escritor” usar as chamadas de
sistema apropriadas para escrever no disco. Quando o pedago de arquivo em questdo € o
ultimo de seu arquivo, o0 processo “Escritor” passa para o processo “Leitor” o nome do
arquivo que esta pronto para ser impresso.

Resizplar

@gl"‘l.ﬂ'gﬂr
/_ -

1 Protasnln |

Figural.6 Servidor de impressdo como programa concorrente

O processo “Leitor” executa um lago externo no qual ele pega um nome de arquivo,
envia o contelido para 0 processo “Impressor” e entédo remove o arquivo lido. O envio
do contetdo para o processo “Impressor” € feito através de um lago interno composto
pela leitura de uma parte do arquivo e pelo envio dessa parte. Finalmente, 0 processo
“Impressor” € encarregado de enviar os pedacos de arquivo que ele recebe para a
impressora. O relacionamento entre os processos “Leitor” e “Escritor” foi descrito
antes, no inicio desta se¢éo.

Embora o servidor de impressdo descrito aqui tenha sido simplificado em vérios
aspectos, ele ilustra o emprego da programacéo concorrente na construcao de aplicactes
com paralelismo intrinseco. O resultado € uma organizacdo interna clara e smples para
0 programa. Além disso, um programa sequencial equivalente seria provavelmente
menos eficiente.

1.4 Especificacdo do Paralelismo

Para construir um programa concorrente, € necessario, antes de mais nada, ter a
capacidade de especificar o paralelismo dentro do programa. Em algum ponto, €
necessario especificar quantos processos fardo parte do programa e exatamente quais
rotinas cada um executara. Existem, na prética, diversas maneiras para realizar essa
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tarefa. Nesta secdo, serdo descritas duas das mais usuais.

E possivel especificar paralelismo através do conjunto de comandos. Fork, Exit e Wait.
O comando Fork permite a criagdo de um segundo fluxo de execucdo, paralelo aquele
gue executou o comando. Em geral, é necessario fornecer uma indicacdo de onde o
novo fluxo de execucdo devera iniciar. Por exemplo, o nome de uma sub-rotina do
programa.

Os comandos Exit e Wait sdo auxiliares ao Fork. Quando o comando Exit € executado, 0
fluxo de controle que o executa € imediatamente terminado. Um comando
imediatamente apds o comando Exit jamais sera executado. O comando Wait permite
gue um fluxo de execucdo espere outro fluxo terminar. Em geral, é necessario fornecer
uma indicagdo do fluxo de execucdo cujo término esta sendo esperado. Por exemplo,
um ndmero inteiro retornado pelo comando Fork.

Vamos usar a sintaxe da linguagem C para exemplificar o uso dos comandos Fork, Exit
e Wait. Considere o trecho de cddigo mostrado na Figura 1.7. Nesse programa, 0O
processo inicia (pai) executa duas vezes o comando Fork, criando dois processos
adicionais (filhos 1 e 2). Ele ent&o espera que cada um dos filhos termine, escreve uma
mensagem para cada um e termina também. Os dois processos criados executam a
mesma fungdo “cddigo-do-filho”. Eles apenas colocam uma mensagem na tela e
terminam. Uma possivel saida para esse programa €:
Al o do pa
Al o do filho
Al o do filho
Filho 1 norreu

Filho 2 norreu
A Figura 1.8 mostra um diagrama de tempo capaz de gerar a saida mostrada acima. E
importante observar que processos paralelos podem executar em qualgquer ordem. Na
saida mostrada antes, o segundo filho foi executado antes que o pai percebesse a morte

do primeiro filho. Caso o0 segundo filho tivesse executado apds a morte do primeiro
filho, a saida seria:

Al o do pai
Alo do filho
Filho 1 norreu
Alo do filho

Filho 2 norreu

/* Programa principal */
mai n()
{

int f1;/* ldentifica processo filho 1 */
int f2;/* ldentifica processo filho 2 */

printf(“A o do pai\n");

f1
f2

fork( codigo-do-filho ); /[* Oiafilho 1 */
fork( codigo-do-filho ); /* Oria filho 2 */

wait(fl);
printf("Filho 1 norreu\ n”>;

wai t (f2);
printf("Filho 2 norreu\n");
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exit ();
}

/* Funcao executada pel os dois processos filhos */
co6di go-do-fil ho()
{

printf(“Alo do filho\n");

exit ();

Figural.7 Exemplo contendo os comandosFork, Exit e Wait

Fourls £1 Fourls 72 Wit 11 Wit <2

Fric, Pai E‘:‘&E\Eﬁ ] P “*&W
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Exlt Fut

Figural.8 Diagrama de tempo associado com o programa da Figural.7

A Figura 1.9 mostra o diagrama de tempo associado com essa segunda possibilidade.
Essa € uma caracteristica importante dos programas concorrentes. Duas execucdes
consecutivas do mesmo programa, com os mesmos dados de entrada, podem gerar
resultados diferentes. 1sso ndo € necessariamente um erro. Cabe ao programador fazer
com gue todos os resultados possiveis sejam iguamente corretos. Mais adiante seréo
apresentados mecanismos capazes de controlar explicitamente a ordem de execucéo dos
processos, se assim for desejado.

Fork 1l Rk 12 Wait H Wit 12
Proc. Fai L I
Proc. Filho 1 S
Proc. Filho 2 ' | &W
Ext it

Figural.9 Diagrama de tempo associado com o programa da Figural.7

Muitas vezes, sdo usados grafos de precedéncia para representar o paralelismo existente
em um programa. No grafo de precedéncia, os nodos representam trechos de codigo, e
0s arcos representam relagdes de precedéncia Um arco do nodo X para o nodo Y

representa que o cédigo associado com Y somente podera ser executado apds o término
do codigo associado com X. Por exemplo, o programa da Figura 1.7 pode ser
representado pelo grafo que aparece na Figura 1.10. E importante notar que, nas Figuras
anteriores, os arcos representavam o fluxo dos dados, enquanto na Figura 1.10 (um

grafo de precedéncia), os arcos ndo representam fluxo de dados, mas ssim o fluxo de
controle.
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filha 2 marrau

Figural.10 Grafo de precedéncia para o programa da Figura 1.7

Vamos supor agora que o programador deseje que, necessariamente, 0 processo do filho
1 termine para entdo o processo do filho 2 iniciar. A Figura 1.11 mostra como ficaria o
c6digo nesse caso.

/* Progranma principal */

mai n()

{
int f1;/* ldentifica filho 1 */
int f2;/* ldentifica filho 2 */

printf(“Al o do pai\n");

f1 = fork( codigo_do filho ); /* cria filho 1 */
wait( f1);

printf(“Filho 1 norreu\n”);

f2 = fork( codigo_do filho ); /* cria filho 2 */
wait( f2);

printf(“Filho 2 norreu\n”);

exit();
}

/* Funcd@o executada pel os dois processos filhos */
codi go_do_filho()
{

print(“Alo do filho\n");

exit();

Figural.1l Programa do exemplo da Figural.7 alterado

Uma forma mais estruturada de especificar paralelismo em programas concorrentes é
conseguida com o uso dos comandos Parbegin e Parend ("parallel begin® e
"parallel end"). Enquanto o par Begin-End delimita um conjunto de comandos que
serdo executados sequenciamente, o par Parbegin-parend delimita um conjunto de
comandos que serdo executados em paralelo. O comando que segue ao Parend somente
sera executado quando todos os fluxos de controle criados na execucdo do Parbegin-
Parend tiverem terminado. A Figura 1.12 mostra como esses comandos podem ser
utilizados para implementar um programa equivalente aquele apresentado na Figura 1.7.
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Novamente, a linguagem C é utilizada.

/* Prograna principal */
mai n();

printf("Al o do pai\n")

Par begi n /* Define conjunto de execucdes paral el as */
codi go_do_filho(); /+ Cia umfilho */
codigo_do_filho(); /* Oiaoutro filho */

Par end;

printf("Filho 1 norreu\n");
printf("Filho 2 nmorreu\n");

}

/* Funcd@o executada pel os dois processos filhos */
codi go_do_filho()

{

{

printf("Al o do filho\n")

Figural.12 Exemplo contendo os comandos Parbegin e Parend

Os comandos Fork, Wait e Exit sdo facilmente incorporados a uma linguagem de
programacdo procedimental. Nos exemplos mostrados antes, eles foram incorporados a
linguagem C na forma de fungdes de uma biblioteca especial. J& os comandos parbegin-
parend definem uma nova estrutura de controle para a linguagem. Nos exemplos, a
sintaxe da linguagem C foi estendida com a inclusdo desse novo comando. Também é
possivel usar uma versdo menos eegante para o comando Parbegin que, entretanto,
mantém sua funcionalidade. Dessa vez, Parbegin aparece como uma funcdo de
biblioteca cujos parametros sdo 0os nomes das fungdes a serem disparadas em paralelo.
O exemplo da Figura 1.12 seria adaptado para conter:

Parbegin( codigo_do filho, codigo_do filho);

gue substitui a estrutura de controle Parbegin-Parend. De qualquer forma, fica evidente
gue ndo é dificil adaptar as linguagens de programacdo para, de alguma forma, permitir
a especificacdo de paralelismo dentro dos programas.

Vamos agora considerar como seria aimplementacéo dos comandos apresentados antes.
O comando Fork representa a criagdo de um novo processo. A geréncia do processador
inicializa as estruturas de dados necessarias e insere o novo processo ha fila do
processador. O espaco de enderecamento do novo processo deve ser igual ao espaco de
enderecamento do processo que executou o comando Fork. O valor inicial para o
registrador PC do novo processo deve ser 0 endereco fornecido como paréametro para o
comando Fork. O valor retornado pelo Fork pode ser o identificador do novo processo.

O comando Wait k resulta no blogueio do processo chamador caso 0 processo
identificado por k ainda exista. Nesse, caso é necessario criar uma fila de processos
bloqueados a espera de que o processo k termine. Essa fila serd implementada como
uma lista encadeada, associada ao proprio processo k. Dessa forma, quando ee
terminar, parte do processo de limpeza interna do sistema operacional seraliberar todos
0S processos que esperavam pela sua morte. Quando o processo k termina, é necessario
armazenar essa informecgao. Se, depois disso, algum processo executar o0 comando Wait
k, ele ndo ficara bloqueado e continuara sua execucao.

O comando Exit é implementado por uma chamada de sistema que resulta na destruicéo
do processo chamador. E necessério verificar se ndo existe nenhum processo bloqueado
por Wait a espera da morte desse processo. Nesse caso, € necessario retirar da situacdo
de bloqueio o0 processo que estava esperando e colocd lo novamente na disputa pelo
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processador.

Os comandos Parbegin e Parend podem ser implementados de forma semelhante. Uma
possibilidade é o sistema operacional oferecer chamadas de sistema Fork, Wait e Exit, e
o compilador da linguagem de programacdo traduzir Parbegin-Parend para uma
sequéncia dessas chamadas. Nesse caso, o trecho em linguagem de programacéo:

Inicio ()
Par begi n
Comando_|I ();
Comando_2();
Par end;

Fin();

seriatraduzido pelo compilador para:
I ni cio()
f1 = Fork( Comando_l);
f2 = Fork( Comando_2);
Vi t( f1);
Wit ( f2);
Fin();

A especificacdo de paralelismo é um aspecto importarte da programacao concorrente,
mas ndo € o Unico. Nas proximas segOes, serdo discutidos e comparados aspectos
ligados a troca de informacao entre processos e sera feita uma descricéo do problema do
deadlock.

Em principio, devemos supor que um sistema distribuido deve parecer a seus usuarios exatamente como
se fosse um sistema tradicional, com um Unico processador usado em regime de tempo compartilhado. O
gue acontece se um programador descobrir que seu sistema distribuido possui 1000 processadores, e
quiser usar uma parte substancial de tais processadores na andlise paralela de uma jogada de xadrez? A
resposta tedrica a guestdo é que o compilador, o sistema operacional e o ambiente de execucéo
devem ser capazes de, em conjunto, mostrar como se pode tirar vantagem desse paralelismo potencial
sem que o programador nem mesmo tome conhecimento de sua existéncia. Os programadores que
realmente desejarem usar varios processadores na solucéo de um Unico problema devem manifestar esse
desgjo de forma explicita em seu programa. A transparéncia ao paralelismo deve ser encarada como o
supremo objetivo de todos os projetistas de sistemas distribuidos. Quando isso for obtido, o trabalho
estara terminado, e poderemos partir para novos desafios em outros campos.

1.5 Viséao Geral e Comparacao

Esta secdo contém comentérios sobre algumas técnicas para a comunicagdo entre
processos. Como Visto no inicio deste capitulo, um programa concorrente é formado por
processos gque necessitam trocar informacgdes. Essa troca de informaces pode ocorrer
através de variaveis compartilhadas ou de mensagens.

Nas solugdes baseadas em variaveis compartilhadas, o sistema operacional oferece
algum mecanismo de sincronizacdo auxiliar, como seméforos. Também é necessario
gue a geréncia de memaria permita o acesso de dois processos a uma mesma memoéria
fisica. Quando mensagens sdo empregadas, 0 sistema operacional deve implementar
algum mecanismo de troca de mensagens para ser usado pel 0s processos.

Essas duas solugbes (memoria compartilhada e mensagens) sdo equivalentes no sentido
de que qualquer programa concorrente pode ser implementado com uma ou com outra
forma. Em geral, memoria compartilhada € mais eficiente que troca de mensagens. Com
memoria compartilhada, ndo existe a necessidade de copiar os dados da memaria do
remetente para uma aea do sistema operaciona e depois para a memoria do
destinatério. Os processos alteram diretamente as variaveis compartilhadas. Entretanto,
em sistemas distribuidos, mensagens sdo a forma natural de comunicacéo.
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Muitos sistemas operacionais oferecem os dois mecanismos. Nesses sistemas, processos
na mesma maquina podem compartiihar memoéria A forma como a memdria
compartilhada é implementada depende da geréncia de memdria empregada, sendo
relativamente simples em sistemas que contam com paginagdo ou segmentacao.
Processos também podem usar mensagens para comunicacdo local ou remota. A
implementacdo de um sistema de mensagens sem buferizacdo pode ser feita através da
manipulacédo dos descritores de processos. Um sistema de mensagens com buferizacdo
implica a reserva de memdria para armazenar mensagens e algoritmos para gerenciar
essa memoria. Além disso, € necessario liberar automaticamente areas de memaria
ocupadas por mensagens cujos processos destinatérios ja foram destruidos. Finalmente,
a implementacdo de mensagens entre maquinas diferentes exige a existéncia de um
subsistema de comunicagdo que implemente os protocol os de comunicago necessarios.

1.6 Deadlock

Embora deadlocks possam ocorrer em diversos pontos de um sistema operacional, eles
sd80 um dos principais problemas dos programas concorrentes e, por isso, seréo
discutidos nesta secdo. Também é comum a ocorréncia de deadlocks envolvendo
arquivos e periféricos.

Por definicdo, um conjunto de N processos estd em deadlock quando cada um dos N
processos esta bloqueado a espera de um evento que somente pode ser causado por um
dos N processos do conjunto. Obviamente, essa situagdo somente pode ser alterada por
alguma iniciativa que parta de um processo fora do conjunto dos N processos.

A Figura 1.13 ilustra graficamente uma situacdo de deadlock. Circulos representam
processos, e quadrados representam recursos. Uma flecha do processo para o recurso
significa que o processo estd blogueado a espera daguele recurso. Uma flecha do
recurso para o processo significa que aquele recurso foi alocado ao processo.

No exemplo da Figura 1.13, o processo P5 esta bloqueado a espera do recurso R3.
Entretanto, ele ndo estd em deadlock, pois o0 processo P2 néo esta bloqueado. Ele pode
executar até o fim, liberar o recurso R3, e entdo o0 processo P5 podera executar. O
mesmo ndo ocorre com 0s processos P11, P3 e P4. O processo P4 estd blogueado a
espera do recurso R2, ocupado pelo processo Pl. Os processos Pl e P3 estéo
blogqueados a espera do recurso R1, ocupado pelo processo P4. Logo, P1, P3 e P4 estdo
em deadlock.

P2

R3

Figural.13 Gré&fico representando processos e recur sos

Existem quatro condigdes necessarias para ser possivel a ocorréncia de um deadlock em
determinado sistema. S50 elas:
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Existéncia de recursos que precisam ser acessados de forma exclusiva;

Possibilidade de processos manterem recursos alocados enquanto esperam por
recursos adicionais;

Necessidade de os recursos serem liberados pelos proprios processos que os estéo
utilizando;

Possibilidade da formag&o de uma espera circular do tipo: o processo P; espera pelo
recurso R que esta com o processo P que espera pelo recurso R que estd com o
processo P3, etc, e Py espera pelo recurso Ry que esta com o processo P.

Existem varias formas de tratar o problema do deadlock. Por exemplo, € impossivel a
ocorréncia de um deadlock no sistema se, para cada recurso, for eliminada pelo menos
uma das quatro condi¢des necessarias. Infelizmente, isso ndo é facilmente reaizavel.
Também é possivel evitar a ocorréncia de um deadlock se, para cada pedido de alocagéo
de recursos, 0 sistema analisar as implicagbes de atendé-lo. Essa técnica implica
subutilizacdo dos recursos do sistema e overhead de execucéo. A teoria sobre deadlocks
€ extensa e foge ao escopo deste livro.

Uma forma usua € deixar acontecer o deadlock, detecta-lo e entédo eliminalo. A
deteccdo pode ser feita de forma automética ou manual. O deadlock é eliminado através
da destruicdo dos processos envolvidos e da liberagdo dos respectivos recursos. A quase
totalidade dos sistemas operacionais utiliza essa abordagem, o que na prética significa
gue nenhuma técnica especial com respeito aos deadlocks € utilizada. O mesmo néo
acontece nos sistemas de banco de dados, nos quals cuidados especiais sG0 tomados a
esse respeito.

1.7 Exercicios

= Desenhe o grafo de precedénciarelativo ao codigo dasFiguras 1.11e 1.12.

= Pesquise a literatura a respeito dos mecanismos mutex e variaveis condi¢céo do POSIX. Implemente
as operagbes P e V em um seméforo usando aguelas duas construgdes basicas do POSIX. As
operacdes P e V deverdo ser substituidas por um codigo C com seméntica similar. Lembre-se de que
essas operacdes devem ser atdmicas.

= Localize, na literatura sobre programacdo concorrente, a descricdo do problema dos filésofos
jantadores e implemente uma solugdo usando semaforos. Faga 0 mesmo com o problema dos | eitores
eescritores.

= Imagine formas de tornar impossivel alguma das quatro condi¢fes necessérias para a ocorréncia de
um deadlock em determinado sistema. Essa forma deve ser tal que, uma vez aplicada, deadlocks ndo
acontecerdo. Discuta a viabilidade prética de sua solugao.
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2 Teoria das categorias

2.1 Introducao aTeoria das Categorias

Aparentemente, Teoria das Categorias e Ciéncia da Computacdo congtituem dois
campos cientificos completamente diferentes. Na realidade, ndo sb possuem muito em
comum, como sd0 enriquecidos mutuamente a partir de visoes e abordagens de um
campo sobre o outro.

Em um primeiro momento, a Teoria das Categorias pode ser vista como uma
generalizacdo da algebra de funcbes. Nesse contexto, claramente, a principal operacéo
sobre funcdes € a de composicdo. Narealidade, uma Categoria € uma estrutura abstrata,
constituida de objetos e setas entre os objetos, com uma propriedade fundamental que é
a composicionalidade das setas. Por exemplo, objetos e setas podem ser conjuntos e
funcdes. Alguns exemplos de categorias sdo ilustrados na Tabela 2.1.

Tabela 2.1 Exemplos de Categorias

Categoria Objetos Setas Composicéo
Conjuntos e Funcoes conjuntos funcgdes (totais) composicao de fungdes
Figuras Figuras transformagdes de construtor de
Figuras transformacdes
“complexas’
Um Programa Funcional tipos de dados operacoes construtor de operagfes

n&o-primitivas

Espacos Vetoriais espagos vetoriais transformagdes lineares composicéo de
transformagoes lineares

Grafos grafos homomorfismo de composicéo de
grafos homomorfismo de grafos
Logica proposi¢des provas transitividade das provas
Uma Maquina de estados transicoes construtor de computactes
Estados
Conjuntos Parcialmente conjuntos funcbes monotonicas composicdo de fungdes
Ordenados parcialmente monoténicas
ordenados
Um Conjunto elementos do conjunto [ paresdarelacdo de transitividade darelagéo de
Par cialmente Ordenado ordem parcial ordem parcial

Muitas areas da matematica podem ser vistas sob o ponto de vista das categorias. Na Ciéncia da
Computagdo, existe interesse pela Logica Categorial , que pode ser vista a partir do seguinte exempl o:

Pode-se chamar os objetos em uma determinada categoria de FORMULAS e os morfismos de PROVAS.
Um morfismo f : A-->B é visto como uma prova da implicacéo |égica A=>B. Em particular, 0 morfismo
identidade € uma instancia do axioma da reflexividade, e a composi¢do de morfismos abaixo é uma regra
deinferéncia que afirmaatransitividade daimplicacéo |6gica.

[:A® B g:B® C
gof :A® C
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Em uma categoria, qualquer modificacdo sobre o0s objetos, as setas ou a composi¢éo
resulta em uma nova categoria. Por exemplo, na primeira categoria da Tabela 2.1, a
substituicdo das funcdes (totais) por funcdes parciais resulta em uma nova categoria
(conjuntos e funcbes parciais), com diferentes propriedades. Como ilustracdo, nesse
caso, um simples produto cartesiano (generalizado categorialmente) de dois conjuntos é
diferente nas duas categorias.

Assim, as trés componentes basicas de uma categoria (objetos, setas e composi¢ao) sao
fundamentais. Em especial, a composicdo freqUentemente possui importantes
interpretacbes como, por exemplo, nas seguintes categorias da Tabela 2.1.

= um programa funcional visto como uma categoria: a operagéo de composi¢ao € vista como
um construtor de operagdes a partir de operagdes mais elementares;

= uma maquina de estados vista como urna categoria: a operagéo de composicao define a
nocdo de computacgéo (ou transagéo) da maquina, refletindo o funcionamento da mesma (ou sgja,
fornecendo uma semantica).

E importante observar que as nocdes de objeto, seta e composicao ndo necessariamente
possuem estruturas que lembrem as usadas na Teoria dos Conjuntos. Por exemplo, no
caso de um conjunto parcialmente ordenado visto como uma categoria, 0s objetos ndo
possuem qualquer estrutura (um objeto € um elemento de um conjunto), as setas sdo
pares de el ementos, e a composi¢do € dada pela transitividade da rel agéo.

Adicionalmente, uma mesma estrutura pode constituir uma categoria por s s6 ou ser
objeto de uma categoria como nos dois casos referentes aos conjuntos parcialmente
ordenados ilustrados na Tabela 2.1. Assim a categoria dos conjuntos parcialmente
ordenados pode ser vista como uma categoria de categorias (ou sgja, uma categoria
Ccujos objetos sdo conjuntos parcialmente ordenados vistos como categorias).

Teoria das Categorias € uma teoria recente, tendo sido criada por S. Eilenberg e S. Mac
Lane em 1945 [MEN2001], como uma decorréncia de seus trabalhos em topologia
algébrica. Desde entdo, tem influenciado muitas areas, como uma forma revolucionéria
de entendimento e de abordagem. Atualmente, Teoria das Categorias e Ciéncia da
Computacdo constituem uma érea de pesqguisa extremamente ativa internacional mente.

Entre as diversas caracteristicas da Teoria das Categorias que motivam 0 seu uso em
Ciéncia da Computacdo, destacam se:

1 Independéncia de | mplementagao;

2 Dualidade;

3 Heranca de Resultados,

4 Comparacéo de Expressividade de Formalismos;
5 Notacdo Gréfica;

6 Expressividade de suas Construgoes.

A expressividade das construgdes categoriais tem sido uma das principais motivacoes
(sendo a principal) para 0 uso da Teoria das Categorias na Ciéncia da Computacao.
Considerando-se a complexidade dos sistemas computacionais atuais, verifica-se que,
de certa forma, o desenvolvimento de solucbes para os problemas propostos esta
limitado a capacidade do ser humano de expressar 0s problemas e suas solucfes. Assim,
guanto mais expressivo for o formalismo usado, mais avancos podem ser esperados.
Inclusive, formalismos mais expressivos auxiliam ndo sd nas especificactes e provas,
mas principalmente, em um melhor entendimento dos problemas, bem como em uma




Relatério de Pesguisa 323 27

maior simplicidade e clareza nas solucdes.

Como exemplos da grande influéncia dessa Teoria em muitos campos da Ciéncia da Computacdo, pode-
se citar modelos semanticos de linguagens de programacdo, modelos de concorréncia, linguagens de
especificacdo, 16gica construtiva, teoria dos autdmatos, processamento paralelo e distribuido e varias
outras areas.

Este capitul o apresenta conceitos basicos da Teoria das Categorias tais como Categoria, Limite e Colimite
em geral, Produto e Coproduto em particular. O objetivo é apresentar essa teoria como um formalismo
capaz de expressar concorréncia e auxiliar a especificacdo formal de sistemas concorrentes. Para tanto,
sd0 apresentadas e utilizadas as estruturas de conjunto parcia mente ordenado e de grafos reflexivos vistos
como categorias paraformalizar as defini¢des de tais aplicacoes.

2.2 Conceito de Categoria

Categorias sdo estruturas matematicas abstratas que servem para representar classes de
objetos que possuem algumas propriedades basicas em comum, generalizando-as e
unificando-as em uma propriedade universal que serve para todos os objetos de uma
mesma categoria. Por exemplo, objetos e setas e composicdo de setas podem ser
conjuntos, fungdes e composicéo de funcgdes, respectivamente. Essa abstracdo possuli
vantagens como o fato de permitir que propriedades comuns sgiam facilmente
identificaveis.

Portanto, Teoria das Categorias pode ser considerada como uma formalizagdo adequada
para tratar propriedades abstratas independentes de estruturas. Essa € mais uma
caracteristica relevante relativamente a Ciéncia da Computacdo: permite tratar
propriedades “independentemente de implementacdo”, o que é essencial para a andlise
de algoritmos quanto a suas dependéncias de controle e de dados.

Existem dois conceitos basicos em categorias. objeto e morfismo. Objetos néo
necessariamente sdo colecbes de elementos, enquanto morfismos (ou setas) nao
necessariamente sdo funcgbes entre conjuntos. Dessa forma, morfismos podem ser
compostos com morfismos. Também € importante afirmar que, na Teoria das
Categorias, sGo os morfismos, e ndo os objetos, que desempenham o papel principal.

Definicdo 1 — Categoria - Uma categoria C € uma seis-upla: C = &b, Morg, Yo, T, i,
0? onde:

a) Obc é umacolecdo de Objetos também denotada por Co;

b) Morc é uma colecdo de morfismos ou setas também denotada por C;.

c) Yo.Ti:Morc® Obc sdo operacdes denominadas Dominio ou Origem e Codominio ou Destino,
respectivamente. Um morfismo f tal que Yo(f) = A e 11(f) = B é usualmente denotado por: f: A® B;

d) ? (Morc)’® Morc é uma operacdo parcial denominada Composicao tal que cada par de morfismos:
& A® B, g: B® Ciiéassociado aum morfismo: gof: A® C;

A operacdo de composicdo deve satisfazer a propriedade associativa, segundo a
qual, para quaisquer morfismos f: A® B, g: B® C e h: C® D em Morc, tem-se que:
(hog)of=ho(gof),

€) i: Obc® Morc é uma operagdo denominada Identidade tal que cada objeto A é associado a um
morfismo: ia: A® A.

A operacdo identidade deve satisfazer a propriedade da identidade, segundo a qual, para qualquer
morfismo f: A® B em Morg, temse que: f 0ip =igof =f.

Dualidade

Relativamente a Teoria das Categorias, € comum encontrar a seguinte afirmacdo: “a
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nocdo de dualidade divide o trabalho pela metade”. O dual de uma categoria €,
basicamente, ainverso do sentido das suas setas.

Definicdo 2 — Categoria Dual - Sgja C = &bc, Morg, Yo, 11, 1, 0? uma categoria. A
correspondente Categoria Dua C°P & C°® = &b, Morg, 11, Yo, i, 0°°? ta que:

a) As colegOes de objetos e morfismos e a operacéo identidade sdo as mesmasem C e
em C°;

b) Se o e 1 sdo as operagdes de origem e destino em C, respectivamente, entdo sdo
destino e origem em C°, respectivamente (atencdo para a ordem invertida);

€) Se,emC,temsequeh=gof, entdo, en C temsequeh=f o g.

Resumidamente, a categoria dual consiste basicamente na troca da operacéo de origem
pela operacao destino e vice-versa. Verifica-se, pela definicdo acima, que o dual de uma
categoria também € uma categoria.

Conjuntos Parcialmente Ordenados

Um conjunto parcialmente ordenado (A, £) étal que A é um conjunto e £ € uma relacéo
de ordem parcia (reflexiva, anti-simétrica e transitiva). Conjuntos parcialmente
ordenados ou estruturas baseadas neles sdo usados com fregiéncia em Ciéncia da
Computagdo. S&0 importantes na semantica para sistemas concorrentes. De fato,
fornecem uma clara e simples visdo de concorréncia, no sentido verdadeiro da palavra,
usual mente denominada concorréncia verdadeira. E importante lembrar que a definico
adotada para concorréncia, neste trabalho, é a seguinte, resumidamente: duas acdes a e
b sdo ditas concorrentes se a ordem de ocorréncia delas entre s € irrelevante. Ou, sgja,
existem caminhos aternativos que refletem as possiveis seridizacbes de ae b (a
seguida de b ou b seguida de a).

Conjunto Parcialmente Ordenado Visto como uma Categoria
Exemplo 1 - Conjunto Parcialmente Ordenado visto como uma Categoria

a) Considere o conjunto parcialmente ordenado &0, 1, 2}, £? . Defato, {0, 1, 2}, £?
pode ser visto como uma categoria na qual os objetos sdo {0, 1, 2}, e os morfismos
S80 0s pares darelacéo como ilustrado na Figura 2.1.

T 1=1 25

A A A

00— 1 —» 2
| men=g<nomsty 4

Figura2.1 Conjunto parcialmente ordenado visto como uma categoria

b) Considere & cl, c2, c3, pl, p2}, £? onde £ € umareacdo de ordem tal que cl £ c2
£ c3,pl £ p2 ec2 £ p2. Analogamente, tal conjunto parcialmente ordenado pode ser
visto como uma categoria na qual os objetos sdo {cl, c2, c3, pl, p2}, e os
morfismos sdo os pares da relacdo como ilustrado na Figura 2.2.
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Figura2.2 Conjunto parcialmente ordenado visto como uma categoria

Neste artigo, serdo apresentados exemplos de limites e colimites e de seus casos especiais. Como
exemplos de casos especiais de cones, podemos citar limites, produtos e objetos iniciais, e de colimites,
temos cocones, coprodutos e objetos terminais.

Limite e Colimite

Os conceitos de limites e colimites sdo definidos sobre diagramas, cones e cocones .

Intuitivamente, para uma categoria C, um diagrama em C é uma multicolecéo (colecédo
naqual podem existir elementos repetidos) de objetos e de morfismos de C tal que, para
cada morfismo do diagrama, 0s seus correspondentes objetos origem e destino séo

elementos do diagrama.

Um diagrama é comutativo em C se, para quaisquer dois objetos, os diversos caminhos
alternativos resultantes da composi ¢ao das setas componentes s80 iguais.

Definicdo 3 — Cone - Sgjam C uma categoria € D um diagrama em C. Um cone do diagrama D € um
objeto C, juntamente com uma colecdo de morfismos d: C® Ai, para todo objeto Aj de D, tais que, para
todos os objetos A, e A, e todos os morfismos d : A\® A, do diagrama D, temse que o diagrama
ilustrado na Figura 2.3 comuta.

A G » 4

Figura2.3 Diagrama comutativo para cone

Um limite de um diagrama é um cone que satisfaz a Propriedade Universal do Limite. De outra forma,
pode-se dizer também que um cone é um tipo especial delimite.

Definigéo 4 — Limite- Sejam C uma categoria e D um diagrama em C. Um Limite do diagrama D é um
coned, {p;: PR A;|i T I}fionde, para qualquer outro cone &C, {¢ : G® A; |i T I}fide D, existe um Unico
morfismo h : G® Ptal que o diagramailustrado na Figura 2.4 comuta.
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Figura2.4 Diagrama comutativo para limite

Colimite é o conceito dual de limite e pode ser definido da seguinte forma: € um cocone P, &pi: Ai® P|i
T 1}fAonde, paraqualquer outro cocone&C, {¢ :A;® C|i T I}fideD, existe um Gnico morfismoh: P® C
tal que o diagramailustrado na Figura 2.5 comuta.

Figura2.5 Diagrama comutativo para colimite

Exemplo 2 — Objeto Terminal como Limite - Sgjam C uma categoria e D um diagrama
vazio em C, ou sga, sem objetos nem morfismos. Entéo,

um cone de D é qualquer par ordenado &C, AH\ ou sgja, um objeto C sem quaquer
morfismo associado;

um limite &, A do diagrama D é um objeto terminal. De fato, para qualquer cone &C,
A\ existe um Unico morfismo h: G® P tal que o diagrama ilustrado na Figura 2.6
comuta, 0 que coincide com a definicdo de produto, definida a seguir.

E===>7

Figura2.6 Objeto terminal como limite

Produto e Coproduto como Casos Especiais de Limite e Colimite

Definicdo 5 — Produto - Sejam C uma categoriae A, BT Obc. Um Produto de A e B é
composto por um Gobjeto A" B e dois Gmorfismos p1: A" B® A e p2: A B® B tais
gue para todo C-objeto C e para todos os C-morfismos fi: C® A e f,: C® B, existe um
unico morfismo h: C® A" B tal que o diagrama ilustrado na Figura 2.7 comuta.
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Figura2.7 Diagrama comutativo para produtos binarios

Portanto, um produto categorial ndo € um objeto, mas sim uma tripla constituida por um
objeto e dois morfismos. Se for desegjado referir-se exclusivamente ao objeto datripla, é
usual denominé-lo de objeto resultante do produto. Na definicdo acima, o seguinte €
usual:

0s morfismos p; ep2 sdo denominados de projecoes;

um produto constituido pelo objeto A" B juntamente com os morfismospi: A" B® A
ep2: A" B® B também é denotado por uma tripla ordenada na forma: A" B, p1, p2fi

qualquer objeto C juntamente com quaisquer morfismos f: CR A e b: G® B é
usualmente denominado pré-produto dos objetos A e B. Logo, o produto A" B, p1,
p2fitambém é um pré-produto.

A definicdo de coproduto é a correspondente dual de produto, como ilustrado na Figura 2.8.

e % B i

Figura2.8 Diagrama comutativo para coproduto

Exemplo 3 — Produto como Limite - Sejam C uma categoria e D um diagrama em C constituido somente
pelos objetos A e B e sem morfismos. Entéo:

qualquer cone &C, {G: G® A; | i1 I}fiéum pré-produto de A e B;

um limite &, p;: PR A, p,: P® Biide A e B é um produto de A e B. De fato, para qualquer cone &C, ¢;:
C® A, ¢,: C® Bfiexiste um tnico morfismo h: G® P tal que o diagramailustrado na Figura 2.9 comuta.

) e P il
A
) :h 0,
I
C

Figura2.9 Produto como limite

Cocone e Colimite sdo os conceitos duais de cone e limite, respectivamente. Por dualidade, temse a
construcéo de coproduto como colimite.
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3 Légica
O objetivo deste capitulo é apresentar algumas nogdes basicas de L 6gica que, por certo,
contribuirdo para melhor assimilagdo dos assuntos tratados nos demais capitulos A

L 6gica fundamenta os raciocinios e as agdes; 0 pensamento |6gico geralmente é criativo
e inovador.

“As regras podem mandar no mundo da tecnologia, mas ndo mandam na imaginagao”.
A cabeca humana é uma méaquina notavel que ndo pode, nem deve ser robotizada. O
raciocinio l6gico lubrifica e torna mais produtivo o pensar em diregdo ao porvir. E dos
habitos da reflexdo que brota o aprender [ SER98].

Daremos aqui apenas s primeiros passos da Logica, sem a pretensdo de um curso
completo, pois escaparia ao escopo do trabal ho.

3.1 Apologias alogica

A Légicaéaciénciado raciocinio. Malba Tahan

A Loégicaéaciénciadasleisideais do pensamento e a arte de aplica-las corretamente na demonstracédo da
verdade.R. Solivete

A Ldgicaé o instrumento da demonstragéo; aintuicdo € o instrumento dainvencdo. Henri Poincar é

A Légica é o primeiro bater de asas para o infinito. E o grande esforgo, & cata de novas certezas, de novas
claridades, de mundos novos. A LAgica é a mée da ciéncia; € a ordem nas idéias, € a ordem nas agoes; a
ordem nas palavras; a ordem no pensamento e a ordem no raciocinio: a ordem do mundo: a ordem no
homem e aordem no universo. O ilogismo é o caos, dentro e derés. Gomes Ribeiro

A Matemética é a L 6gicaem acdo. Dominique Frangois Arago (1786-1853)

Fronteiras entre a Matematica e a Ldgica nunca foram demarcadas. Ndo sabemos onde acaba a
matematica e comega a L égica, e reciprocamente. Karl Poppev

Matematica é Légica. Logica é Matematica. Bertrand Russell [SER98

3.2 Introducéo alLdgica

Uma ldgica € um sistema formal, um sistema de manipulacdo de simbolos contendo
uma linguagem formalmente descrita e um conjunto de regras para manipula-los
previamente estabelecidos. Uma l6gica simbdlica € um conjunto de estudos tendentes a
expressar em linguagem matemética as estruturas e operacdes do pensamento,
deduzindo-as a partir de um nimero reduzido de axiomas, com a intencdo de criar uma
linguagem rigorosa, adequada ao pensamento cientifico.

Na logica, a linguagem forma que se manipula € formada de entidades basicas
chamadas sentencas, as quais sd0 usualmente dadas por definicbes indutivas e
constituem uma linguagem formal. As regras da légica devem permitir estabelecer
relacionamentos, chamados de inferéncias, entre as sentencas. Inferéncia € um tipo de
argumento que tem premissas e conclusdo. As regras da logica definem quais so as
inferéncias vélidas, ou sgja, aquelas que, se aceitas as premissas, obrigam a que se
aceitem as conclusdes.

Considerase aqui a vaidade formal, ou sga, um argumento (inferéncia) serd
formalmente valido se for valido em fungdo da forma (estrutura sintatica) das premissas
e da conclusdo. As regras de manipulagdo (no caso acima, o estabelecimento de relactes
entre premissas e conclusdo) das sentencas definem o0 que se chama de relacdo de
consequiéncia de uma logica.

Para tanto, ha a abordagem baseada em satisfacdo, que focaliza a manipulagdo de
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sistemas de avaliagdo — por exemplo, o raciocinio sobre tabel as-verdade —, interessando-
se em definir qual o valor-verdade que uma interpretacdo decide para as sentencas da
linguagem da légica; e a abordagem baseada em provas, que focaliza a definicdo de
meios para a manipulacdo de expressdes sintaticas com o objetivo de formular e
construir provas de argumentos, segundo a teoria da prova, pois as premissas e a
conclusdo sdo ligadas por uma prova, construida com base na forma sintética das
premissas e da concluséo.

Satisfacéo

A definicdo de uma linguagem exige a especificacdo de uma sintaxe e de uma
interpretacdo que sgja capaz de avaliar todas as sentencas da linguagem com um dos
valores- verdade pré-definidos na interpretacéo dada. Essa interpretacdo (dos operadores
da linguagem) também pode sr equivalentemente apresentada na forma de tabelas-
verdade.

A notacdo de simbolos A, B, etc. para sentencas e G, D, etc. para conjuntos de sentencas
émuito usada. Se A é verdadeiro na interpretagdo m, escreve-sem ||%2 A, ediz-se quem
satisfaz A. Também se diz que A vale em m, e que m € um modelo para A. Chama-se
|2 uma relacdo de satisfacdo. Dadas uma colecdo de sentencas e uma colecéo de
interpretacdes, a abordagem baseada em satisfacdo da |6gica preocupa-se em identificar
essarelagéo.

Sistemas de Avaliacéo

Na definicdo das linguagens (graméticas), podem existir categorias gramaticais maiores
(férmulas, por exemplo) definidas em termos das mais simples (formulas atbmicas e
operadores, por exemplo), por motivos que seréo esclarecidos nesta secéo.

Uma linguagem proposicional L € composta de um conjunto contavel de sentencas
atbmicas P e um conjunto de operadores (ou conectivos) O. Os operadores possuem
uma aridade, que € o nimero de sentencas que eles tomam para formar outra sentenca.
O conjunto de sentencas de uma linguagem proposicional € 0 menor conjunto que
contém o conjunto contavel de sentencgas atdmicas e que € fechado sob os operadores do
conjunto de operadores. Na secdo seguinte, a qua trata da Loégica Classica
Proposicional, ela sera apresentada segundo esta definicéo.

Um sistema de avaliacdo para uma linguagem proposicional m é composto por um
conjunto de vaores-verdade (com pelo menos dois elementos) M, um subconjunto
préprio ndo-vazio dos vaores-verdade (chamado conjunto dos valores-verdade
designados) D, e um conjunto de funcbes F, cada uma correspondendo a um dos
operadores do conjunto de operadores, tal que £: M™ > M (onde 1y é a aridade do
operador 0). Diz-se que f, interpreta o.

Um sistema de avaliagdo fornece uma descricdo composicioral dos operadores da
linguagem da l6gica considerada, mas ndo diz como avaliar sentencas atbmicas. Para
gue sgja possivel saber o valor-verdade de uma sentenca, é necessario que se atribuam
valores- verdade as sentencas atémicas que a constituem.

Uma atribuicdo ou valoracdo (a) relativa a um sistema de avaiacdo para uma
linguagem é uma funcdo que parte do conjunto contavel de sentencas atbmicas da
linguagem (P) e chega ao conjunto de valores-verdade (M). Ou sgja, a: P > M. Dada
uma atribuicao, € possivel calcular o valor-verdade de qualquer sentenca da linguagem.

Cada atribuicéo (a) relativa a um sistema de avaiagéo (M) induz uma interpretacdo ou
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avaliacao v, dada por:

* vyp) = a(p), para p 1 P (conjunto contavel das de sentengas atOmicas da
linguagem)

* Va(0(A1,...,An)) = fo(Va(A1),...,\a(An)), onde n é a aridade do operador o, f,
interpretao em M, e Ay,...,An S80 sentencas da linguagem.

Uma interpretacéo € um sistema de avaliagcdo mais uma atribuicdo. A parte do sistema
de avaiacdo garante a avaliacdo dos operadores, enquanto a parte da atribuicdo
especifica os valores-verdade das sentengas atbmicas. A divisdo da interpretacdo em
dois componentes permite que os valores-verdade das sentencas atémicas (atribuicéo)
variem, engquanto o tratamento dos operadores permanece fixo. Dessa forma, o sistema
de avaliacdo m é uma colecdo de interpretagBes, cada uma das quais tratando os
operadores da linguagem de uma mesma maneira.

Uma sentenca A é uma tautologia em um sistema de avaiacdo m se, para toda
atribuicgo (a) relacionadaam, vy(A) T D.

Teoria da Prova

Uma descricdo de uma logica através da abordagem baseada em prova é chamada de
apresentacdo. Uma apresentacdo especifica uma relacdo de consequéncia $ como
segue: G |% A (Ié-se “A é derivavel, ou dedutivel, a partir de G’) se existe uma prova
de A apartir de G, ou sgja, uma prova com conclusdo A e premissas G. Existem na
literatura trés estilos de apresentagbes de uso bastante difundido: axiomaticas;, em
deducdo natural; e em seqlientes (a expressdo G [% A € um seqliente, representando o
argumento com premissas G e conclusdo A). Na secdo seguinte, a qual trata da Logica
Classica Proposicional, ela sera apresentada utilizando-se o estilo axiomético.

No estilo axiomético, a relacéo de conseqiiéncia é caracterizada por um conjunto dado
de axiomas e um conjunto finito de regras de inferéncia. Os axiomas fazem o papel de
“verdades basicas’, e a idéia é gerar verdades adicionais pela aplicagdo das regras de
inferéncia. Uma prova de A, a partir de premissas G, € uma sequéncia finita de
formulas, terminando com A, tal que cada férmula da seqiiéncia atende a pelo menos
uma das seguintes condi¢bes: € um dos axiomas; ou € um membro de G; ou € derivavel
das formulas anteriores na sequiéncia por meio de uma regra de inferéncia. Se existe
uma prova de A a partir de premissas G, escreve-se G [¥% A. Uma sentenga A é um
teorema da apresentacdo se existe uma prova de A a partir de um conjunto vazio de
premissas (ou sgja, /E [ A).

Relagtes de Consequiéncia

Uma relagéo de conseqliéncia sobre um conjunto de sentencas (de umalinguagem L) € a
relacéo, escrita [, entre P(L) (o conjunto poténciade L) eL, aqual satisfaz pelo menos
as seguintes propriedades tidas como essenciais em um sistema l6gico (ha outras
propriedades, como compacidade e propriedade da deducéo, por exemplo). Na notacéo,
as virgulas significam unido de conjuntos; dai D,G significa DEG e D,C significa
DE{C}:

0 inclusio:seAl Gentdio GJ3s A

= seA estaexplicitamente entre as premissas de um argumento, entdo A € uma consequéncia
véida;
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0 monotonicidade: seG % A, entdéo G, D |3 A

o0 (regra de enfraquecimento): se a sentenca A segue de G, entdo ela
segue de qualquer conjunto em que G estga incluido (ou sga, o
conjunto de consequiéncias de G ndo decresce quando G cresce);

0 corte eGP¥ C,DeC |3 A, entéo D, G|%2 A

0 seépossivel derivar A de algumas premissas D e de uma sentenca C,
entdo A pode ser derivada daquelas premissas (D) e de mais algumas
outras premissas a partir das quais se tem C (essa propriedade é
chamada de corte, pois podenos tirar/cortar a formula C e ir
diretamente paraaformula A).

Relacgbes de Acarretamento (entailment relations)

Relacbes de acarretamento sd0 um caso especia de relagbes de conseguéncia e séo
definidas em termos de sistemas de avaliagdo. S0 escritas |=, possivelmente subscritas
pelo sistema de avaliagéo em questéo.

Define-se que um conjunto de sentencas G de uma linguagem acarreta uma sentenca A
dessa linguagem em um sistema de avaliagdo m para essa linguagem (com seus valores-
verdade em M e seus valores designados em D), e escreve-se G |-y A, Se, para toda
atribuiciio a tal que y(B) 1 D paracadaB T G, entdo vs(A) T D também. Ou sgja, se as
premissas sd0 todas designadas (isto é, avaliadas para valores-verdade designados), o
mesmo acontece com a concluséo. G |=n A significa que, de acordo com o sistema de
avaliacdo m, o argumento com premissas G e conclusdo A é vdlido. A prova de que a
relacdo de acarretamento € uma relacdo de consequiéncia.

Propriedades Semanticas das Apresentacoes

Duas propriedades sGo de extrema importancia quando se comparam p4 (relacéo de
consequéncia definida por teoria da prova — uma apresentacdo) e |= (relagdo de
acarretamento): corretude (soundness) e completude (compl eteness).

Corretude (soundness): |¥4 € correta com relagdo a|= se
G AimplicaGl= A.

Provar que G|% Aimplica G|= A mostra que o sistema de prova é correto (sound) com
relacdo ao sistema de avaliagdo no sentido de que ele néo é capaz de provar algo que
ndo seja valido. Para provar a corretude, é suficiente que & mostre gque as regras de
construcdo de provas preservam acarretamento.

Completude (completeness): |% € completa com relagdo a|= se
GlIFAimplicaG|% A.

Provar que G|= A implica G |%2 A mostra que o0 sistema de prova € suficientemente
forte para provar tudo o que é vélido (com relacéo ao sistema de avaliacéo). A provada
completude de um sistema de prova € mais dificil que a prova da corretude do mesmo.
Uma maneira de proceder é mostrar que o sistema de prova pode ser estendido pela
adicdo de qualquer sentenca para a qual nem ela prépria nem a sua negacdo sejam
teorema como um axioma, de tal forma que exista uma atribuicdo para o sistema de
avaliacao a qual facatodos os sistemas verdadeiros.

Ha também a questéo da decidibilidade (grosso modo: mesmo saberdo que o sistema
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dedutivo € capaz de provar todas as formulas vaidas, existe um procedimento que
garanta que se pode sempre obter tal prova?; ou, no caso de uma férmula ndo valida,
mostrar que tal prova ndo existe?). Essa questdo ndo sera descrita formamente aqui.

3.3 Logica Classica Proposicional
Os simbolos da L 6gica Cléassica Proposicional séo
0 um conjunto enumeravel j de simbolos proposicionais;
0 pontuagdo: “(“ e“)”;
0 conectivos ou operadores. “@, “U”, “U” e“>”
As férmulas ou sentencas da L 6gica Cl assica Proposicional séo:
0o todo simbolo proposicional é umaférmulachamada formula atdmica;
0 seA éumafdrmula, entdo (JA) também é umaférmula;
0 seA eB sdoférmulas, entdo (A U B), (A UB) e (A > B)também s3o formulas;
0 nadaéfdérmula, amenos que sejaforcada a ser por um dositens acima.
Apresentacdo Axiomatica

O esquema de axiomas da L 6gica Classica Proposicional € definido considerando que,
se A, B e C sdo férmulas (da Légica Cléssica Proposicioral), entdo as seguintes
férmulas sdo axiomas:

AXM1 A>(B>A)
AXM2 (C>(A>B)> (C>A)> (C> B)
AXM3 (@A > @B) > ((TA > B)> A)

Utiliza-se a regra de inferéncia chamada modus ponens para a formagéo do sistema

dedutivo da Légica Classica Proposicional. Ela € definida (sendo A e B formulas e G
um conjunto de formulas) como:

seGPs AeGl3% (A > B)entdoGP4u B

E importante ressaltar que o conjunto de axiomas acima foi apresentado sob a forma de
esgquema de axiomas, ou sga, 0S esgquemas apresentados ndo sdo axiomas — nem ao
menos sdo formulas — sdo formas em que cada letra (A, B e C) é receptéculo para as
formulas que as substituem (instanciam), obtendo-se assim os axiomas. Na definicdo da
regra de inferéncia, a existéncia de G nos dois “lados’ da regra mostra que a conclusdo
depende das mesmas hipéteses de que dependem as premissas.

Sistema de Avaliacéo

O dstema cléssico de avaliagdo para a Logica Cléassica Proposiciona é definido sobre
0s seguintes conjuntos: conjunto O dos operadores da linguagem = {U, U, >, ?};
conjunto M dos valores-verdade = {V, F}; conjunto D dos valores-verdade designados
={V}; e conjunto F de func¢des sobre o conjunto o dos operadores dado pelas seguintes
tabelas:

fo |V |F fo |V |F f vV |F f>

\ \% \% \ \% F \4 \% F \ F
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Folv |F F |F |F Folv |V Fo|v

Semantica

Uma seméantica para a Légica Cléssica Proposicional tem agui sua definicdo
apresentada pela composi¢do de diversos conceitos relacionados.

Uma funcdo de valoracdo V tem a seguinte assinatura: V : | - {V, F}. Uma extensdo
da fungdo de valoragdo V, chamada de V°, tem a assinaturaV° : F = {V, F} (onde F é
o conjunto de todas as formulas, p € um simbolo proposicional, V € uma funcao de
valoracdo, e A eB | F) e é definida da seguinte forma:
(Sp)  Vp) =V(p);
(S®) V°(BA)=V,se\°(A)=F
V°(@A) = F, caso contrario;
(SU) V(AUB)=V,se\V’(A)=Ve\V(B)=V,;
V°(A U B) = F, caso contrario;
(SU) V°(AUB)=V,seV’(A)=VouV°(B) =V,
V°(A U B) = F, caso contrério;
(S=2>) V(A> B)=V,seV(A)=FouV’(B)=V,
V°(A > B) = F, caso contrario;
Umaférmula A é satisfativel se existir uma funcdo de valoracdo V°(A) = V. Nesse caso,
diz-se que a funcdo de valoracdo V satisfaz A. Uma formula A € vélida se ela for
satisfeita por toda fungdo de valoragdo. Uma formula A é uma contradicdo se elanéo é
satisfeita por nenhuma funcdo de valoracdo. Uma formula A € uma consequéncia
tautol6gica de um conjunto de férmulas G — escreve-se G |= A — se toda funcéo de
valoracdo que satisfizer todo membro de G também satisfaz A.

A expressdo A |- A pode ser interpretada da seguinte forma como n&o se pode
apresentar nenhuma funcdo de valoragdo que ndo satisfaca algum membro de A, pois
esse ndo possui membro algum, podemos dizer, por vacuidade, que qualquer fungéo de
valoracdo satisfaz todos os membros de /£ Assim, se A |= A, entdo A é satisfeita por
todas as fungdes de valoracdo, ou sgja, € valida. Nesse caso, escreve-se |= A e diz-se que
A éumatautologia.

Corretude e Completude

Como visto em uma se¢do anterior, o problema de provar a corretude e a completude de
uma apresentacao refere-se a mostrar, respectivamente, que:

GPa AimplicaGl= A
eque

Gl=AimplicaG|% A
paraA sendo umaférmulae G, um conjunto de férmulas.

Essas demonstracfes sao parte das demonstracdes correspordentes para a Logica Modal

(capitulo 3), portanto ndo serdo provadas neste ponto, mas no capitulo 3. As provas de
tais propriedades e de outros resultados para a l0gica classica podem ser encontrados na
obrade Goldblatt [GOL87]. Sendo assim, apenas se afirma que, para a semantica e para
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a apresentacado dadas neste capitulo para a Logica Classica Proposicional, temos que o
conjunto de formulas vdidas (tautologias) é igua ao conjunto dos teoremas, ou sgja:

Gf4a A seesomenteseG|= A.

3.4 LogicaClassica de Primeira Ordem

Esta secdo descrevera brevemente a l0gica classica de primeira ordem. Alguns detalhes
de formalizagdo ndo serdo apresentados; apenas as idéias mais gerais. Uma referéncia
em portugués é a obra de Costa [COS92], pois aborda tanto os conceitos como 0s
formalismos com uma linguagem de f&cil entendimento, apresentando inumeros
demonstracdes e exemplos e ainda propondo exercicios com respostas ao final da obra.

Uma l6gica de primeira ordem (ou calculo de predicados) é um sistema formal aplicado
a definicéo de teorias do universo de discurso da matemética. Uma teoria € um conjunto
de assertivas tradicionalmente chamadas de proposicoes, lemas, teoremas, etc., acerca
de um universo de discurso. Com o uso de Légica Cléssica de Primeira Ordem, é
possivel representar afirmagdes sobre os individuos e suas propriedades ou relagoes.

A Logica Classica de Primeira Ordem utiliza, além dos conectivos I6gicos da Légica
Classica Proposicional, os simbolos logicos: " (para todo) quantificador universal; $
(existe) quantificador existencial; variaveis (para denotar individuos arbitrarios do
universo do discurso) e, opcionamente, o simbolo de igualdade. Também sdo utilizados
os simbolos ndo-l6gicos constantes e simbolos funcionais (para denotar elementos
especificos do universo de discurso) e simbolos predicativos para denotar
relacionamentos entre individuos e que recebem os valores- verdade falso ou verdadeiro.

A sintaxe da logica de primeira ordem baseia-se em um conjunto de variaveis
individuais Xo, ..., %, ... junto com um conjunto R, (para cada n>0) de simbolos de
relagbes de n-lugares e um conjunto f, de simbolos de fungdes n-lugares (para cada
n=0). Mais tarde usaremos Var para o conjunto de variaveis e Fun para o conjunto de
simbolos de fungdes. Adicionalmente, os simbolos basicos da linguagem L incluem os
conetivos l6gicos U, U, ?, =, os quantificadores" e $, e aigualdade. [TUR84]

Formulas bem formadas (wff) sdo construidas a partir de certas wff atbmicas através
dos conetivos e quantificadores 16gicos. As wff atémicas sdo da forma C(to, ..., 1)
onde C € um simbolo de relagcdo de n-lugares (a igualdade (=) é de dois-lugares) e cada
t; € um termo onde t € um termo se € uma variavel individual ou se é da forma f(t'o, ...,
t'm-1) onde os t’; s80 termos e f é um simbolo de fungdo m-lugares (em particular, os
simbolos de funcéo de zero-lugares sdo termos). Wff mais complexas sdo formadas por
conjuncao (U), disiuncdo (U), negacdo (?) e quantificacio da seguinte forma: se Ae B
jasfo wff, entio AUB, AUB, ? A, A>B, " xA, $xA. Onde no ha perigo de confusio, ndo
usaremos 0s Subscritos e 0s superescritos nas constantes e nas variaveis.

Logica classica de primeira ordem € definida, especificando-se um conjunto finito de
esguemas de axiomas e regras de inferéncia. A maneira mais comum de apresenta-1o é a

seguinte [TUR84] :

Axiomas

Para quaisquer wff A, B, C delL
1. A>((B>A
2 (A>B>C)>(A>B)>(A>0Q)
3. ?B>?A)>((?B>A) > B
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4. " xA(X) 2 A(t) ondet é um termo livre de x em A(X)

5. (" X)(A>B) > (A > " xB) onde A ndo contém ocorréncias livres de Xx.

Regras de Inferéncia
MP A,A>B+B
GEN A+ " xA

Umaprova € qualquer seqiiéncia daformaAy, ..., A, onde cada A; € ou umainsténcia de
um esquema de axiomas como segue de membros anteriores da sequéncia por uma
aplicacdo de MP ou GEN. Um teorema € qualquer wff que resulta de uma prova, isto €,
0 Ultimo membro de uma sequéncia como essa. A seméntica para o cdlculo de
predicados é fornecida pela seguinte nocéo.

Um frame M de primeira ordem consiste de um dominio D ndo-vazio, junto com uma
funcdo F que associa a cada simbolo de fung&o n-lugares f uma fungdo f'de D">D ea
cada constante de relacéo de n-lugares, C, um elemento C’ de 2°".

Para fornecer a semantica para L, com respeito a tal frame, empregaremos uma funcéo
de associacd0 g que associa a cada varidvel individual um elemento de D.
Empregaremos a notagéo

MI|=gA
paraindicar que afuncéo de associacdo g satisfaz awff A no frame M.
1. M=y C(to, ..., tn1) Se e somente se (Val (to, g), ..., Val(tha, @)) T C'.

onde Val(t,g)=g(t) se t € uma variavel individual e f' (Val(t'o,9), ..., Val(t'm1,9)) se t é daforma
f(t'oy oo 'mea)-

2. M[=g?Aseesomentese M |=/=¢gA
3. M|=gAUBseesomentese M|=gAeM|=¢4B
4. M|=4" xA seesomente se M|=4 (d|X)A paracadad em D
onde g(d[x) é aguelafun¢ado de associagdo idénticaa g exceto navariavel x; aqui elaassociao valor d.
As condicOes-verdade para os outros conetivos podem ser deduzidas a partir das
equivaléncias
AUB? ? (? AU?B)
A>B? ? AUB
A? B? (A>B)UB->A)
$XA? ?"x?A

Umawff A é universalmente valida se e somente se, para cada frame M e cada funcéo
de associagéo g, M|=g4 A.

Essas duas nogdes (isto é sendo um teorema e sendo universalmente valida) sao
conectadas com o teorema da compl etude.

Teorema da Completude: Uma wff do cllculo de predicados € um teorema se e somente se ela é
universalmente vélida. (ndo sera demonstrado).
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3.5 Relacéao entre Logica e Ciéncia da Computacéao

Dois aspectos podem ser distinguidos na conexao entre L 6gica e Ciéncia da Computacéo:

Um aspecto "Fundacional”, no qual a Légica € usada para dar um modelo do fenébmeno de computacéo.
Por exemplo: o isomorfismo Curry-Howard € uma descricdo do paralelo entre computagdo e
transformacédo de provas nalégica intuicionista.

Um aspecto de "Sistema de Raciocinio", no qual a Légica € usada para a descricéo e implementacdo de
sistemas que raciocinam sobre um dominio particular. Por exemplo: a l6gica temporal é usada para

raciocinar sobre dominios em que o tempo desempenha uni papel chave; a ldgica debntica para dominios
gue envolvem comportamento normativo; etc. [SOU99

No presente trabalho, 0 segundo aspecto € o que sera desenvolvido.

3.6 Problemas Bem-Humorados Envolvendo Logica

CALOUROS E VETERANOS[RAM Resposta no ANEXO 2

Num determinado colégio, os calouros sempre
mentiam, e os veteranos so diziam a verdade. Um
desconhecido abordou um grupo de trés alunos. O
grupo era composto apenas de calouros e
veteranos. O desconhecido perguntou ao primeiro
auno se ele era calouro. Este respondeu a
pergunta, mas o desconhecido ndo escutou a
resposta.

O segundo aluno entdo disse que o primeiro aluno
negara ser calouro. Ent&o o terceiro aluno disse
gue o primeiro era de fato calouro.

Por essas informacfes, vocé podera decidir
guantos eram calouros?

OS ERROS [RAM]

Marcelo entrega esta folha de papel a professora e
pergunta: “Diga-me: quais S80 esses erros?’

Resposta no ANEXO 2

TAMPAS TROCADAS[RAM Respostano ANEXO 2

Em cada uma das trés caixas iguais ha duas
camisas. Numa estdo duas brancas; em outra, duas
pretas; e na terceira, uma preta e uma branca. As
tampas das caixas, de acordo com o contetido, tém
as inscricdes. BB, PP e PB, mas as tampas foram
trocadas e nenhuma esta na caixa certa. De que
caixatem que se tirar uma camisa, sem olhar para
a segunda, para se saber quais sdo as camisas que
estdo em cada umadas caixas?
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3.7 Exercicios

1 Das sentencas seguintes, assinale com o valor |6gico correspondente, V ou F, asque sdo
proposicdes (ou sentengas declarativas).

a) A Argentinae o Brasil.

b) O Brasil éum pais da Américado Sul.

C) Existem politicos que sdo honestos.

d) Sera que meu médico é competente?

e) Jb Soares é um artista consagrado.

(0] O quilémetro tem 100 metros.

2 Das expressdes seguintes, diga quais sao sentencas abertas e quais sdo proposi ¢des declarativas:
aAx+2=7 b)5+4=8 C)2-x<7 d3>6e3+2=4

3 Sejam as proposi ¢oes:

p: O empregado foi demitido.
g: O patréo indenizou o empregado.
Forme sentencas, nalinguagem natural, que correspondam as proposi ¢des seguintes:

adp b)dq ) pUq d)pUa e)dpUq fpudqg
4 Sgjam as proposi ¢oes:

p: J6 Soares é gordo.

g: Jo é artista.

Escreva, naformasimbdlica, cada uma das proposi ¢des seguintes:

a) J6 Soares ndo é gordo.

b) J6 Soares néo é artista.

C) N&o é verdade que J6 Soares ndo € gordo.

d) Jb Soares é gordo ou artista.

€) Jb Soares ndo é gordo e é artista.
5 Determinar o valor 16gico (V ou F) de cada uma das seguintes proposicoes:

a) N&o é verdade que 1998 € um nimero impar.

b) Efdsoque3+4=7e2+2=5.

C) A3+3=7e4+4=9)
6 Duas grandezas x ey sdo tais que "se x = 2, entdo, y = 6". Pode-se concluir que:

a)Sex! 2,entdoy! 6 b)Sey=6,entdox=2 c)Sey?! 6, entdox?t 2
d) Sex! 4,entdboy =4 €) Nenhumadas conclusdes anteriores é vélida.

7 Determine o valor |6gico da proposicdo "se 9 + 7 = 17, entdo eu sou arainhadalnglaterra’.

8 Considere a proposicdo: "Se ela é umaboa cozinheira, entdo, ela é pobre”.
Agora, determine;
a) aproposi¢ao reciproca;
b) a proposicao inversa;
C) aproposi¢ao contrapositiva.
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4  Logicas Categoriais

Neste capitulo, temos o0 objetivo de apresentar as idéias elementares que envolvem a interacdo entre a
l6gica matemética e a teoria das categorias. Especialmente, procuraremos dar uma atencéo especial a
semantica categdérica da teoria dos tipos algébrica, abordando interpretacdes categoéricas para variaveis,
substituicdo e modelos. Brevemente, uma teoria na teoria de tipos algébrica envolve uma colecdo de
tipos, termos e axiomas, na qual as equagdes sdo 0s axiomas da teoria. Apds uma revisdo da abordagem
tradicional para adefinicdo da sintaxe (linguagem) e seméantica de uma teoria, descreveremos a semantica
categorial, que envolve basicamente a interpretaco de tipos como objetos e termos como morfismos.
Especialmente, veremos que a categoria adequada para a interpretacdo desse tipo de teoria é
essencialmente uma categoria com produtos finitos. Ap6s abordarmos resultados esperados como
coeréncia e completeza, partimos para o ponto crucial desta interacdo. Para cada teoria TH, construimos
uma categoria CI(TH) (chamada categoria classificadora de TH) diretamente da sintaxe de TH, e
mostramos que existe um modelo da teoria nessa categoria. Além disso, toda categoria com produtos
finitos C define uma teoria TH(C). Essas construgdes sdo inversas uma a outra (no sentido em que C isso
CI(TH(C)) e TH(CI(TH)) isso TH). E é por essa razdo que podemos considerar teorias algébricas e
categorias com produtos finitos como sendo essencial mente a mesma coisa.

“Por que abordar |6gica baseando-se em categorias?”

Porgue essa é uma ferramenta que permite expressar essa teoria de uma maneira facil e
clara— forma diagramatica de representar as inferéncias.

O uso de categorias resultou em uma forma mais intuitiva de trabalhar com teoria.
Sua aplicagdo parece ser de valor, pois permite uma melhor visualizagdo das inferéncias

feitas. [CAM2001]

4.1 Breve Apresentacao da Ldgica Categorial
Baseado nos conjuntos parcialmente ordenados vistos como categorias, seguem alguns
exemplos de |6gicas categoricas.

EXEMPLO 3.28 — Categoria TH
Seja TH a categoria das teorias da | 6gica de primeira ordem como segue:

objetos: todas as teorias da | 6gica de primeira ordem classica;

morfismos: todas as relagBes de inclusdo, isto & légicas de primeira ordem

classica: existe um morfismo de Ty paraT, seesomentese Ty | Tz

| Como seria a definicio daidentidade e da composi¢&o? |

Existem casos interessantes de relacbes de ordem que sdo somente reflexivas e
trangitivas, denominadas de relacdoes de pré-ordem. Esse € 0 caso da relacdo de
dedutibilidade entre formulas, dado um sistema dedutivo e uma légica. Assim, tem-se:

al|-a
seal-beb|-getioa |-g

Entretanto, a anti-simetria ndo € védlida, pois se podeter a |--beb [--gsmqueb =a.
Dada uma logica, a relacdo de pré-ordem de dedutibilidade entre férmulas claramente
define uma categoria, como exemplificado a seguir.

EXEMPLO 3.29 - Categoria Pre_
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Dada uma ldogica L, a relacdo de pré-ordem de dedutibilidade define uma categoria
denotada por Pre., como segue:

objetos: todas as proposicoes de L ;

morfismos: todos os pares da relacdo de pré-ordem de dedutibilidade, isto €,
existe um (Unico) morfismo de A paraB Se e somente se A |-- B.

Nesse caso, as proposicoes A e B diferentes, porém equivalentes, estariam na categoria
como objetos distintos com dois morfismos, um de A para B e outro de B para A.

Em geral, dada uma relacdo de pré-ordem, é possivel construir uma relacdo de ordem
parcia induzida. Uma solucéo é definir uma relagdo de equival éncia sobre os elementos
de umarelacéo de pré-ordem de tal forma que:

scaebsdotasqueaf beb £ a entdo aeb sdo equivalentes (a° b)

0 que determina uma classe de equivaléncia denotada por [a] (em que a é um elemento
representativo da classe). Assim, tomando classes de equivaléncia de elementos em vez
de elementos, tem-se que:

se[al £ [b] e[b] £ [a], entdo a® b (e portanto [a] = [b])

Dessa forma, obtémse um conjunto parcialmente ordenado, tendo por elementos
classes de equivaléncia e por relagdo de ordem [a £ [b] se e somente sea £ b. O leitor
deve convencer-se de que a escolha do representante da classe na definicdo da ordem
parcial ndo modifica a mesma.

Assim, a construcdo do conjunto parcialmente ordenado sobre o conjunto de
proposicdes de uma légica em que a relacdo de pré-ordem é a dedutibilidade ou
consequéncia logica resulta em um conjunto que pode ser usado como suporte de uma
algebra, ou sgja, 0 conjunto que contém os elementos da mesma (a definicdo formal de
dgebra é apresentada ao longo do livro). Essa élgebra recebe o rome de Algebra de
Lindenbaum (o primeiro a usar esse tipo de construcao). Algebras de Lindenbaum s&o
bastante usadas como semantica (algébrica) de logicas, fazendo corresponder a cada
conetivo uma operacdo da agebra. Por exemplo, nalogica cléssica, tem-se que:

[A] C[B] =[A UB]
[A] E [B] =[A UB]
[DA] é o complemento de [A], etc.

A agebra de Lindenbaum da ldgica classica proposicional € um exemplo tipico de
algebra de Boole.

E possivel representar o conjunto parcialmente ordenado associado a uma agebra de
Lindenbaum de uma l6gica L como sendo uma categoria, denotada por Lind., o que €
sugerido como exercicio.

Por que, em vez de representar a relacéo de dedutibilidade como morfismos, como na
categoria Pre., ndo usar os morfismos para representar provas? Essa possibilidade
funciona, como ilustrado no exemplo a seguir.

EXEMPLO 3.30 — Categoria Prov,

Dada uma l6gica qualquer L, a categoria das proposicoes e das provas de L, denotada
por Prov,, € como segue:

= objetos: todas as proposicbes de L ;
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= morfismos. P 1 € um morfismo de b paraa se e somente se P; éumaprovade a a
partir de b;

= identidade: para cada proposicdo a, aprovade a a partir da propria proposicéo é o
morfismo identidade;

= composicdo: seP 1 éumaprovadea apartir deb, e P, éumaprovadeb apartir de
g, entdo pode-se “colar” as provas de forma que toda ocorréncia da hip6tese b sgja
provada por P 2, resultando em uma prova de a a partir de g. Assim, a composi¢éo
de morfismos é como segue:

o
Q |||:U T

I
T T I|'U ©Q
[ N

|

Por razdes que ficaréo claras mais tarde, 0s morfismos considerados s&o somente as
deducdes normais. Assim, uma vez que é feita a composicao, o morfismo resultante € a
deducéo normal associada. O leitor pode verificar que operacao € associativa, visto
que nada mais € que uma substituicdo simples. No decorrer dos capitulos subsequentes,
sera estudada a estrutura da categoria Prov,n, baseada na logicaintuicionista. Em légica
categorica, estudam se as propriedades (categoricas) de Prov, paralogicas especificas e
também se estuda o relacionamento entre essas diversas categorias. Como exemplo, em
|6gica categorica, sera vista uma categoria baseada na seméantica da |6gica de primeira
ordem cléssica

EXEMPLO 3.31 — Categoria Est
Considere a seguinte formalizagéo do conceito de estrutura para uma linguagem L:
aJ, Preds, Funcs, Constsfi

em que U é o conjunto de individuos da estrutura, e Prods, Funcs e Consts séo alistade
relacoes, de funcbes e de constantes associadas a cada elemento da linguagem L,
respectivamente. Dadas as seguintes estruturas.

aJq, Preds;, Funcs;, Consts; i e aJ,, Predsy, Funcsy, Constsyii

para as linguagens Ly e L, respectivamente, um homomorfismo entre essas estruturas €
uma funcdo h : U;® U,, juntamente com um mapeamento gque associa:

= acadarelacdo R; de aridade n em Preds; umarelacdo R, de aridade n em Preds;
= acadafuncdo f; de aridade k em Funcs, uma funcéo f, de aridade k em Funcs,;
= acadaconstante ¢; de Const; uma constante c; em Consty.

Esse mapeamento deve obedecer as seguintes condigoes:

= paratodoc; T Consty, h(cy) = ¢;

= paratodo fy T Funcs, h(fi(u,...,w)) = b(h(w),....h(w)):

= paratodo Ry 1 Preds;, sedy,...,wAT Ry entdo &h(w),...,h(w)AT Ro,
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Dada uma estrutura, a identidade do conjunto de individuos da estrutura e a identidade
nos mapeamentos para 0s outros componentes (relacbes, funcdes e constantes)
determina o homomorfismo identidade da estrutura. A composicéo de homomorfismos
€ dada pela composicdo dos mapeamentos componentes, a qual € claramente
associativa. A categoria de todas as estruturas sobre qualquer linguagem (como objetos)
e de todos os homomorfismos entre essas estruturas é denotada por Est. Se todas as
estruturas sdo relativas a uma determinada linguagem L, entdo a categoria € denotada
por Est; , aqua € uma subcategoria (plenallarga?) de Est.

No que segue, sdo discutidos alguns casos de morfismos e objetos especiais aplicados a
L 6gica Categorica.

4.2 Morfismos e Objetos Especiais

EXEMPLO 4.43 - Proposicoes Isomorfas

Lembre-se de que uma relacdo de pré-ordem induz uma relagdo de equivaléncia de tal
formaque, seaeb sdotaisquea£ b e b£a, entdo ae b sdo equivalentes. Suponha que L
denota uma l6gica. Entdo (procure justificar cada uma das afirmacfes que seguem):

Na categoria Pre_, na qual os objetos séo proposicoes, e os morfismos sdo pares da
relacédo de pré-ordem de dedutibilidade entre proposicdes de L, existe um (Unico)
morfismo de A para B se e somente se A |- B. Portanto, duas proposi¢cdes equivalentes
S80 sempre isomorfas,

Na categoria Prov,, a categoria das proposicdes e provas de L, proposicoes
equivalentes ndo necessariamente séo isomorfas,

Na categoria Lind_, do conjunto parciamente ordenado associado a uma agebra de
Lindenbaum de L como sendo uma categoria, proposicdes equivalentes ndo sd sdo

isomorfas, como também estéo associadas a objetos idénticos na categoria. a

EXEMPLO 4.44 - Objetos Inicia e Final

Na categoria Prejy, 0 eo T = AUGA (para toda proposicio A) s30 objetos inicial e
final, respectivamente.

Na categoria Prov,, quais podem ser objetos inicial e final, respectivamente? Se ~ for
um objeto inicial, entdo sO pode haver uma prova de ~ para qualquer proposicéo A.
Abaixo seguem duas provas normais de AUB a partir de” diferentes:

N N N

AUB A B
AUB
Quanto ao objeto terminal T, observe que, dada qualquer proposicdo A, existe uma
Unica prova normal de A para T, que é uma aplicagio de U-Introducéo a primeira;

Na categoria Est, das estruturas sobre uma linguagem, ha objeto inicial. Existe uma
contrapartida de Algebra Inicial, mas que diz respeito somente ao universo de
individuos. Trata-se do universo de Herbrand, que é o conjunto de termos fechados, ou
sgja, sem variaveis da linguagem. Por exemplo, se a linguagem é composta por um
simbolo funcional f e uma constante ¢, entdo o universo de Herbrand é como segue:

{c f(0), f(f(c), f(F(f(c))), ...}
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Entretanto, as interpretagdes dos simbolos predicativos estédo totalmente abertas e,
portanto, ndo ha como relacioné- las diretamente, mas todas tém relacdo com a estrutura
para a linguagem que tem por dominio o universo de Herbrand e tem por interpretacéo,
para cada simbolo predicativo, 0 conjunto vazio. Esse é o objeto inicial de Est, . Em se
tratando de modelos de uma determinada apresentacdo de teoria sobre L (conjunto de
axiomas), 0 cenario € o0 mesmo. Entretanto, sendo D uma axiomatizacdo, entdo o
conjunto de modelos Md(D) estabelece uma subcategoria de Est; .Nesse caso, essa
subcategoria tem como objeto inicial 0 modelo de D sobre o universo de Herbrand.

4.3 Isomorfismo de Categorias: Conjuntos Finitos e Logica
Booleana

Como ja foi visto, uma dgebra é, basicamente, um conjunto munido com algumas
operacOes de um ou mais argumentos. Essas operacOes tém condigdes expressas em
termos de equagdes. Por exemplo, 0 conjunto dos nimeros naturais, munido com a
soma (+, de aridade dois), a multiplicagéo (-, de aridade dois) e as constantes 0 e 1 (de
aridade zero), é uma dgebra que tem por equacdes o0 seguinte conjunto (variaveis sdo
usadas paraindicar que as equactes devem valer para qualquer e emento da adgebra):

X+0=x O+x=x
X 1=X 1-x=x
X+y=y+X
X-y=y- X

X-(y+2)=x-y+x-2z

Esse é um exemplo de uma éalgebra concreta. Uma dgebra é dita algebra abstrata
quando ndo € indicado o conjunto sobre o qual as operacfes sdo definidas. Assim, uma
algebra abstrata € indicada pelas operacOes e constantes e pelas equacdes. As agebras
concretas que satisfazem as mesmas equacfes das algebras abstratas as vezes sdo
tomadas como um modelo (seméantica) das Ultimas.

Um dos exemplos mais conhecidos de @ gebras concretas € o conjunto das partes de um
dado conjunto S, ou seja, 2° munido com as operacdes de unido (E ), interseccdo (C),
complemento () e as constantes N (para o conjunto vazio) e T (para o conjunto S). As
eguacdes sao:

XEy=yE x XCy=yCx
XE(YE2)=(xEY)Ez XClyC2=xCy)Cz
XE(yC2=(xEY)C(XE2) XxC(YE2=(XCY)E (XC2)
XEN =x XCHN =N

XE @x=T XC T=x

Esses sdo exemplos de a gebras Booleanas concretas (h& mengdo a um conjunto sobre o
gual as operacdes sdo definidas). Um homomorfismo entre algebras (concretas) € um
mapeamento entre 0S respectivos conjuntos e as operacdes tal que as equagdes sdo
preservadas. Assim, por exemplo, se h € um homomorfismo entre adgebras de Boole,

entdo h(x) E2 h(y) = h(y) E2 h(x), que foi obtida por aplicacdo deh aequacio x E; y =
y E1 x, onde E; e E, sio operagdes em cada &l gebra respectivamente. Um isomorfismo
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entre agebras € um homomorfismo que tem uma inversa que também € um
homomorfismo.

Um dos resultados mais interessantes sobre algebra Booleana é um teorema de
representacdo que afirma que toda algebra de Boole finita é isomorfa a uma dgebra de
Boole do conjunto das partes de um conjunto. Assim pode-se pensar em uma categoria
de dgebras de Boole finitas FinBoole como tendo dgebras das partes de conjuntos
como objetos e homomorfismos entre essas como morfismos.

Considere a categoria FinSet introduzida anteriormente. Sejam A e B dois conjuntos
finitose sgjaf : A® B uma funcdo. Considere 0 mapeamento:

f1:28@ 2

que associa a cada subconjunto S de B a sua imagem inversa fX(S) = {a|f(a) T S}.
Prova-se que f* étal que:

FSICS,) =F1(S) G FY(S) e @Sy =oris)

Entdo, ' é um homomorfismo entre as &lgebras de Boole. Portanto, a categoria
FinSetop, dual de FinSet, éisomorfaa FinBoole.

4.4 Algebras e Légicas de Primeira Ordem

O leitor deve ter notado o estreito relacionamento entre o conceito de assinatura de uma
linguagem algébrica e o de uma linguagem de primeira ordem. Considerando somente
os simbolos funcionais e as constantes de uma linguagem de primeira ordem, temse
uma assinatura sobre um Unico sorte. Entretanto, o conceito algébrico de assinatura ndo
leva em conta os simbolos predicativos.

Existe uma versdo “sortida’ da linguagem da légica de primeira ordem. Nesse caso,

incluem-se sortes para as variaveis, e os simbolos funcionais e constantes tém assinatura
(na versdo monossortida, somente a aridade € relevante). Cada simbolo predicativo de
aridade n € associado a um string $1%...S, que indica os sortes dos termos que podem ser
usados na formacao de férmulas atdmicas.

Dessaforma, as variavei s também pertencem a seus respectivos sortes. Chama-se a esse
tipo de linguagem de primeira ordem de linguagem “polissortida’. Ela torna mais
compactas e claras certas especificagdes, nas quais, em linguagem monossortida, fazse
necessario 0 uso de predicados para indicar a qual sorte individuos pertencem. Por
exemplo, considere a linguagem do tipo de dado Arranjo (exemplo introduzido
anteriormente) na qual existem trés predicados, todos de aridade 1, como segue:

A denota o conjunto dos arranjos,
E denota o conjunto dos el ementos de arranjos;
I denota o conjunto dos indices,

bem como os seguintes simbolos funcionais:

AT  com aridade trés, indica a funcdo tal que, dado um arranjo, um elemento e um
indice, retorna um novo arranjo com o elemento ocupando a posi¢cdo indicada pelo
indice, e nada mais € aterado;

CN  com aridade dois, indica a funcéo tal que, dado um arranjo e um indice, retorna o
elemento (seu valor) que ocupa a posi¢do indicada pelo indice no mesmo.

A especificacdo abaixo em |6gica monossortida:
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"a "a "e"i (A@@) U A@) U E@© U I() ® (AT(a, € i) = & «

("y(y*i® (CN(a&,y)=CN(a, y)U(y=i® CN(z,Y) =€)
fica como abaixo em |égica polissortida:

al,a2: A

e E

il

" " & "e " (A(a, e ) = % «

("J(*i1® (CN(a, j) =CN(as,j)) U (=i ® CN(a,Y) =€)
As estruturas para as linguagens de primeira ordem tém um universo de individuos para
cada sorte aém das interpretacbes de cada simbolo ndo-légico da linguagem. O
conceito de homomorfismo entre estruturas para a l6gica polissortida de primeira ordem
€, entdo, uma extensdo do conceito usual, bastando incluir os mapeamentos entre os
universos de individuos para cada sorte. Considerando linguagens com a mesma
assinatura S (de primeira ordem), temse a categoria das estruturas para essas

linguagens Ests. Dada uma apresentagdo de teoria, ou mesmo uma teoria T, temse a

categoria de modelos de T, a qual € subcategoria (plena/larga?) de Ests. Para ambas as
categorias, existe objeto inicial.
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5 Logica Intuicionista

5.1 Pensamento Axiomatico versus Pensamento Intuicionista
em Matematica

Parcialmente relacionado com os aspectos mais amplos do problema apresentado pelos
paradoxos, questionamos agora sobre a natureza da matemética e o escopo dos métodos
mateméticos. Para facilitar o trabalho do aluno ao estudar o contelido referente a este
capitulo, ha um esguema de estudo sobre Légica Intuicionista no ANEXO 1deste
volume.

O método axiomatico-dedutivo na matematica € conhecido por nés dos “Elementos’ de
Euclides (c. 330-320 a.C.) embora haja uma tradicdo que credita a Pitagoras (século VI
aC.) a apresentacdo do método. Pelo uso desse método, o corpo do conhecimento
geométrico foi sistematizado. O sistema axiomatico de Euclides pode ser descrito
rudimentarmente assim: as “definicdes’ de certos termos primitivos tais como “ponto”,
“linha’, “plano” sdo dadas, 0 que pretende sugerir ao leitor o que é significado por esses
termos; certas proposi ¢oes relativas aos termos primitivos, que ficam para ser aceitaveis
como imediatamente verdadeiras na base dos significados sugeridos pelas definicoes,
s80 tomadas como axiomas ou postulados; entdo outros termos sdo definidos em termos
dos termos primitivos; e outras proposic¢des, chamadas teoremas, sdo deduzidas, pela
|6gica, dos axiomas. Axiomatizacdo como a de Euclides, para os quais significados sdo
dados para os termos primitivos desde o principio, € chamada axiomatizacdo material.

Um dos postulados de Euclides pareceu menos evidente do que os demais. 0 quinto
postulado ou o “postulado paraelo”. [* Leia-se: Se duas linhas retas em um plano
encontram uma outra linha reta no plano, tal que a soma dos angulos internos no
mesmo lado da Ultima linha reta € menor que dois angulos retos, entdo as duas linhas
retasirdo se encontrar naquele lado da dltima linha reta. *] Ele usou isso para provar o
teorema de que, através de um dado ponto P que ndo estd em uma dada linhal, pode ser
tracada exatamente uma linha paralela a | (isto é, que ndo encontra | em um ponto).
Foram feitos esforcos desde o tempo de Euclides para provar esse postulado a partir dos
outros como um teorema. NOs agora sabemos que esses esforcos ndo poderiam ter
SUCEeSsO.

Por isso, Lobatchevski, em 1829, e Bolyai, em 1933, trabalharam sobre um sistema de
geometria no qual, através de um dado ponto P que ndo estA em uma dada linha |,
infinitamente muitas linhas paralelas a | podem ser tragadas. |sso deixou aparente que o
significado dos termos primitivos de Euclides em termos de espaco fisico ndo possibilita
alguém a decidir se 0 postulado paralelo de Euclides ou o postulado contrario de
Lobatchevsky e Bolyai € verdadeiro. As diferencas nas outras geometrias podem ser
pequenas demais para serem mostradas em quaisquer medidas que nds possamos fazer
na porcéo do espaco acessivel a nds, assim como algumas outras vezes as pessoas
imaginaram a Terra plana a partir da porcéo dela que elas podiam ver.

Entdo se uma proposicdo da geometria de Euclides é exatamente verdadeira deve ser

uma propriedade da geometria como um sistema légico. Mas se a geometria de Euclides
€ uma estrutura l6gica valida, entdo € a geometria de Lobatchevski. Por isso, como Felix
Klein destacou em 1871, os axiomas da geometria plana Lobatchevskiana sdo todos
verdadeiros quando os termos primitivos neles sdo reinterpretados para que “plano” sga
tomado como significando o interior de um dado circulo no plano de Euclides, “ponto”

signifigue um ponto dentro desse circulo, “linha’ signifique uma corda desse circulo, e
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distancias e angulos sdo computados por férmulas devidas a Cayley 1859. (Um outro
modelo como o de Euclides, aplicavel a uma porgdo limitada do plano ndo-Euclideano,
foi dado em 1868 por Beltrami, que reinterpretou segmentos de linha como segmentos
de trgjetdrias curtas entre pontos., ou “geodésias’, sobre uma “superficie de curvatura
constantemente negativa’).

Nesses modelos, podemos observar que alguma coisa nova foi feita com os axiomas,
ndo para ser encontrado no pensamento axiomatico anterior: o significado dos termos
primitivo variou, mantendo a estrutura dedutiva da teoria fixada Entdo as
axiomatizagbes formais surgiram, e nelas os significados dos termos primitivos, ao
contrario de estarem especificados antecipadamente, sdo deixados néo-especificados
para as deducBes dos teoremas a partir dos axiomas. Alguém fica entdo livre para
escolher os significados dos termos primitivos de qualquer modo gue torne os axiomas
verdadeiros. Temos representado esse ponto de vista em nossa definicdo de
“conseguéncia valida’ na teoria modelo (88 7, 20). Especiamente na dgebra moderna,
foi provado muito frutifero desenvolver as consegquéncias de sistemas de axiomas
considerados formalmente, tais como os axiomas da teoria dos grupos abstratos (cf. §
39). Os resultados deduzidos a partir dos axiomas da teoria dos grupos, enguanto
deixam nd&o-especificado o conjunto de elementos e a operagdo de multiplicagéo,
constitui um corpo de teoria pronto para usar para diversas aplicagoes.

Em axiomatizagbes formais, o0 sistema de axiomas pode ser investigado por
propriedades tais como a independéncia de um axioma em relacdo aos outros
(procurando uma interpretacdo dos termos primitivos gque torne o axioma faso e os
outros verdadeiros), categoricidade (isto é que os elementos em quaisquer duas
interpretagdes podem ser colocados em uma correspondéncia um para um, preservando
todas as propriedades), etc. [* Esse tipo de tratamento de sistemas axiomaticos € bem
apresentado em J.W.Young 1911. Vérios dos tépicos mencionados brevemente agora
serdo elaborados mais tarde: provas de independéncia no 857; categoricidade no 853;
provas de consisténcia por interpretacdo no §52. *]

Nesta abordagem para axiomatizagoes, surgem algumas questdes. Por que escolhemos
0s axiomas que nés fazemos, e por que 0s sistemas resultantes deveriam nos interessar?
A resposta € evidentemente que nds podemos aplicar a teoria resultante a sistemas de
objetos que providenciaram desde o principio 0s axiomas por uma interpretacdo dos
termos primitivos. Algumas vezes, interpretacdes essencialmente diferentes séo
possivels (entdo 0s axiomas ndo sao categdricos, mas ambiguos); por exemplo, esse €
um caso para 0S axiomas para grupos abstratos. N& devemos querer empregar um
sistema de axiomas satisfeito sob nenhuma interpretacdo; chamamos um sistema assim
de vacuous. Um dos problemas de axiomatizac&o formal € mostrar sistemas de axiomas
ndo-vacuous. Entretanto, um sistema de objetos usado como uma interpretacdo é
freglientemente tracado a partir de alguma outra teoria axiomatica; entdo temos um
regresso, o qual, ao invés disso, meramente nos traz a questdo da significancia dateoria
axiomética. Se, em nenhum estagio, uma aplicacdo € feita, desde o principio, de
axiomatizacdo formal, a atividade inteira deve parecer f(til. Portanto, concluimos que,
se ndo vamos adotar um niilismo matemético, a mateméatica axiomatizada formamente
ndo deve ser a matematica inteira. Em algum lugar, deve haver significados, verdade e
fasidade. E pelo menos, quando dizemos que, em uma dada teoria axiomética formal,
uma certa proposicaéo é um teorema, devemos acreditar que isso é verdade, isto €, que a
proposicdo reamente segue de seus axiomas, embora se a propria proposicdo for
verdade, esta sendo deixado de contar, pois em axiomatizagdes formais as dedugdes sdo
carregadas antes de determinar significados aos termos primitivos (ou sem respeitar
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qualquer outra determinacéo).

Como uma ilustracdo adicional de uma proposicdo matemética que ndo deve ser
determinada meramente como uma conseqiiéncia formal, mas significativa de axiomas,
considere o teorema (provado na teoria dos nimeros) de que, para dados inteiros a, b, c,
podemos descobrir se existem ou ndo inteiros X e y tais que ax+by+c=0, isto é, o
teorema de que hd um método de decidir se a equacéo ax+by+c=0 (a, b, c inteiros) é ou
ndo resolvivel nos inteiros. Embora a teoria dos inteiros pode ter sido estabelecida
axiomaticamente, essa prova pretende significar que, para alguns a, b, ¢ particulares,
podemos descobrir se h& ou ndo solugdes. Um estudante que pudesse meramente dar
uma prova a partir de axiomas do teorema de que alguém pode descobrir se ha solucbes
ou ndo, mas ndo pudesse fazer um problema no qual ele descobrisse, ndo teria
assimilado o que o professor pretendeu ensinar. Apesar disso, ele estaria fazendo tudo o
gue deveria ser pedido para ele se o teorema (que alguém pode descobrir) fosse
entendido apenas no sentido de axiomatizagbes formais.

Como o método menos drastico de encontrar a situagcdo estabelecida pelos paradoxos,
descrevemos a teoria dos conjuntos axioméicos no final do 835. Aqui as
axiomatizacbes devem ser entendidas no sentido formal, a menos que alguém estegja
tentando reter uma concepcgao intuitiva de conjuntos, o que foi presumido que era
exatamente 0 que os axiomas pretendiam suplantar. Apesar de as presentes
consideraces mostrarem que O recurso para uma teoria axiomatica formal, embora
possa oferecer consideravels vantagens, deixa abertos problemas tais como por que 0s
axiomas sdo significantes e se eles se aplicam ou ndo a qualquer sistema de objetos, ndo
mera e similarmente postulados como 0s existentes para algumas outras teorias
axiomaticas formais.

Hilbert ocupouse com lidar com esses problemas. Ele admitiu que a matemética
classica (isto €, a matemética familiar, usando a ldgica classica) contém muito que vai
além do que é claramente significativo e justificavel em terrenos intuitivos, tais como o0s
gue de fato foram feitos por mateméticos geramente para perceber quando, na teoria
dos conjuntos, eles vao longe demais e encontram paradoxos. Mas ele propds manter a
matemética classica (com poucos paradoxos) através de um programa que poderiamos
descrever rudimentarmente como segue. A matemaética cléssica deveria ser formulada
como uma teoria axioméatica formal, e entdo deveria ser mostrado que a teoria é
consistente, isto €, livre de contradicoes.

Antes desse propdsito de Hilbert, feito primeiro em 1904, mas ndo tomado seriamente
por ele e por seus colaboradores até depois de 1920, provas de consisténcia foram dadas
para teorias axiomaticas formais por meios de um modelo ou uma interpretacdo, na qual
todos os axiomas sd0 descobertos verdadeiros quando os termos primitivos sdo
interpretados em termos de outra teoria. Vimos um exemplo disso acima, pelo qua

mostra-se que a geometria plana ndo- Euclideana de Lobatchevsky é consistente se a
geometria de Euclides for consistente. [* Esse tipo de tratamento de sistemas
axiomaticos é bem apresentado em J.W.Young 1911. Varios dos topicos mencionados
brevemente agora serdo elaborados mais tarde: provas de independéncia no 857,

categoricidade no 853; provas de consisténcia por interpretacdo no 852. *] Nesse caso,
uma prova de consisténcia por um modelo mostra somente que uma teoria € consistente
se alguma outra o for. Pelo método de geometria analitica de René Descartes (1619), a
consisténcia de geometrias geramente é reduzida aquela da teoria dos nimeros reais,

isto é, a andlise. Mas como seria um método para estabelecer a consisténcia da andlise?
Certamente ndo usando um modelo geométrico; isso seria um circulo vicioso. Nem, de
acordo com Hilbert e Bernays (1934), apelando a0 mundo fisico. Por limitaces de
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nossas medidas no mundo fisico, impedimo-nos de dizer que o continuo é realmente
dado pela experiéncia; melhor do que isso € uma idéia de obtermos por extrapolacéo ou
idealizacdo o que é realmente dado. [KLEGS]

Entéo a proposta de Hilbert de provar que a matematica classica como incorporada em
um sistema formal consistente chamado por um novo método no lugar do método de dar
um modelo. Esse método consiste em uma aplicacdo direta da idéia da consisténcia, isto
€, que ndo ha contradicdo ou paradoxo consistindo de dois teoremas, um dos quais € a
negacdo do outro. Para mostrar que isso ndo pode acontecer, Hilbert propbs fazer as
provas na teoria axiomdtica, 0 objeto da investigacdo matematica, chamado
metamatematica ou teoria das provas. Naturalmente, tal demonstracéo de consisténcia
seria relativa aos métodos usados na metamatemética. Hilbert, portanto, almejava usar
em sua mateméica apenas métodos, que ele chamou “finit&rios’, que eram
convincentes intuitivamente. Especificamente, esses métodos deveriam evitar usar um
infinito “real” ou “completo”. A nova abordagem de Hilbert evitou o infinito completo
nas declaragOes do problema de provar a consisténcia. Por isso, existe apenas uma
infinidade contédvel de provas em uma dada teoria, e a proposicdo de consisténcia é
relativa apenas a qualquer par de provas, e ndo ao conjunto de todas as provas como um
objeto completo. (O que a teoria supde estar acima disso deve ser muito menos
elementar.) Ent&o isso ndo parece razoavel para esperar que o problema da consisténcia,
agora que foi declarado em termos finitarios, deva ser solucionado por meétodos
finitérios.

Brouwer foi o campedo do pensamento intuitivo na matemética, assim como Hilbert foi
0 do pensamento axiomético. As abordagens de Brouwer e de Hilbert podem também
ser chamadas de “genética’ (ou “construtiva’) e “existencial”, respectivamente.

De acordo com Weyl (1946), “Brouwer tornou claro, como eu penso que vai aém de
qualquer duvida, que ndo h& evidéncias sustentando a crenca no carédter existencia da
totalidade de todos os nimeros naturais... A sequiéncia dos nimeros que cresce além de
gualquer estagio ja atingido por passar para 0 proximo numero € um MANIFOLD de
possibilidades abertas até o infinito; isso se mantém para sempre na situacéo de criacao,
mas ndo € um dominio fechado de coisas existentes nelas proprias.”

Enquanto Hilbert propbs costear a estrutura da matemética cléssica pela prova da
consisténecia, Brouwer estava pronto para abandonar aquelas partes da matemética nas
guais 0os matematicos estiveram carregando por palavras que saem do significado claro.
Brouwer propds, em vez disso, desenvolver uma matematica “intuicionista’, que iria
apenas até onde a intuicdo pudesse leva-la. Para Brouwer, 0s sistemas de objetos para
matemética deveriam ser gerados por aguns principios de construcdo, e ndo trazidos a
existéncia todos de uma vez como conjuntos satisfazendo uma lista de axiomas.

Como Brouwer tomou apenas o infinito “incompleto” ou “potencial” como intuitivo, ele
ndo aceitou principios légicos que exigem, para sua justificativa, uma concepcéo de
conjuntos infinitos com completos. Entdo, em um artigo intitulado “A
UNTRUSTWORTHINESS dos principios da l6gica’ (1908), ele desafiou a suposicao
de que as leis da ldgica classica tinham uma validade absoluta, independente do
assunto-sujeito para o qual elas sdo aplicadas. Particularmente, ele criticou alel do meio
excluido, Pv~P. Considere um predicado P(x) onde x classifica-se sobre algum conjunto
D. Aplicadaa $xP(x) como P, ale diz que, ou hAum x em D ta que P(X) ou ndo hd um
x em D ta que P(x); em simbolos. $xP(xX)v~$xP(x). No caso de D ser um conjunto
finito (e P(xX) ser um predicado tal que, para cada valor x em D, nds podemos testar se
P(x) € verdadeiro ou ndo), Brouwer encontra $xP(X)v$~xP(x) verdadeiro. Por isso,
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podemos descobrir  $xP(x) ou ~$xP(x) testando, para cada membro x de D de cada
vez, se P(x) é verdadeiro ou ndo para aquele x. Como D é finito, esse processo
terminard (em principio). Mas se D é um conjunto infinito, digamos um conjunto
contével, tal como o0 conjunto dos nimeros naturais, 0 processo de teste ndo pode
humanamente ser completado. Se somos sortudos, podemos dividir o caminho através
do teste encontrar um x tal que P(x). Mas se ndo hatal x, ou se tal X aparece muito tarde
e o dia do juizo chegar mais cedo, n6s poderemos procurar até o dia do juizo e ainda
ndo ter uma resposta a nossa questdo. De acordo com Brouwer, ndo se encontra nenhum
embasamento para considerar que $xP(x)v~$xP(x) sgja sempre verdadeiro, quando D é
infinito. Citando de Weyl 1946, “De acordo com sua visao e leitura de histéria, |6gica
cléssica foi abstraida da matematica de conjuntos finitos e seus subconjuntos...
Esquecidos de sua origem limitada, alguém mais tarde interpretou mal que a légica para
alguma coisa acima e prioridade para toda a natematica, e finalmente a aplicou, sem
justificativa, a matematica de conjuntos infinitos.”

Na maneira de Brouwer, assm como na de Hilbert, como vamos ver, tiveram que lidar
com dificuldades. Uma matemética intuicionista foi desenvolvida (comecando em
1918), e em parte ficou com pouco da matemética classica nos resultados obtidos, em
parte tomou uma direcdo diferente. Nas partes comuns a matematica cléssica e a
intuicionista, as provas intuicionistas (ou “construtivas’), embora fregiientemente mais
dificels, freqlentemente davam mais informages. Para provar uma declaracéo
existencial $xA(x), um intuicionista insiste que deve ser mostrado como encontrar um X
ta que A(x). Uma “prova indireta’ mostrando que a suposicdo ~$xA(x) leva a uma
contradicdo ndo é aceita por ele como demonstracdo de que $xA(X); ela estabelece
apenas ~~$xA(x). [* Demos um pequeno esboco mais completo em IM no §13.
ApresentacOes excelentes estdo em Heyting 1934, 1955 e 1956. Kleene e Vesley 1965
sdo para leitores familiarizados com os capitulos I-XI11 (ou no minimo 1V-VIII) de IM
ou 0 equivalente. *]

Agora vamos tocar na controvérsia entre Brouwer e Hilbert. Brouwer argumentava que,
mesmo se Hilbert pudesse ter sucesso ao dar a prova da consisténcia para a matematica
classica, isso ndo tornaria a matematica classica correta. Entéo ele escreveu em 1923,
“Uma teoria incorreta que ndo € parada por uma contradicdo ndo é nem um pouco a
menos incorreta, assm como uma politica criminal que ndo foi verificada por um
tribuna censor ndo é nem um pouco a menos criminal.” Hilbert rebateu em 1928, “Tirar
fora a lei do melo excluido dos matematicos seria como negar 0S astrbnomos o
telescopio ou a0 boxeador o uso de seus punhos.” Essa controvérsia entre 0s
“formalistas’, representados por Hilbert, e os “intuicionistas’, representados por
Brouwer, levou finalmente ao reconhecimento, pelos intuicionistas, de que o programa
de Hilbert seria irrepreensivel se e somente se os formalistas abstiveremse de tomar a
prova da consisténcia como uma justificativa para juntar um significado real aguelas
partes da matematica que os intuicionistas rejeitam como ndo tendo bases intuitivas
(Brouwer 1928).

Sobra entéo para os formalistas explicar, depois de ter admitido que a matemética
cléssica vai dém da evidéncia intuitiva, como apesar disso suas partes ndo intuitivas
podem ter valor. Dirigindo-se a esse problema, Hilbert 1926, 1928 tracou uma distincéo
entre declaragdes reais que tém um significado intuitivo, e declaracfes ideais
(envolvendo o infinito completo) que ndo tém. E um instrumento comum da matemética
moderna juntar “declaracOes ideais’ a um sistema previamente constituido para atingir
objetivos tedricos, tais como simplificar teoremas, compreendé-los sob um ponto de
vista mais unificado, etc. Um exemplo ocorre na geometria projetiva, onde uma linha
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até o infinito é unida a parte finita do plano para que quaisguer duas linhas paral€eas
(distintas) se interceptem em um ponto dagquela linha. Desse modo, a excegdo para
linhas pardelas para as “relacbes de incidéncid’ entre pontos e linhas € removida.
Ent&o, na geometria projetiva, ndo sd realmente cada dois pontos distintos contém uma
tnica linha (que passa através de ambos), como dualmente cada duas linhas distintas
contém um Unico ponto (no qua elas se interceptam). Hilbert argumentou que apenas
esse tipo de ganho tedrico é atingido, juntando as declaracfes ideais as declaracOes reais
na matematica classica; é através desse procedimento que a matematica classica atinge
seu poder e sua elegancia. Dessa forma, a matemética torna-se uma construcao teodrica
na qual, Hilbert diz, ndo deveria ser esperado que cada declaracéo separada devesse ter
um significado real, algo mais do que aguele que cada proposicdo em um sistema de
natureza tedrica deveria ser capaz de verificacdo experimental imediata; no Ultimo caso,
€ ateoria como um todo que € testada contra a realidade.

Um exemplo concreto de ganho tedrico obtido, avancando através de declaracfes ideais
no processo de provar declaragOes reais, € fornecido pela teoria analitica dos numeros,
na qua os teoremas sobre inteiros sdo fornecidos pela teoria dos nimeros reais e
complexos. Muitas proposicOes da teoria e ementar dos numeros tém sido provadas
dessa forma, a qual ndés nem sabemos como provar, nem podemos estabelecer apenas
por provas muito mais complicadas se apenas métodos ndo analiticos sdo usados.

Proximamente rel acionado a essa defesa da matemati ca classica como um esquema de sistematizagao
simples e el egante é a defesa fornecida por seu sucesso em aplicagdes as ciéncias tedricas, especial mente
Fisica. I1sso levou Weyl 1926 a pronunciar que Hilbert estava correto quando a matemética € misturada
com afisicano processo da construgdo do mundo tedrico, enquanto ele tomou partido com Brouwer
restringindo-se as verdades intuitivas quando a matematica se ocupa consigo mesma somente. [KL E68

Ahora bien: si es preciso guardarse de confundir los distintos célculos ldgicos con las diversas
aplicaciones de la ldgica, es también necesario reconocer la estrecha relacion existente entre una y otra
cosa, entre necesidades de aplicacion de la légica formal y conveniencias de elaboracion de |6gicas no
clasicas. Es evidente que no se trata de dos procesos separados:. la aplicacion dei analisis formal a una
determinada materia puede revelar y de hecho ha revelado en multitud de ocasiones, y sigue revelando
insuficiencias de la l6gica en su actual estado, y ha constituido, por tanto, un estimulo para su despuegue
para su ampliacion, parasu afinamiento en unau otradireccion.

Por ejemplo, como es bien sabido, la filosofia intuicionista de |la matematica constituy una respuestaaia
crisis de fundamentos de esa disciplina. Los intuicionistas habiaron de una «ldgica matematica» en e
sentido de una sistematizacién a posteriori de las regias dei razonamiento efectivamente empleadas por ei
matematico en sus construcciones. Seria, pues, una ldgica de la matematica, un registro de las regias
admitidas como validas en esta ciencia. Ahora bien: en la medida en que e intuicionismo supone una
contraccion astringente de la matematica, la |6gica intuicionista sera asimismo una |égica més restrictiva
que la légica clasica. Asi, por ejempio, como € intuicionismo no admite que en matematica todo
enunciado haya de ser o bien verdadero o bien falso (sin por €lio, dicho sea de paso, admitir |a posjbilidad
de valoresintermedios), la l6gicaintuicionista no admitira el principio de bivalencia. Otras peculiaridades
de esta |6gica se refieren a sus concepciones de la negacién y de ia existencia (es decir, dei cuantificador
existencial). Asi pues, en resumidas cuentas, ia |6gica intuicionista es una restriccion de la ldgica cisica
en ei campo de la matematica.

Pero aungue esto era asi en ei intuicionismo tradicional, es decir, aungque autores como Brower pretendian
sustituir la légica clasica por lalégica intuicionista tan sélo en ei campo de las entidades mateméticas, no
faltan quienes mas recientemente han propuesto lievar a cabo esa sustitucion en todos los campos,

extrapolando ias exigencias intuicionistas iniciales ai todo del razonamiento humano. Dummett, por
ejempio.

De hecho, hoy en dia la concepcién intuicionista de la I6gica desem-pena, en cualquier caso y como
minimo, un papel de sobre-exigencia, de desafio. Puesto que, como hemos dicho, sus criterios son mas
estric-tos de lo normal, ei atenerse a elios o ei sutiple tenerlos presentes en la construccién de calculos o
en ei diseno de demostraciones supone someter alateoria de la argumentaci6n humana a una prueba cuya
severidad es un acicate dei rigor. [DEA 78
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Uma interpretacdo radical dos paradoxos foi defendida por Brouwer e sua escola intuicionista [HEY56].
Eles se recusaram a aceitar a universalidade de certas kis ldgicas basicas, tais como a lei do meio
excluido: P ou ndo-P. Tal lei, eles defendem, é verdadeira para conjuntos finitos, mas é invalido estendé-
la por atacado como base para todos os conjuntos. Dessa forma, eles dizem que é invalido concluir que
"h& um objeto x tal que ndo-P(x)" segue de "ndo-(para-todo-x, P(x))"; somos justos ao afirmar a
existéncia de um objeto que tem uma certa propriedade somente se nds conhecemos um método efetivo
para construir (ou encontrar) tal objeto. Os paradoxos, naturalmente, ndo sdo derivaveis (ou mesmo
significativos) se obedecermos as estruturas intuicionistas, mas, ao contrario, muitos deles sdo teoremas
queridos do dia-a-dia matemético, e, por essa razdo, 0s intuicionistas encontraram poucos convertidos
entre os mateméticos. [MEN 64]

Um outro exemplo de célculo proposicional néo cléssico é o “calculo proposicional intuicionista’, no qual
alei do meio excluido A U @A e alei da dupla negacio @@A ® A ndo sio afirmados. O ponto de vistaa
partir do qual o sistema intuicionista de I6gica surgiu e é de interesse serd considerado mais tarde
(paragrafo 36). N6s ndo tentamos agui uma descricdo modelo-tedrica do calculo proposicional
intuicionista. Uma formulagdo prova-tedrica é obtida substituindo nosso esquema de axioma 8 (JJA ®
A) por 8. A ® (A ® B). Como qualquer axioma, por esse esquema, é provavel no céculo
proposicional classico (cf. * 107, o calculo proposicional intuicionista € um subsistema do cléssico, isto
€, todas as férmulas provéveis no sistema intuicionista sGo provaveis no classico. Aquelas de nossos
resultados, enunciados oficialmente envolvendo “|-* (incluindo aquelas que nds primeiro declaramos co
“|=") que ndo estao prontamente estabelecidas para o sistema intuicionista também sdo identificadas por

“0". [KLEG8

5.2 Intuicionismo: teoria de tipos de Martin-Lof

Este capitulo é dedicado a légica (e a matematica) intuicionista e a uma aplicagéo
particular dela a ciéncia da computacdo. A aplicacdo mencionada € a teoria de tipos de
Martin-L6f. De fato, € um tanto quanto estranho referir-se a teoria de tipos como uma
aplicagéo pois ele ela nos apresenta um FRAMEWORK unificado no qual implementar
a atividade de especificacdo, construcéo e verificacdo de programas. Em grande parte
deste capitulo, é mostrada por cima uma exposicdo da teoria de Martin-Lo6f, mas
primeiro parece prudente falar um pouco sobre a concepgdo intuicionista de légica e
matemética.

Tanto para Frege como para Russell, e para os |6gicos cléssicos em geral, a légica é a
mais fundamental e geral de todas as teorias. Essa idéia € basica, por exemplo, para o
programa LOGISTIC pois, de acordo com ela, a mateméatica estava carente de uma
justificativa por baixo, e essa justificativa estava para ser fornecida pela propria |ogica.
Os intuicionistas, por outro lado, DRAW uma MORAL diferente do fato de que a
matemética classica estava carente de justificativa. Sob o seu ponto de vista, a
matematica é primaria, e aldgica € secundaria: alogica é nada mais do que uma colegdo
de regras descobertas, a posteriori, as quais acontecem de caracterizar os padroes de
inferéncia implicitos na matemética quando corretamente PRACTISED. A expressao
“corretamente PRACTISED” é significativa pois, adicionalmente as suas visdesradicais
sobre a relagdo entre matematica e l6gica, eles mantém uma visdo um tanto ndo-usual
sobre a natureza da propria matemética. Primeiro, nimeros séo entidades mentais. De
acordo com Brouwer, eles sdo construidos fora da “sensacéo de tempo”. Matematica é
essencialmente uma atividade mental. Segundo, somente objetos “construivels’ sdo
legitimos na matemdtica intuicionista. 1sso exclui, por exemplo, quase todas as
hierarquias cumulativas de conjuntos. De fato, o intuicionismo ndo admite totalidades
infinitas completas que ndo sejam, em algum sentido, construiveis. Além disso, todas as
provas das asser¢des mateméticas devem ser construtivas. Essa visdo tem um pouco de
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efeito debilitante sobre a matematica; certamente, nem toda a matemética classica é
intuicionistamente aceitavel. De fato, antes da contribuico de Bishop (Bishop 1967),
muitos dos resultados de andlises classicas parecem ser intuicionistamente ndo-obtivels.

Que impacto visdo tem sobre a prépria l6gica? Dado que a logica é vista como um
outro empreendimento, e que a logica tem como significado refletir corretamente a
prética matemaética, ndo € surpreendente que o impacto seja consideravel. Por exemplo,
considere a assercéo

($n) (n é um nimero impar perfeito)

Essa assercéo sera provavel somente se n0s formos capazes de construir um nimero
gue sgja tanto impar quanto perfeito. Ela serd ndo-provavel se suposicéo levar, via
uma prova construtiva, a uma contradicdo. Mas como ndés nem temos um meio de
construir tal nimero, nem podemos estabelecer por meios construtivos que essa
suposicao leva a uma contradicdo, a assercdo € intuicionistamente problematica. Tal
consideracdio leva os intuicionistas a rejeitar a lei do terceiro excluido, AUDA, que é
uma lei fundamental da |égica classica

Tanto em seu livro como em outros escritos seus, Dummett forneceurnos uma
perspectiva um tanto quanto diferente sobre a natureza da discordancia entre 16gicos
intuicionistas e 10gicos classicos. A exposicdo de Dummett relata as diferentes teorias
de significado enpregado pelas duas escolas. Para o matematico cléssico, o significado
de uma sentenca € para ser provado por suas condicfes- verdade. 1sso, por exemplo, é
refletido na avaliacdo de Tarski da seméntica para o calculo de predicados. A suposi¢éo
gue baseia a matematica e a logica classicas € que as assercdes mateméticas sdo
determinadamente ou verdadeiras ou falsas. Para os intuicionistas, o significado de uma
declaragdo reside nd em suas condi¢cbesverdade, mas preferivelmente em seu
significado de verificagdo ou prova. Essa distincdo é refletida na avaliacdo dos
operadores |6gicos fornecidos na proxima secdo. Seu significado ndo é fornecido por
condi¢cdes-verdade, como em quase todos os outros capitulos deste livro, mas pela

especificacdo de o que € para contar como uma prova de uma sentenca contendo-0s.

Esta se¢do ndo pretende ser, obviamente, uma exposicao dos fundamentos filosoficos do
intuicionismo. NGs apenas tentamos dar ao leitor conhecimento suficiente para seguir
nossa exposicdo da teoria de Martin-L6f. Para uma discusséo detalhada dos
fundamentos filosoficos do intuicionismo, o leitor pode fazer ndo mais do que consultar
0 excelente livro de Dummett [TUR84].

5.3 A Interpretacao Intuicionista das Constantes Logicas

Classicamente, o significado de cada constante |6gica € fornecido pela especificacdo de
suas condi¢des verdade para qualquer sentenca em que essa constante seja 0 conectivo
principal. Intuicionistamente, o significado de cada constante |6gica é para ser
GLEANED de uma especificacdo de o que é contar como uma prova para gqualquer
sentenca envolvendo a constante como seu conectivo principal. NOs resumimos o
significado intuicionista das véarias constantes |4gicas na seguinte tabela.

UMA PROVA | CONSISTE DE
DE

AUB Umaprovade A ou uma prova de B
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A&B Umaprovade A e umaprovade B

A® B Uma construgéo que transforma qualquer dada prova de A em uma
provade B

DA Uma prova de A® *, em que * € aguma declaracdo absurda, por
exemplo, (0=1)

$x A(X) Uma construcéo de A(c) paraalgum individuo c

"X A(X) Uma construgéo que, quando aplicada a qualquer individuo c, produz
uma prova de A(c)

Esse guia € bastante sucinto, entdo vamos ver se podemos melhorar o assunto um
pouco.

(i) Diguncéo

Uma prova de AUB é para consistir de uma prova de A au uma prova de B junto,
presumivelmente, com uma indicacdo de qual. Desse modo, 0 conjunto de provas de
AUB, P(AUB), pode ser representado como a unifo disjunta de P(A) e P(B), em que
P(A) é o conjunto de provas de A, etc. NOs escreveremos a unido digunta de P(A) e
P(B) como P(A)+P(B). Os elementos de P(A)+P(B) sdo, portanto, da formai(a) e j(b)
em que al P(A) e bl P(B), e i, j sBo as fungdes injetoras, i:P(A)® P(A)+P(B) e
j:P(B)® P(A)+P(B).

(i1) Conjungdo

Uma prova de A&B € para consistir de um par cuja primeira componente é uma prova

de A e cuja segunda componente € uma prova de B. Em outras palavras, o conjunto de
provas de A&B € para consistir do produto cartesiano de P(A) e P(B), denotado por

P(A)” P(B).

(iii) Implicacdo

De acordo com a tabela, uma prova de A® B é para consistir de uma construgdo que,
guando aplicada a uma prova de A, produz uma prova de B. Colocado diferentemente,
P(A® B) é o conjunto das construgdes (funcbes construtivas) que, quando aplicadas a
elementos de P(A), produzem elementos de P(B). O conjunto P(A® B) €&, portanto, a

funcéo espaco das funcdes construtivas de P(A) para P(B), que nés denotamos por
P(A)® P(B).

(1v) Negacéo

A negacgdo é definida em termos da implicagdo. Para provar @A, é suficiente provar que
A leva a uma contradi¢go. Portanto, P(@A) é o conjunto das fungdes construtivas de
P(A) paraP(™ ), em que P(* ) é o conjunto de provas vazio.

(v) Quantificagcdo existencial

Uma prova de $x A(x) consiste de um individuo ¢ e de uma prova de A(c).
(Estritamente falando, alguém deveria também insistir para que ¢ sgja dado por alguma
construgdo. NOs retornaremos a esse ponto mais tarde.) P($x A(x)), portanto, consiste
de pares ordenados <c,d> em que ¢ € um individuo e d é a prova de A(c).
Alternativamente, P($x A(x)) € a unido digunta da familia P(A(c)), indexada pelo
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dominio de individuos C. Nés escrevemos essa unido disjunta como (Sci C)P(A(c)).
(vi) Quantificagdo universal

Umaprovade " x A(x) é uma construcéo ou funcéo efetiva que, quando aplicada a um
individuo ¢ produz uma prova de A(c). O conjunto P(" x A(X)) €, portanto, 0 produto
cartesiano da familia P(A(c)), indexado pelo dominio de individuos C. NOs escrevemos
esse produto cartesiano como (O cl C)P(A(c)).

NOs podemos resumir tudo isso bastante sucintamente como segue:

P(AUB) = P(A)+P(B)
P(A&B) = P(A) P(B)
AA® B) = P(A)® P(B)
PG x A(X)) = (Scl C)P(A(c))
P(" x A(x)) = (Ocl O)P(A(c))

Isso deveriafazer as coisas um tanto quanto mais explicitas, mas ha ainda duas areas de VAGUENESS.
Primeiramente, o que, exatamente, € uma construcdo ou uma fung&o construtiva, e 0 que constitui um
dominio de individuos ou um dominio de quantificacdo? Martin-L&f fornece uma resposta para essas
guestdes em termos de suateoria de tipos.

A teoria de tipos foi desenvolvida como uma formalizagdo da matemética construtiva.
Ela pretende ser um sistema de escala-completa para formalizar o desenvolvimento da
matematica intuicionista, por exemplo, em Bishop (1967). A linguagem da teoria
confirma a ocorréncia de provas com proposi¢cdes, e como consequéncia, proposicoes
podem expressar propriedades de provas. Essa facilidade tem importantes
consequéncias para a teoria de tipos como uma linguagem de programacao. NOs agora
reexaminamos o significado intuicionista das constantes |6gicas e DEPLOY a discussio
para apresentar ateoria de Martin- L6f.

Sga A uma proposi¢ao qualquer. O conjunto P(A) é o conjunto das provas de A que,
segundo Martin-L6f, nés podemos referenciar como 0s objetos do tipo A Martin-Lof,
influenciado pelo trabalho de Curry, Howard e Scott, aproveitou o passo muito natural
de identificar tipos com proposi¢des. Quais implicacOes essa identificagdo tem para o
significado das constantes |6gicas?

No caso da diguncio, nos devemos identificar AUB com P(A+B), mas como
P(A+B)=P(A)+P(B), e, por inducéo, P(A) € para ser identificado com A, e P(B) com B,
nés estamos para identificar a proposicido AUB com a unido digunta A+B.
Similarmente, A&B é para ser identificada com o produto cartesiano A" B. Para a
implicacéo nos devemos identificar a proposicdo A® B com A® B, o tipo de funcdes de
A paraB. A respeito da negac&o, a proposicao DA € identificada com A® A, em que A&
€ 0 tipo vazio.

Isso nos leva a considerar os quantificadores. Mais cedo, nés levantamos uma questéo
sobre a natureza dos dominios da quantificacdo. Na matemética intuicionista, a
quantificagdo é restrita aqueles dominios que sdo ‘GRASPABLE’ (emprestando uma
expressdo de Dummett). Para Martin-L6f, dominios de quantificacdo sdo tipos.
Subseqlientemente, nGs nunca empregamos um quantificador irrestrito, mas
preferivelmente quantificagdes da forma $xI A ou " xI A, para ser entendido como
“existe um objeto do tipo A” e “para todos os objetos do tipo A”, respectivamente. NOs
devemos agora modificar nossa avaliagdo dos quantificadores para permitir esse
refinamento.
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Uma prova de ($xI A)B(x) consiste de um par <a,b> cuja primeira componente é um
objeto do tipo A e cuja segunda € uma prova de B(a). Em outras palavras,
P(($xI A)B(x)) € a unifo disunta da familia P(B(a)), indexada pelos elementos do tipo
A. Sob a identificac8o de proposi¢des com tipos isso significa que nos estamos para
identificar ($xI A)B(x) com a unido disjunta (Sxi A)B(x). A quantificagio universa é
para sofrer uma transformacdo similar. Uma prova de ( xi A)B(x) é uma funcio
efetiva que para cada objeto a do tipo A produz um objeto do tipo B(a). Colocado
diferentemente, P((" xI A)B(x)) € o produto cartesiano da familia P(B(a)), indexado
pelo tipo A. Empregando a identificagcdo, nds estamos instruidos para identificar a
proposicdo (" XI A)B(x) com o produto cartesiano (Oxi A)B(X).

Nés discutimos a questdo concernente aos dominios de quantificacdo, mas nada
dissemos sobre a definicdo de construgdes/funcdes construtivas. Martin-L6f fornece
uma avaliagdo precisa de tais fun¢des empregando regras de inferéncia (em um sistema
de deducdo natura) que especificam o que os objetos de cada tipo sdo. NOs
retornaremos rapidamente a ISSUE de como os tipos e 0s objetos de varios tipos sdo
especificados.

O leitor deve agora ter alguma idéia de o que a teoria de tipos envolve. Nas duas
proximas secBes, nds cobrimos 0 basico com mais detalhes, e na se¢do final nés
discutimos a linguagem da teoria de tipos. 1sso vem em duas partes intimamente
relacionadas. a linguagem de tipos mesmo e a linguagem dos objetos dos vérios tipos.

[TUR84]

5.4 A Linguagem da Teoriade Tipos

Essenciamente, expressdes na teoria de tipos sdo construidas a partir de variaveis e
constantes por meio de aplicacdo e abstracdo funcional. A linguagem ndo &, entretanto,
livre de tipos no sentido do calculo lambda. Ha restrices adicionais sobre quais formas
de expressdo sao bem-formadas. Nordstrom & Smith (1983) usam a nogdo de “ aridade”
paraimpor as restrigdes apropriadas sobre as quais as formas de aplicacdo sdo legitimas.
Grosso modo, a aridade de uma expressdo descreve a funcionalidade da expresséo, na
gual elaindica a aridade da expressdo para a qual pode ser significativamente aplicada.
Uma expressao saturada € agquela que ndo pode ser aplicada a coisa alguma.

NOs agora descrevemos a linguagem de expressdes um pouco mais precisamente.
Fazendo isso nds seguimos a apresentacao de Nordstrom & Smith (1983).

1. Umavaridvel € uma expressao
2. Uma constante é uma expressao

3. See, ..., § S0 expressdes de aridades apropriadas, entdo a aplicacdo e(ey, ..., &) €
uma expressao. A intencdo agui € que a aridade de e deve ser tal que ela possa ser
aplicada a expressdes que tenham a aridade das expressdes el ..., .

4. Sex, ..., X, S0 variavels e e € uma expressao, entdo a abstracao (x, ..., X,)e € uma
expressan. A expressdo resultante possui uma aridade que é tal que, quando é
aplicada a expressdes que tenham a mesma aridade que as variaves x, ..., %, €la
produz uma expressao com a mesma aridade que e.

Constantes vém em dois tipos. constantes primitivas e constantes definidas. Exemplos
das anteriores sdo o, succ, | (I -operador-de-abstragdo). Constantes definidas séo
introduzidas por definicdes explicitas como
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f(x1, .. %) =b

em gue a constante f € introduzida, e f, quando aplicada as variaveis %, ..., %, € por
definicdo igual a b. 1sso é muito parecido com definicdo funcional em linguagens de
programacéo.

Sera construtivo considerar uns poucos exemplos em mais detalhe. Considere as
expressdes SxI A)B e (OxI A)B introduzidas na secéo 4.2. Para conformar com a
descricdo acima, nds precisamos apresentar estas como aplicacdes e/ou abstragdes. A
expressdo (SxI A)B de fato consiste de duas partes. uma expressio denotando um tipo
A e uma expressdo da forma (x)B(x), na qual avariavel x é amarrada. Em conformidade
com a sintaxe acima, a expressao deveria ser escrita como S(A,(X)B x)). Similarmente,
(OXi A)B deveria ser relancada como P(A, (X)B(x)). No que segue, entretanto,
freqlentemente empregaremos a notagdo mais familiar para muitas expressoes.

Nos agora fornecemos uma lista de algumas das formas de expressdo mais comuns de
serem encontradas na teoria dos tipos.

Canénica Né&o-candnica
O(A,()B(X)).( b <@
S(A,(X)B(x)).(a,b) (Exy)(c,d)
+(A.b),i(a).j(b) (Dxy)(c,d.e)
I(A,ab),r Jc,d)

Os termos “candnica’ e “nao-candnica’ empregados na tabela acima se relacionam ao
significado de expressdes na teoria dos tipos. Tanto em logica e matematica classica
como em ciéncia da computacdo, o significado de uma expressdo ou de um programa é
fornecido por uma definicdo seméantica associada. Na logica classica de primeira ordem,
por exemplo, a seméantica € fornecida via a nogdo de um modelo da nocéo de satisfacéo
de Tarski. Em linguagens de programacao, uma técnica de definicdo padrédo emprega os
dominios seménticos da teoria da computac@o de Dana Scott. Esta implicita em ambos a
suposicdo de que o significado de um objeto sintético € para ser fornecida via certas
estruturas matematicas que definitivamente tém sua existéncia garantida pela
ONTOLOGY de padréo da teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel (Krivine 1971). A
teoria de tipos pretende ser uma fundamentacdo para a matematica construtiva e €,

portanto, simplesmente perversa ao exigir uma explanacdo da linguagem da teoria de
tipos em termos da teoria de conjuntos. Ao invés disso, na teoria de tipos o significado
de uma expressdo é fornecido por uma regra de computacao.

O procedimento mecéanico de computar 0 valo de uma expressao é chamado avaliacao.
Uma expressao gue tem ela propria como valor é chamada canénica ou normal. Uma
expressao que ndo é candnica é chamada nao-candnica. O vaor de uma expressao nao-
canbnica f(ey, ..., €,) € umaexpressao candnica obtida seguindo as regras de computacéo
para a constante f. Na teoria de tipos, somente a forma f de uma expresséo f(e, ..., &)
determina se a expressao € canbnica ou ndo. Entdo, por exemplo, Succ(e) € canbnica
independentemente da forma de e. A raz&o para isso concerne a natureza da avaliagéo.
Em geral, ndo é viavel exigir que todas as partes ey, ..., &, de uma expressdo candnica
sgjam avaliadas pois algumas partes da expressdo podem ndo ter valor. Uma expressio
estd completamente avaliada se é canbnica e todas as partes saturadas estéo
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completamente avaliadas.

Para ilustrar o processo de avaliagdo, nds indicamos como as expressdes nao-candnicas
em nossa tabela podem ser avaliadas.

Para executar uma expressao de e1(e2), nos primeiro executamos el. Se nds obtivermos
(I x)b como resultado, continuamos executando b(e2|x) (isto é, b com €2 substituido por
X). Para executar ou avaliar (Exy)(c,d), nés primeiro executamos c. Se resultar (a,b),
executamos d(a,b|x,y) (substituir a por x e b por y em d). Para avaliar D(x,y)(c,d,e) nos
primeiro executamos c. Se obtivermos i(a) como resultado, executamos d(ax). Se,

alternativamente, obtivermos j(b) como o resultado da execucdo de ¢, executamos e(bly)
ao inveés disso. Para executar J(c,d), primeiro executamos c. Se resultar r, executamos d.

Resumindo, expressdes na teoria de tipos sdo construidas a partir de varidveis e
constantes por meio de abstracéo e aplicacdo. O significado néo é fornecido por meio de
uma definicéo semantica associada, mas por meio de regras de avaliacdo. [TUR84]

5.5 Julgamentos e Regras de Inferéncia

O cerne dateoria de Martin- L6f concerne a fazer julgamentos da forma
(i) Aéumtipo

(11) AeBsdotiposiguas

(i11) aéumobjetodotipoA

(iv) aeb séoobjetosiguaisdotipo A

que sdo abreviados como (i) tipo a, (ii) A=B, (iii) a A, e (iv) a=bl A respectivamente.
Os tipos podem ser identificados com conjuntos, proposicdes ou tarefas.
Conseqientemente, cada um dos quatro tipos de julgamento admite trés leituras
intuitivas diferentes. O terceiro julgamento, por exemplo, pode ser entendido como

a é um elemento do conjunto A,
aé uma provada proposicéo A,
aéum programa para atarefaA.

E claro que a terceira interpretacio € a relevante para a ciéncia da computagso. Essa
leitura é significada apenas como uma ajuda ao nosso entendimento; elas ndo pretendem
fixar os significados das vérias formas de julgamento em nenhum sentido formal. Isso é
alcancado pelas regras de inferéncia do sistema e, em particular, as t&o chamadas regras
de introducéo.

Martin-L6f, em 1982, definiu tipos canénicos da seguinte forma:

Um tipo candnico A é definido prescrevendo como um objeto candnico de A € formado,
assm também como de que maneira dois objetos iguais de um tipo A sdo formados.

Tais prescrigdes sdo fornecidas pelas regras de introducdo para os vérios tipos. Por
exemplo, considere a construcéo do produto cartesiano sobre tipos introduzido na secéo
4.2. De acordo com a explanacdo acima, nés precisamos fornecer uma regra para
prescrever como um objeto candnico de A é formado, além de como alguém que mostra
como dois objetos candnicos do tipo A sdo formados. Martin-L6f chamou as regras
relevantes de O-introducZo.

xi A) xi A)
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bl B b=di B
(I x)bl (Pxi A)B (I x)b=( x)dl (Px A)
B

A expressio entre parénteses (xI A) representa uma premissa ou hipétese, e, em geral,
os julgamentos na teoria dos tipos séo feitos em relacéo a tais hipoteses. Nos fazemos
referéncia, parao leitor, a Martin-L6f (1982) para detal hes.

Como uma ilustragdo adicional, considere a(s) regra(s) para a construcdo da unido
digunta (S-introducéo):

a A Bl b(ajx) a=cl A b=dl B(alx)
@bl (SX A)B (ab)=(c,d)l (S A)B

A primeira regra estipula como um objeto canénico de (SxI A)B é formada, enquanto a
segunda informa-nos como dois objetos de tipos iguais sdo formados. Em todas essas
regras, a relacéo de igualdade entre objetos é exigida para ser uma relacéo de
equivaléncia.

Tais defini¢cOes para os tipos candnicos habilitam-nos a fornecer uma avaliagdo mais
formal dos varios julgamentos. Por exemplo, um julgamento da forma do tipo A
significa que A tem um tipo canbnico como valor, enquanto o julgamento a=bi A
significa que a e b, quando avaliados, tém como valores objetos candnicos iguais do tipo
candnico denotado por A. Essa definicdo faz sentido perfeito, pois, por hipotese, A tem
um tipo candnico como valor (é isso que significa ser um tipo pela definicdo anterior) e
pela definicdo de tipos canbnicos ros sabemos como dois objetos candnicos do mesmo
tipo sdo formados.

Um segundo tipo de regra de inferéncia no sistema € uma “imagem-espelhada’ da regra
de introducdo. Novamente, ilustramos por referéncia a construgdo do produto cartesiano
paratipos.

P -eliminagdo
c(Pxi A)B a A c=fl PxI A)B a=dl A
c(al B(ajx) c(a)=f(d)i B(alx)

Como antes, ha duas partes para a eliminagdo das regras, a primeira informa- nos como
formar uma aplicacdo, e a segunda, como duas aplicagdes iguais sdo formadas. Essas
regras estavam implicitas em nossa discusséo da quantificacdo universal: a expressao ¢
denota uma funcdo que, para cada elemento do tipo A, associa um objeto c(a) do tipo

B(ax).

Ha regras similares governando a unido disunta e o produto cartesiano de dois tipos, de
tipos finitos e do tipo dos nimeros naturais. Se tipos adicionais sdo adicionados (por
exemplo, tipos enumerados, listas, etc.), entdo as regras que governam esses tipos seréo
adicionadas quando exigidas. Adicionalmente a essas regras para 0s Varios tipos, o
sistema de Martin-L&f inclui regras mais gerais relativas a igualdade de objetos e tipos
(por exemplo, elas tém que ser relacbes de equivaléncia).

Como uma ilustragdo da sua teoria, Martin-Lof oferece uma prova do axioma da
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escolha. Ele comega com as premissas
tipo A
tipo B (Xl A)
tipo C (Xl A, yl B)
Usando a abreviagio A® B para (P xI A)B (x ndo livre em B), aexpressio E,
(Pxi A)(Syl B)C® (Sfl (Pxi A)B)P X A)CF(X)ly)

€ um tipo que, quando entendido como uma proposi¢ao, expressa 0 axioma da escolha.
Usando as regras de prova e as suposi¢ies acima, ele termina com uma conclusdo da
forma

(1 2((1 x)p(z()).(1 )azx))T E

Basicamente, a estratégia de prova € aplicar as regras de eliminacdo para separar 0
antecedente da expressdo E, e as regras de introducdo para construir o consequente. A
EXPressao

(I 2((1 ¥)p(z(x)).(I x)a(z(x)))
constitui a prova exigida para o axioma da escolha. [TUR84]

5.6 ATeoriade Tipos como uma Linguagem de Programacao

A relevancia dateoria de Per Martin-L6f para a ciéncia da computaco relaciona-se com
a terceira forma de julgamento na teoria. Considere o julgamento d A. Sob a terceira
interpretacdo, A € para ser interpretado como um problema ou tarefa (ou uma
especificacdo desses) e a é um programa para sua solugdo. A especificacdo € uma
definicdo de tipo, e 0 programa é um objeto que encontra/conhece a especificacdo. Por
iSs0, a separacdo natural entre expressdes que denotam tipos e aquelas que se referem a
objetos dos vérios tipos define uma linguagem de especificacdo de um lado e uma
linguagem de programagéo do oultro.

A rea linguagem de programacdo € uma linguagem funciona pura, e na aparéncia
assemelha-se a uma versdo do cdculo lambda. As regras de inferéncia, que entre outras
coisas, definem a gramética dessa linguagem, ndo permitem auto-aplicacfes, e entdo a
linguagem tem como base de versdo polimorficamente-tipada do célculo lambda.

Uma outra diferenca significativa entre a teoria de tipos como linguagem de
programacdo e linguagens mais convencionais € que € permitida apenas recursdo
primitiva. Na teoria de tipos, todas as fungdes so totais. Apesar disso, € permitido que
alguém defina fungdes de ordem mais alta por recursdo primitiva (veja Smith (1982)).

Para ilustrar 0 uso da teoria de tipos tanto como linguagem de especificagdo quanto
como linguagem de programacdo, nos aplicamos um exemplo devido a Nordstrom &
Smith (1983). Em seus exemplos, 0 programa avo deve gerar um indice KWIC
(palavra-chave no contexto). O programa, dada uma lista de titulos e uma lista de
paavras ndo-significativas, deve produzir uma lista das rotagbes significativas dos
titulos ordenada afabeticamente, em que uma rotagcdo significativa € um rearranjo
ciclico das expressdes nas quais a primeira palavra € significativa. Nordstrom & Smith
produzem uma especificacdo formal dessa tarefa da seguinte maneira:

Primeiro eles assumem que temos certos tipos enumerados definidos, denominados
Caracterlmprimivel, que € um subconjunto do tipo enumerado ASCII. Eles entdo
definem via definicéo explicita
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Titulo = Lista(Palavra)
Palavra = Lista(Caracterlmprimivel)

Uma rotacéao de umallista € um rearranjo ciclico dos elementos na lista, os quais podem
ser definidos como

rotacdo(y, t) = ($ni N)(Shift"(y) = t)

em que
shift(nil) = nil
shift(a,s) = s<> (a,nil)
e

(x) = x

™ (x) = f('(x))
e <> é 0 operador de concatenacdo Obvio. Eles entdo apresentam a no¢cdo de rotacao
significativa

rotSign(y,t,n) = rotacéo(y,t) & primeiro(y) emparavra N

em que

aemp nil =~

aem b.s=[a=ab] U (aem 9
e quer dizer absurdo, isto €, uma proposi¢cao sem prova.

No exemplo, a saida é ordenada com respeito a ordem lexicografica, <a, entre os titul os,
por

lex(A)(<a)(nil,nil) =T

lex(A)(<a)(asnil) =~

lex(A)(<a)(nil,b.t) =t

lex(A)(<p)(asb.t) =[a=a b] & lex(A)(<a)(st) U [a=a b] & (a<a b)
emqueT={}.

Em outras paavras, se < € uma ordem entre os caracteres imprimiveis, entdo
lex(Caracterlmprimivel)(<) € uma ordem sobre as  paavras, e
lex(palavra)(lex(Caracterimprimivel)) é uma ordem sobre os titulos. Acima, T é a
proposicdo que é sempre verdadeira e € representada por um conjunto com um
elemento.

A proposicdo Ordenado’ (x) declara que a lista de titulos esté ordenada de acordo com a
ordem lexicogréfica, e Nordstrom & Smith definem isso como segue:

Ordenado’ (x) = Ordenado(L ex(Palavra)(Lex(Caracterlmprimivel)(<)),x)
em que

Ordenado(0,x)

é definido por

Ordenado(O,nil) =T
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Ordenado(0,a.nil) =T
Ordenado(0,a.b.s) = 0(a,b) & Ordenado(0,b.s)
Com tudo isso, acancar a especificacdo real € relativamente direto:
i (" tT Lista(Titulo))(" nl Lista(Palavra))
$ i ($x1 Lista(Titulo))
i (Ordenado’ (x) & (" yi Titulo)(y em X «
($z1 Titulo)((z emt) & RotSign(y,z,n)))).

Se nés aplicamos a maguinaria de inferéncia da teoria de tipos para provar
proposi ¢ao/especificacdo, nds obtemos uma funcéo f cujo tipo € dado pela especificacdo
acima. Em outras palavras, nds terminamos com um julgamento da forma i E. Além
disso, afuncéo f, quando aplicada a uma lista de titulos t e auma lista n de palavras, da
um par, a primeiracomponente do que é o resultado exigido, isto &, p(ap(ap(f,t),n)). Isso
fornece o indice KWIC det com respeito alistan de palavras ndo-significativas.

Os beneficios da abordagem de MartinL6f sdo, em principio, muito consideraveis.
Debaixo do guarda-chuva de uma teoria, existe uma linguagem de especificacdo, uma
linguagem de programagao (que € puramente funcional em esséncia), e um meio formal
de derivar programas de suas especificagdes. Esse processo de derivagdo ndo é
mecanico, naturamente; alguém tem que construir uma prova de um julgamento da
formad A. Apesar de tudo, o processo de consiruir a prova ndo so facilita a derivagio
do programa a partir de sua especificacdo, mas também fornece uma prova de que o
programa derivado encontra as especificacoes. Tudo isso deveria ser visto em contraste
com a metodol ogia adotada nas provas de correcdo de tipos de Hoare. Neste inicio, ndo
s0 h& duas linguagens relativamente distintas (a linguagem de programacdo e a
linguagem logica na qual as provas de correcdo sdo executadas), mas também ha uma
disparidade maior entre o processo de construgdo de programa e a verificagdo. Para ser
favorédvel aos discipulos do estilo de construcdo e de verificagdo de programas de
Hoare, deveriamos adicionar que a filosofia por tras de sua abordagem é trazer junto
esses dois processos (por exemplo, 0 uso de invariantes na construgdo de programas),
mas parece que tanto as ferramentas formais disponiveis quanto as linguagens de
programacdo nas quais elas estdo aplicadas tendem a aliviar cortra essa aspiracao.
Como conclusdo, a teoria de Martin-Lof oferece uma perspectiva animadora para uma
visdo unificada da especificacéo, construgéo e verificagdo de programas. [TUR84]

5.7 Teoriade Tipos como Categorias
Desgjamos formelizar a teoria de Martin-L6f usando teoria das categorias. Definimos a
categoriaTML como [CAM2001] :

Obj etos Conjuntos de provas,

M or fismos Mapeamentos entre provas (fungdes construtivas);
Composi¢cao Composicao de func¢des corstrutivas;

Associatividade Trivial, pela associatividade da composi¢cao de fungoes.
Observe que TML é uma subcategoria ndo plena e ndo larga de Set.

As Figuras 5.1, 5.2, 5.3, 54 e 5.5 ilustram essas provas expressas em teoria das
categorias.
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Na Figura 5.1, representamos as provas de PUQ como a soma de Provas(P) e
Provas(Q), ondei ej sdo0 as respectivas fungdes de imersao.

T'ré — coprad

- N —

- : —
T : ‘H“"u‘_‘_

- r J —— e TR
Prowvasi ) —% Provas( Ao 0@ = Prowas{CF)

Figura 1: Provas 5w Q) = Provas(&2) + rrosvas] c})

Figura5.1 Provas(P U Q) = Provas(P) + Provas(Q)

NaFigura 5.2, representamos as provas de P U Q como o produto de Provas(P) e Provas(Q), onde p; e p,
s80 as respectivas projecoes.

Fré — prod .

e —

T e

- T .
Provas( 21 =" Trovas( 2 ~ Q) 2 Provas(2)

Figira 2: Drovasi /@ A 20 = Provas [ #7) = Provas(o]

Figura5.2 Provas(P U Q) = Provas(P) ~ Provas(Q)

A Figura 5.3ilustraas provasde P® Q como morfismosf (fungfes construtivas) de Provas(P) para

Provas(Q).

Frroomezaml Fr1 — 2 b raareas [£4 1

Fimrarea 3 Fracswveasms {ET o r €273 — Fraesvasg 03 v Trrceias (020

Figura5.3 Provas(P® Q) =Provas(P) ® Provas(Q)

A Figura 5.4ilustraas provas de ($x1 D) P(x) como a soma finitaindexada pelo dominio D.

I'ré — coperowd
R .

e

FrowasiFipl —-z-yl"_(n.-a:h::l:—..l: SRR =

Fisnra A4 Trovas(Tx & D0P(x) — (D 7y o L0 Provas( (000

Figura5.4 Provas(($x1 D) P(x)) =(Sy1 D) Provas(P(y))

Finalmente, a Figura 5.5 ilustra as provas de (* x1 D)P(x) como o produto finito indexado pelo dominio
D.

__Fré — prad

T v
FProvas{d*yil = Trovas(vae = D00 weE B

Figura 5: DProvas[ W < D211 = ([ o = £ Provas( 4 (ni)

Figura5.5Provas((" x1 D) P(x)) =(Pyl D) ProvasP(y))

Um exemplo de diagrama é ilustrado na Figura 5.6. Nesse caso, o exemplo mostra a prova de
(("xT D)P(x))® P(a),com al D (instanciagdo universal). Na Figura, f € o morfismo que representa as
funcdes construtivas que transformam provasde ((" x T D)P(x)) em provas de P(a).

At - - .
Mrecaes] 1) a——"Drorvsl 72 & DOF T —— Pooenr T P10 yato = 0D

Figura5.6 Exemplo de inferéncia

Este capitul o apresentou os fundamentos e uma aplicagéo dal6gicaintuicionistaem ciénciada
computacdo. Essaldgica é usada como suporte para ateoria de tipos de Martin-L &f, cuja principal
aplicacdo é a especificacdo, construcdo e verificacdo formal de programas. Além disso, propomos uma
forma diagramética de apresentar as inferéncias usando-se teoria das categorias. Concluimos que o uso de
categorias resultou em umaforma mais intuitiva de trabalhar com estateoria. Sua aplicacéo parece ser de
valor, pois permite uma melhor visualizac8o das inferéncias feitas.
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6 Programacao Concorrente Formalizada por Logica
Categorial

6.1 Relacdo daEspecificagdo com os Comandos

Nesta secdo sdo apresentadas as relacdes entre a linguagem de descricdo utilizada e os
trés formalismos

escolhidos.
Comando Condicional
Linguagem de descricéo

se <condicdo> entao

<comandol> Conjunto Parcialmente Ordenado
[sen&o <comandoz2>] <{c1, c2, c4}, £fc >
CCS <{cl, c4}, £c >

if EthenPdseQ Comando de Repeticao lterativo
onde E €& a condigcdo, P o Linguagem de descricéo
comandol e Q o comando2.

para <variavel> = vaor_inicial até

Rede de Petri valor_fina faca
<comando>
CCSs

Conjunto Parcialmente Ofdenado fo)

<{c1, c2, (:4}5[,e a. Ei

<{cl, c3, c4}, I

O Rede de Petri
Comando de Rep’etigao por Laro O

‘ b
enquant o = expr.enquanto / ‘

Linguagem deglesgricgio ¢ t,
enquanto <condiggo> fdca Para
expr = E.comando + E.fim O

<conmando> Q
CCs

fim=0 c Tt
E éacondicao Q
Rede de Petri

Conjunto Parcialmente Ordenado

O <{cl, c2, c4}, £c >

‘ <{cl1, c4}, £c >

Comando de Comunicagéo - Envio

Enquantc
Linguagem de descricdo

/ \tO envia (X, i)
O\

N — %,
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CCs
E¥ X.E
Rede de Petri Conjunto Parcialmente Ordenado

Conjunto Parcialmente Ordenado X=Xt %

Comando de Comunicagdo — Recebimento Comando de Jungao de Processos

Linguagem de descricéo Linguagem de descrigao

recebe (Y, J) junte (X, Y, Z)
ccs CCs
Edy E Rede de Petri

Rede de Petri

Comando de Lago Paralelo

Conjunto Parcialmente Ordenado \ /
Junte _\ 7 t,

Linguagem de descricéo

para vaor_inicid £ vaiavd £

valor_fina faca-paralelo O

<comando> Conjunto Parcialmente Ordenado
CCs X = X X X

Rede de Petri

Comando de Execucdo de Tarefa - Subrotina

Conjunto Parcialmente Ordenado Linguagem de descricéo

Comando de Subdivisio de Processo
compute <nome-de-tarefa>
Linguagem de descricéo )
compute [recursivamente] <nome-de-
separe (X, Xg, X2)

tarefa>
CCs | ccs
Rede de Petri Ei? E
Q Rede de Petri
‘ Conjunto Parcialmente Ordenado
Separe ——— 1o

/

6.2 hdel?'*;e Maquinas Paralelas

O objetivoTésta secad € introduzir alguns model os de méaquinas paralelas. Ao contrario do caso
sequiencial, ndo existe um model o padréo e universal para processamento paralelo, umavez que o
desempenho de algoritmos paral el os depende de um conjunto de fatores que sdo dependentes de maguina.
Entre esses fatores estdo concorréncia, alocacéo, alocagdo, organizagao e sincronizagao.

Serdo abordados os model os mais conhecidos e usados para desenvol vimento e andlise de algoritmos.
Estes model os estdo baseados em grafos aciclicos direcionados, memaoria compartilhada e redes.

- O modelo de grafos aciclicos direcionados- podem ser utilizados para representar

computacdes paralelas de forma natural e podem providenciar um model o simples que néo inclui
nenhuma caracteristica da arquitetura.

O modelo de meméria compartilhada, onde um nimero de processadores se comunicam através
de uma memaria global, proporciona o desenvolvimento de técnicas para
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computagdo paralela.

O modelo de redes, diferentemente dos anteriores, absorve a comunicacéo em suatopologia de
interconexao.

6.3 Grafos Aciclicos Direcionados — (GAD)

Muitas computacOes podem ser expressas por grafos aciclicos direcionados de uma
forma natural. Cada entrada € representada por um nodo que ndo tem veértices chegando
nele (posicéo das entradas). Cada operacao é representada por um nodo que tem vértices
chegando nele, vindo dos nodos que representam seus operandos. O nimero maximo de
vértices que podem chegar em um mesmo nodo é dois. Nodos de onde ndo saem
vértices representam as saidas. Serd assumido o critério do custo unitério onde cada
nodo representa uma operagcao gue consome uma unidade de tempo.

Um grafo aciclico direcionado com n nodos de entrada representa uma computacéo que
ndo tem instrugdes ramos e que tem uma entrada de tamanho n. Portanto um algoritmo é
representado por uma familia de GAD { Gn }, onde Gn corresponde ao algoritmo com
entrada de tamanho n.

Este modelo é particularmente Util para andlise de computacBes numeéricas, onde as
instrucbes intermediarias sdo utilizadas para executar um certo niUmero de vezes uma
sequéncia de operacOes, tantas vezes quanto forem necessarias, para representar
apropriadamente o numero de vezes.

Um GAD especifica as operacfes que devem ser executadas pelo algoritmo e implica
em restricbes de precedéncia na ordem em que estas operagdes devem ser executadas. E
totalmente indeperdente da arquitetura.

Exemplo

Considere o problema de computar a soma 5 de n=2k elementos de um array A. Dois
possiveis algoritmos sdo representados para n=8. O primeiro algoritmo calcula somas
parciais consecutivas, iniciando com A(l)+A(2), este resultado somado com A(3) e,
assim, sucessivamente.

O segundo agoritmo calcula segundo uma arvore binéria, aqual dois adois, A(1)+A(2),
A(3)+A(4) A(nl)+A(n), obtendo parcelas. somadas duas a duas, tendo n/2 elementos.
Repete-se 0 processo até que nodo raiz.

Neste capitulo sdo discutidas brevemente algumas questdes relativas aos sistemas
concorrentes. Apresentam-se a seguir dois exemplos extraidos da Literatura de |6gicas
temporais que se propdem a modelar o comportamento de sistemas concorrentes. Os
conceitos basicos subjacentes a essas logicas foram introduzidos nos capitulos
anteriores deste trabalho.

6.4 Formalizacao de Sistemas Concorrentes

O estudo de sistemas concorrentes e distribuidos é uma &rea de pesquisa importante na Ciéncia da
Computagdo. Um sistema @ncorrente consiste de um certo niUmero de componentes autdbnomos que
interagem entre si afim de realizarem umatarefa conjunta.

Sistemas concorrentes reais sdo usualmente compostos de varios processadores independentes, cada um
deles executando um programa proprio. Em tais sistemas, a execucdo dos comandos nos diferentes
processadores comumente se sobrepde em vez de se intercalar. Informalmente, pode-se dizer que dois
eventos sdo “concorrentes’ se eles ocorrem sem uma ordem prévia estabelecida para suas ocorréncias.
Isso contrasta com os sistemas seqlienciais, em que quaisquer dois eventos que ocorrem em uma
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computacéo estdo obrigatoriamente ordenados.

A teoria dos sistemas concorrentes consiste da formulagdo de model os matematicos abstratos e do estudo
das propriedades desses modelos. Uma das principais caracteristi cas dos sistemas concorrentes € a
concorréncia, ou sgja, o fato de que ha varios processos envol vidos cujos eventos podem ocorrer
simultaneamente. Além da concorréncia, dois outros aspectos de interesse da teoria dos sistemas
distribuidos s&o a causalidade e a escolha:

= a causalidade refere-se ao fato de que certos eventos em um sistema distribuido podem somente
ocorrer em uma ordem fixa. Por exemplo, uma mensagem somente pode ser recebida apds ter sido
enviada. O recebimento da mensagem é dito ser causalmente dependente do envio da mesma.

= a escolha captura o fato de que sistemas podem comportar-se de uma maneira indeterminada. Ou

seja, em certos pontos da computagéo, o sistema pode escolher entre eventos alternativos, levando a
diferentes comportamentos.

Considerando-se uma linguagem de especificagdo como sendo um formalismo no qual se especificam
comportamentos dos sistemas sob estudo, evitando-se referéncias a0 método ou detalhes de
implementagdo, temos que uma linguagem de especificagdo para sistemas distribuidos é aquela em que
podem ser descritas propriedades comportamentais dos sistemas distribuidos. E necessério que a
linguagem de especificagdo permita que se combinem especificacbes simples a fim de construir
especificagbes mais complexas — o0 que reflete a intuicdo sobre sistemas grandes poderem ser partidos em
subsistemas menores e mais bem gerenciaveis.

Além disso, tratando-se de sistemas distribuidos, ha de se esperar que a linguagem de especificagdo possa
descrever propriedades como causalidade, escolha e concorréncia. E necessario, pois, que se possam
especificar os relacionamentos vélidos entre os estados do sistema enquanto a computacdo procede.
Vendo-se um programa como um gerador de um conjunto de computacdes, espera-se que a especificacdo
de um programa fornega uma caracterizago alternativa, preferencialmente mais descritiva e menos
operacional, do conjunto de comutacfes geradas pelo programa. Esses requisitos sugerem o uso da ldgica
formal com conectivos bool eanos e modalidades temporais como a linguagem de especificacéo desejada.

Sistemas de transi¢des sdo meios adequados para a defini¢cdo dos significados de programas. Entretanto,
para muitos sistemas computacionais, especialmente os que envolvem concorréncia, seu comportamento
em andamento como seqiiéncias de agBes ou mudancas de estados € mais importante. L égicas Temporais
s80 projetadas para raciocinar sobretal comportamento. [SOU99

6.5 Aplicacdo da Teoria das Categorias a Especificacéo
Formal de Sistemas Concorrentes

Os conceitos abordados até aqui formam a base tedrica que permite estudar as

aplicacOes da Teoria das Categorias a especificacdo formal de Sistemas Concorrentes.
Serdo apresentados alguns exemplos de tais aplicacoes.

CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS"~ CONCORRENCIA

Exemplo 6.1 — Conjuntos Parcialmente Ordenados ~ Concorréncia - Considere o seguinte trecho de
programa sequencial, baseado em linguagens de programagéo do tipo Pascal, na qual o simbolo ;
representa umarelacéo de dependéncia causal dos comandos cl, c2 e c3.

cl; c2; c3

Uma seméantica de tal programa pode ser dada pelo seguinte conjunto parcialmente ordenado: &cl, c2,
c3}, £c? onde cl £c c2 e c2 £c c3 g, portanto, cl £c c3. Mais precisanente, a relacéo de ordem parcial
£c étal que:

£c={(c1, c1), (c2, c2), (c3, c3), (c1, c2), (c2, c3), (c1, c3)}
De forma andloga, considere os seguintes trechos de programas:

pl; p2

9l1:92;4q3
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€ as segulintes correspondentes semanticas;
A pl, p2}, £Ep? onde pl £p p2
& ql, 92,93}, £g?ondeql £ g2 eg2£9 g3

Suponha que os trés trechos de programa sdo concorrentes sem qualquer sincronizacdo (séo
independentes). Entéo, a semantica de tal programa concorrente seria simplesmente o seguinte conjunto
parcialmente ordenado (induzido pela operacéo de uniZo disjunta de conjuntos): &cl, c2, c3} E {p1, p2}
E {ql, 02, g3}, £CE £pE £g??

PRODUTO E COPRODUTO EM CONJUNTO PARCIALMENTE ORDENADO VISTO COMO
CATEGORIA (WAIT, EXIT, FORK)

Produto em um Conjunto Parcialmente Ordenado © Sstemas Concorrentes e Primitiva fork

Conjuntos parcial mente ordenados constituem um model 0 semantico para sistemas concorrentes. Assim,
aexisténcia de um produto entre dois elementos de um conjunto parcial mente ordenado (visto como uma
categoria) pode ser interpretada como segue:

a) Dependéncia causal: ambos sd0 dependentes causais de um mesmo elemento, pois
possuem um limitante inferior. Por exemplo, no conjunto parciamente ordenado
da b, cp q X Y z}, £i (parcidmente) ilustrado na Figura 6.1, embora b sgja
independente de ¢, ambos dependem de q para ocorrerem, Adicionamente, € o “maior”
elemento dos quais b e ¢ sGo dependentes causais, ou Sga, € 0 objeto resultante do
produto de b e c. Note-se que ambos também dependem de p, mas este ndo é o “maior”
(limitante inferior). Adicionalmente, ndo existe produto entre y e p. I1sso significa que
n&o possuem qualquer dependéncia causal comum;

p (o) fork a, ¢
i exit

N\ .
/ exit

b

Figura6.1 Produto em conjunto parcialmente
ordenado: dependéncia causal/concorréncia exit

Figura6.2 Trecho de programa usando as
primitivasfork eexit

b) Concorréncia: além da dependéncia causal, b e ¢ sdo concorrentes, Ou sgja, ndo sO
dependem da ocorréncia de g, como também pertencem a partes independentes do
sistema, com origem em (.

Tal interpretacdo pode ser usada para dar seméantica a uma primitiva (operagdo atdmica, em geral
implementada no nucleo de um sistema operacional) denominada fork, que possui como fungdo o
“disparo” de partes concorrentes (independentes) de um sistema.

Vale recordar que as operagfes fork, wait e exit foram definidas por Conway em 1963, tendo sido
implementadas em diversos sistemas operacionais e linguagens de programacdo. A execugdo da instrucdo
fork x por um processo f faz com gue um novo processo g seja criado e inicie sua execugdo pela instrugdo
com rétulo x. A partir dai, os processos f e g sdo executados em simultaneo. Se um processo executa uma
instrucdo exit, ele termina.

A Figura 6.2 ilustra um trecho de programa em uma linguagem de descricdo correspondente ao
subconjunto parcialmente ordenado ilustrado na Figura 6.1. Nesse caso, o0s rotulos das instrucdes
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correspondem aos elementos do conjunto parcialmente ordenado. O trecho de programa ilustra o disparo
e o0 controle de fim de processamento (usando uma outra primitiva denominada exit) das partes
concorrentes. Existe, ainda, uma terceira primitiva, denominada wait, que objetiva controlar
sincronizagdes de partes independentes.

Coproduto em um Conjunto Parcialmente Ordenado ~ S stemas Concorrentes e Primitiva wait

Relativamente aos conjuntos parcialmente ordenados como um modelo seméantico para sistemas
concorrentes (e analogamente ao produto), a existéncia do coproduto entre dois elementos também possui
uma importante interpretacdo, que € a de caracterizar a existéncia e 0 momento em que ocorre a
sincronizagdo de duas partes independentes (concorrentes) de um sistema. Ta sincronizagdo pode ser
usada para dar seméantica a uma primitiva denominada wait. Por exemplo, no conjunto parcialmente
ordenado na Figura 6.3, w é 0 objeto resultante do coproduto de b e u. Assim, as partes independentes do
sistema onde se encontram b e u serdo sincronizadas em w, o que significa que existe um wait em w,
como ilustrado no trecho de programa na Figura 6.4 (0 nimero 2 ap6s o wait significa a sincronizacdo de
duas partes independentes). Vale lembrar que a instrugdo wait t tem a semantica: t:=t—1; while t* 0 do {}.
Note-se a dificuldade de expressar um conjunto parcialmente ordenado (como um modelo para sistemas
concorrentes) usando as primitivas fork, exit e wait introduzidas. Fork, wait e exit podem tornar os
programas confusos, principal mente quando usados dentro de loops ou de outras estruturas de controle.

p p: fork a, u
/ \ exit
a u a fork b, ¢
/ \ exit
b c b: gotod
\ d/ 4 (o gotod
\1 / d: wait 2
i gotow
Figura6.3 Conjunto parcialmente ordenado u:
Vi
W wait 2
exit

Figura 6.4 Trecho de programa usando as
primitivasfork, exit e wait

PRODUTO E COPRODUTO EM GRAFOS REFLEXIVOS

A abordagem de grafos exemplifica formalismos analogos aos autdmatos e sistemas de
transicbes os quais sdo tipicamente sequenciais. Destaque-se que formalismos
sequenciais podem ser usados para dar seméntica a sistemas concorrentes, usando a
abordagem denominada de intercalacdo. Nesse caso, resumidamente, duas agbes a e b
sdo ditas concorrentes se a ordem de ocorréncia é irrelevante. Assim, em termos de
grafos como um modelo sequiencial, existem dois caminhos alternativos que refletem as
possiveis seqliencializagdes de a e b, ou sgja, um caminho constituido por a seguido de
b e outro, por b seguido de a, como ilustrado na Figura 6.5. O “quadrado” representado
€ usua mente denominado de quadrado da independéncia.
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Figura6.5 Quadrado da independéncia

Relativamente a categoria dos grafos reflexivos, tem-se que;

0 objeto resultante do coproduto pode ser visto como a justaposicéo, lado a lado, dos
grafos componentes;

no objeto resultante do produto, as transicdes sdo pares de transicdes dos grafos
componentes. Entretanto, quando visto como o comportamento conjunto de
sistemas, pode ser interpretado de forma completamente diferente, refletindo todas
as combinagtes sincronas e assincronas das transi ¢ées dos sistemas componentes.

Exemplo 6.2 — Produto e coproduto de grafos reflexivos - Considere os grafos reflexivos G e G
ilustrados na Figura 6.6. Ent&o:

a) Coproduto. O objeto resultante do coproduto é um grafo reflexivo distribuido constituido
pelosgrafos G; e G “justapostos’;

b) Produto. O objeto resultante do produto € uma categoria na qual objetos e morfismos sdo
pares dos objetos e morfismos das categorias componentes, com ilustrado na Figura 6.7.

4)

a X
(8
71 G2

Figura6.6 Grafos reflexivos

B G, %0,

Figura6.7 Produto de grafos r eflexivos

Uma aplicacdo usual para o coproduto e para o produto de grafos reflexivos € a
representacdo do comportamento conjunto de sistemas baseados em grafos reflexivos.
Nesse caso, a interpretacdo do coproduto € a de um combinador assincrono.
Adicionalmente, no caso de autdmatos ou sistemas de transicbes, o coproduto
caracteriza um nao-determinismo ou escolha, no sentido em que cada um dos grafos
componentes (do objeto resultante do coproduto) representa uma alternativa.

Por outro lado, o produto pode ser interpretado como um combinador simultaneamente
sincrono e assincrono. Por exemplo, considere os grafos ilustrados na Figura 6.6. Uma
transicdo identidade de um nodo € interpretada como uma transicdo do tipo sem
operacdo (“no operation”), a qual ndo dtera o estado do sistema. Entdo, o objeto
resultante do produto ilustrado na Figura 6.7 é um sistema no qual as transicdes
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representam todas as combinagdes sincronas e assincronas possivels entre as transicoes
dos sistemas componentes.

Este capitulo descreveu os conceitos basicos da Teoria das Categorias, visando a uma abordagem voltada
a especificacdo formal de sistemas concorrentes. Inicialmente, foram abordadas as construcGes basicas
dessa teoria, em especial seus diagramas e 0 conceito de limite, o qual deriva diversos outros conceitos
basicos, aém de alguns exemplosilustrativos. Todos esses conceitos formam o embasamento que permite
estudar de maneira mais aprofundada as aplicagdes da Teoria das Categorias a especificagdo formal de
sistemas concorrentes. Essa é uma area de pesquisa que se preocupa com a qualidade do software a ser
desenvolvido, tanto em seu aspecto de correcdo como de documentacdo e desempenho. Espera-se,
portanto, que este trabalho possa constituir um auxilio aos primeiros passos na busca de solucdes
alternativas através da Teoria das Categorias para a melhoria da qualidade das especificaces de
programas.
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7 Conclusodes

O presente trabalho consistiu em uma colegdo de conceitos, exemplos, construcdes e
resultados referentes a aplicacdo de légicas categéricas, especidmente a logica
intuicionista, a especificagdo forma de sistemas concorrentes. O objetivo foi a
exposicdo sintética das idéias encontradas, bem como sua andlise critica e comparativa,
consoante com a bibliografia consultada, parafins didaticos.

Preocupou nos apresentar todos os topicos de uma forma acessivel ao aluno, dentro de
um esquema de ensino objetivo e prético. Por essa razdo, as caracteristicas deste livro
sdo0 eminentemente didaticas. Foram evitadas demonstragdes, sendo apresentados
comentérios e andlises objetivas dos assuntos. O estudo é complementado por exercicios
em abundancia, nos quais procuramos trabalhar com as situacdes praticas.

Este livro introduz alguns dos principais conceitos de Teoria das Categorias, de forma
didética e acessivel, tanto para graduacdo como para pos-graduacdo em Ciéncia da
Computacéo. Sempre que possivel, os principais exemplos apresentados sdo baseados
em casos aplicados a computacdo em geral.

Procurouse destacar, a0 longo do texto, importantes caracteristicas da Légica
Categorial aplicada a Formalizacéo de Sistemas Concorrentes as quais motivam o seu
uso na Ciéncia da Computacdo, com destaque para:

a) Independéncia de Implementacéo.

b) Dualidade.

¢) Heranca de Resultados e Comparacédo da Expressividade de Formalismos.
d) Notacdo Gréfica.

e) Expressividade de suas Construgoes.

Talvez a principal motivacdo para 0 uso da Logica Categoriad em Ciéncia da
Computacéo sgja a expressividade das suas construcoes, pois permite formalizar idéias
mais complexas de forma mais smples bem como propicia um novo ou melhor
entendimento das questfes relacionadas com toda a Ciéncia da Computacdo. Tal
caracteristica € especialmente relevante quando se considera a complexidade dos
sistemas computacionais atuais nos quais o desenvolvimento de solugdes € limitado pela
capacidade do ser humano de entender e expressar os problemas e suas solucdes.

Assim, o leitor que acompanhou a abordagem desenvolvida ao longo deste livro, além
de ter desenvolvido a sua capacidade de raciocinio abstrato (16gico- matematico) como
um todo, deve ser capaz de aplicar os conceitos bésicos da Teoria das Categorias como
uma ferramenta Matematica unificada para investigacdes em Ciéncia da Computacéo;

Ao longo de todo o texto, foram explorados alguns aspectos relativos a Modelos para
Concorréncia. Concorréncia € um problema critico em Ciéncia da Computacéo,
incluindo o seu correto entendimento e a sua representacdo computacional.

Ja a representacdo de sistemas concorrentes complexos, possivelmente compostos a
partir de outros sistemas, bem como a defini¢ao da relacéo entre as partes componentes,
pode ser explicada usando, por exemplo, operacdes de limites e de colimites dentro da
Logica Categorial.

Em relacéo a L 6gica Categorial, pode-se deduzir que, em matéria de sistemas |6gicos, a
seguinte associacdo € vaida para uma determinada categoria C:

férmulas séo objetos;
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deducdes sdo morfismos;
conectivos/quantificadores sdo funtores;
regras sdo transformagfes naturais.

Essas equacdes foram discutidas no decorrer do texto para a légica intuicionista. No
entanto, existe uma quantidade significativa de trabalhos, relacionando diferentes
|6gicas do ponto de vista da | 6gica categorid.

Por meio deste texto, procurouse apresentar uma visao geral inicial sobre o estudo de
I6gicas categoriais e sua aplicacdo a formalizagdo de sistemas concorrentes, suprindo
uma lacuna existente principalmente em lingua portuguesa. Uma versdo anterior deste
trabalho foi apresentada no XIIl Saldo de Iniciacdo Cientifica da UFRGS em marco de
2002, obtendo o prémio Destaque do Evento pela qualidade da pesquisa.

Entre os trabalhos futuros dos quais esta pesquisa mostrou a existéncia da necessidade,
estdo a validacdo da caracteristica do texto de ser autocontido, a qual devera feita
através de um seminario interno do GMCPAD; através de uma disciplina de tépicos a
ser proposta pelos professores responsaveis com aulas sobre partes do assunto dgica
categorial, as quais teriam como assisténcia professores do instituto de informatica e
alunos de disciplinas que fazem uso de légica categorial (como, por exemplo, a
disciplina de Categorias Computacionais do curso de bacharelado em Ciéncia da
Computacdo da UFRGS); e através de miniaulas para publico diferenciado, como
alunos de graduacéo de outros cursos além do curso de Ciéncia da Computacdo. A
disponibilizagdo do texto para a comunidade académica via o site do Grupo de
Matemética da Computacdo e Processamento de Alto Desempenho também deve ser
alcancada com vistas ab mesmo objetivo.

Espera-se que esta obra consiga incentivar os pesquisadores a escreverem livros-textos
sobre os seus temas de estudo para todos os nivels de escolaridade, e ndo apenas para 0s
mais entendidos, proporcionando, assim, aos temas de pesquisa hoje exclusivamente
universitria um maior acance em abrangéncia e disseminacdo para o grande publico.
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ANEXO 1 — Esquema de Estudo para Logica
Intuicionista

Logica Classica (Hilbert) | Intuicionista (Brouwer)
Pensamento | AXiomaético Intuitivo
Abordagem | Existencial Genética, Construtiva
Matematica | Abstrata Concreta

FINITO versus INFINITO

Brouwer nao acreditava na existéncia da totalidade dos numeros
naturais

- numeros que crescem ao infinito pertencem ao estado
da criagao, nao sao coisas existentes no mundo real.

NUmeros reais (abordagem classica):

Sejam X e Y reais.

X =Y se as representacoes decimais de seus digitos sao iguais.
Problema: 2,4 = 2,3999999999999999999...
Solugao: escolher uma das representacgoes!

Brouwer ndo aceitava essa idéia!
Paradigmas da Légica Intuicionista

O desenvolvimento da M atemética deve ir até aonde a intuigéo chegar.

Os objetivos da Matematica devem ser gerados por aguns principios de
construcdo, ndo tornados vélidos de uma sb vez por satisfazer um conjunto de
axiomas.

Temos que negar principios cuja justificativa depende da concepcao de conjuntos
infinitos como completos.

Vista pelos mateméticos intuicionistas apenas como uma ferramenta e néo como
uma base.



Relatério de Pesguisa 323 87

Principio do Terceiro Excluido (PU @P)

Considere um predicado P(x) definido sobre algum conjunto D.
Entao vale

$x P(x) U @$x P(x)

190) Se D é um conjunto finito, entao existe um procedimento
finito (construtivo) que prova $x P(x) ou @$x P(x), e, portanto,
$x P(x) U @$x P(x) vale.

Exemplo: os intuicionistas ndao teriam dificuldade em aceitar a
seguinte conclusao.

(O

Imaginemos um conjunto de 10 pessoas em que uma € um
assassino. Dividimos esse conjunto em dois conjuntos de cinco
pessoas e escolhemos ao acaso um deles. Logo, o assassino esta
nesse conjunto ou o assassino nao esta nesse conjunto.

conjunto é finito - ou pode ser testado finitamente.)

Logica

Classica |Intuicionista

Finito

Aceita |Aceita

Infinito

Aceita |N3do aceita, pois ndo ha procedimento finito para
testar.

29) Segundo Brouwer, nao existe razao para se aceitar $x
P(x) U @$x P(x) se D é infinito (pois ndo existe procedimento
finito para testar).
o $x P(x) significa, para o intuicionista, que alguém é capaz
de encontrar um vy tal que P(y) vale.
o @%x P(x) significa, para o intuicionista, que ninguém é
capaz de encontrar um y tal que P(y).
Ou seja, a matematica classica e a matematica intuicionista

coincidem quando os conjuntos envolvidos (dominios) sao
finitos.

Absurdo Classico

[DA] [T A]

A o0 A
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| A prova do absurdo classico, para osintuicionistas, € uma prova de @J A.

BA® A NAO VALE

N&o se pode provar A pela negacéo de @ A.
A deve ser provado diretamente (construtivamente).

Consequéncias Diretas

A ldgica intuicionista € mais empobrecida que a ldgica classica.
Intuicionista I Classica E
Classica E Intuicionista

E necessario usar todas as estruturas (conetivos) na légica
intuicionista, pois algumas “abreviaturas” nao valem mais.

As provas, em ldgica intuicionista, sdo mais dificeis de serem
obtidas (tém menos recursos).

Godel (incompletude dos sistemas formais): os intuicionistas nao
aceitam os sistemas formais e a idéia de completude associada.

A Logica Intuicionista na Ciéncia da Computacéao

Provas construtivas pressupdem funcdes totais, o que evitaria o problema de
looping.

Muitos resultados importantes para Ciéncia da Computacao
ndo fazem sentido na matematica intuicionista.

Turing (problema da parada): Essa prova € feita por reducdo ao absurdo
classica, 0 que ndo € aceito pelos intuicionistas. Para um intuicionista, a questéo estaria
“em aberto” até que alguém apontasse um algoritmo capaz de testar a parada de
gualquer programa.

Construcdo de programas. semantica operacional na linguagem de
programacao funcional ® Teoriade Tipos de Per Martin- L6ff
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ANEXO 2 — Respostas aos Exercicios Propostos

CALOUROS E VETERANOS

O primeiro auno tinha de responder “ndo” a pergunta do desconhecido, fosse ou ndo de
fato um calouro. Portanto, a resposta do segundo aluno foi verdadeira. 1sso significa que
0 segundo aluno é veterano. Se o terceiro aluno estiver dizendo a verdade, entéo ele ndo
é caouro. Por outro lado, se o terceiro aluno estiver mentindo, ele é calouro e o
primeiro aluno é veterano. Portanto, o primeiro ou o terceiro aluno podiam ser calouros,
mas ndo ambos. Assim, 0 grupo de trés alunos terd de consistir de um calouro e dois
veteranos.

OS TRES ERROS

1° erro: “contém”, e ndo “contén”
2° erro: “trés’, e ndo “tres’

3° erro; Estafrase tem so dois erros.
TAMPAS TROCADAS

Da caixa com ainscricdo PB. Nesta caixa sO podem estar duas camisas da mesma cor,
ou sgja, PP ou BB. Supondo-se que a camisa retirada seja B, entdo estéo aqui as BB. Na
caixa com a tampa PP ndo podem estar duas camisas brancas, como ja sabemos. A

Unica possibilidade que resta para esta caixa € PB, e a caixa com a tampa BB deve
conter as duas camisas pretas (PP).

34.1

a) Né&o € proposicao, pois ndo € uma sentenca declarativa.
b) E uma proposicéo. V

e) E uma proposicédo. V

d) N&o é proposi¢ao, pois ndo é sentenca declarativa e sim interrogativa.
e E uma proposicéo. V

f) E unia proposicéo. F

34.2

S80 sentencas abertas. aee.
S80 proposi¢oes declarativas: b ed.
3.4.3

a) O empregado ndo foi demitido.

b) O patrdo ndo indenizou o empregado.

) O empregado foi demitido e o patréo indenizou o empregado.

d) O empregado foi demitido ou o patréo indenizou 0 empregado.

€) O empregado ndo foi demitido e o patrdo indenizou o empregado.

f) O empregado foi demitido ou o patréo néo indenizou o empregado.

34.4

g) @p b)@q c) A(2p) d)pUq e)PpUq
4.5

a p: 1998 € um numero impar. v(p) = F

@p: Néo é verdade que 1998 é um nimero par. V(3p) =V
b) Vv(3+4=7)=V

v(2+2=5)=F

v(3+4=7e2+2=5)=F



20 Relatério de Pesguisa 323

V[A(3+4=7e2+2=5)]=V
C) v(3+3=7)=F

v(d4+4=9) =F

vV(3+3=70u4+4=9)

VA(3+3=7e4+4=9)]=V
3.4.6

Sgap:x=2 e qy=6.

Afirmar "se p, entdo q" € o mesmo que afirmar "se Jdg, entéo Jp”.
Temos Jp:x! 2edqy*t 6

Portanto, “sex = 2, entdoy = 6” éomesmo que “sey ! 6, entdo, x * 2".
Logo, a dternativa correta é c.

3.4.7

Sgap:9+7=17e Q. eusouaranhadalnglaterra.

v(p) =F.v(q) =F
Como nédo ocorreu VF, a proposicéo é verdadeira.
3.4.8

De acordo com as relagbes entre implicacdes, temos:

a) Se ela é pobre, entdo, ela é uma boa cozinheira; (p® g e q® p)

b) Se elando € uma boa cozinheira, entéo ela ndo é pobre. (p® q e Tp® Q)
) Se ela ndo é pobre, entdo, ela ndo é uma boa cozinhera. (p® q e Jg® Jp)
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ANEXO 3 — ESQUEMA DE ESTUDO PARA LOGICA
CATEGORIAL
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