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RESUMO

Légicas modais tém sido amplamente utilizadas em Ciéncia da Computacao e in-
teligéncia artificial. Além disso, aplica¢cdes de logicas modais na representacéo do con-
hecimento em sistemas distribuidos e, mais recentemente, em sistemas multiagentes, tém
apresentado resultados promissores. No entanto, outros sistemas de prova para estas 16g-
icas que ndo os sistemas axiomaticos a la Hilbert sdo raros na literatura. Este trabalho
tem como objetivo principal preencher esta lacuna existente na literatura, ao propor um
sistema de prova por deducédo natural rotulada para l6gicas do conhecimento.

Palavras-chave:Légicas modais, sistemas de deducéo rotulados, légicas ndo-classicas,
l6gicas do conhecimento.



Initial Definition of a Labelled Deductive System for Logics of Knowledge

ABSTRACT

Modal logics have been widely used in Computing Science and Artificial Intelligence.
Moreover, applications of such logics for knowledge representation in distributed systems
and, more recently, in multi-agent systems have shown promising results. However, proof
systems for these logics other than axiomatic Hilbert-style systems are rare in the litera-
ture. This work aims at filling this gap by proposing a labelled natural deduction proof
system for a modal logic of knowledge.

Keywords: modal logics, labelled deductive systems, non-classical logics, logics of
knowledge.



1 INTRODUCAO

O desenvolvimento da Ciéncia da Computacao tem sido, historicamente, associado ao
desenvolvimento de sistemas logicos. A relagdo entre ambos é tdo profunda que Manna
e Waldinger afirmam que a logica é o “célculo” da computacdo [MAN9O0]. Os primeiros
estudos de Turing, Godel e Church (entre outros) sobre decidibilidade de sistemas logicos
conduziram ao desenvolvimento da nocao de computabilidade no século XX [HAL2001].
Sistemas ldgicos séo similares a sistemas de computa¢cdo em muitos aspectos, pois pos-
suem uma linguagem para expressar o0s objetos da sintaxe, uma semantica e uma teoria de
provas, a qual esta intimamente relacionada a nocéo de algoritmo em computacéo pois,
entre seus objetos de estudo, estdo procedimentos para enumerar as férmulas validas de
um sistema l6gico. Além disso, as técnicas da teoria de provas que incluem os sistemas de
provas aplicados a computacao sdo conhecidas em areas como prova automatica de teore-
mas e programacao em légica, fundamentais em inteligéncia artificial [LLO87], [FIT96].

Tais sistemas permitem a derivacdo das formulas validas das diferentes l6gicas através
de mecanismos puramente sintaticos. Entretanto, a abordagem de Sistemas de Deducéo
Rotulados (“Labelled Deductive Systems”) [GAB96] permite unir as formulas rétulos
gue contém informagdes adicionais de conteido semantico ou relativo ao proprio desen-
volvimento da prova. Esses rotulos podem ser elementos de uma algebra qualquer, outras
férmulas de um outro sistema ldgico, informacdes temporais, probabilidades, entre out-
ras rotulacdes. A idéia € simples, mas o impacto em sistemas légicos é profundo, pois
a semantica torna-se explicitamente parte integrante da teoria de provas. Devido a sua
uniformidade e capacidade de generalizagéo, esses Sistemas de Deducao Rotulados tém
sido utilizados como uma abordagem unificadora de légicas ([GAB96], [BRO2004]) e
permitem que logicas de diferentes familias sejam apresentadas de maneira uniforme.
Isso significa que légicas distintas possuem regras de deduc¢&o Unicas nesses sistemas de
prova, facilitando a derivacédo de férmulas validas de maneira uniforme.

A metodologia de Sistemas Dedutivos Rotulados [GAB96] facilita a maneira de rep-
resentar muitos tipos de variacdes explicitamente internas as légicas, para permitir um
frameworkno qual logicas diferentes podem ter uma formalizacdo comum. As difer-
encas entre as diversas logicas, por exemplo logicas modais, sédo ditadas apenas pelas
propriedades diferentes das relacbes de acessibilidade. Isso € possivel pela unido das
informac®es légicas (isto €, férmulas bem formadas), condtsos, que contém infor-
macdes sobre algumas propriedades internas da linguagem objeto. Além da teoria logica,
é definida uma algebra de rotulacéo que representa as propriedades que diferenciam uma
l0gica de outra. As regras de inferéncia agem em ambos 0s componentes sintaticos, nas
férmulas l6gicas e nos rétulos, de acordo com as propriedades desejadas dos conetivos e
da algebra de rotulacéo.
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As l6gicas modais (incluindo l6gicas temporais [GAB94], epistémicas [FAG95], dina-
micas [HAR84] e multimodais [GAB2003]) tém sido intensamente utilizadas em diversas
areas da computacdo. Apenas para mencionar algumas dessas areas, podem ser citadas
especificacao e verificagcado de programas, especificacao e verificagcao de propriedades de
sistemas distribuidos, especificacdo de bancos de dados temporais, verificagdo formal de
sistemas digitais, descricdo de propriedades de sistemas distribuidos. Essas aplicacfes
sdo mencionadas em [HC96], [CHA97], [KUP98], [FAG99] e [COP2001]. Este tra-
balho contempla as logicas epistémicas, ou l6gicas do conhecimento, que sdo estudadas
na Filosofia desde os anos 1950 com o objetivo de analisar as propriedades formais do
raciocinio sobre o conhecimento e a crenca. Nos anos 1960, houve grande interesse
da comunidade filoséfica por essa area, através do desenvolvimento de axiomatizacdo
e de modelos, principalmente aqueles dados em termos de seméntica de mundos pos-
siveis [KRI63}. Varias aplicagcGes importantes para essas logicas foram desenvolvidas
mais recentemente, envolvendo areas como Economia, Linguistica, Inteligéncia Artificial
e Ciéncia da Computacéo, entre outras. Na Ciéncia da Computacao, o raciocinio sobre
0 conhecimento é util no entendimento e no raciocinio sobre protocolos de sistemas dis-
tribuidos e multiagentes, pois as mensagens trocadas pelos agentes distribuidos podem ser
vistas como modificadoras do estado de conhecimento do sistema. Também é importante
na teoria da criptografia e na de bancos de dados.

Como exemplifica [FAG95], a utilizacéo de raciocinio sobre o conhecimento em uma
situacdo corrigueira de transag¢éo comercial indica que um agente em um grupo deve levar
em conta ndo so fatos que séo verdadeiros sobre o0 mundo, mas também o conhecimento
de outros agentes do grupo: em uma situacdo de comércio, o vendedor de um carro deve
considerar o que o comprador potencial sabe sobre o valor do carro. O comprador também
deve considerar o que o vendedor sabe sobre o que ele proprio sabe sobre o valor do carro,
e assim por diante.

O modelo dos mundos possiveis de Kripke e Hintikka € utilizado para modelar o
conhecimento. Sua idéia béasica implicita € que, se um agente ndo tem conhecimento
completo sobre o mundo, ele vai considerar alguns mundos possiveis, 0s quais sao 0s
seus candidatos para representar o jeito como o mundo realmente €. Pode-se dizer que
0 agentesabeum fatoy se p vale em todos os mundos que o agente considera como
sendo possiveis [FAG95]. Se houver pelo menos um dos mundos possiveis gméague
vale, diz-se que o agentélo sabep (porque ele tem duvidas sobre a veracidade,dé
gue considerap possivel em algum mundo). Se forem consideradas apenas estruturas
nas quais a relagdo de possibilidade é reflexiva, transitiva e simétrica (ou, equivalente-
mente, reflexiva, transitiva e Euclideana), a l6gica resultante é a l6gica Stoftambém
chamada dé(T'45 na literatura [FAG95]), que sera tratada neste trabalho.

Resumidamente, este trabalho tem como objetivo investigar e desenvolver um sistema
de prova rotulado para légicas modais do conhecimento (l6gicas epistémicas), utilizando
deducédo natural. Os sistemas axiomaticos atualmente existentes para loégicas epistémicas
sdo de utilizagdo notoriamente dificil no desenvolvimento de aplicagaess sistemas
de deducgéo natural permitem melhor entendimento sobre o processo de desenvolvimento

Embora mais conhecida como semantica dos mundos possiveis de Kripke, foi Hintikka quem primeiro
formalizou a seméntica relacional para l6gicas modais [HIN62].

2Negri e Von Plato afirmam que a teoria de provas foi baseada inicialmente em sistemas axiomaticos
com apenas uma ou duas regras de inferéncia. Esses sistemas podem ser Uteis nas representagdes formais
do que pode ser provado, mas a real descoberta de provas em sistemas axiomaticos €, segundo eles, “quase
impossivel” [NVP2001].
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de aplicacdes das regras de deducdo. Entretanto, o objetivo deste trabalho ndo é o de
estudar a estrutura formal das provas aqui apresentadas. Tal estudo pertence a area de
Teoria de Provas [NVP2001]. A metodologia de sistemas de deducéo rotulados aplicada
€ construida sobre aquela usualmente encontrada na literatura da area [FIT96], [GAB96].
Além disso, a técnica ou abordagem de apresentacdo de sistemas l6gicos que sera uti-
lizada (“Compiled Labelled Deductive Systems”) ja foi aplicada com sucesso no desen-
volvimento de sistemas de deducao natural rotuladtableauxrotulados para outros
sistemas logicos [BRO97a], [BRO2004], sendo também alvo do trabalho de pesquisa que
vem sendo desenvolvido em [BRO2002], [DAV2002], [BRO2004].

Também séo estudadas algumas propriedades essenciais do sistema desenvolvido tais
como completude, correcéo e correspond@ntédo em vista a apresentacéo rotulada
do sistema. O sistema apresentado aqui € uma aplicacd@odaggiled Labelled Deduc-
tive Systemg§Sistemas Dedutivos Rotulados Compilados) as l6gicas epistémicas. Além
disso, aplicacdes a problemas tipicos de esttmpdxamplesda area de sistemas dis-
tribuidos e multiagentes devem servir para estudar a viabilidade da utilizacdo da técnica
desenvolvida.

O texto deste trabalho esta distribuido como segue: No capitulo 1, € apresentado o
modelo semantico formal, simples e poderoso [HM92], [FAG95], adotado para o conhe-
cimento (baseado reemantica dos mundos possiviésKripke). Também séo apresen-
tadas a sintaxe, a semantica e as propriedades das loégicas do conhecimento formalizadas
por esse modelo. No capitulo 2, é definida a linguagem dedutiva rotulada e sua teoria
associada para o raciocinio sobre o conhecimento. O sistema de deducado natural rotu-
lada aplicada a logicas epistémicas, tipicaméqiéls, € apresentado no capitulo 3, com
suas regras e a sua semantica, além de alguns exemplos de aplicacdes das regras as con-
figuracOes, através de provas de algumas propriedades do conhecimento enunciadas no
capitulo anterior. Também é descrita a semantica do sistema de deducédo, baseada no
método de traducdo das regras de deducdo para axiomas da logica classica. O capitulo
4 apresenta problemas tipicos da area de sistemas distribaidddy( children puzzle
wise men puzzJecom o objetivo de estudar a viabilidade da utilizacdo dos sistemas de
prova desenvolvidos em tais aplicagdes. Os resultados de correspondéncia, corregao e
completude do sistema de prova em relacdo a sua semantica sdo descritos no capitulo 5.
No capitulo final, séo estabelecidas conclusfes sobre a utilizagdo do sistema proposto em
aplicacoes tipicas na area e sao apresentadas as perspectivas inspiradas pelo desenvolvi-
mento deste trabalho. Conforme o que se investigou a respeito, sistemas de prova para
l6gicas do conhecimento com as caracteristicas do sistema aqui proposto ndao haviam sido
desenvolvidos até o momento.

SUsamos aqui “completude” como traducéo para o teommpletenessdo inglés; “correcdo” para
soundness “correspondéncia” pa@orrespondence
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2 LOGICAS MODAIS DO CONHECIMENTO

Neste capitulo, sdo apresentadas légicas do conhecimento (I6gicas epistémicas) e o
modelo dosmundos possiveiglém de uma formalizacdo da sintaxe e da semantica de
sua linguagem, juntamente com as principais propriedades que caracterizam o conheci-
mento. Essa apresentacéo é feita com base na exposicao de [HM92], [FAG95], [HAL95]
e [HUT2000].

O raciocinio sobre conhecimento é uma idéia que pode ser aplicada a diversas areas
como jogos, economia, criptografia e protocolos, e € implementada, por exemplo, em
sistemas multiagentes nos quais agentes diferentes tém conhecimentos diferentes sobre o
mundo e consideram tanto fatos da realidade como o conhecimento que eles proprios e
0s outros agentes tém sobre esses fatos [HUT2000]. Outras sentencas que envolvem o
conhecimento sobre o conhecimento de outros agentes podem tornar o raciocinio ainda
mais complicado, como no Exemplo 2.1, adaptado de [FAG95], e no Exemplo 2.2. No
entanto, esse é exatamente o tipo de raciocinio que é necessario quando se analisa o
conhecimento de agentes em um grupo.

Exemplo 2.1 Dirceu ndo sabe se Luis sabe que Dirceu sabe que Waldomiro é corrupto.

Exemplo 2.2 O aluno e o orientador ndo sabem se o examinador sabe se o orientador
leu a dissertacéao.

Os filosofos destacam as propriedades do conhecimento, abordando mais frequente-
mente o caso de um s6 agente. Porém grande parte das aplicagcdes mais interessantes
envolvem mudltiplos agentes [HAL95], pois muitas situacées que envolvem o conheci-
mento aparecem naturalmente nessas situagdes, embora possam nao aparecer no caso de
um unico agente [FAG95]. S&o interessantes, por exemplo, as situacoes ndedapsis
no grupo sabem de um fato, pois, assim, torna-se importante considerar ndo somente o
gue um agente sabe sobre a “natureza”, mas também o que ele sabe sobre o que 0s outros
agentes sabem ou nao sabem. Esse tipo de raciocinio é crucial nos negdcios, na tomada
de decisBes econ6micas e na analise de protocolos em sistemas de computagéo distribuida
(nesse ultimo contexto, os “agentes” sdo os processos do sistema) [HAL95]. O caso em
gue é necessario expressar que todos os agentes de um grupo sabem um determinado fato
ou ndo sabem um determinado fato é mostrado nos seguintes exemplos:

Exemplo 2.3 No grupo de Ana, Luis e Fabiano, ninguém sabe que Diego toca violdo
muito bem. Em outras palavras, todos nesse grupo nédo sabem desse fato. Entretanto, no
grupo de Marcos, Virginia e Chico, todos sabem que Diego toca violdo muito bem e todos
também sabem que nem todos no outro grupo sabem que Diego toca violdo muito bem.
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Exemplo 2.4 Todos os agentes do grupo “EJCSG” sabem que € sua tarefa realizar uma
promocéao beneficente, e todos nesse grupo também sabem que a promocao deve ser um
jantar dancante ou uma rifa. Todos no grupo sabem que ninguém desse grupo sabe se
um jantar dancante beneficente € uma promocéao lucrativa, mas todos nesse grupo sabem
gue todos no grupo sabem que uma rifa beneficente € uma promocao lucrativa.

Essa situacédo de conhecimentos na qual todos sabem que todos sabem determinado
fato ndo representa um grau suficiente de profundidade do conhecimento para algumas
aplicacdes. Em alguns casos, também é preciso considerar o estado em que simultanea-
mente todos sabem um faig todos sabem que todos sabentodos sabem que todos
sabem que todos sabesre assim por diante. Nesse caso, diz-se que o0 grupcaeire-
cimento comurde .

Exemplo 2.5 [FAG95] Uma sociedade certamente quer que todos os motoristas saibam
que uma luz vermelha significa “pare” e que uma luz verde significa “siga”. Assumindo-

se que todos os motoristas na sociedade saibam desse fato e sigam as regras, pode-
se afirmar que, mesmo nessas condi¢cdes, um motorista ndo se sentiria seguro, a nao
ser que esse motorista também soubesse que todos os outros sabem e estdo seguindo
as regras. Caso contrario, um motorista poderia considerar possivel que, embora ele
conheca as regras, algum outro motorista ndo as conhega, e que esse motorista possa
passar pelo sinal vermelho. Essa convencao de que a luz verde significa “siga” e a luz
vermelha significa “pare” presumivelmentecénhecimento comurantre os motoristas

dessa sociedade.

Essa nocao-chave foi estudada primeiro no contextacdagencdesou dacultura
dos grupos, resultando na descoberta de que, para algo ser uma convencao, deve, de fato,
ser conhecimento comum entre os membros de um grupo. Grosso modo, um grupo tem
conhecimento comude um fatop exatamente quando todos sabem que todos sabem que
todos sabem. . que todos sabem queé verdadeiro.

O conhecimento comum é um estado essencial para atingir acordos e acdes coorde-
nadas. Por outro lado, o antincio pablico de um fato pode provocar que esse fato torne-se
conhecimento comum. Além disso, o conhecimento comum é intimamente relacionado
a simultaneidade [FAG95]. Por razdes semelhantes, o conhecimento comum também ex-
erce um papel importante no entendimento de discursos humanos (como mostrado em
[HM92]).

Além do conhecimento comum a um grupo de agentes, também é frequientemente de-
sejavel poder raciocinar sobre o conhecimento quedestidouidoem um grupo, isto €, o
conhecimento que teria alguém que pudesse combinar o conhecimento de todos 0s agentes
do grupo. A nogdo do conhecimento distribuido surge quando se esté raciocinando sobre
guais sdo os estados de conhecimento que um grupo pode atingir durante a comunicacao,
e portanto também é crucial quando se esta raciocinando sobre a eficacia de discursos e
sobre protocolos de comunicacdo em sistemas distribuidos [HM92], [FAG95]. Em out-
ras palavras, é conhecimento distribuido em um grupo um fato que, embora ninguém no

lExiste também uma forte ligacdo entre o conhecimento comum e objetivos tais como concordancia
e a¢do coordenada, o que mostra quanue coordenadexige o conhecimento comum para realmente
atingir a concordancia bizantina simultanea (aquela que envolve mensagens de um “general” para outro,
seguidas de respostas de confirmagdo, indicando o recebimento da ultima mensagem, para a total con-
cordancia). Essa estratégia gera um ciclo infinito de mensagens [FAG95].
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grupo saiba, todos no grupo seriam capazes de descobrir (ficar sabendo) se trabalharem
juntos e combinarem as informagdes de cada um que estao distribuidas entre eles. Ou
seja, um grupo tem conhecimento distribuido de um fato se o conhecimento combinado
dos agentes implica esse fato.

Exemplo 2.6 [FAG95] Se a Alice sabe que o Bob gosta da Carol ou da Susana, e 0
Carlos sabe que o Bob ndo gosta da Carol, entédo a Alice e o Carlos tém conhecimento
distribuido do fato de que o Bob gosta da Susana, embora nem a Alice, nem o Carlos
individualmente tenham esse conhecimento.

Algumas propriedades do conhecimento ainda vém sendo discutidas pelos filosofos.
Entre essas, estdo as que dizem “um agente sabe quais fatos ele sabe”, “um agente sabe
guais fatos ele nao sabe” e “um agente so sabe fatos que sao verdadeiros”. A propriedade
daonisciéncia légicapor exemplo, diz que o conhecimento do agente € fechado sob a
consequéncia logica. Isso significa que o agente sabe todas as consequéncias de tudo o
gue ele sabe, o que, claramente, representaamhecimento idealizagdwerdadeiro sé
para agentes idealizados, ndo para humanos, pois a maioria dos humanos néao satisfaz
essas propriedades [HUT2000].

2.1 Semantica dos Mundos Possiveis

Para raciocinar formalmente sobre o conhecimento, € necessario dispor de um bom
modelo semantico. Neste trabalho, é usada a semanticawuodos possiveigiue foi
formalizada primeiramente por Hintikka [HIN62] e € o modelo dito “classico” para o
conhecimento.

A idéia intuitiva nesse modelo, de acordo com [FAG95], € que existem estados de
conhecimento de cada agente, que correspondem ao estado-verdade dos fatos e também
aos outros estados, associados a esse agente, que o agente considera possiveis (ou que
considera que podem ser o mundo real), conforme o que o préprio agente pode determinar,
de acordo com o seu conhecimento, pois um agente geralmente ndo tem conhecimento
completo sobre o mundo.

Diz-se, entdo, que um agergabeum fatop exatamente se um fatp é verdadeiro
em todos os mundos que ele considera possiveis. Um mundo é considerado possivel
pelo agente no mundo atual se for acessivel a partir do mundo atual via a relacao de
acessibilidade. O agente ndo sabse existe pelo menos um mundo que ele considera
possivel no quap ndo vale [FAG95]. Tal situacdo pode ser ilustrada pelo Exemplo 2.7,
adaptado de [HAL95].

Exemplo 2.7 Um agente pode pensar que dois estados do mundo sdo possiveis: em um,
esta fazendo sol em Londres, ao passo que, no outro, esta chovendo em Londres. Entre-
tanto, em ambos os estados, esta fazendo sol em Tramandai. Portanto, esse agente sabe
gue esta fazendo sol em Tramandai, mas ndo sabe se esta fazendo sol em Londres.

A semantica denundos possiveisferece uma boa ferramenta formal para person-
alizar uma légica de maneira que, fazendo pequenas alteracbes na semantica, pode-se
capturar diferentes conjuntos de axiomas [HM92]. Impondo-se algumas condi¢des sobre
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essa relacao de possibilidade, pode-se capturar muitos axiomas ou propriedades interes-
santes.

Uma das vantagens da semantica do estilo de Kripke apontadas por [HM92] e [FAG95]
€ que, dada uma estrutura de Kripke, é possivel construir um grafo direcionado rotulado
correspondente, no qual os nos sao os estados do modelo e existem arcos ligando um
nod a outro exatamente se um mundo € considerado possivel pelo agente a partir do seu
conhecimento no outro mundo.

Se for exigido que o mundo em que o agente se encontra € sempre um dos mundos que
ele considera possiveis (0 que significa dizer que a relacéo de possibilidade é reflexiva),
entdo segue que o agente nao sabe fatos falsos. De maneira similar, pode-se mostrar que,
se a relacdo é transitiva, entdo um agente que sabe um dado fato sabe que sabe isso. Se
ndo sao impostas restricdes sobre a classe de estruturas, entdo a logica resultante é al6gica
modal K. Se a atencdo for restringida a estruturas em que a relacdo de possibilidade é
reflexiva (respectivamente, reflexiva e transitiva; reflexiva, simétrica e transitiva), a logica
resultante sera a légica modakrespectivamente, logicés! e S5).

Kripke [KRI63] apresentou asstruturas de Kripkeomo um modelo formal para uma
semantica de mundos possiveis para a logica modal da necessidade e da possibilidade.
Simplificadamente, pode-se dizer que uma estrutura de Kripke para multiplos agentes é
uma tupla composta por um conjunto e&tadosou mundos possiveisimaatribuicao-
verdadepara as proposic6es primitivas do conjunto de férmulas validas da linguagem para
cada estado possivel, e um conjunto de relag6es binarias sobre os estados, uma para cada
agente do sistema, chamadasrelacdes de acessibilidagpois capturam a relacéo de
possibilidade de acordo com o conhecimento do agente correspondente: um par qualquer
de mundog(z,y) estd na relagdo de acessibilidade de um agente se, no muddo
sistema em questao, o agente considera o mymdono um mundo possivel.

2.2 Sintaxe

Para formalizar os tipos de raciocinio referentes ao conhecimento, assim como para
gualquer tipo de logica, é necessario definir uma linguagem. A linguagem considerada
aqui, com base em [FAG95], [HAL95], € uma linguagem modal proposicionalpara
agentes. Deseja-se raciocinar sobre um mundo que consiste de uma realidade proposi-
cional (“natureza”) e sobre um conjuntb desses: agentes, denominadds?2. .., n.

Uma definicdo formal é dada a seguir.

Definigdo 2.1 (Linguagem para o conhecimenfg;) Uma linguagem modal proposicio-
nal para o conhecimentd € dada por um conjunto contavel ndo-vazio de proposigcdes
primitivas ou letras proposicionai® = {p,q,r,p1,q,71,...}, 0 conjunto de agentes

A = {1,2,...,n}, os conetivos logicos classices A,V,— e <, e 0s operadores
epistémicody; (para cada agente € A) e £, C € D (para cada conjunto de agentes

G C A).

Sendo assim{ i € o0 menor conjunto de formulas que contenha o conjunto original
®, fechado sob negacgae), conjuncéo {), disjuncédo (), implicacdo ), dupla impli-
cacao {) e os operadores epistémichs, . .., K,,, Eq, Cq, Dg para qualquer conjunto
ndo-vazio de agentes C A. Cada proposi¢do atdmigaé uma férmula bem formada
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da linguagenCx e expressa algum fato simples (que nao se refere a nogoes de conheci-
mento). No que segue,e 1) denotam formulas da linguagefly.. Portanto, se e sdo
formulas deC g, entdo(—y), (p A V), (e V), (¢ — ), (p = V) e Ki(p),i=1,...,n

(onde K;(¢) € lida como “o agente sabey”), Eqp, Coyp € Dgp para cada conjunto

G C A={1,2,...,n} de agentes e cada G, também sao.

Escreve-se simplesmenkt C' e D sem subscritos caso se esteja fazendo referéncia a
E4, Cye Dy e se assume que as prioridades de ligagdo sdo as mesmas da logica modal
basica, se cada modalidade, F-, Cs e Ds for considerada como “box-like”. Como
usual, os parénteses desnecessarios sdo omitidos por questao de legibilidade. Considera-
se T como uma abreviacdo para alguma formula vélida, tal cpmo-p, e se abrevia
—T por L. Sobre os operadords; e C, denota-séz,p = Eqyp e define-sér, ¢ =
Eq(ELy) parak > 1.

Na linguagem, existem muitos operadofésum para cada agenielo conjuntoA =
{1,2,...,n} de agentes. Eles sdo escritos colfjdpara cada agentec A); a letrakK
serve para enfatizar a aplicacdoa@mhecimentgknowledge Sendo as letras g, 7, . . .
designadoras de formulas atdbmicas, define-se que a fodfplsignifica que o agente
sabe o fatgp. Para expressar as “nogdes de niveis maiores de conhecimento”, a linguagem
conta com os operadores modais, C e D, ondeG é qualquer subconjunto ndo-vazio
de A = {1,...,n}. Todos esses conetivos distribuem-se sgbre ndo sobre/, e se
considera gossibilidadecomo o dual do conhecimento. Os correspondentes “diamond-
like” desses conetivos nao estao explicitos na linguagem, mas podem ser obtidos usando
negacoes (isto &;K;—, " Eg—, ~Cg—, ~Dg—).

Como as légicas do conhecimento sdo l6gicas modais (da modalidade do conheci-
mento), sdo, também, como tais, extensdes da légica classica proposicional. Portanto,
todos os axiomas da ldgica classica proposicional continuam valendo nestas légicas.

Exemplo 2.8 .

e AformulaKp; vV Ky—p; significa que o agentesabe que um fatp, é verdadeiro
ou um agente sabe que um fatp, ndo € verdadeiro.

e AférmulaK; Kop A =Ky K1 Ksp significa que o agente 1 sabe que o agente 2 sabe
um fatop, mas o agente 2 ndo sabe que o agente 1 sabe que o agente 2 sabe esse
fatop.

e A formula—K;—y significa que o agente 1 considera o fatgpossivel, de acordo
com 0s seus conhecimentos.

o Aférmula—K,—(KyK; Kop) A ~K—~(=K> Ky K,p) significa que (se o agenteé
Luis e o agent@ é Dirceu) “Luis ndo sabe se Dirceu sabe ou ndo que Luis sabe
gue Dirceu sabe qug'.

A férmula Egp significa que todos os agentes no grupcssabemp, e, seG =
{1,2,3,...,n}, entdoE;p € equivalente d;p A Kop A ... A K,p. Em relacéo a isso,
[HUT2000] comentam que pode ser ainda mais amplamente sabido do que todos no
grupo sabend®. Pode ser o caso, por exemplo, que todos sapemas todos podem
nao saber que todos sabem(Isso acontece quando todos no grupo sabemas cada
um acredita que esta € uma informacéo secreta, que sé ele proprio sabe J&htao
€ um estado de conhecimento “maior” do quep, € Eq Eq Eqp € “maior ainda”.

Um exemplo de niveis de conhecimento crescentes que podem ser expressos pelo
operador “todo mundo no grupo sabg”;), embora (ainda) ndo possam ser expressos



17

pelo operador do conhecimento comff;), é o seguinte: (Este exemplo foi adaptado de
[FAG95], no contexto danuddy children puzzjeue sera explicado melhor no Capitulo
4 deste trabalho.)

Exemplo 2.9 Imagine um grupo de criancas que ndo acreditam umas nas outras. Cada
criancga colocou secretamente um minimicrofone em cada uma das outras criancas. (Imag-
ine que as criancas passaram o Ultimo verdo em um acampamento de treinamento da
CIA.) Se alguém (o pai delas, por exemplo) pega cada uma individualmente e diz “Pelo
menos um de vocés esta com barro na testa.’”, entdo, gracas aos microfones escondidos,
todas as criancas sabem que cada uma das criancas sabe que o pai disse isso, mas elas
ainda ndo tém conhecimento comum.

A férmula Cgp significa quep € conhecimento comum entre os agentes do géipo
Portanto, pode-se produzir declaracdes cdmp A ~Cgp: todos emG sabemp, mas
p ndo € conhecimento comum. Pode-se pensa€gm como uma conjungao infinita:
Ecp N EgEqp N EqcEqEqge A . ... Entretanto, como essa logica s6 tem conjuncdes
finitas, ndo se pode reduZzif; a algo que ja esta na logica; é necessario expressar o
aspecto infinito d€’; via sua semantica e manté-lo como um conetivo modal adicional.

A férmula D¢ significa que o conhecimento geesta distribuido entre o grupe.
Intuitivamente, isso significa que se um fatcé definido por uma conjuncao de outros
fatos ¢, 1o, ..., 1, (OU seja,y = 1 A ... A 1,) e essa conjuncdo de fatos implica
um outro fatoy, e se cada um dos agentes sabe uma “parte’ (lEm particular, cada
agentei sabey);), entdo juntos eles tém conhecimento distribuida de, portanto, tém
conhecimentdalistribuidode ¢. Em outras palavras, o conhecimento distribuido significa
que, a partir de- (1 A ... A,) — ¢, pode-se inferit- (K ¢y A ... A Kyb,) —

D¢ap. O uso dessa linguagem multimodal para capturar propriedades de conhecimento é
considerado muito natural, conforme [HAL95] e [GAB2003].

2.3 Semantica

Esta secdo descreve um modelo formal adequado para determinar se uma dada for-
mula da légical € verdadeira ou falsa. Pode-se dar seméantica a essa légica usando a
idéia dosmundos possiveiga descrita) e dasstruturas de KripkgKRI63]. Algumas
definicbes fundamentais a respeito de relagcdées sao dadas a seguir.

Uma relagéo binari& sobre um conjuntdl” &

reflexiva se(x,z) € R paratodar € W

transitiva se paratoda,y,z € W, se(z,y) € Re(y,z) € Rentdo(z,z) € R
simétrica se paratoda,y € W, sempre quér,y) € R entdo(y,z) € R
Euclideana se paratoda, y, z€ W séx, y) € Rz, z) € Rentagy, z) € R.

Uma relacao que é reflexiva, simétrica e transitiva também € comumente chamada de
relacédo de equivalénciaPara os propositos deste trabalho, assume-se a |&Agida, e,
portanto, todas as relac6&s sédo relagbes de equivaléncia (reflexivas, simétricas e tran-
sitivas— ou, equivalentemente reflexivas, transitivas e Euclideanas), pois isso captura
a intuicdo de que um agenteonsidera 0 mundg possivel a partir do mundo se for
0 caso que esse agernteenha as mesmas informacgdes sobre o munda enemy, de
forma que os dois mundos sejam indistinguiveis para esse agente. Em outras palavras,
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considerando cadR; como sendo uma relacdo de equivaléncia, isso corresponde a situ-
acao em que, em um estadg o agente considerav; possivel se ele tem a mesma infor-
macao tanto eny, como enmw;. Esse tipo de situacdo surge freqiientemente em sistemas
distribuidos e em aplicacdes de economia. Entretanto, também é possivel considerar re-
lagbes de possibilidade com outras propriedades, por exemplo, reflexiva e transitiva, mas
nao simeétrica.

Formalmente, uma estrutura de Kripké é uma tupla(\V, (R;)ca,v), ondeW é
um conjunto deestadosou mundos possivei® é umainterpretacdoque associa com
cada estado ey um conjunto de proposi¢des primitivas que sejam verdadeiras naquele
estado. Isto €y é uma funcédo do conjunto de estados ou mundos possivegara o
conjunto das partes do conjunto de proposi¢des primitiyasi sejay : W — P(P). E
R; é umarelacdo de equivaléncigobrell/, para cada agenie= A. O modelosemantico
dado a seguir é definido em termos dessas estruturas de Kripke.

Definicdo 2.2 (Modelo) Um modeld/ = (W, (R;);ca, v) da logica multimodall x com

0 conjuntoA den agentes € uma tupla especificada por trés elementos: um conjinto
demundos um conjunto deelacdes de acessibilidad& sobreV (R; C W x W), uma
para cadai € A; e uma fungéo de rotulacdo: W — P(P).

Exemplo 2.10 Modelo de Kripke ilustrado na Figura 2.1, sem mostrar os lagos reflexivos
e 0s arcos transitivos:

M = (W = {w,ws,ws, Wy, ws,we },
Ry = {(w1,w2), (w1, ws), (w3, wa2), (Wi, ws), (w1, w1), (W, w2), (w3,ws),
<w47 w4)7 (w57w5>7 (w27w1>7 (w37w1)7 (w27 w3)7 (w57 W4), }
Ry = {(w1,w3), (s, ws), (w1, w1), (w3, ws), (wa, ws), (W5, ws), (w3, w1), (ws, wa), }
R3 = {(w3,wa), (ws,ws), (w2, wa), (w3, w3), (w5, ws), (e, wWs), (wa, w3), (we, ws), }
v = {(wlv Q)7 (wg,p), (w27 Q)v (w;;,p), (w4a Q)7 (wﬁap)}>

Figura 2.1: Modelo par& 745

No modelo do Exemplo 2.10, a relacdt captura arelacdo de possibilidadelo
agente;, isto €, intuitivamente(x, y) € R; se 0 agenténdo pode distinguir o estadado
estaday, conforme o seu conhecimento. Assim;s&o0 estado atual do mundo, o agente
i considerariay como um estado possivel do mundo, de acordo com a sua informacédo
no mundoz. Consequentemente, pode-se dizer gualefine quais mundos o agente
i considera possiveis a partir de um mundo Como existe uma familia de relacdes
de acessibilidade, uma para cada agentd das ligacGes entre 0s mundos tém que ser
rotuladas com o nome da relacdo. Por exemplog w, estédo relacionados pdt;, ao
passo quev, e ws estdo relacionados tanto pé&y como porR,. Como as relagdes
também sao reflexivas, entdo deveria haver lagos em todos os mundos e para todas as
relacdes.

A seguir, sera definida formalmente a relagéo bingriantre uma férmula e um par
(M, z) que consiste de uma estrutuve um estada: de M. A expressagM, x) = ¢
é lida como % é verdadeira no estadoda estrutura/”, “ (M, x) satisfazy” ou “ vale
no estada da estrutura/”.
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Definicdo 2.3 (Satisfatibilidade) Para um modeld = (W, (R;);c4, v), define-se quando
uma formulap da légicalx é verdadeira em um mundoc W via uma relagéo de sat-
isfac@ox = ¢ por indugéo na estrutura da formula

1. (M,z) = p (parap € ®) ssep € v(x)

,x) = psse(M,z) ¥

) E oA sse(M,x) = pe (M) ¢

) E e Vi sse(M,z) = pou(M z) =

) @ — ¢ sse(M, z) = ¢ sempre quélM, z) k=

) =@ — sse(M,x) =1y seesomente 38/, z) E ¢

) = K;p sse, paracadg € W, R;(x,y) implica(M,y) E ¢
) = Egyp sse, paratodos osc G, (M, z) = Kip

(M, z) = Cqp sse, paracada = 1,2,...,vale(M,x) = Ekp
ondeFE} significaEcEg . .. Eq (k vezes)

10. (M, z) = Dgyp sse(M.,y) = ¢ para todos og tais que(z, y) € (e R

(M
(
(
(
(
(
(
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A primeira clausula mostra como a atribuicdo-verdadefine a semantica das propo-
si¢cdes primitivas. As clausulas que definem a seméntica dos conetivgs/, — e «
séo as clausulas padréo da légica proposicional. A sétima clausula € destinada a capturar
a nocao do conhecimento de cada agente, ou seja, a intuicdo de que o:aspdrde
gue ¢ exatamente se é verdade em todos 0s mundos gueensa que Sao possiveis.
Também é fato queK;—p € verdadeira em um estadoexatamente se existe algum
tal que(z,y) € R; e (M,y) | ¢. Portanto,~K;—¢ € verdadeira em se o agente
pensa que existe algum mundo possivel opdeverdadeiro. A oitava clausula define
a semantica da idéia de que “todos no grdpsabem um fat@”, dada pelo conetivo
Eqcp, da maneira mais naturalE;p € valida se cada agente et sabe quep, isto
€, seK;p vale para todo € G. A nona clausula captura a definicdo “intuitiva” de
conhecimento comum, conforme j& explicado. E a ultima clausula captura a intuicdo
por tras da definicdo de conhecimento distribuido, ou seja, se todos os agentes pudessem
“combinar seu conhecimento”, os Unicos mundos que eles considerariam possiveis seriam
precisamente aqueles que estdo na interseccdo dos conjuntos de mundos que cada um
deles individualmente considera possiveis a partir de um determinado mundo. Em outras
palavras [HM92], se algum agente sabe que um munadéo € o mundo real, entdo
alguém bem informado sobre tudo o que cada um dos agentes do grupo sabe saberia disso
também, e consideraria possiveis somente os mundos que todos os agentes consideram
possiveis a partir daquele mundo inicial.

Os operadore&;, E, Ce € D sé&o conetivos “box-like”, no sentido de que quantifi-
cam universalmente certas relagdes de acessibilidade. Em reld¢ae &, pode-se
definir as rela¢des correspondentes a esses conelivose Rp, ., respectivamente, em
termos das relagdds;. A relacdoRp . (x,y) € uma relagdo de equivaléncia e é definida
como a intersecgédo das relag@ede todos 03 € G, ou seja, 0S termas e y represen-
tam todos os pares de mundos possiveis que pertencem a essa interseccao [HUT2000]. A
relacaoR . (z,y) € uma relagéo de equivaléncia e é definida como no Lema 2.1 a seguir,
ou seja, diz que representa todo e qualquer mur@eatingivel a partir de:.

No caso de um unico agente (istore,= 1), o conhecimento distribuido s6 reduz
0 conhecimento, ou seja, vale a proprieddde, = K;p. Se o conhecimento dis-
tribuido D¢ é considerado como o conhecimento que 0s agentes teriam juntando o seu
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conhecimento individual, as propriedades que se auto-sugerei;$de- Dqp, para
ieG={1,....,n}; (DepADg(p — 1)) — Dgip; e apartirde- (V1 A...A,) — ¢,
infere-se- (K1¢q A ... A Kub,) — Dee.

2.3.1 Definicdo Alternativa de Conhecimento Comum

Uma definicdo de conhecimento comum que pode ser mais util do que a mencionada
anteriormente € aquela que define um estadomo sendalcancavel a partir de um
estadar emk passogk > 1) se existem estadas, 1, . . .,z tais query = x,xp =y €
existe um agentg de(, tal que, para qualqugrtal que0 < j < k—1, (z;,2;41) € R;,.

Diz-se, entdo, que € atingivel a partir dex sey € atingivel a partir de: em k£ passos
para algum nimero de passo% 1.

Esta definicdo de conhecimento comum tem uma interpretacao interessante da teoria
dos grafos: o estadgé atingivel a partir do estadoexatamente se existe um caminho
a partir dex atéy no grafo que representa as relacdes de acessibilidade como arcos entre
0s mundos (vértices) de cada um dos agentes do @rupo

Essa definicdo, formalizada pelo Lema 2.1 [HM92], oferece outra maneira de pensar

sobre o conhecimento comum, pois, supondo que foi definida a refagae R, U. ..U

R,, e que se definél-, como sendo decho transitivode R, entdo(M,z) F Ege
sse(M,y) F ¢ para todos og tais que(x,y) € Rg, € (M,z) F Cqp sse(M,y) F

¢ para todos og tais que(z,y) € R¢,. Portanto, as modalidadés; e C podem

ser vistas como correspondentes ao conhecimento de dois individuos artificiais, segundo
[FAG95], cujas relagdes de possibilidade entre os mundos séo definid&g perR ..,
respectivamente.

Lema 2.1 [HM92], [FAG95].

1. z = ELy sse, para todos og que sejanG-atingiveis a partir der emk passos,
valey = .

2. ¢ = Cgp sse, para todos ogque sejan(G-atingiveis a partir der, valey = ¢.

O Lema 2.1, provado em [HM92], é util para responder questdes sobre férmulas que
envolvem os operadores epistémidas e Ci. SejaM = (W, (R;)ica,v) um mod-
elo paralx e z,y,wy,wo, ..., wp_; € W. Diz-se quey é G—atingivel emk passos
a partir dex se har, wy,w,, ..., wi_1,y € W tais que, para todos os agenies G,
rRwi Ryws . .. Rywi_1 Ry.

As propriedades mais importantes dos operadores mégams C; sao capturadas
no Teorema 2.1. A primeira propriedade é, claramente, derivada diretamente da propria
definicdo do operador epistémidg; (“todo mundo no grupds sabe um determinado
fato”). Ja a ultima propriedade enunciada no teorema é a chaRepta de Inducéo

Teorema 2.1 Para todas as formulag, ) € L, estruturasM e conjuntosz C A, G =
{1,2,...,n}, vale:

1. MEEgp — (KipA...NK,p),
2. M E Cap < Eq(p A Cap),
3. seM F ¢ — Eg(v A p) entdoM E ¢ — Cab.
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As duas propriedades d&; descritas no Teorema 2.1 sdo muito importantes na
pratica. O fato de qu€sp — Eg(ep A Coy) diz queCy pode ser visto como uma
solucédo da equagéo de ponto fiXo— Eq (¢ A X), 0 que diz, intuitivamente, que o co-
nhecimento comum dg vale em uma situacéo em que todos no grupo sabenp gate
e que eles estdo nessa situacdo. Em termos préticos, considerar o conhecimento comum
como uma conjungao infinita ndo informa como o conhecimento comum surge, entéao
esse ponto de vista ajuda a explicar como o conhecimento comynpadee surgir sem
que os agentes aprendam cada um dos fafgs, F2¢, ... um por um. De fatoCq¢p
€ amaior solucédo dessa equacado de ponto fixo, na qual ele esta implicado por todas as
outras solucdes [HM92]. Isso é mostrado pelo Teorema 2.1, que oferece uma definicao
alternativa de conhecimento comum como o ponto fixo maximbge A x), definicao
formalmente equivalente a definicdo de conhecimento comum como uma conjungao in-
finita, porém mais natural. Outra vantagem dessa definicdo é o fato de que modificacbes
sutis nela fazem surgir estados de conhecimento correspondentes a formas Uteis de coor-
denacdo (ndo simultanea) [HM92].

EmboraC seja um operador “infinitario”, as propriedades descritas no teorema ante-
rior sdo suficientes para caracteriza-lo completamente. Também se pode afirmar [FAG95]
gue, mesmo quando o conhecimento comum nao € atingivel, algumas aproximacoes do
conhecimento comum, mencionadas por [HM92], sdo atingiveis e podem ser substituidas
pelo conhecimento comum em situacdes praticas.

2.4 Propriedades

Uma maneira de caracterizar as propriedades da interpretagdo do conhecimento que é
interessante para o trabalho aqui descrito € caracterizar as formulas qaéda® aque-
las que séo verdadeiras em qualquer estado de qualquer estrutura. Para tanto, definem-se
0s conceitos de validade e satisfatibilidade de formulas e, a seguir, sdo apresentadas as
principais propriedades que caracterizam o conhecimento, tendo por base a apresentacao
de [HM92] e [FAG95]. Também se discute a adequacao dessas propriedades de acordo
com a abordagem adotada para este trabalho.

Defini¢éo 2.4 (Validade e satisfatibilidade) Dada uma estrutura ou mod#le= (W,
(R;)ica,v) para alégica do conhecimenty, diz-se que:
e uma formulap dessa linguagem¥alida no modeldl/ (o que se escrevi! |= ¢),
se(M,x) = ¢ paraqualquerestador € W (i.e. ¢ é verdadeira em cada mundo
possivel do modelo);

e uma formulay é satisfativelno modeloM se (M,z) = ¢ para algum estado
reW,

e umframeF = (W, (R;)ica) baseado end/ (i.e., cujos conjuntd’ de estados e
conjunto de relacfe®; sdo os mesmos do modeld) satisfaz uma formula (o
que se escreve = o) se, paracadafuncao de rotulacd@ e cadamundox € W,
vale (M, z) = .

e uma férmulay é valida em um modeld/ sse—¢ ndo é satisfativel em/.
A logica epistémicada linguagemZ, € a variante multimodal do sistental45,

definida em [GAB2003], a qual contém as propriedades da onisciéncia l6gica, da con-
sisténcia do conhecimento, da introspeccao positiva e da introspeccéo negativa, que sédo
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formalizadas por axiomas l6gico& (T, 4 e 5, respectivamente). Para apresentar as pro-
priedades do conhecimento utilizadas nesta abordagem, assumem-se as relacdes de pos-
sibilidade R; (e, consequentement&.-. e Rp.) como sendaelagbes de equivalén-

cia, pois a semantica da I6gidd 745 considera apenas relagbes com essa propriedade,
como ja discutido. Segundo [HM92], Kripke mostrou que, impondo essas condi¢des sim-
ples sobre as relagBes de possibilidajeas formulas validas das estruturas resultantes
serdo exatamente as formulas provaveigdéls. Os axiomas dé 745 realmente cap-

turam uma interpretacéo interessante do conhecimento apropriado para raciocinar sobre
sistemas distribuidos [HM92]. Como o nome da légica indica, o sistéifvéb é formado

pelos axiomad(, T, 4 e 5. Esses axiomas caracterizam algumas propriedades de interesse
para o raciocinio sobre o conhecimento, juntamente com as propriedades especificas dos
operadores epistémicads;, Fq, Cq, Dg € da prépria relacao de satisfatibilidade.

As propriedades que serdo consideradas Axioma da Distribuigcdo, o Axioma do
Conhecimento, os Axiomas da Introspeccédo Positiva e Negativa e a Regra da Generali-
zacao do Conhecimente foram estudadas com certa profundidade na literatura e, por
razdes historicas, o seu conjunto € chamado algumas veze's ale, fazendo referén-
cia aos nomes dos axiomas que as expressamib, como ja foi comentado. Essas
propriedades caracterizam completamente a definicdo de conhecimento utilizada neste
trabalho. Modificando-se as caracteristicas das relagfesbtém-se nogcdes de conhe-
cimento que satisfazem propriedades diferentes das que sao utilizadas para os objetivos
deste trabalho. Por exemplo, caso se considerem somente relagédisxivas e transi-
tivas, mas ndo necessariamente simétricas, mantém-se as propriedades de consisténcia do
conhecimento e introspecg¢édo positiva, mas nao se mantém a propriedade de introspeccéao
negativa. Cada uma das propriedadés45 € aqui enunciada e, a seguir, analisada con-
forme a sintaxe e a semantica da linguagem, que foram apresentadas nas sec¢des anteriores.

2.4.1 Generalizagdo do Conhecimento

O seguinte teorema captura algumas das propriedades formais da relacdo de satisfati-
bilidade|=:

Teorema 2.2 [HM92] Para todas as formulag, v € Ly, estruturasM e agentes =
1,...,n,

1. sep € uma instancia de uma tautologia proposicional, enti&d= ¢,

2. seM E=peM | ¢ — 9, entdoM | 9,

3. seM = ¢, entdoM = K;p.

As partes (1) e (2) seguem imediatamente do fato de que a interpretasa® ade-
na definicdo dé= € a mesma que no calculo proposicional. Para a parte (3), ey,
entdo(M,y) = ¢ para todos os estadgsdo modelo)M. Em particular, para qualquer
estadar fixado de)M/, segue quéM, y) = ¢ para todoy tal que(z,y) € R;. Portanto,

(M, x) = K;p paratodos os estadosem M, e portanta/ = K;¢. Mais formalmente,
se(M,z) = K;p, entdo, para todos astais que(z,y) € R;, vale(M,y) E ¢. Como
K;p é reflexiva, segue que, x) € R;, entdo, em particulafM, x) = ¢ [HM92].

Essas propriedades evidenciam que a definicdo de conhecimento adotada assume que
0s agentes sao, de acordo com [FAG95], “pensadores poderosos”, pois sabem todas as
férmulas que séo validas em uma dada estrutura: &gerdadeira em todos os mundos
possiveis de uma estrutuid, entdoy deve ser verdadeira em todos os mundos que um
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agente considera possiveis em qualquer mundo dadd een portanto, € o caso que ¢
é verdadeira em todos os mundos possiveis/déiM92].

A partir disso, pode-se deduzir que, geé vélida, entaads;p também é. Convém
observar que essa regra € muito diferente da férmuler K;p, que diz que, se é
verdadeira (¢ uma formula que expressa um fato verdadeiro), entdo o espdee (sabe
desse fato). Um agente ndo necessariamente conhece todas as coisas que sdo verdadeiras.
Entretanto, os agentes realmente sabem todas as férmulas validas. Intuitivamente, essas
sao as formulas que s@ecessariamenteerdadeiras (ou seja, verdadeiras em qualquer
mundo possivel da estrutura), em oposi¢cédo as formulas que sé sdo verdadeiras em um
dado mundo.

2.4.2 Onisciéncia

Uma propriedade importante da definicdo de conhecimento utilizada neste trabalho é
gue cada agente sabe todas as consequéncias logicas do seu conhecimento. Esse feno-
meno é conhecido na literatura commisciéncia l6gica

(K) Ki(p — ) — (Kip — Kip) ou
(Ki(p — ) N Kyp) — K

Se um agente sahee sabe que implica ¢, entdo tantap comoy — 1) Sao ver-
dadeiras em todos os mundos que ele considera possiveis. (Edi@ ser verdadeira
em todos os mundos que o0 agente considera possiveis, entdo ele também deye saber
Segue qué& (Kip A Ki(p — ) — K.

Mais formalmente, seM, z) F K;p A K;(¢ — 1), entéo, para todos os estagdsis
que(x,y) € R;, valem(M,y) E pe(M,y) E ¢ — 1. Pelalbdgica proposicional, segue
que(M,y) E ¢ para todos og nessas condi¢des, e portafld, ) = K.

Essa férmula vale para todas as relacdes de possibilidade, ndo importando suas carac-
teristicas, ou seja, € um axioma de qualquer l6gica modal definida, devido a essa carac-
teristica, como “l6gica modal normal”. Também vale para todos 0s conetivos epistémicos
K;, Fq,Cc e Dg,ondei € GeG C A, o que significa que todos os diferentes “niveis”
do conhecimento séo fechados sob a consequiéncia (ou implicacao) logica.

Esse axioma é conhecido comid por ser valido em todas as estruturas de Kripke.
Também é chamado d&xioma da Distribuicdp pois permite distribuir os operadores
epistémicos sobre a implicacdo. Todas as logicas epistémicas contém esse axioma para
qualquer agente e sado fechadas sob a regra de necessifd¢Ag o que significa, em
particular, que os agentes sabem todas as tautologias da légica classica.

2.4.3 Consisténcia do Conhecimento

Outra propriedade importante é que tudo o que um agente sabe é verdadeiro. Embora
um agente possa nao saber fatos que sdo verdadeiros, acontece que, se um agente sabe
um fato, entdo esse fato é verdadeiro. Este fenbmeno é conhecido na literatura como
consisténcia do conhecimento

M Kip—¢,i=1,....n
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O axioma do conhecimenideclara que somente fatos verdadeiros podem ser con-
hecidos, ou seja, diz que um agente sabe apenas coisas que sao verdadeiras. Este € um
axioma do sistema |6gicB, devido ao fato de representar a verdadeath) do que é con-
hecido. Vale para todos os conetivos epistémi€gst;, Cq, Dg, ondei € GeG C A,

0 que significa que todos os diferentes “niveis” do conhecimento tém a propriedade da
consisténciau verdadgFAG95].

Este axioma é valido em todas as estruturas em que a relacdo de possibitefbee
iva, ou, em um sentido mais preciso, este axiaegue do fatale que as relacoes; (e,
consequentement&, e Rp_) sdo reflexivas. Semanticamente, ha uma conex&o entre
este axioma e a reflexividade. Essa propriedade segue do fato de o mundo real ser sempre
um dos mundos que o agente considera possivel(;$evale em um mundo particular
x, entdoy é verdadeiro em todos os mundos que o ageotmsidera possiveis, entdo,
em particular, é verdadeiro em Isto €, sec € um mundo em uma estrutura com todas as
relacdes de possibilidade sendo reflexivas, entdo o agdewe considerar como sendo
um dos seus mundos possiveis a partir do préprio mundRortanto, se o agentesabe
© emz, entdop deve ser verdadeiro em isto €,(M, x) = K;p — .

Assim, as relacdeB; (e B¢, e Rp,) devem sereflexivas ou seja, o mundo poderia
ser o mundo atual de acordo com o conhecimento do agemenundox. Em outras
palavras, o agentendo pode saber que as coisas sdo diferentes de como elas realmente
sdo— isto é,i ndo pode ter conhecimentos fals&ssa € uma propriedade desejavel para
as relacde®; (e Rc,, e Rp,.). Além disso, a mesma intuigéo (isto €, a impossibilidade de
se ter conhecimento falso) valida a formiar — . Por isso, a validade dessa formula
e a propriedade da reflexividade estao estreitamente relacionadas.

Essa propriedade, chamada tantoAd@ma do Conhecimentmmo deAxioma da
Verdade(para o conhecimento), tem sido tomada pelos filésofos como a maior distincao
entre oconheciment@ acrenca Assim, isto é considerado usualmente como a pro-
priedade essencial que distingue o conhecimento da crenga: um agente ngalgyde
um fato que é falso, embora possaeditarno mesmo fato.

2.4.4 Introspeccéo Positiva

Mais uma propriedade importante € a capacidade que um agente tem de saber quais
fatos ele proprio sabe. Este fenbmeno é conhecido na literaturaintgpeccao posi-
tiva.

4) K;p — K;K;p,parai =1,....n

O axioma da introspeccao positideclara que os agentes podem ter relacionada ao
seu conhecimento. Intuitivamente, ele declara que, se um agente sabe alguma coisa, ele
sabe que sabe isso. Segundo esse axioma, um agente € introspectivo no sentido de que
pode olhar para sua base de conhecimentos e saber quais fatos ele sabe.

Este axioma vale para os conetivos epistémi€as’; e D, ondei € GeG C A, 0
gue significa que a propriedade de introspecc¢ao positiva é valida para todos esses “niveis”
do conhecimento. Intuitivamente, essa propriedade ndo vale para o caretipois ndo
€ 0 caso que, se todos em um grupo sabem um fato, todos no grupo sabem que todos no
grupo sabem disso.

A Introspeccéo Positiva corresponde a caracteristica de transitividade das relagtes de
possibilidade entre os mundos. Este axioma € valido em todas as estruturas em que a
relacdo de possibilidade € transitiva.
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Para apresentar a propriedade da Introspeccéo Positiva, as rétaci@esm setran-
sitivas ou seja, se um mundpé um mundo possivel de acordo com o conhecimento de
um agente em um mundar, € um mundo: é possivel de acordo com o conhecimento
do agente no mundg, entdoz € possivel de acordo com o conhecimento do agente em
x. Isso parece ser verdade, mas supondo que ndo seja verdade, isto, ¢ seabe algo
que impede: de ser o mundo real. Entd®aberia que sabe issmz; portanto, saberia
algo emy que impede: de ser o mundo real; o que contradiz a premissa.

Mais formalmente, supondo qué/,z) = K;p, considera-se qualquertal que
(xz,y) € R; e qualquee tal que(y, z) € R;. COmoR; é transitiva, valé¢z, z) € R;. Como
(M,x) = K;p, segue quéM, z) = ¢. Portanto, para todg tal que(z,y) € R;, vale
(M,y) = K;p. Portanto(M, z) = K,;K;p. Neste argumento, a base foi a introspec¢éo
positiva, isto é, a formuld’;p — K;K,;p. Como foi visto, existe uma correspondéncia
muito préxima entre a transitividade d& e a validade dessa férmula [FAG95].

2.4.5 Introspeccao Negativa

Outra propriedade importante € a capacidade que um agente tem de saber quais fatos
ele propriondosabe. Este fendbmeno é conhecido na literatura dotramspeccéo nega-
tiva.

(5) ~Kip — Ki~K;p, parai = 1,...,n

O axioma da introspeccédo negatit@mbém declara que os agentes podem ter intros-
peccéo relacionada ao seu conhecimento. Intuitivamente, ele declara que, se um agente
nado sabe alguma coisa, efabe que ndo sakieso. Segundo esse axioma, um agente é
introspectivo no sentido de que pode olhar para sua base de conhecimentos e saber quais
fatos elendosabe.

Este axioma vale para os conetivos epistémi€as’; e D, ondei € GeG C A, 0
gue significa que a propriedade de introspecc¢ao negativa é valida para todos esses “niveis”
do conhecimento. Intuitivamente, essa propriedade néo vale para o cangtipois nao
€ 0 caso que, se todos no grupn sabem um fato (ou seja, ninguém no grupo sabe esse
fato), todos no grupo sabem que todos no grupo ndo sabem disso.

A Introspeccdo Negativa (Axiom&) corresponde a caracteristica de as relagbes de
possibilidade entre os mundos serem Euclideanas (ou simétricas e transitivas simultanea-
mente), pois este axioma € valido em todas as estruturas em que a relacéo de possibilidade
€ Euclideana, como mostra um raciocinio semelhante ao exibido para o Axioma da In-
trospeccéo Positiva [FAG95].

Supondo queé M, z) E —K;p, entdo, para algum com (z,z) € R;, deve-se ter
(M, z) E —p. Supondo que é tal que(x,y) € R;, vale que, comaR; é simétrica,
(y,x) € R;, € COMOR; é transitiva, deve-se ter também ~) € R;. Portanto, segue que
(M,y) = —K;p e, como isso € verdade para todogydais que(z,y) € R;, obtem-se
(M, z) F K;=K;p.

<

2.4.6 Conhecimento Comum

Como foi visto, os axiomas correspondentes ao Axioma do Conhecimento, ao Axi-
oma da Distribuicdo, ao Axioma da Introspeccéo Positiva e ao Axioma da Introspeccéo
Negativa todos valem para o operador do conhecimento cor@in (
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Além disso, o conhecimento comum entre um grupo de agentes implica conhecimento
comum entre qualquer de seus subgrupos, ist¢;&, — Cop seG C G'.

O axioma do ponto fix@'qyp < Eq(p A Cgp) diz que o conhecimento comum ge
é valido exatamente quando o grugasta em uma situacao particular na qual todos em
G sabem que é vélido e que o conhecimento comumydé valido. Segundo [FAG95],
esta € a propriedade-chave do conhecimento comum que o torna um pré-requisito para
concordancia e coordenagdo. Mais formalmente, o Axioma do Ponto Fixo diZgue
pode ser visto como uponto fixoda funcéof (z) = Eq(¢ Ax), que mapeia uma férmula
x para a formulélg (¢ A z).

A regra que diz que “a partir de — Eq (¢ A v), infere-sep — Cg)”, jd enunciada,
oferece uma técnica para verificar que o conhecimento comum € valido em uma certa
situagdo ou estrutura. Para todas as estrutifase M F ¢ — Eqg(¥ A @), entdo
M E ¢ — Cgty. Como foi comentado, essa regra € freqientemente chamdiegde
de Inducdo A razdo para 0 seu nome é que uma vez que se saiba gudi;(p A1) é
vélida, entdo é possivel mostrar, por indugdo sébrpiep — EX(p A1) é valida para
todok, a partir do que se pode concluir que— Cge € valida. A prova de que ela vale
mostra por qué: o antecedente apresenta a condicdo essencial para provar, por inducao
sobrek, quep — E*(i A ) é valida para todé.

As provas formais de que essas propriedades realmente valem para esses sao dadas
por [HM92] e [FAG95]. Essas propriedades do conhecimento comum caracterizam com-
pletamente todas as propriedades relevantes da nocao de conhecimento comum adotada
neste trabalho.

2.4.7 Conhecimento Distribuido

O conhecimento distribuido também satisfaz todas as propriedades do conhecimento,
como Distribuicdo, Consisténcia, Introspeccéo Positiva e Introspeccdo Negativa, e tem
ainda duas outras propriedades.

O conhecimento distribuido de um grupo de tamammdgisto €,n = 1, um conjunto
de apenas um agente) é o mesmo que o préprio conhecimento original, no sentido de que
o conhecimento distribuido s6 reduz o conhecimento. Ou seja/xale — K;p, para
1=1,...,n.

Quanto maior o subgrupo, maior o conhecimento distribuido daquele subgrupo, entéo
valek Doy — Dgiy seG C G.

Foi visto anteriormente que uma regra de deducéo do conhecimento distribuido para
um sistema de deducdo axiomético é: “a partit-dé€); A ... A ,) — ¢, infere-se
l_ (Kﬂ/]l FANRAN ann) — Dgwn.

A prova de que todas essas propriedades do conhecimento distribuido sao vélidas é
dada por [HM92] e [FAG95]. Essas propriedades do conhecimento distribuido carac-
terizam completamente todas as propriedades relevantes da no¢cédo de conhecimento dis-
tribuido adotada neste trabalho.

2.4.8 Comentarios sobre as Propriedades do Conhecimento

Nos livros e trabalhos sobre Filosofia, encontra-se grande quantidade de discussdes
sobre quais axiomas verdadeiramente caracterizam o conhecimento [HM92]. As apre-
sentacdes das propriedades do conhecimento feitas em [HM92] e em [FAG95] sao inter-
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caladas por relatos dessas aparentemente interminaveis discussdes travadas por filosofos
sobre a adequacao e a aplicabilidade de cada um dos axiomas a funcdo de modelar o
conhecimento de agentes, tendo como base o conhecimento humano.

Alguns autores ([HM92]) consideram até que ponto essas logicas epistémicas real-
mente capturam as no¢des comuns intuitivas sobre conhecimento, e concluem que ha
muitas nocdes Uteis sobre o conhecimento, sendo que algumas delas sédo capturadas por
essas logicas, e outras ndo. As investiga¢cfes de [HAL95] e de muitos artigos da literatura
filosofica discutem a adequacao dos axiomas dessas légicas e indicam que a no¢ao de co-
nhecimento baseada na abordagem dos mundos possiveis sugere uma visdo dos agentes
como “pensadores ou conhecedores ideais”. Estes sabem todas as formulas validas da
l6gica classica (l6gicas fechadas sob a regra de necessitacéo), assim como todas as con-
sequéncias logicas de seu conhecimento (Axioma do Conhecimento), e sdo capazes de
fazer introspeccéo positiva e negativa, embora isso seja rejeitado por muitos filésofos.

Essas propriedades séo rejeitadas por nao corresponderem a um modelo realistico para
uma base de conhecimento que é limitada em termos de tempo de computacgéo e espaco
em memdria que pode usar, nem para modelar agentes humanos, embora possa talvez ser
aceitavel como uma primeira (ou a melhor) aproximacéo possivel para muitos propositos
de modelagem do comportamento dos sistemas multiagentes. Por outro lado, os axiomas
de K'T'45 realmente capturam uma interpretacgéo interessante do conhecimento apropriado
para raciocinar sobre sistemas distribuidos [FAG95], como é exemplificado a seguir.

Exemplo 2.11 [HM92] Considerando-se um processador em um dado sistema distribuido
que recebe um certo conjunto de mensagens (ou um robd que observa um certo conjunto
de eventos), percebe-se que existem varios estados globais do sistema (“mundos pos-
siveis”) que sao consistentes com o fato de o processador ter recebido essas mensagens
(ou de o robd ter feito essas observacgdes). Pode-se dizer que o0 processadpmeasise

caso sep é verdadeira em todos esses estados globais. Essa € uma interpretacao “ex-
terna” do conhecimento, que ndo exige que um processador faca qualquer raciocinio
para obter conhecimento, nem mesmo esteja “ciente” desse conhecimento. Essa inter-
pretacdo do conhecimento precisamente satisfaz os axiom&9dé e se mostra muito

atil na pratica.
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3 LOGICA DEDUTIVA ROTULADA DO CONHECIMENTO

Este capitulo apresenta as no¢des bésicas e a sintaxe de um sistema de dedugéo rotu-
lado para l6gicas do conhecimento no estilo de deducéo natural. Além da teoria légica, €
definida uma algebra de rotulacdo, que representa as propriedades que diferenciam uma
|6gica da outra. Essas definicbes sdo baseadas na proposta de [GAB96], [BRO2004] de
sistemas dedutivos rotulados uniformes.

Segundo [RUS95], [GAB96], [BRO2004], uma das limitagdes da formalizacdo chama-
da deimplicita para l6gicas modais é o fato de que as hipéteses (e as teorias modais em
geral) sdo avaliadas em apenas um mundo, o matdd O sistema de dedugdo rotulado
modal proposto em [RUS95], [BRO2004] e aqui adaptado para as logicas do conheci-
mento K745 generaliza a nogdo de um munatoial inico. As formulas sdo associadas
comrétulosque denotam explicitamente os mundos possiveis. Os rotulos sdo termos de
uma “linguagem de rotulacdo”, e as formulas sdo expressas em uma linguagem da légica
modal proposicional do conhecimeni@- definida anteriormente. Essas duas linguagens
juntas definem éinguagem de deducéao rotulada do conhecimeme definicbes apre-
sentadas neste capitulo séo inspiradas no trabalho de [BRO2004] e adaptadas para o caso
particular da l6gica do conhecimenkdl '45.

3.1 Linguagem

A linguagem de rotulagcéo expressa as relacdes de acessibilidade entre os mundos pos-
siveis para o conjunto de agentes. A linguagem de rotulacao € utilizada para incluir, por
meio de seusdtulos, os diversos estados ou mundos possiveis na linguagem da légica
para o raciocinio dedutivo rotulado sobre o conhecimento. Essa linguagem é definida
como uma combinacao entre a linguagem de rotulacdo e a prépria linguagem do conhe-
cimentoLg.

Definigdo 3.1 (Linguagem de rotulacad ;) Considerando-se um conjunto de agentes
A={1,2,...,n}, umalinguagent; € uma linguagem de primeira ordem composta de:
um conjunto contavel de simbolos constantgsvy, ..., w,, ...; um conjunto contavel
de variaveisr, y, z, x1, 41, 21, . . .; um simbolo binario predicativ®; para cada agenté

do sistema; conetivos l6gicas Vv, —, —, «; e quantificadore¥/, 3.

As constantes e as variaveisflgséo ogermos rasosla linguagem. No que segue, se
A1 €\, s8o termos rasos da linguagem, entéo os predicados binarios dafgrmal,)
séo formulas deC;. Adicionalmente, se e ¢ sdo formulas da linguagei;, entéo

(=), (e AY), (0 V), (o — ), (¢ « ¥), VA1p, I\ também s&o.
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As constantes e as variaveis@gdenotam os mundos possiveis, e o predicado binario
R; formaliza as relagbes de acessibilidade entre os mundos possiveis para cada agente
i € A. Uma férmulaR; (A1, \2) de £, é lida, segundo a I6gicA 745 do conhecimento
tratada neste trabalho, com@gente considera o munda, possivel a partir do conhe-
cimento que ele tem no mundg. O conjunto de todos os termos rasge(ind termy
de L; define o conjunto deétulos Como eles denotam mundos atuais e acessiveis,
as expressoes “rotulos” e “mundos possiveis” serdo usadas de maneira intercambiavel.
Essa linguagem permite que as no¢des semanticas de estruturas de mundos possiveis de
Kripke sejam expressas sintaticamente. Por outro lado, a informacao logica é expressa
na linguagem modal do conhecimenig definida anteriormente. A combinacao dessas
duas linguagens resulta em uma linguagem de deducéo rotulada para as l6gicas do conhe-
cimento.

Definicdo 3.2 (Linguagem de deducao rotulada do conhecimento (LDK)) Dada a lin-
guagem de rotulagad; e a linguagem da logica modal do conhecimegtp, umalin-
guagem de deducdo rotulada do conhecim@ridK) é o par ordenadd”l;, Li).

Por razdes referentes a teoria das provas, a linguagem de rotulacéo é estendida com
mais conjuntos de termos, que serdo usados apenas nas derivacoes. Especificamente, trés
conjuntos de simbolos de fun¢des sdo definidos. A linguagem resultante é chamada de
linguagem de rotulacdo semi-estendida

Definicao 3.3 (Linguagem de rotulagdo semi-estendilanc(L,, L)) Sejal; a lin-
guagem de rotulacdo £ a linguagem do conhecimento, ambas definidas anteriormente
neste trabalho. Seja;,...,¢,,... 0 conjunto ordenado de todas as formulas bem for-
madas da linguageni s, sejaG = {1,2,...,n} qualquer subconjunto do conjunt®

de agentes, équalquer agente del. A linguagem de primeira ordetfiunc(Ly, L) é
definida como a linguagetfi;, estendida com os conjuntos de simbolos de fun¢des

{kim"'"kiwn""} {CGw1""’CGwn""} {dG<P17“"dG<Pn""}

Para tanto, assume-se uma ordenac¢ao candnica, cuja existéncia segue da definicdo in-
dutiva normal de formula bem formada na linguagég Os termos da linguagem de ro-
tulagdoFunc(Ly) construidos usando os simbolos funciorais, ¢, edc,, exercem
papeéis particulares: para cada mundo possivelpara cada formula modal, termos
dessas formas podem ser pensados como referentes a qualquerarhitmdoo associ-
ado especificamente com Esses termos serdo usados sempre gue as no¢des semanticas
de Kripke da forma “para todos os mundos possiveis...” precisarem ser expressas. Es-
pecificamente:

e 0 termok:% (\) refere-se a qualquer mundo (um mundo arbitrario) relacionado di-
retamente com o mundo atugl ou seja, qualquer mundo com guesteja rela-
cionado via a relaca®; do agente em questao.

e O termocg,, (\) refere-se a qualquer mundo (mundos arbitrarios) relacionado ao
mundo) via a relacad? ., ou seja, qualquer munde-acessivel a partir do mundo
A

e 0 termodgwj (A) refere-se a qualquer mundo (mundo arbitrario) relacionadeia
a relacaalp,,, ou seja, qualquer mundo relacionada que esteja na intersecgao
das relacde®; dos agentes do conjunée.
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Apesar desses usos especificos, formalménie)), cq, () e dg, () sdo apenas
termos deFunc(L;) e, dentro de um modelo particular, podem referir-se ao mesmo
mundo possivel. Por razbes de clareza, os indi¢agente) para;_()), e G (conjunto
de agentes) para;,()\) e paradg,(A) serdo omitidos quando forem claros a partir do
contexto. O conjunto de todos os termos rasog'dec(L,, Lx) define o conjunto de
rotulos

3.2 Algebra

As diferentes propriedades da relacdo de acessibilidad@o formalizadas sintati-
camente em um sistema de deducéo rotulado por uma axiomatizacao de primeira ordem
chamada deilgebra de rotulacapa qual é escrita na linguagem de rotulaggoe é
denotada pord. A metodologia de Sistemas Dedutivos Rotuladasbélled Deductive
Systemsdesenvolvida por [GAB96], [BRO2004] permite que a no¢ao de algebra de rotu-
lac&o capture uma classe de estruturas de Kripke, o que permite a formalizacdo de diversas
l6gicas, conforme a aplicacdo que se tem em vista. Essa caracteristica contribui para a
uniformidade dessa abordagem, pois o0 mefi@meworkpode ser utilizado para outras
axiomatizacOes, bastando alterar a algebra de rotulacéo, incluindo ou excluindo axiomas.
Define-se aqui a algebra de rotulacdo que captura as propriedades semanticas béasicas da
l6gica do conhecimento descrita no capitulo anterior.

Definic&o 3.4 (Algebra de rotulacédod) Umaaélgebra de rotulacid para a légica do
conhecimentd<7'45 € uma teoria de primeira ordem, escrita na linguagem de rotulacao
L1, dada pelos seguintes axiomas:

(T) Va(Ri(z, x))

(@) Vx,y, z((Ri(z,y) N Ri(y, 2)) — Ri(x, 2))

(5) ViL“, Y, Z((Ri(xa y) A Ri(xv Z)) - Ri(ya Z))

Os axiomas que compdem a algebra de rotulacédo definida para as légicas do conhe-
cimento correspondem as propriedades das relacdes de possibilidade entre os mundos
possiveis da estrutura semantica adotada neste trabalho para modelar o conhecimento.
Assim, as relacfes sao reflexivas (axidiatransitivas (axiomd) e Euclideanas (axi-
omab). Exemplos de algumas das outras algebras de rotulacdo mais freqientemente
referenciadas na literatura sdo dados na Tabela 3.1. (As relAgim$em ser, no caso da
|6gica tratada neste trabalh®;, R¢, ou Rp,,.)

Tabela 3.1: Exemplos de algebras de rotulacéo
Nomes| Algebras de Rotulag&o
A {VzR(z,z)}
Aga {VzR(x,x),
vz, y, 2((R(z,y) A Ry, 2)) — R(z, 2))}
AK4 {Vl’,y,Z((R(l’,y) /\R(yv Z)) - R(I,Z))}
Axp {VzdyR(z,y)}
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3.3 Sintaxe

A linguagem de deducéao rotulada do conhecimento (LDK) facilita a formalizacao
de dois tipos de informacao: o que é valido em mundos possiveis particulares; e quais
mundos estéo relacionados com quais outros e quais nao estdo [BRO2004].

Duas entidades sintaticas diferentes sédo definidas para capturar esses dois aspectos da
linguagem. S&o chamadas, respectivamentendtades declarativas R-literais. Uma
unidade declarativa&d um par separado por dois-pontos da forrgartiula modal : ro-
tulo”, expressando que uma determinada férmula modal € verdadeira em um determinado
mundo possivel. Em um sentido bastante geral, o simbolo “:” entre os dois componentes
pode ser considerado como uma espécie de predidadalida eni. (Essa interpre-
tacdo sera refletida na seméantica.) O componentdo € um termo raso da linguagem
Func(Ly, L), € 0 component&®rmula modalé uma formula da linguagem da légica
modal do conheciment6y. Essa € a Unica entidade sintatica que combina as duas en-
tidades da linguagem de deducdo rotulada do conhecimento, e é formalmente definida
como segue.

Definicdo 3.5 (Unidade declarativa) Dada a linguagef@, L), umaunidade declara-

tiva & um pary : A onde\ é um termo raso dé'unc(Ly, Lk ), €p € uma formula de& .

As unidades declarativas sao pares de uma funcao que mapeia rétulos (termos rasos da
linguagemFunc(Ly, L)) para conjuntos de formulas da linguagefn, que denotam

as formulas verdadeiras em cada rétulo, como sera formalizado adiante.

Uma unidade declarativa € didmicase o componente formula modal for uma
férmula atdmica. No caso proposicional, considerado aqui, isso significa que a formula
€ apenas uma letra proposicional (uma declaragdo que ndo envolve os conetivos 16gi-
cos, nem o0s operadores epistémicos da linguafigin Exemplos de unidades atdmicas
proposicionais sdg : w; ep : wys. Unidades declarativas arbitrarias incluem férmulas
bem formadas arbitrarias, por exemplGyg : wo €q — 7 : ws.

Um R-literal & qualquer literal raso da linguagénunc(L,, Lk ) da formaR(A, A2)
ou - R(\i, A2), onde); e A, sdo rotulos. Férmulas dessas formas (cuja relacdo pode
serR;, Rc, ou Rp,,) expressam, respectivamente, queé ou ndo € acessivel a partir
de \;. Exemplos deRk-literais S@0oR(w;,ws), 7 R(ws, ws) OU R(wy,ws). Para distinguir
um R-literal de seu oposto pelo sinal, a no¢caocoajugadode um R-literal também é
apresentada.

Defini¢éo 3.6 (R-literal) Dada a linguagem L, L), umR-literal € um literal da forma
R(\1, A2) oudaforma-R()\, A2), onde); e\, sS&o termos rasos da linguagerunc(L,

Lk). O conjugado de unk-literal A, escritoA, é definido comeR(\;, \;) seA =

R(\1, A2); € COMOR(A1, A2) SEA = = R(A1, Aa).

A sintaxe do Sistema de Deduc¢éo Rotulado para Légicas do Conhecimento (SDK)
permite que conjuntos arbitrarios de formulas sejam associados a (diferentes) rétulos, de-
screvendo ndo sé um conjunto inicial de suposicées locais, mas permitindo que varias
teorias iniciais locaigdistintas) sejam especificadas. Com a adica&dierais, essas
teorias locais podem ser declaradas ou como sendo independentes (Rs@é@cdas neg-
ativos) ou como interagindo umas com as outras (us&htiterais positivos). Isso gera
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Figura 3.1: Diagrama

uma definicdo de uma teoria de deducéo rotulada bastante genérica [BRO2004], aplicada,
neste caso, as légicas do conhecimento.

Quando uma configuracdo de um sistema de deducao rotulado tem, em seu diagrama,
apenas um unico rétulo, ela corresponde a nocéao tradicional de teoria local, mas a intro-
ducéo de outros rotulos k-literais generaliza a nogéo de teoria (como um conjunto de
suposicoes locais), pois permite efetivamente a existéncia de mais de um mundo atual.
Além disso, as suposic¢des globais podem ser incorporadas simplesmente pela incluséo
delas em uma fun¢éb(\) para cada rotula da linguagenc ;..

Uma teoria de deducao rotulada modal, chan@mdiguracéo € composta por dois
conjuntos de informagdes: um conjunto lditerais e um conjunto de unidades declara-
tivas. Os conjuntos de unidades declarativas que tém os mesmos rétulos diexaoizasn
modais locais associadas aquele rotubmquanto unidades declarativas com rétulos di-
ferentes expressam férmulas que pertencem a mundos atuais locais (possivelmente) difer-
entes. O primeiro conjunto, consistindoditerais, € chamado d#iagramae oferece as
informacdes “estruturais” sobre uma teoria de deducéo rotulada modal. Neste trabalho, o
enfoque é dado as modalidades do conhecimento definidas pelos operadores epistémicos.

Definicdo 3.7 (Diagrama) Dada a linguagemZ;,, L), umdiagramaD é um conjunto
de R-literais (termos rasos d&unc(Ly, Lk)).

Por exemplo, 0 conjuntdR; (wy, ws), Ra(wr,ws), "Ry (wq,w3)} € um diagrama que
pode ser representado graficamente parcialmente como na Figura 3.1. Esse tipo de di-
agrama (conjunto) ndo nos diz, por exemplowseé acessivel a partir de; ou nao.
Também néo inclui representagfesitiditerais da forma-R(w;, wo).

Figura 3.2: Configuracao

Em geral, as informac¢des completas ou incompletas sobre qualquer grafo direcionado
arbitrario podem ser formalizadas como um diagrama. Uma teoria local (o conjunto de
férmulas verdadeiras em um determinado mundo possivel) pode ser atribuida a cada n6
do diagrama, adicionando-se as unidades declarativas apropriadas. Por exemplo, con-
siderando o conjunto

{Ki(p = q) w1, F1215 : w1,8 1 wa, D — q 1 Wa, S 1 W3, 7 — S Ws}
junto com o diagrama dado na Figura 3.1, a teoria resultaatdiuracad também pode

ser representada graficamente como na Figura 3.2. Uma defini¢gdo formal do conceito de
configuracéo é dada a seguir.

Definicdo 3.8 (Configuracdo) Dada uma linguagem dedutiva rotulada do conhecimento
(LDK), umaconfiguraca@ é umatuplaD, F) ondeD é um diagrama & é uma fungéo
do conjunto de termos rasos d&nc(Ly, L) para o conjuntoP(Lx) de conjuntos de
formulas del . Cada par dessa funcdo formaliza a definicdo de unidades declarativas.
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A funcao F é uma funcao total que atribui um conjunto vazio aos rétulos (mundos
possiveis) para os quais nao ha informacao (formulas verdadeiras), e uma teoria local ndo-
vazia aos demais. A descri¢cao formal da configuracdo descrita graficamente na Figura 3.2
€ dada na Figura 3.3.

D = {Rl(wl,WQ),Rg(wl,W3),_|R1(WQ,u)3>}
F(x) = {Ki(p— q),Epgs)ser =w
{s,p — q} sex = w,
{s,7 — s} sex = w3
{ }, caso contréario

Figura 3.3: Definicdo formal da configuracéo da Figura 3.2

Uma configuracao pode ser uma teoria infinita quando o diagfamanfinito (isto é,
a configuragdo contém um numero infinito Aditerais), ou quando, para algum rotulo
A da linguagemi'unc(Lr, Lk), 0 valor deF(\) € um conjunto infinito de formulas de
L (isto é, a configuracdo contém um numero infinito de unidades declarativas referentes
a ), ou quandaF(\) # () para um ndmero infinito de termos d&mnc(L;, L ). Para
expressar qual informacdo uma configuragdo contém, a seguinte notacao sera util.

Como foi mencionado anteriormente, os simbolos de fungéo da lingueigeni L,
L) foram apresentados por razdes referentes as provas. Por isso, qualquer teoria de
deducao rotulada modal especificada pelo usuédofiguracao inicial conterd inicial-
mente apenas simbolos constanteg'dec(L, L) como rotulos, ao passo gque as con-
figuragcdes que contém termos rasos gerai8'dec(L;,, L) aparecerdo principalmente
em derivacdes de provas como configuracdes inferidas, como sera esclarecido mais adi-
ante neste trabalho.

Para dar uma definicdo completa de um sistema de deducao rotulado, é necessario
especificar um conjunto de regras de inferéncia junto com a linguagem e sua algebra
de rotulacdo particular. A definicdo abaixo permite perceber que, dado um conjunto de
regras, pode-se obter sistemas de deducao rotulados diferentes, considerando-se algebras
de rotulacéo diferentes. Isso € declarado formalmente como segue.

Definicdo 3.9 (Sistema de deducéo rotulado do conhecimento) Dada uma linguagem de
deducdo rotulada do conhecimentd K = (L}, Lx) (com unidades declarativas/e-
literais), umsistema de deducao rotulado do conheciméaiaK) é uma tupla da forma
(L1, Lk), A R)ondeA é uma algebra de rotulacéo escrita éftunc(Ly, Lx), eR €

um conjunto de regras de inferéncia que “geram” uma configuragéo a partir de outra.

O proximo capitulo descrevera detalhadamente o Sistema de Deduc¢éo Natural Rotu-
lada para Légicas Modais do Conhecimento que é proposto e desenvolvido neste trabalho.
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4 SISTEMA DE DEDUCAO NATURAL ROTULADA PARA
LOGICAS DO CONHECIMENTO

“Proof Theory was first based on axiomatic system with just one or two rules of infer-
ence. Such systems can be useful as formal representations of what is provable, but the
actual finding of proofs in axiomatic systems is next to impossible” [NVP2001]

Este capitulo descreve um sistema de prova de estilo de deducao natural para l6gicas
modais proposicionais do conhecimento. O sistema é baseado na proposta de [GAB96],
[BRO2004] de sistemas dedutivos rotulados que séo uniformes no sentido em que as re-
gras de deducéo natural individuais sdo independentes da &lgebra de rotulagéo particular.
As regras de inferéncia do sistema de deducao agem sobre 0s dois componentes sintaticos
(férmulas logicas e rétulos), de acordo com as propriedades desejadas dos conetivos da
algebra de rotulacéao.

A abordagem de Sistemas Dedutivos Rotulados Modaxial Labelled Deductive
Systemksé inspirada pela pesquisa que Gabbay propde em [GAB96] e vem sendo desen-
volvida como um método de trabalho unificador e bastante geral de “Sistemas Dedutivos
Rotulados” [Labelled Deductive Systejngue podera ser usada para estudar as similar-
idades e as relagbes entre muitos estilos diferentes de ldgicas. A idéia da abordagem é
baseada na observacéo de que a maioria das l6gicas difere umas das outras apenas em as-
pectos “pequenos”, relacionados a variagdes simples em suas teorias de prova ou em sua
semantica, o que vale também para légicas modais, tais como a légica do conhecimento
tratada neste trabalho, pois suas diferencas sao ditadas apenas por propriedades diferentes
da relacéo de acessibilidade [BRO2004].

A metodologia de Sistemas facilita a maneira de representar esses tipos de vari-
acOes explicitamente dentro da l6gica, para permitirffraimeworkbasico e unificador
no qual logicas diferentes possam encontrar uma formalizacdo comum. Nesse sentido,
esseframeworkmostra que teorias modais mais simples, porém igualmente expressivas,
podem ser formalizadas pela combinacéo de uma representacéo relacional de primeira or-
dem da estrutura de mundos possiveis com a linguagem modal do conhecimento definida
anteriormente [BRO2004]. Esses séo claramente sistemas hibridos de I6gica modal, com-
binando teorias relacionais de primeira ordem (algebras de rotula¢cdo) com uma linguagem
modal padrdao. Nessa abordagem, tanto os mundos possiveis como a relagédo de acessibi-
lidade séo representados declarativamente como parte da l6gica. Isso é obtido, formando-
se pares de informacdes logicas cartulos que “codificam” informagdes sobre as pro-
priedades “metanivel” explicitamente de dentro da linguagem objeto.

Segundo [BRO2004], resultados recentes mostram que essa abordagem realmente fa-
cilita o desenvolvimento de sistemas de prova por sua caracteristica de uniformidade. A
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escolha de uma abordagem seméntica baseada em uma tradugéo de primeira ordem para
a logica classica oferece outras vantagens. Primeiramente, a metodologia € facilmente
aplicavel a qualquer familia de logicas cuja semantica seja axiomatizavel em primeira
ordem. Isso deve facilitar também o desenvolvimento de uma semantica modelo-tedrica
para légicas “novas” resultantes da “combinac¢@o” de outras logicas existentes. Além
disso, a partir do ponto de vista da definicdo de um sistema de prova automatizado para |6-
gicas modais, a algebra estendida oferece uma opg¢éao alternativa. Provadores de teoremas
classicos poderiam ser desenvolvidos para raciocinar com a teoria da algebra estendida.
Sao destacadas as caracteristicas principais do sistema de prova descrito [BRO2004]: usa
uma formalizacao sintatica explicita da no¢cdo modal de verdade relativa a um “mundo
possivel” particular (as formulas séo rotuladas); estende a no¢ao padréo de teoria modal
a partir de um mundo atual Unico para uma configuracdo de mundos atuais locais; incor-
pora condicdes diferentes na relacdo de acessibilidade de uma maneira uniforme; e tem
um estilo bastante natural [BRO2004].

Destaca-se que, embora existam trabalhos te6ricos de provas axiomaticas relacionados
alégicas modais, ainda nao existe um no qual todos esses aspectos co-existam [BRO2004].
Especificamente, em relagéo as l6gicas modais do conhecimento, objeto deste trabalho,
também néo se encontraram sistemas com tais caracteristicas.

4.1 Defini¢cdes Basicas do Sistema de Deducéao

Uma importante diferenca entre os sistemas de deducdo modais rotulados e os sis-
temas de deducdo modais tradicionais € que, nos rotulados, as regras de inferéncia séo
aplicadas nédo a formulas, masanfiguracdes No sistema de inferéncia que sera apre-
sentado, o qual consiste em uma extensado daquele definido em [RUS96a], [BRO2004],
todas as regras de inferéncia “geram” uma configuragdo nova a partir de uma configu-
racdo dada. Esta definicdo de regra de inferéncia tem a vantagem de ser aplicavel também
a regras que exigem subderivacfes como antecedentes. Assim, uma regra de inferéncia
pode ser definida de maneira geral como segue:

Definicao 4.1 (Regra de inferéncia) Uma regra de inferéngi& um conjunto de pares de
configurag@es, onde cada par é escrito caii@;. SeC/C; € Z, entdo se diz qué é uma
configuracdo antecedente fiee queC; € uma configuracéo inferida (ou consequéncia)
deZ com respeito @. Também se diz que geraC; a partir deC, e queZ infereC; a
partir deC.

Nesta secdo, é assumida a linguagem de deducéo rotulada para légicas do conhe-
cimento (LDK) (L, Lk). Definem-se as regras de inferéncia do sistema de deducgéo
rotulado para légicas do conhecimento (SDKYK = ((L.,Lk),.A, R) no estilo de
deducdo natural. As regras tl@groducdoe deEliminacdoserdo definidas para cada
conetivo classico e para cada operador epistémico da linguégemssume-se também
que todos os rétulos referidos sao termos rasdsude:(L;, L) € que todas as formulas
referidas sao formulas bem formadasije

Definicdo 4.2 (Prova) SejaSDK = ((L, Lk) ,.A, R) um sistema de dedug¢éo rotulado
para logicas do conhecimento. Uma prova 8K é um par(P,m), ondeP é uma
sequéncia de configuracdés,, . .., C,} comn > 0, em é um mapeamento do conjunto
{0,...,n-1} paraR tal que, para cada, 0 < i < n,C;/Ci11 € m(i).
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Definicdo 4.3 (Derivabilidade) Sej&SDK = ((Lr, Lk) ,.A, R) um sistema de dedugéo
rotulada para logicas do conhecimentd@ee C; duas configuracdes deD K. C; € de-
rivavel a partir deC, o que é escrito com®-spx C;, Se existe umaprovdC,...,Cr},m).

As seguintes nota¢des seréo Uteis:

e Dada uma configurac&® = (D, F), o R-literal A é dito membro d&, o que é
escritoA € C, seA € D; e uma unidade declarativa: A\ é dita membro d€, o
que é escritgp : A € C, sep € F(\).

e Dada uma configuracd® uma unidade declarativa: A\, C Fspx ¢ : A Se existe
uma configuracad; tal queC Fspx Cr ey : A € C;. De maneira semelhante,
dado umR-literal A, C Fspx A se existe uma configurac@p tal queC Fspx Cr
eA € C;. Alem dissoC Fspix L : A se existe um terma e uma formulay tal
queC }_SDK p N\ A

e C + [¢: A éaconfiguracagD, F,), tal queFi(\) = F(A) U{p: A}, eFi(N) =
F(\) paracadatermorasq € L, A\ # \.

e C|A] é a configuraca¢D,, F) tal queD; = D U {A}.

e A unido de configuracdesUC, ondeC = (D, F) eC, = (D,, F1) é definida como
a configuracddDUD;, F(A)UF;(N)) para cada termo rasoem L.

e Dadas duas configura¢cdés= (D,, F,) eCy = (Ds, F»), diz-se ques, contémC,
e escreve-s€; C C, se: Dy C Ds,; e Fi(N\) C Fo(A) para cada termo rasode
Funce(Lp, Lk).

4.2 Regras de Deducéao Natural

As regras de inferéncia de um sistema de deducao rotulada para l6gicas do conheci-
mento sdo geralmente aplicadas a configuracdes para inferir configuracdes “novas”. A
guestdo principal @omouma configuracéo inferida é gerada. Dada uma configuragdo
antecedenté, trés tipos de passos de raciocinio podem ocorrer.

Existem os passos de raciocinio “classicos”, que ocorrem dentro de qualquer teoria
modal local particular incluida edy conforme as noc¢des padrao de inferéncia para cone-
tivos classicos. Ha também os passos de raciocinio “epistémicos”, que dizem respeito a
interacdo entre os fatos considerados nos diversos mundos possiveis, ou seja, teorias lo-
cais diferentes erd. Os tipos de passos de raciocinio classicos e epistémicos sdo basea-
dos na informacéao logica (classica e epistémica) (as formulas) incorporadas nas unidades
declarativas que pertencenCa As configuracdes inferidas séo principalmente “expan-
sOes logicas” (isto é, adicbes de unidades declarativas) das configuracdes antecedentes.
Finalmente, ha um tipo de passo de raciocinio que é relativo a informacéo do diagrama
deC e a “interacdo” entre o diagrama e as unidades declarativas. Nesse caso, as configu-
racOes inferidas sdo freqientemente “expansdes estruturais” (isto €, adi¢Bbtedas)
as configuracdes antecedentes.

Portanto, podem ser identificadas trés classes de regras de inferéncia, as quais cor-
respondem aos trés tipos de passos de raciocinio mencionados acima. Uma descricdo
formal de cada classe é dada a seguir. Para cada regra de inferéncia, € dada uma represen-
tacdo gréfica, baseada na seguinte notacao chave, que é utilizada também nas descri¢coes
formais das regras de inferéncia de SDK:
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Notacdo 4.1 Uma configuracdo inferida sempre é denotada per A adicdo “tem-
poraria” de uma suposicaar (onder é uma unidade declarativa ou uRliteral que
precisam ser descarregados) a uma configurag@representada graficamente usando-
se colchetes, como af[r]). Para qualquer configuracaB e qualquer unidade declar-
ativa ou R-literal 7, a notacao gréfica () significa quer € C.

4.2.1 Regras para os Conetivos Classicos

Nesta secao, € apresentado o conjunto das regras de introducao e de eliminacdo para
cada um dos conetivos classicos incluidos na linguagem ld@icaassim como foram
definidas em [RUS96a]. Como estas regras nao definem rétulos novos, podem ser consid-
eradas “regras de deducao natural locais” para a l6gica proposicional. A Tabela 4.1 de-
screve esquematicamente essas regras, que a seguir sdo definidas individualmente. Con-
vém observar que, para a regra de introducéo da disjui¢a) & regra simétrica, na qual
a configuracao inferida inclui VV ¢ : A emvez dep V ¢ : A, é implicitamente assumida.

Tabela 4.1: Regras para os conetivos classicos

Cly: A
Cr{y:A)
Clp N )
C[<g0 : )\,w : )\>

ClpV: )

NE

Clop—=1: N p:A)

Crleh: A) —F
C{mp: A)
Crlp: Ny "

Clp =i A)
—F

Crlo— b X\ — @A)

C{p: A)
Crlgvi:n)
Clp: NN
C[((,O/\wt)\>

Clo—=v: N — @A)
Crlp 1N

T

Definicdo 4.4 (Eliminagéo dan, Z, g) Para todas as configuracd€s termos\ e formu-
lasp e, C/C + [p: A\]eC/C + [¢ : A\] sdo membros da regra de inferéncia Eliminacéo
dan (Z,g na Tabela 4.1 e adiante) seA ¢ : A € C.

Definigdo 4.5 (Introducéo daA, 7, ;) Para todas as configuragd€s termosh e formulas
p ey, C/C+ [p A1 : A] € um membro da regra de inferéncia Introducéo/dézZ,,; na

Tabela 4.1 e adiante)se: A€ Cevy : A e C.
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Defini¢éo 4.6 (Eliminagéo dav, Z, z) Para todas as configuracd€s termos\ e formu-
las~,C/C + [y : \] € membro da regra de inferéncia Eliminacdo\d4Z, » na Tabela 4.1
e adiante) se existirem férmulase ¢ tais que

e oV :AeCl
.C-'-[(,O)\]'_SDK’}/)\
.C_‘_W]:)\]l_SDK'Y:)\

Definicdo 4.7 (Introducéo dav, Z, ;) Para todas as configuracd€s termosh e formulas
pey,C/C+[pVy : N\ eC/C+[Vy : \] sdo membros da regra de inferéncia Introducéo
daV (Z,; na Tabela 4.1 e adiante) se: A\ € C.

Definicdo 4.8 (Eliminacédo da—, Z_. ) Para todas as configuraco&s termos\ e for-
mulasvy,C/C + [¢» : \] € membro da regra de inferéncia Eliminacao da(Z .z na
Tabela 4.1 e adiante) se, para alguma formulap — ¢ : A€ Cep: X €C.

Definicdo 4.9 (Introducdo da—, Z_.;) Para todas as configurac6€s termos\ e formu-
las ¢ e ¢),C/C + [ — ]| € membro da regra de inferéncia Introdugdo da(Z_.; na
Tabela 4.1 e adiante) s+ [p : A] Fspx ¥ : .

Definicdo 4.10 (Eliminacdo da—, Z_5) Para todas as configuraco&s termos\ e for-
mulasy, C/C + [¢ : A\] € membro da regra de inferéncia Eliminacéo€&Z_, na Tabela
4.1 e adiante) se—p : A € C.

Definicdo 4.11 (Introducéo da—, Z_;) Para todas as configurac6€s termos\ e formu-
las ¢, C/C + [—¢ : A\] € membro da regra de inferéncia Introducéo €4Z_; na Tabela
4.1 e adiante) se, para algum terme, C + [¢ : A Fspr L @ Ay

Definicdo 4.12 (Eliminac¢éo da—, Z..r) Para todas as configuracd&s termosh e for-
mulasy e, C/C+[p — ¢ : \]eC/C+ [ — ¢ : \] sdo membros da regra de inferéncia
Eliminacdo da— (Z_ g na Tabela 4.1 e adiante) se<— ¢ : A € C.

Definicdo 4.13 (Introducéo da<—, Z._,;) Para todas as configuracde&s termos) e for-
mulasy ey,C/C + [p < 1 : A\] € um membro da regra de inferéncia Introducéo<da
(Z_;naTabela4.1e adiante)se— ¢ : ANeCeyp —p: AeC.

Cada uma das regras acima tem o efeito de expandir a configuracdo antecedente com
uma nova unidade declarativa. Com excecdo da régratanto as unidades declara-
tivas adicionadas como as unidades declarativas envolvidas na premissa referem-se ao
mesmo rétulo. 1sso mostra que o raciocinio permitido por essas regras acontece inteira-
mente dentro do escopo do mundo atual local sob consideracdo. Essa caracteristica €
semanticamente motivada pelo fato de que, como destacado anteriormente, o fragmento
classico da légica modal comporta-se como uma logica classica associada “localmente”
com qualquer mundo possivel particular.

Entretanto, para a regfa.;, iSSo nem sempre acontece. De acordo com a interpre-
tacdo classica do conetive, a negacdo de uma formula geralmente pode ser provada,
mostrando-se que a suposi¢cao de sua forma positiva leva a uma contradicdo. No raciocinio
modal, em especial no raciocinio referente as modalidades do conhecimento, as con-
tradicdes podem surgir em um mundo possivel que seja diferente do mundo atual.
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Exemplo 4.1 A seméantica de um exemplo particular é discutida aqui. Considerando-se
uma linguagem modal composta apenas pela letra proposicigmatonjunto de agentes

A = {1} eomodelaV/ = (W, Ry,v), ondeW = {wy,w:}, R1 = {(wo,w1)} €v(wy) =

{p}. Para mostrar qué M, w,) = —K;—p, € suficiente provar que\/, wy) ¥ K;—p. I1Sso

é dado pelo fato de queV/,w;) = p (dado pela definicdo de). Aqui, a contradicio
surge em um mundo possivel ) diferente do mundo correntes,). Analogamente, na
regraZ_; dada acima, a subderivacédo pode envolver raciocinio sobre mundos possiveis
diferentes do mundo atua, nos quais as contradicdes podem surgir. Portanto, para
capturar esses casos, usa-se um meta-simbolo difefentgle pode ser e pode néo ser
igual a\.

Uma abordagem semelhante foi adotada por Fitting [FIT83] em seu sistema de de-
ducéao natural “I-estilo”, no qual a prova de uma contradicdo dentro de uma caixa estrita
(isto é, de um mundo possivel acessivel) causa o fechamento da caixa e a inferéncia da
inconsisténcia no mundo atual, permitindo que a régria seja aplicada. No caso da
regraZ_;, isso € equivalente a impor a restricdo de qué um mundo acessivel a partir
de .

Entretanto, a regrd_; cobre um caso mais geral, para o qual o rotuaefere-se
a um mundo possivel diferente e possivelmente ndo acessivel a paxtinskn ocorre
porque, dado um tipo mais geral de teorias (configuragdes), a inconsisténcia também pode
surgir em mundos atuais locais que séo diferentes e ndo estéo relacionados com o mundo
possivel sob consideragédo. Nesse caspreflete o principio classico “qualquer formula
pode ser inferida a partir de uma contradicao”. Mais adiante, sera mostrado que 0 mesmo
principio é valido para inconsisténcias causadagpliterais.

4.2.2 Regras Estruturais

Para permitir o raciocinio sobre configuracdes arbitrarias, um conjunto de regras de
inferéncia chamadasstruturais que sao relativas aak-literais de uma configuracéo
[GAB96], € incluido como parte do sistema de deducéo rotulada para légicas do conheci-
mento proposto aqui. Essas regras facilitam o raciocinio sobre diagramas de uma config-
uragdo, usando a algebra de rotulacédo particdlaob consideragéo e infereRiliterais
e unidades declarativas que ndo sao implicadas pelas regras epistémicas.

Resumidamente, ha a regra da Afirmacaaitéelacéo, que pode sét;, R, ou
Rp, no caso tratado por este trabalho). Essa regra permite inferir fodibsrais de
acordo com a algebra de rotulagdoDevido a sua modularidade, ndo é necessario dife-
renciar regras modais de acordo com a logica modal especifica que se quer representar
(neste caso, a logica do conhecimeht®'45), como é feito no sistema de dedugdo natu-
ral modal de Fitting. A regra de Introdugéo &#& equivalente a uma regra de Introdugéo
da— (negacéao) par&-literais, que podem envolver as relacdgs R, ou R¢,,. Aregra
de Introducado da. (contradi¢céo) permite inferir a falsidade (isto_g,: w) a qualquer
momento em quem R-literal e sua negacaestiverem presentes em uma configuracao.
Isso é necessario porque nenhuma formula classica componente-ttarais pode ser
inferida em uma configuracdo. Com a regra de reducdd égpossivel inferir qualquer
configuracdo contida em uma existente. As trés outras regras tratam do relacionamento
entre as relacdes que expressam o conhecimento de cada agente (Relagamnhe-
cimento comum de um grup@ de agentes (relagé®.,) e o conhecimento distribuido
de um grupd= de agentes (relac@®p,.). Essas regras estéo representadas esquematica-
mente na Tabela 4.2.
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Tabela 4.2: Regras estruturais

7 D, AF A C<A’Z> T
RA S€L/, LPO — 7
Cr{A) Cr{p: )
C+[A]
. C
C(J_.:)\> — ZcpondeCr CC
1
RI
Cr{A)
C<RDG()\17 )‘2)> C<RZ<)‘17 )‘2)>
RDRZ' R;Rp
CI<R1'()\17 >\2>> CI<RD{¢} ()‘17 )‘2)>
C<RCG ()‘17 )‘2)>
Irer,
Cr(Ri(M, A\2))

Definicdo 4.14 (Afirmacéo daR, Zr.) Para todas as configuracdoes = (D, F) e R-
literais A, C/C + [A] € membro da regra de inferéncia Afirmagao 8474 na Tabela
4.2 e adiante) s®, A Fpo A, ondeA é uma algebra de rotulacéo.

Anteriormente, foi enfatizado que algebras de rotulacéo diferentes definem sistemas
de deducéo rotulada diferentes. Em relagdo as provas, essas diferencas sdo impostas
pela regraZr 4. Essa regra facilita a inferéncia de nov@diterais de acordo com as
propriedades da relacdo de acessibilidade dada pela algebra de rotulacéo particular

Como para as outras regras estruturais genéric&sliteral a ser inferido por meio
desta regra pode ser referente a relacao de acessibilidade individual dos agentes, chamada
de R;, ou, eventualmente, podera ser referente a uma das reldefieadasR., ou
Rp,, as quais apresentam as mesmas propriedades ghlgiadividuais, no sentido
de que também séo relacdes de equivaléncia, com a diferenca de ghdit@nal da
forma Rc,, (A1, \2) engloba quaisquer dois mundos acessiveis um a partir do outro, e um
R-literal da formaRp. (A1, A2) representa quaisquer pares de mundos que estejam na
interseccao das relacdes individu&isde todos os agentes do grugoAssim, conforme
a relacéo a que se referefdliteral que se pretende introduzir na derivacdo, esta regra
sera denominadag, 4, ZRe, A OULR, 4.

As duas regras seguintes formalizam outras interacdes BHiterais e unidades
declarativas. A regrd_; descrita anteriormente detecta informacgdes inconsistentes (isto
€, L : \) em configuragBes. Mas a questacognouma inconsisténcia pode surgir. Em
uma teoria modal padrao, uma contradigdo geralmente é devida a suposi¢des (iniciais ou
temporarias) que se negam umas as outras. Em uma teoria do sistema de deducéo rotulada
para légicas do conhecimento, suposi¢des contraditorias podem ser taftditenal e
seu conjugado como uma unidade declarativa e sua negacéo. (A negacao de uma unidade
declarativap : A\ € uma unidade declarativa da forma : \.) As contradi¢cdes entre
unidades declarativas séo capturadas pela regra da Introduca(ndgacéo). As con-
tradicOes entreR-literais sao identificadas pela seguinte regra de Introducéb, dpe
novamente reflete o principio classico segundo o qual qualquer formula pode ser derivada
a partir de uma contradicao.
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Definicdo 4.15 (Introdugédo dal, 7, ;) Para todas as configuracd€s qualquerR-literal
A e qualquer unidade declarativa : \,C/C + [ : A\] € membro da regra de inferéncia
Introducdo dal (Z,; na Tabela 4.2 e adiante) sk Ce A € C.

O exemplo seguinte mostra por que essa regra € incluida e como ela é usada.

Exemplo 4.2 Seja.A a algebra de rotulagéo dada pelo conjunf@xvy—R(x,y)}. Esse
conjunto formaliza a classe de estruturas na qual os mundos possiveis sao independentes
uns dos outros- isto €, para cada mundo possivel, ndo ha qualquer mundo acessivel a
partir dele. Nessa classe de estruturas, qualquer unidade declarativa da fgymal é
provavel. E dada abaixo uma derivacéo grafica que mostra, em particular, que a unidade
declarativa K;¢p : wg (ondey é qualquer formula arbitraria) € derivavel a partir da
configuracadCy = ({}, Fy(A) = {}) para qualquer termo\ de Func(Ly, Li).

Co() (dados iniciais)
Ci([Ri(wo, ki, (wo))]) (hip6tese(’,)
Co(—R;(wo, ki, (wo))) (Zr,a)
Ca{p : ki, (wo)) (Z11,C1,Cy)

C4<Kz'90 : wo> (IKZ-hCl'CB)

Unidades declarativas podem ser derivadas a partir de informacdes inconsistentes (us-
ando as regras de Introducdo-da& de Introducéo dd.). Um tipo de raciocinio semel-
hante pode ser aplicado aBditerais. Uma segunda forma de interacdo eftigerais e
unidades declarativas é capturada pela seguinte regra de inferéncia, na Gtlaéoss
séo derivados sempre que uma inconsisténcia logica surge dentro de uma configuragao.

Definicdo 4.16 (Introducéo daR, Zr;) Para todas as configuraco&€s termosi e R-
literais A, C/C + [A] € membro da regra de inferéncia Introdu¢@o BgZx; na Tabela

4.2 e adiante) se, para algum termoC + [A] Fspr L : .

De maneira semelhante ao que ocorre com a régkaconforme a relagao a que se
refere oR-literal que se prentende introduzir na derivacdo, esta regra ser4 denominada
IRih IRCG] OUIRDG[.

As regras estruturais descritas acima, assim como as regras classicas apresentadas
anteriormente e regras modais do conhecimento mostradas a seguir, tém, todas, o efeito
de expandir suas configuragcdes antecedentes. Tendo em vista a prova da completude do
sistema proposto, é incluida no sistema de deducdo aqui proposto a seguinte regra, que
simplesmente permite a derivacdo de qualquer configuracdo contida naquela antecedente.

Definicdo 4.17 (Reducéo d&, Zr) Para todas as configurag6€seC;, C/C; € membro
da regra de inferéncia Reducgéo d9Z- i na Tabela 4.2 e adiante) gk C C.

As regras seguintes tratam da equivaléncia entre as relacdes de acessibilidade que rep-
resentam o conhecimento individual dos agentgsd€ suas derivadas. As duas primeiras
regras tratam da equivaléncia entre a relacdo de conhecimento distribuido entre um grupo
de um Unico agente, o que pode ser visto, conforme a definicdo da relagdo e conforme a
definicdo do proprio conceito de conhecimento comum (Definigéo 2.3), como o conheci-
mento individual do proprio agente.

A regraZlp, p, permite derivar, a partir do fato de que um par de mundos esta na
relacéo de conhecimento comum entre um grtipde agentes, que aqueles mundos séo
acessiveis diretamente segundo o conhecimento individual de um agente qualdgeer
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Definicéo 4.18 (Relacionamento entre as relacoés,, e R;, regra Iy, , ) Para to-
das as configuragdes e C;, todos os agentes € A, todos os termos, \,, C/C;y +
[R;(A1, \2)] € membro da regra de inferéncia Equivaléncia entre as Relagggse R;
(Zryp,,», Na Tabela 4.2 e adiante) gep,. (A1, \2) € C.

Definicao 4.19 (Relacionamento entre as relacofse ip,,,, regraIRiRD{,}) Para to-

das as configuragdes e C;, todos os agentes € A, todos 0s termos, Ay, C/C; +
[Rp,,, (A1, A2)] € membro da regra de inferéncia Equivaléncia entre as Rela¢ghes
Rp, (IRiRD{Z_} na Tabela 4.2 e adiante) 9&(\1, \2) € C.

Defini¢édo 4.20 (Relacionamento entre as relacoBs,, e R;, regraIRCGRi) Para todas
as configuracde€ e C;, conjuntos de agentes C A, agentesi € G, termos), A,
C/Ci+[Ri(A\1, A2)] € membro da regra de inferéncia Equivaléncia entre as Relagggs
e R; (Zr.,,r, Na Tabela 4.2 e adiante) gec,, (A1, A2) € C.

4.2.3 Regras para os Operadores Epistémicos

Nesta secao, € apresentado um conjunto de regras de deducéo natural para os opera-
dores epistémicok;, F, Cs € D¢ da linguagenC . Cada uma dessas regras descreve
como podem interagir os conjuntos de informacgdes pertencentes aos diferentes mundos
possiveis que estdo relacionados uns com 0s outros, de acordo com o conhecimento do
agente em cada mundo. Essas regras de inferéncia para os operadores epistémicos en-
volvem algumas unidades declarativas com roétulos diferentes, expressando a interacao
entre as teorias das modalidades do conhecimento que séo locais e internas a uma con-
figuracdo. A Tabela 4.3 resume essas regras, mostrando a sua representacao grafica. As
definicbes a seguir valem no sistema de ded@fa& descrito anteriormente, para todas
as configuracdes; termosi, \; e \o; formulay; conjuntos de agentes C A; agentes
i = {1,2,...,n} € G, relagbes de conhecimento individual, relacdes de conheci-
mento comunRq, (Lema 2.1) e relagdes de conhecimento distribu?do (capitulo 1).
como seré enfatizado.

Definicdo 4.217k,;  Para qualquer configuracad, qualquer terma\, qualquer for-
mula ¢ e qualquer agenté € A, define-se qu€/C + [K;» : A] € membro da re-
gra de inferéncia Introducdo dds<; (Zx,; na Tabela 4.3 e adiante) se e somente se
C+ [Ri(A ki,(N)] Fspr ¢« ki (N).

Esta regra captura a propria definicdo da modalidd@déo conhecimento de cada
agente.

Definicdo 4.227g; Para qualquer configuraga@, qualquer termo\, qualquer for-
mula ¢, qualquer conjunto de agentés C A e qualquer agenté € G, define-se que
C/C+[Egy : A] € membro daregra de inferéncia Introdu¢@o£g (Zx,; na Tabela4.3 e
adiante) se e somente 8ep : A € C paratodosos € G (ouseja,K1p: A, ..., K,p: A
paraG = {1,2,...,n}).

Esta regra permite a introducéo do operallgr(que significa, informalmente, “todos
no grupoGG sabem”) a partir da sua definicdo, que € a conjunc¢éo dos “conhecimentos
individuais” dos agentes do grugé
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Tabela 4.3: Regras para os operadores epistémicos

COTIR O kT
: C(KZQO . )\1,Ri(}\17)\2)>
' Ik,E
Clp ki, (N) - Cr{p : A2)
- . +tK;I
Cr{Kip: \)
CHE 0\, . Ko i \) C(Eap : A)
Teaor IesE
Ci(Eay : ) Crlluip: Ao Kug s )
CU{[Rcs; (M ca, (M)}
: C(Cayp : M, Re (M, A2)) T
Cloico, M) T Clp g
Cr{Cap : N, Cayp : ca,(N) ¢
CU{[Rps(\ da, (M)}
: C(Dgp : M, Rp, (A1, \2))
Clp - da, (V) Cilp o) e
——— Ipar
CI<DG90 : >\>
C(C’Ggo : >\>
n vezes ICGEG
C](E(;E(;... EGQD : )‘>
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Defini¢éo 4.23Z¢.1 Para qualquer configuragé6, qualquer termo\, qualquer for-
mula ¢ e qualquer conjunto de agentés C A, define-se qQu€/C + [Cop : A e
C/C + [Cay : cq, (N)] sdo membros da regra de inferéncia Introdugcéo@e (Z¢,,;

na Tabela 4.3 e adiante) se e soment€ se [R¢,, (A, cq, ()] Fspr ¢ : ca,(A), para
todos o\, cq,(A)) € Re,, ondeR¢, (A, cq,(A)) € definida como no Lema 2.1, ou seja,
“cq, (M) representa todo e qualquer mundoatingivel a partir de)”.

Estaregra utiliza a relagdey,, que define a modalidade; do conhecimento comum
entre todos os agentes do grugo A partir da suposicéo de que dois mundos possiveis
guaisquer sad--atingiveis um a partir do outro, obtém-se, por dedugéo, um fato, que
pode entdo ser considerado conhecimento comum entre os ageriteded@o a essa
suposicao inicial. O rotulec,(A) representa todos os mundos possiveis queGsao
atingiveis a partir do mundo “atual” rotulado com Assim, a regra de deducdo indica
gque o conhecimento comum do fato vale tanto no mundo atual como em todos 0s mundos
G-atingiveis a partir dele.

Defini¢éo 4.241p,1 Para qualquer configura¢a@g, qualquer termo\, qualquer for-
mulay e qualquer conjunto de agentésC A, define-se qué/C + [Dgy : A] € membro

da regra de inferéncia Introducdo db. (Zp.; na Tabela 4.3 e adiante) se e somente
seC + [Rpy (N da,(N)] Fspx ¢ @ dg, (M) para todos oS\, dg,(A) € Rp, onde

Rp (A, dg,())) é definida como a intersecgdo das relacdesle todos 0s$ € G ou seja,

0s termos\ e dg, (\) representam todos os pares de mundos possiveis que pertencem a
essa interseccao, conforme a definicdo dada no capitulo 1.

Esta regra captura a definicdo da modalidade de “conhecimento distribuido” entre os
agentes de um grupo. A intuicdo é de que o conhecimento de um fato esta distribuido
entre os agentes de um grupo quando eles podem juntar os seus conhecimentos para de-
duzir esse fato. Se os agentes unirem 0s seus conhecimentos, poderdo eliminar as suas
“davidas”, ou seja, os fatos que eledo sabem Portanto, eles podem eliminar alguns
mundos que individualmente consideravam possiveis, e assim poderédo garantir que 0s
fatos “reais” sdo apenas aqueles que forem conhecidos por todos, ou, em outras palavras,
0 conhecimento que estiver distribuido nos mundos que estdo na intersec¢cédo dos mundos
possiveis de todos os agentes do grupo.

Definicdo 4.257k,x  Para qualquer configuragag, quaisquer termos; e \,, qual-
quer formulay e qualquer agenté € A, define-se qué€/C + [¢ : ;] € membro da
regra de inferéncia Eliminacdo d&’; (Zx,r na Tabela 4.3 e adiante) se e somente se
Klgo A el eRi()\l, )\2) e C.

Esta regra permite deduzir que um fato € verdadeiro em um mundo possivel quando
esse fato € conhecido no mundo “atual”. Captura exatamente a definicdo da modalidade
K do conhecimento individual de um agente.

Definicdo 4.26 7 Para qualquer configuraca6, qualquer termo\, qualquer for-
mulay, qualquer conjunto de agentés= {1,2,...,n} C A e qualquer agenté € G,
define-se qUE/C + [K;p : A] (ou seja,C/C + [Ki1p : A e...eC/C+ [K,p : A])é
membro da regra de inferéncia Eliminacéo d@: (Zx.r na Tabela 4.3 e adiante) se e
somente s&cp : A € C.
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Esta regra permite afirmar que cada agente de um grupabe de um determinado
fato se for o caso que “todo mundo no grupgsabe” daquele fato. Captura a definicdo
do operador.

Definicdo 4.27Z¢.x Para qualquer configura¢ag, quaisquer termog; e )., qual-
quer férmulap, qualquerG C A e qualquern\;, \y) € R¢,,, define-se qué/C+[p : ]
eC/C+y : \2] sGo membros da regra de inferéncia Eliminacao(dp(Z¢,r na Tabela
4.3 e adiante) se e somente@gp: A\ €C € Re, (A1,\2) €C.

Esta regra permite afirmar, para quaisquer muridasingiveis um a partir do outro,
gue determinado fato que é conhecimento comum no mundo atual é verdadeiro em todos
0s mundog7-atingiveis a partir deste, incluindo o mundo atual.

Definicdo 4.28Zp.g  Para qualquer configuraca6, quaisquer termog; e )., qual-
quer formulap, qualquer conjunto de agentésC A e qualquer(\;, \;) € Rp,,, define-
se queC/C + [p : X\2] € membro da regra de inferéncia Eliminacdo 8%9; (Zp.r na
Tabela 4.3 e adiante) se e somentdkgp : \; € C e Rp. (A1, A2) € C.

Esta regra captura a nocdo de que, se um determinado conhecimento esta distribuido
entre 0s agentes de um grupo, entao esse fato é verdadeiro em qualquer mundo consider-
ado possivel por todos os agentes daquele grupo. Em outras palavras, esse fato pode ser
afirmado em qualguer mundo que esteja na interseccéo das relagdes de acessibilidade dos
agentes do grupo.

Definicdo 4.29Z¢.k., Para qualquer configuraca@, qualquer termo), qualquer
formula p, qualquer conjunto de agentés = {1,2,...,n} C A e qualquern € N,
define-se qQUE/C+EcEqc ™v¢e Eqyp : A] € membro daregra de inferéncia Eliminacéo
doCq¢ via E¢ (Ze k., Na Tabela 4.3 e adiante) se e soment€'ge : A\ € C.

Esta regra permite afirmar que, a partir do conhecimento comum de um fato por um
grupo de agentes, pode-se expressar a profundidade do conhecimento de todos os agentes
do grupo em relacédo ao conhecimento que eles proprios tém (“todos no grupo sabem?”),
construindo-se cadeias de declaragbes sobre o conhecimento de todos 0s agentes com
diversos niveis. Por exemplo, pode-se dizer que todos no grupo sabem que todos no
grupo sabem que todos no grupo sabem que todos no grupo sabem um determinado fato
(FoEqEqEqyp). Estaregra simplifica bastante algumas derivacdes, como sera mostrado
adiante neste capitulo.

4.3 Semantica

Um sistema de deducdao rotulada para légicas do conhecimento proposicional pode ser
considerado uma abordagem “semi-traduzida” para a logica modal, conforme a definicao
de “semi-traducdo” dada por [NON93]: uma relacao de acessibilidade como as de Kripke
€ expressa sintaticamente, mas sem exigir a traducdo completa das formulas modais para
sentencas de primeira ordem [BRO2004].

Nesta se¢do, um método de traducéo de um sistema de deducao rotulada para logicas
do conhecimento para uma logica de primeira ordem é definido, baseado na apresen-
tacdo do sistema dedutivo rotulado moddb@lal Labelled Deductive Syst@fRUS964a],
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[BRO2004]. A nocdo semantica de relagdo de consequéhgiax, assim como a
definicdo de um modelo e da nocéo de satisfatibilidade de uma configuracdo, sdo dadas
em termos da semantica classica.

As unidades declarativas : A podem ser interpretadas como “a formuylaé ver-
dadeira no mundo possival. No que segue, essas no¢cdes semanticas de Kripke séo
expressas em termos de declaracdes de primeira ordem da[foithg onde[y] é um
simbolo predicativo unéario. Portanto, a linguagem de rotuld¢é@ec(L;, L) € esten-
dida para incluir o simbolo predicatiVp| para cada formula de L.

Defini¢gdo 4.30 (Linguagem de rotulagéo estendidat(L., L)) SejaFunc(Ly, Lk)

uma linguagem de rotulagédo e seja, ..., y,,... 0 conjunto ordenado de todas as
formulas dely. A linguagem de rotulagéo estendidat(L ., L) é definida como a
linguagemFunc(Ly, Lk) estendida com o seguinte conjunto de simbolos predicativos

unarios: {[¢1], - -, [¢n], - - -}-

As relacdes entre os novos predicados sdo restritas por um conjunto de esquemas de
axiomas de primeira ordem que capturam as condi¢des de satisfatibilidade (conforme a
Definicdo 2.3) de cada tipo de formuta (O tipo de uma férmula € dado pelo conetivo
principal da prépria formula.) Esses esquemas de axiomas estendem a algebra de rotu-
lacdo.A de um sistema de deducéo rotulada para logicas do conhecimento proposicional
para uma teoria de primeira ordem chamada de algebra estendida e denotdda por

Definic&o 4.31 (Algebra estendida) Dada uma linguagem de rotulag&o estendid ; ,
L) e uma algebra de rotulagad escrita emFunc(Ly, L), aalgebra estendidd™ é

a teoria de primeira ordem escrita emnt(L, Lk ), consistindo dos esquemas de axio-
mas(Az1)-(Ax12) seguintes junto com os axiomas da algebra de rotuladatefinida
anteriormente.

Para toda formula e de Lk

Ve ([p APl(x) < (lpl(@) A [Y](2))) (Az1)
Vi ([~e)(z) < =lpl()) (Az2)
Vi(fp VPl(z) < ([pl(2) v [¢](2))) (Ax3)
Vi ([e — ¥l(z) < ([#l(z) — [¥](2))) (Azd)
V(e = ¢](x) < ([p — ¢l(x) A = @l(2))) (Az5)
Va((Ri(z, ki, (7)) = [@l(ki, (2))) — [Kigl(z)) (Az6)
Va([Kipl(x) — (Vy(Ri(z, y) — [£](y)))) (AzT)
Vi([Egyl(x) < (Vi € G([Kigl(y)))) (Ax8)
Vi((Rog(, ca, (v)) — [¢l(ca, (1)) — ([Cavl(x) A [Copl(ca, (2))))  (Ax9)
Va([Copl(x) — (Vy(Reg(x,y) — [#1(y)))) (Az10)
Va((Rpe (v, da, (1)) — [¢)(da, (x))) — [Dapl(z)) (Azll)
Vr([Dapl(x) = (Vy(Rpe (2, y) — [¢](y)))) (Az12)

Como a semantica para o sistema de deducao rotulado para as légicas do conheci-
mento esta definida em termos de uma semaéantica de primeira ordem, as noc¢des tradi-
cionais de um modelo de Kripke junto com as condi¢des de satisfatibilidade associadas
sdo embutidas na axiomatizacdo da algebra esteptiiddessa maneira, uma estrutura
semantica do sistema de deducé&o natural rotulada para logicas do conhecimento € dada
pelo modelo classico dd* [RUS95], [BRO2004].
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Os quatro primeiros esquemas de axiomas expressam as propriedades distributivas
dos conectivos légicos entre os predicados monadicoscde L ). Eles cobrem a
definicdo semantica de Kripke de satisfatibilidade dos conetivesV e —, respectiva-
mente. E importante observar que a semantica do conetiva que se refere o quinto
axioma, pode ser obtida a partir da semantica dos conetieos> juntos.

Os esquemas de axiomasz6)-(Axz12) cobrem as definicdes seméanticas de [HM92],
[FAG95] dos operadores epistémichs, Eq, Cqs € Dg para qualquer agentee A e
qualquer conjunto de agentésC A. Eles confirmam semanticamente que as regras de
introducdo desses operadores funcionam corretamente. Os esquemas de @kignas
e (Ax7) juntos cobrem a definicdo semantica do operdggrque captura a no¢ao do
conhecimento individual dos agentes. Analogamente, 0os esquemas de akibrias
e (Az10) cobrem a definicdo seméantica do operad@r, que captura a nocdo do co-
nhecimento comum entre um grugbde agentes, e os esquemas de axiofad1) e
(Az12) juntos cobrem a definicdo semantica do operador epistéicconhecimento
distribuido). O esquema de axiom@&z8), por sua vez, cobre a definicAo seméantica do
operadorE, que captura a nogéo do conhecimento de todo um grupo (informalmente,
“todos no grupo sabem”). Portanto, os esquemas de axiérhal a (Ar12) de A"
refletem a definicdo semantica de satisfatibilidade das férmulas da linguagem logica do
conhecimento definida para este trabalho.

Um método de traducao € definido a seguir, conforme [BRO2004]. Ele associa ex-
pressdes sintaticas da linguagem da logica do conhecinfgptmom sentencas da lin-
guagem de primeira ordemxt(L;, L), € portanto associa teorias (configuragdes) com
teorias de primeira ordem da linguagem (L, Lx). Cada unidade declarativa: A
é traduzida para a sentengd()), e osR-literais sé@o traduzidos para si mesmos. Por-
tanto, a traducao de primeira ordem de uma configuracdo € uma teoria de primeira ordem
gue inclui osR-literais, que estéo presentes no diagrama da configuragéo, e 0 conjunto
de formulas monadicds|(\) que correspondem as unidades declarativas presentes na
configuracdo. Uma definicdo formal é dada abaixo.

Definicdo 4.32 (Tradugdo de primeira ordem para uma configuragéo) kja (D, F)
uma configuragdo. &aducao de primeira ordedeC, escrital PO(C) é a teoria escrita
emext(Lr, L) e definida comoT PO(C) =D U {[¢](A)|¢ € FN), A é termo raso da
linguagemFunc(L;,,Lx)}.

Uma traducédo de uma configuracéo é, portanto, uma teoria de primeira ordem que
inclui os R-literais que estdo presentes no diagrama da configuracdo, e o conjunto de
formulas monadicagp|()\) que corresponde as unidades declarativas presentes na con-
figuracdo. Como os rotulos s6 podem ser termos rasos da linguagenil;, L), a
traducéo de primeira ordem de uma dada configuracdo € um conjulitteraie rasosda
linguagemext(L,, Lk ). As nogBes de modelos, satisfatibilidade e implicacdo seméantica
sdo dadas em termos da semantica classica usando as definiges a seguir.

Definicdo 4.33 (Estrutura semantica de um SDK) Dado um sistema de deduc¢ao para as
l6gicas do conhecimento (SDK) e a algebra estendida associdadama estrutural/ é
umaestrutura semantiade SDK seV/ € um modelo (Definicdo 2.2) dé&*.

Classes diferentes de estruturas semanticas podem ser obtidas considerando-se alge-
bras de rotulacédo subjacentes diferentes. Neste trabalho, sdo consideradas as estruturas
semanticas para a algebra de rotulacdo dada na Definicao 3.4.
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O simbolol=, po significa a nogéo classica padrao de satisfatibilidade, e a expresséo
M Erpo [p](A) significa queM é um modelo classico para a sentefigd\). A
Definicdo 4.34 estabelece o valor-verdade de cada uma das entidades sintaticas de um
sistema de deducéo rotulado para as légicas do conhecimento.

Definicdo 4.34 (Satisfatibilidade de unidades declarativas e Bditerais) Sejay : A
uma unidade declarativay : A é satisfativellcom respeito ao SDK) se existe uma estru-
tura semantical/ tal que M =rpo [¢](A). Neste caso, diz-se qué satisfazy : A e se
escrevel Espk ¢ @ . SejaA um R-literal. A é satisfativelcom respeito a um sistema
SDK) se existe uma estrutura semantidatal que M =;po A. Neste caso, diz-se que
M satisfazA e se escrevé! =gpx A.

Definicdo 4.35 (Satisfatibilidade de uma configuracéo) S€ama configuragéo de um
sistema SDK. Uma estrutura semantigasatisfazuma configuracad, o que se escreve
M =spri C, se, para cada unidade declarativa duliteral = € C, vale queM =gpx 7.

A definicdo de implicacdo semantica para um sistema de deducao rotulado para l6gi-
cas do conhecimento € dada em termos da implicagéo semantica classica.

Definicdo 4.36 (Implicacdo semantica) Sejd+ a algebra estendida de um sistema SDK,
sejamC = (D, F) eC, = (D, F1) duas configuracoes, e sejdiPO(C) e TPO(Cy)
suas respectivas traducdes de primeira ordem. Diz-se&quglica semanticamentg,

0 que é escrit@ =spx C; se:

e ATUTPO(C) ELpo A paracadaA € D,
o ATUTPO(C) Erpo [)(A) paracadap](A) € {[¢](A)]¢ € F(A)}

4.4 Exemplos de Derivagoes

Esta secao exemplifica algumas derivacdes, usando a representacdo gréafica das regras
de deducéao natural definidas anteriormente.

No que segue, as configuracdes sao indexadas em sequéncia com um namero natural.
Cada passo de derivacao é rotulado com o nome da regra e da configuracdo antecedente
sobre a qual a regra é aplicada. Para regras de introducéo, também se rotula o passo de
introducédo de uma nova hip6tese com o tetmpmotesee com o nome da configuracéo
gue fecha a subderivacéo, que é onde essa hipotese temporaria é descarregada. Para as
regras que exigem subderivacdes, destacando-se aquelas de introducdo dos operadores
epistémicods;, Eq, Cq e D¢, sdo anotados os passos de deducdo, compostos pelo nome
da regra mais a indicacéo da configuracéao em que se inicia a subderivacéo e pela configu-
racdo em que se conclui a subderivacéo, separadas por um traco. Em algumas derivagdes,
sao utilizados resultados provados em derivagdes anteriores apresentadas nesta mesma
secao. Isso é indicado pela expressédo “Exemplo” seguida da sua numeracao, no lugar do
nome da regra utilizada. Em alguns poucos casos, um passo de derivagdo resume uma se-
guéncia de derivagdes da logica classica proposicional. Nesses casos, esse fato € indicado
pela expresséao “PC”, e supfe-se que os passos de derivacdo que ficaram ocultos sejam
facilmente identificaveis pelo leitor.
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4.4.1 Derivacoes para a Propriedade da Distribuicdo dos Operadores Epistémicos
sobre a Conjuncéo

Exemplo 4.3 Propriedade da distribuicdo do operador epistémi&p sobre o conetivo
A, para qualquer agentee para qualquer mund@y, ou seja,

Ki(p A1) < (Kip AN K)) © wo.

Co() (dados iniciais)
Cl{[Ki(p AY) : wol) (hipotese(i,)
Co{[Ri(wo, K, (wo))]) (hip6tese(s)
C3(p AN ]fiw (wo)) (Zk,E,C1,C2)
Calp : ki, (wo)) (Zng,Cs3)
Cs(K;p : wo) (Zx.1,C2-Cy)
Co([Ri(wo, ki, (wo))]) (hip6tese(y)
Cr{p N+ ks (wo)) (Zk,E,C1,Cs)
Cs(v : ki, (wo)) (Zre,C7)
Co(Kith : wo) (Zk,1,Cs-Cs)
Cio(Kio N Ky wy) (Zar1,Cs,Co)
Ci(Ki(p ANY) — Kip AN Kt + wp) (Zn1,C1-Cip)
Cio([Kip N Kt + wy)) (hipotese(ig)
Ci3(Kip : wo, Ky« wo) (Zrg, Ci2)
Cra{[ R, (wo, ki, (w0))]) (hipbtese(C;)
C15<90 : kiw\w (wo),w : kiw\w (wo)> (IK1E7C13,C14)
Cis{p N = ki, (wo)) (Zar,Cis)
Crr(Ki(p A ) t w) (Zk,1,C14-Ci5)
Cis((Kip A Kih) — Ki(p AY) two)  (Z-1,Cra-Cir)
Cio(Ki(p ANY) < (Kip N K) s wo)  (Zar,Cir, Cis)

Exemplo 4.4 Propriedade de distribuicdo do operador “todos no grugsabem” (E¢)
sobre o conetive\, em qualquer mundg,, ou seja,
Ec(e A1) < Egp N Egt : wy. Considera-sé&r = {1,2,...,n}.
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Cof)
Ci{[Ec(p A YY) : wol)
Co(K1(p A1) wo, ..., Kp(@ A1) wp)

(
(
Cg(Klgp N Klw WOy ey KngO N an . UJO>
{
{

Q

W EK1p : wo, Kyt wo, ..., Kpp : wo, Kt wo)
s{Eap : wo, Eg : w0>
Ce(Egp N Egth : wp)
Cr(Ec(p ANY) — (Egp A Egy) : wo)
Cs([Egp N Egtp = wo))
Co(Egyp : wo, Ecth = wp)
Cio(K1 :wo, ..., Kyt wo, K19 wy, ..., Kpt) : wo)
Cii(Kip AN Ky wo, ..., Knp N Kb wp)
Cro( K1 AY) twoy .o, Kn(@ A1) = wp)
Cis(Ec(p A1) wo)
Cu((Eep N Eg) — Eg(p AY) : wo)
Cis(Ec(p ANY) < (Egp A Egy) : wo)

O

Exemplo 4.5 Propriedade da distribuicdo do operador epistémi¢g (conhecimento co-

mum) sobre o conetiva, em qualquer mundo,, ou seja,
Calp ANY) < (Cap A Car) : wo.

Co() (dados iniciais)
Cu{[Calp A ) : wi]) (hipotese(-)
Co([Reg, (wo, ca, (wo))]) (hipotese(s)
Ca(p At cg, (wo)) (Zegs: Cr, Ca)
Cap : ca, (wo)) (Zng,Cs)
Cs(Cayp : wo) (Zegr,CaCy)
Ce{[Rcg (wo, ca, (wo))]) (hipotese(y)
Cr{p A ey (wo)) (Zogs,C1,Cs)
Cs(¥ : e, (wo)) (Zng, Cr)
Cg(Cg¢ . w0> (ICG[, CG-Cg)
C10{Cqp N Cat) = wy) (Zr1,C5,Cy)
C11<CG(90 A 7/)) — Cap N Cg : W0> (I/\h Cl'Clo)
C12([Cop A Carp = wyl) (hipotese(is)
Cl3<CG90 two, Ca w0> (Z/\E, 012)
Cua([Reg (wo, ca,y (w0))]) (hipétese(;r)
C15<90 FCGyuny (wo),%b P CGyny (w0)> (ZCGE,C13,C14)

Cis(p Nt cgy (wo)) (Zrz,Ci5)
C17(Calp A Y) : wo) (Zegr, Cra-Cig)
Cis((Cop N Cap) — Ca(p AY) twy)  (Z1,Cra-Ci7)
C10(Ca(p A1) < (Cap A Cat) = wo) (Zr1,C11,Cis)

Exemplo 4.6 Propriedade da distribuicdo do operador do conhecimento distribuiee) (

sobre o conetive\, em qualquer mundg,, isto &,
Da(p A1) « (Dgp A Dgtb) = wp.

(dados iniciais)
(hipotese(Cy)
(Zese,C1)
(Exemplo 4.3(,)
(Zng, Cs)
(IEgla C4)
(Z1,Cs)
(IH[, Cl 'C6)
(hipotese(y4)
(I/\Ea CS)
(ZE.E,Cy)
(Zar, Co)

(Exemplo 4.3(Cy;

)

(IE017 CIQ)
(I—>Ia 68_013)
(I/\I7 C7) Cl4)
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Co() (dados iniciais)
Ci{[Da(e A1) = wpl) (hipbtese(r)
Co{[Rpg(wo, da,(wo))]) (hip6tese(s)
Cs(p N 1 da,(wo)) (Zpee,Ci,Co)
Calp : dg,(wo)) (Zng,Cs)
C5<DGSO : wo> (IDGI,Cz'C4)
Cs([Rp¢ (wo, da, (wo))]) (hip6tese(y)
Cr{p N dg, (wo)) (Zpye,C1,Cs)
Cs(¢ = da,, (wo)) (Zrg,Cr)
Co(Dgt = wy) (Zper1,Cs-Cs)
Cio(Dap A Dgip = wy) (Znr1,Cs, Co)
Cll<DG<%0 A ¢) — Dgp N\ Dg) w0> (I/\Ia Cl‘Cm)
Ci2{[Dep N Dath = wy)) (hipbtese(s)
Ci3(Dqp : wo, Dt = wy) (Zng,Ci2)
Cra([Rpg (wo, da, ., (w0))]) (hipotese(:r)
Cis{p : da,,,(wo), ¥ : dg,,,(wo)) (ZpgEs Ci3,Cia)
Cis{p N dew (wo)) (Zr1,C1s)

Cir{Da(p A1) = wy) (Zper: C1a-Cis)
Cis((Dagp A Dgyp) — Da(p A) two)  (Z-1,C1a-Ci7)
Cio(Da(p ANY) < (Dawp A D) = wo) (Zr1,C11,Cis)
As derivacdes anteriores demonstraram que a propriedade da distribuicdo sobre o
conetivoA da logica classica vale para todos os operadores epistémicds;, Cn €
D¢ da l6gica do conhecimento de que trata este trabalho. Isto confirma a idéia intuitiva
de que essa propriedade era valida visto que todos esses operadores séo “box-like”.

4.4.2 DerivagOes para os Axiomas da LogicA T'45 sobre os Operadores Epistémi-
cos

A seguir, sdo mostradas derivacfes dos axiomas que caracterizam a légica do conheci-
mentoK'T'45. Como eles sdo considerados teoremas dessa ldgica, inicia-se a derivacéo a
partir de uma configuracdo vazia e tenta-se derivar uma configuragdo que inclua o préprio
axioma no mundo inicialy. A derivacdo deR-literais nas configuracdes é feita usando-
se os axiomas das propriedades reflexiva, transitiva e Euclideana da algebra de rotulacdo
A conforme a definicdo 3.4. Em algumas configuragdes, em vez de mostrar toda uma
derivacdo na légica proposicional o que ndo é o foco deste trabalho resume-se a
justificativa para PC, que, a partir deste ponto no corpo das derivagdes, indicara uma in-
feréncia— ou sequéncia de inferénciasda l6gica proposicional, a qual ndo envolve,
portanto, 0s operadores epistémicos.

4421 Axiomal

Exemplo 4.7 Axiomak para o operadork;: Esta propriedade é denominadaiscién-

cia logicaou Axioma da Distribuicdce corresponde ao axiomA’, sendo valida para
qgualquer relacédo de acessibilidade (sem restricbes nem propriedades). Neste caso, € a
propriedade da distribuicdo do operador epistémigp sobre a implicacdo, para qual-

guer agente e para qualquer mund@,. Em simbolos:

Kip N Ki(p — ¢) — Kb« wy.
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Co() (dados iniciais)
Ci([Kip A Ki(p = 9) : wol) (hipétese(r)
Co(Kip 1 wo, Ki(p — 9) & wp) (Zrg, Cr)

Cs([Rs(wo, ki, (wo))]) (hipétese(s)
Calp ki, (wo), 0 — 2 Ky (wo)) (Zr,p, C2,Cs5)
Cs (¢ ki, (wo)) (ZI—-5,Cy)
( K w0> (IKiIaC?,'CS)
Cr((Kip A Ki(p — ) — Kith + wo) (Z—.1,C1-Cs)

Exemplo 4.8 AxiomaK para o operadorE: propriedade denominadanisciéncia 16-
gicaou Axioma da Distribuicdpcorrespondente ao axiomd e valida para qualquer
relacdo de acessibilidade (sem restricdes nem propriedades). Neste caso, distribuicdo
do operador epistémicé; sobre a implicacdo, para qualquer grupo de agentes=
{1,2,...,n} e para qualquer mundo,, ou seja,

Ecp AN Ec(p — ) — Egtb : wy.

() (dados iniciais)
Ci{[Bgp A Eglp = ) : wy)) (hipotese(r)
Co(Ec(e A (p — 1)) : wo) (Exemplo 4.4,C,)
C3(Ki(p A (g = ¥) two, -+, Kn(p A (@ — ) : wo) (Zegr,Co)
Co(KioNKi (=) 1 wo, ..., Knp NK(@— 1) twy)  (Exemplo 4.3C5)
Cs (K1t wo, ..., Kpth : wy) (Exemplo 4.7 C,)
C6<EG¢ :Wo) (Zeer1,Cs)
Cr{(Eap N Eg(p — ¥)) — Egtp : wo) (Z—1,C1-Cs)

Exemplo 4.9 Axiomalk para o operadoiC: propriedade daonisciéncia légicau Axi-

oma da Distribuicaocorrespondente ao axionfd, e valendo para qualquer relacéo de
acessibilidade (sem restricdes nem propriedades). Neste caso, distribuicdo do operador
do conhecimento comugi; sobre a implicagdo, para qualquer grupo de agentég

para qualquer munday, isto é,(Cap A Ca(p — ) — Cat) = wp.

Co() (dados iniciais)
" C{[Cap A Calp — 1) = w)) (hipétese(;)
Co(Cap : wo, Calp — V) : wp) (Zrg,C1)
Cs([Rog (wo, cay (wo))]) (hipotese(s)
Ci(p : cg,(wo), o — ¥t cg, (wo)) (Zegr: Ca, Cs)
Co{ = ey (@0) (T-.5.Ca)
Ce(Catp : wo) (Ze1,C3-Cs)
Cr{(Cap N Ca(p — ) — Cap two)  (Z—1,C1-Ce)

Exemplo 4.10 Axioma K para o operadorD: propriedade daonisciéncia l6gicaou
Axioma da Distribuicdp que corresponde ao axiom@&, sendo valida para qualquer
relacdo de acessibilidade (sem restricdes nem propriedades). Neste caso, aplicada ao
operador do conhecimento distribuide; sobre a implicacéo, para qualquer grupo de
agentegs e para qualquer mundoy, isto é,

(Dae A Da(e — ) — Dayp + wo.
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Co() (dados iniciais)
Ci{[Dap A Dg(p — 1) = wpl) (hipotese(Cy)
Co(Dgp : wo, Da(p — 1) : wo) (Zrg,C1)

C3([Rpg (wo, da, (wo))]) (hipbtese(s)
Culp : da,(wo), p — ¥+ da, (wo)) (Zpgr,Ca,Cs)
Cs( : dg, (wo)) VANOY

C6<DG¢ : wo) (IDgl7C3'C5)
Co{(Dayp A Dg(p — ) — Dty s wo)  (Z-1,C1-Ce)

4422 Axiomd

Exemplo 4.11 Axioma T parak;: esta propriedade é denominadansisténcia do co-
nhecimentce corresponde ao axiom&, sendo valida para relacdes de acessibilidade
reflexivas Este € o caso para o operaddf; para qualquer agenté e para qualquer
mundowy: K;po — ¢ : wp.

Co() (dados iniciais)

CC{[Kip : w) (hipotese(,)
Co(R;(wo,wo)) (Zg,a reflexiva)
Ca(yp : wo) (Zk,p,C1,Ca)

Cs(Kip — ¢ wp) (Z_1,C1-C3)

Exemplo 4.12 Axioma T paraF: propriedade daconsisténcia do conhecimentmor-
respondente ao axiomA, sendo valida para relagfes de acessibilidadfiexivas Este

€ 0 caso para 0 operaddt para qualquer conjunto de agentés= {1,2,...,n} ndo-

vazio e para qualquer munda,. Aqui se utiliza apenas um dos agentes do grGp@
agente “1”) como um “auxiliar” genérico para a derivacdo. Essa estratégia é permi-
tida pela ressalva de que o conjuntbem questédo deve ser ndo-vazio. Observa-se que
a prova desta propriedade s € permitida pela condi¢do da relacdo de acessibilidade de
ser reflexiva, o que pode ser comprovado na derivagdd@s, em que é invocado, por
clareza e simplicidade, o Exemplo 4.11 desenvolvido logo acima (AxXiopeaa o op-
erador K;), o qual exige essa condi¢cdo para poder ser demonstrado. A formula a ser
provada éEqp — ¢ : wy.

Co() (dados iniciais)

Ci{[Egy : wol) (hipotese(y)
Co(K1p : wo) (Zegr, C1)
Cs(p : wo) (Exemplo 4.11 (axiomd), Cs)

Ci(Egp — ¢ : wp) (Z_1,C1-Cs)

Exemplo 4.13 Axioma T paraC;: esta propriedade & denominadansisténcia do co-
nhecimentce corresponde ao axiom&, sendo valida para relacdes de acessibilidade
reflexivas Este € o caso para o operadci; para qualquer conjunto de agentés

(seG # () e para qualquer munday, ou seja,Cqap — ¢ : wy. (Convém recordar

que a relacéo de acessibilidade-, dada no Lema 2.1 € uma relagéo de equivaléncia,

e, portanto, tema propriedade de ser reflexiva, o que permite o desenvolvimento desta
derivacao).
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Co() (dados iniciais)
Ci{[Cap = wol) (hipotese(,)
Co(Rog(wo,wo))  (Zre,a reflexiva)
C3(p : wo) (Zewr:C1,Co)

Ci{Cap — ¢ 1 wo) (Z—.1,C1-Cs)

Uma derivacao alternativa para esta propriedade, que utiliza a regra de eliminacao do
operador do conhecimento comutly, via o operador do conhecimento individusa},

Co() (dados iniciais)
Ci{[Cay : wo]) (hip6tese(s)
Co(Egp : wo) (ZcgEs, C1)
C3(Kip : wo) (ZeyE, Co)
Calp : wo) (Exemplo 4.11 (axiomd), C3)

C5(Cop — ¢ : wo) (Z-.1,C1-Cy)

Exemplo 4.14 Axioma T paraDg: esta propriedade é denominadansisténcia do co-
nhecimentce corresponde ao axion&, sendo vélida para relagbes de acessibilidade
reflexivas Este é o caso para o operadd; para qualquer conjunto de agentése
para qualquer mundavg, isto €, Dgp — ¢ : wy. (Convém recordar que a relacao de
acessibilidadeRp, dada no capitulo 1, € uma relacéo de equivaléncia, e, portanto, tem
a propriedade de ser reflexiva, o que permite o desenvolvimento desta derivagcao).

Co() (dados iniciais)
" C{[Dgy : wo)) (hipotese(,)
Co(Rpg(wo,wo))  (Zrp,a reflexiva)
Cs(p : wo) (Zper,Ci,Co)
C4(Dap — ¢ = wo) (Z-.1,C1-C3)

4.42.3 Axioma

Exemplo 4.15 Axioma 4 para K;: propriedade daintrospeccdo positivaque corre-
sponde a propriedade transitiva das relacfes de acessibilidade e ao axidm#dgica
do conhecimento tratada aqui. O caso pdka e para qualquer munda, € K;po —
KzKZ()O L Wo-

Co() (dados iniciais)
C{[Kip : wol) (hip6tese(s)
Co([R (w07ku(.¢(wo))]> (hip6tese(;)
Ca([Ri(kix,, (wo), ki, (Kix,,(w0)))]) (hipotese(s)
Ca(Ri(wo, ki, (Kiy, . (wo)))) (Zg, 4 transitiva,Co, Cs)
Cs(p : ki, (Kig,, (wo))) (Zr:p5 C1, Ca)
Co(Kip © ki, (wo)) (Zri1, C3-Cs)
Co(K; K = wo) (Zk,1,Ca-Cs)
Cs(K;p — KKy @ wp) (Z_1,C-C7)

A propriedade dantrospeccéo positivado € valida para o operador epistémico
(“todo mundo no grupd@- sabe”). Isso pode ser compreendido pela intuicdo de que essa
propriedade significaria que “se ‘todos no grupsabem’ um fato, entdo todos no grupo



55

(G sabem que todos no grupbsabem esse fato”, o que é intuitivamente falso em qualquer
mundowy.

Exemplo 4.16 Axioma4 para Cq: propriedade daintrospecgdo positivaque corre-
sponde a propriedade transitiva das relacdes de acessibilidade e ao axida#égica

do conhecimento tratada aqui. O caso pdrg, operador do conhecimento comum, para
qualquer mundaug, € Cop — CaCay : wy. (Convém recordar que a relacdo de aces-
sibilidade R, dada pelo Lema 2.1 € uma relagéo de equivaléncia, e, portanto, tem a
propriedade de ser transitiva, o que permite o desenvolvimento desta derivacao).

Co() (dados iniciais)
C{[Cayp - wo)) (hip6tese(s)
Co{[Reg (wos cag,, (W0))]) (hipotese,C;)
C3<[RCG (CGCGAP (w0)7 ca, (CGcGw (WO)))D (hipdtese,Cs)
Ca(Rog(wo, ca,(caey,, (o)) (Zre,, 4 transitiva,Cy, Cs)
Cs(p : ca,(caey, (Wo))) (Zege, Cr,Ca)
Co(Cap : ooy, (wo)) (Zcgr,CsCs)
Ci{CaCqp : wp) (Ze1, Co-Ce)
Cs(Cap — CaCq : wo) (Z_.1,C1-Cr)

Exemplo 4.17 Axioma4 para Dg: propriedade daintrospeccdo positivaque corre-
sponde a propriedade transitiva das relacdes de acessibilidade e ao axioma 4 da légica
do conhecimento tratada aqui. O caso papba;, para qualguer munday, é Dgp —
DeDey = wo. (Convem recordar que a relagé@o de acessibiliddtlg, dada no capitulo

1 é uma relacdo de equivaléncia, e, portanto, tem a propriedade de ser transitiva, o que
permite o desenvolvimento desta derivacéo).

Co() (dados iniciais)
C{[Dap : wp)) (hipotese(s)
Co{[Rpg (wo, dap,., (w0))]) (hipotese,Cr)
Cs([Rpg (dap,,, (wo), dag, (dap,,, (w0)))]) (hipotese,Cs)
Ci(Rpg(wo, da, (dap,,, (wo)))) (Zrp,, 4 transitiva,Co, Cs)
Cs(p : da,(dap,,, (w0))) (Zpg,C1,Ca)
Co(Day : dap,,, (wo)) (Zpgr1,Cs5-Cs)
C:{DgDgy : wp) (Zpg1,C2-Cs)
Cs(Dgy — DgDgp : wo) (Z_1,C1-Cr)

4424 Axiomad

Exemplo 4.18 Axioma para K;: propriedade daintrospec¢ao negatiyajue corre-
sponde a propriedade Euclideana das relac6es de acessibilidade e ao axidenk-
gica do conhecimento tratada aqui. Vale destacar que o simhofouma abreviagéo
para qualquer formula da forma A —¢. O caso parak;, para qualquer munday, é
Ko — K=K @ wp.
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Co() (dados iniciais)
G K < w)) (hipéteseC:,)
Co([Ri(wo, Ki_ ., (wo))]) (hipotese,Cyp)
Ca([Kip : ki, (wo)]) (hipétese(s)
Ca([Ri(wo, ki, (Ki_,, (w0)))]) (hipotese,Cr)
Cs(Ri(ki_x,,(wo), ki, (Ki_y. . (w0)))) (Zr,a Euclideana,Cs, Cy)
Co(p : ki, (Ki_g,,(w0))) (Zr: 1+ C3, Cs)
Cr(Kip : wo) (Zx,1,C4-Cs)
Cs(L : wp) (Za1,C1,Cr)
Co(~Kip : k’iﬁKW(wo» (Z-1,C3-Cs)
Cro{Ki=Kip : wo) (Zk,1,Ca-Co)
Cii(—~Kip — K=K : wp) (Z—1,C1-Cyo)

A propriedade dantrospecc¢ao negativieambém néo é valida para o operador epistémi-
€O E¢ (“todo mundo no grupd- sabe”). Isso pode ser compreendido pela intuicao de que
essa propriedade significaria que “se ‘nem todo mundo no grupabe’ um fato, entéo
todo mundo no grupé- sabe que nem todo mundo no grugcsabe esse fato”, o que,
intuitivamente, é falso, para qualquer mungo

Exemplo 4.19 Axioma5 para C: propriedade daintrospeccdo negativaue corre-
sponde a propriedade Euclideana das relagdes de acessibilidade e ao axaariégica

do conhecimento tratada aqui. O caso pdrg, para qualquer munday, é -Cgp —
Ce—Cayp : wy (Convém recordar que a relagéo de acessibiliddtie, dada pelo Lema

2.1 é uma relacao de equivaléncia, e, portanto, tem a propriedade de ser Euclideana, o
gue permite o desenvolvimento desta derivacdo. Além disso, o simlgolona abrevi-

acado para qualquer formula da forman —p).

Co() (dados iniciais)
Ci{[~Cap : wo)) (hipotese(s))
Co{[Reg (wo, €, (w0))]) (hipétese,Cy)
Cs([Cap : ca_cy,, (wo)]) (hipétese,Cy)
C4<[RCG (wOa CG, (CGﬁcGw(wo)))b (hipétese1C7)
Cs (RCG (CGﬂcho (wo), e, (Caocyye (w0))))  (Zre, 4 Euclideana,Cy, Cy)
Co(p : ca,(Cacy, (W) (Zogz:Cs,Cs)
C7<CG90 : u)O> (Zc1,CaCe)
Cs(L : wo) (Znr,C1,Cr)
Co(—Cap : e, (wo)) (Z-1,C3-Cs)
Cl()(CG_‘CG(P : w0> (ICGI, 02'09)
C11(=Cqp — Ca—Cqp : wo) (Z—1,C1-Cyp)

Exemplo 4.20 Axioma5 para D¢: propriedade daintrospecgdo negatiyaue corre-
sponde a propriedade Euclideana das relages de acessibilidade e ao axaaridgica

do conhecimento tratada aqui. O caso pdva, para qualquer munday, é -Dgp —
De—Dey : wy (Convem recordar que a relagéo de acessibiliddtje, dada no capitulo

1 é umarelagéo de equivaléncia, e, portanto, tem a propriedade de ser Euclideana, o que
permite o desenvolvimento desta derivacdo. Além disso, o simb&loma abreviacao

para qualquer férmula da forma A —p).
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Co() (dados iniciais)
Cu([=Dap : wo) (hipGtese(,)
Co{[Rpg (wo, dep,, (w0))]) (hipotese,Cy)
Cs([Day = da_p,..,(wo)]) (hipbtese,Cy)
Ci([Rpg(wo, da, (de_p,,, (w0)))]) (hipotese,Cr)
Cs(Rp,, (dgﬂDGw(wo) de(dgﬁDG%o(wo))» (IRDGA Euclideana,Cs,, Cy)
Co(p : da, (dp,, (wo))) (Zpgs:Cs,Cs)
Cr(Day : wo) (Zper1,Ca-Cs)
Cs(L - wo) (Znr,C1.Cr)
Co(—Dey : da_p,.,(wo)) (Z-1,C5-Cs)
Cio{Dc—Dgyp = wo) (Zpgr,Ca-Co)
Ci1(—Dgp — De—Dgy : w) (Z—1,C1-Cyo)

4.4.3 Derivacdes para Outras Propriedades dos Operadores Epistémicos

Exemplo 4.21 Esta derivacdo mostra a prépria definicdo semantica do operador episté-
mico E (“todo mundo no grupd~ sabe), considerando-se qualquer grupo de agentes
G ={1,2,...,n}, e qualquer munday. A férmula correspondente € representada por
Eqyp < N Kip, ou, em termos mais familiares a linguagem da logica epistémica
adotada neste trabalhdygp — Kio A Ksp A ... A K, wp.

Co() (dados iniciais)
Ci([Egp : wol) (hipotesely)
Co(Kp = wy, Kot wo, ..., Kpg : wo) (Ze.e, Co)
Cs(Kip AN EKop A ... NKyp i wp) (Zrr,Ch)

Ci(Egp — K1p N Koy A ... AN Kpp : wo) (Z_1,C1-C3)
Cs([Kip AN Koo A ... AN Kp : wol) (hipbtese(s)
Co(K1¢ : wo, Ko : wy, ..., Kpp : wo) (Zrg,Cs)
Cr(Egy : wo) (Zrer: Co)

Cs(K1ip NEKap A ... N Ko — Egp : wo) (Z_1,C5-Cr)

Co(Ecp «— Kip N ... N Kpp: wp) (Zar,C4,Cs)

Exemplo 4.22 A seguinte derivagdo demonstra o teorema que define o conceito de co-
nhecimento comum como uma solu¢éo de uma equacao de ponto fixo [FAGR5k-
Eq(p A Cap) : wo, para qualquer munda.
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Co () (dados iniciais)
([ngo wo)) (hipotese(y)
Co(CeCqip = wp) (Exemplo 4.16 (axiomd), C;)
CS<EGSO wO) (ICGEG,C1)
Ci(EqCap : wo) (Zcy ks, Co)
Cs(Eqyp N EcCa = wy) (Zn1,C5,Cy)
Co(Ec (¢ A Cap) : wo) (Exemplo 4.4(;)
C7(Cap — Eg(o N Cgp) : wy) (Z_.1,C1-Cy)
Cs([Ec(p N Cap) = wo) (hipétese(»)
Co(Egp N EcCap = wp) (Exemplo 4.4(5)
Cl()(E(;Cgtp . w0> (I/\E7C9)
C11{Cqp : wo) (Exemplo 4.12 (axiomd), Cy)
Ci12(Eq(p A Cap) — Cgp : wp) (Z—1,Cs-C11)
C13(Cqp « Eq(o A Cap) : wo) (Zrr,Cr,Cr2)

Exemplo 4.23 A derivacdo a seguir mostra que o conhecimento distribuido em um grupo
(conjunto) unitario de agentes é equivalente ao conhecimento individual desse Unico
agente do grupo. A prova esta fundamentada na definicdo da relagéo de acessibilidade
que define o conhecimento comuRp(): essa relagéo € a interseccéo das relacdes de
todos os agentes do grupo (conjunto) em questdo. Assim, no caso de um grupo unitario
(G = {i}), a interseccéo das relagbes dos agentes corresponde a prépria relacdo de
acessibilidade individual do agente (relacd). A propriedade pode ser enunciada
comoDy; K : wy, para todo munday.

Co() (dados iniciais)
" C{[Dgiyp : wol) (hip6tese(s)
Co([Ri(wo, ki, (wo))]) (hipbtese(s)
Cs(Rpy, (wo, ki, (wo))) Zr.rp,,, - C2)
Calp ki, (wo)) (Zpgr,C1,Cs)
Cs(Kip Wo) (Zk,1,Co-Cy)
Co(Dinyp — Kip : wo) (Z_.1,Ci-Cs)
Cr{[Kip : wo)) (hipotese(;,)
Cs([Rp,,, (w0, da, (wo))])  (hipGteseCss)
Co(R;i(wo, dg,(wo))) (Zrp,, r, Cs)
C10<90 : dGQ (w0)> (IKiE,C7,C9)
C11(Dyiyep : wo) (Zpe1,Cs-Cio)
C12< Y — D{z}SD wo) (Z—1,C7-C11)
C13(Dyiyp < Kip = wo) (Znr,C7-Ci2)

Exemplo 4.24 A definicdo axiomatica [FAG95] [HM92] do conhecimento distribuido
diz que um grup@- = {1,2,...,n} tem conhecimento distribuido de um fatse cada
agente; do grupo sabe de um fato qualquere a conjungéo desses fatos permite afirmar
o fatop. Em outras palavras, se a conjuncaodéatosy; implica um fatop, entdo, se
cada agenteé em um grupd- souber um dessesfatos,;, entao isso implica que o grupo
G tem conhecimento distribuido do fato Ou seja, no caso de um unico agente (isto €,
n = 1), 0 conhecimento distribuido sé reduz o conhecimento, ou sejaiyale «— K;o.
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Em termos proposicionaig ;... ¢,) — ¢) — (Kip1...K,pn) — Dgy) : wo,
considerando-se qualquer conjunto de agerttes= {1,2,...,n}. Convém recordar

que a relagéo de acessibilidade,, dada no capitulo 1 € uma relagéo de equivaléncia,

e, portanto, tem a propriedade da reflexividade, o que permite o desenvolvimento desta
derivacéo.

Co() (dados iniciais)
Cil{l(pr Apa Ao oon) = @ = wyl) (hip6tese(;,)
Co([K1p1 A Koo A ... A Kyop = wol) (hipotese()
Cs(Kyp1 : wo, Kops : wo, ..., Kyop : wo) (Zrg,Co)
Ca{[Rpg (wo, da, (wo))]) (hipotese(y)

C5 <R1 (WOade (WO)),RQ(WO,de (WO))v e ,Rn((U(th‘P (WO))> (IRDGRi7C4)
Co(w1 : da,(wo), p2 : da,(wo), - - - n : da,(Wo)) (Zrk:5:C3,Cs)

Cr{lort Npa Ao Ny = dg, (wo)) (Zr1,Co)
Cs(p : dg,(wo)) (Z_g,C1,Cq)
Co(Dgyp : wo) (Zpe1,Ca-Cs)
Cro{(K1p1 AN Koo A ... N Kyip) — Do = wo) (Z-1,Ca-Cy)
Cii{((e1A. .. App) =) = ((K1p1 A . .AKppn) — Daw):wo) (Z_1,C1-C0)

Exemplo 4.25 Uma propriedade que relaciona o conhecimento individual dos agentes
ao conhecimento comum de um grugem que 0 agente esteja inserido € a seguinte
[HUT2000]: K;Cgyp < Cgy : wy, para qualquer munday.

Co() (dados iniciais)
Ci([KiCap : wp)) (hipotesely)
Co(Ri(wo, wo)) (Zg, 4 reflexiva)
C3(Cayp : wo) (Zx,E,C1, Co)

Ci{(K;Cqp — Cap : wp) (Z_1,C1-Cs)
C5([Cayp : wo)) (hipbtese(s)
Ce(CaCop : wo) (Exemplo 4.16 (axiomd), Cs)
Co{EcCayp : wo) (ZegEs, Co)
Cs(K;Cap = wo) (Zeer, Cr)

Co(Cap — KiCgyp : wo) (Z-1,C5-Cs)

Ci0{K;Cgp < Cayp : wy) (Znr,C4,Cy)

Exemplo 4.26 Outra propriedade que relaciona o conhecimento individual dos agentes
ao conhecimento comum de um grugem que 0 agente esteja inserido € a seguinte
[HUT2000]: CqK;p <« Cgyp : wg, para qualquer munday.
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Co() (dados iniciais)
CU[CeKip - wo)) (hipétese(s)
Co([Reg (wo, ca, (wo))]) (hipotese(s)
C3(Kip : cg, (wo)) (Zegp: €1, Co)
Ca(p : cg,(wo)) (Exemplo 4.11 (axiomd"), Cs)
Cs(Cayp : wo) (Zegr,CaCy)
Ce(CoKip — Cgp : wp) (Z_1,C1-C5)
C([Cayp : wol) (hipotese(y,)
Cs([Rey; (wo, ca, (wo))]) (hipotese(;s)
Co(CCqyp : wp) (Exemplo 4.16 (axiomad), C;)
Cio(Cay : cg,(wo)) (Zowe, Cs, Co)
Cii(Eay : ca,(wo)) (Zeyeg,Co)
Cia(Kip : G, (wo)) (ZeeE,Ci1)
Cl3<OGKzSO : W0> (16’01768'612)
C14(Cap — CaK;p = wo) (Z-1,C7-C13)
Ci5(CaKip +— Cap : wo) (Zrr,Cs,C14)

Exemplo 4.27 Este € um exemplo de derivagdo aplicada apresentado em [HUT2000]:
C(pVq), K1(KspV Ky—p), K1—Keq F Kip : wy, para qualquer munde,. Isso significa
gue, se € conhecimento comum gueq; e 0 agentel sabe que o agentzsabe se é
verdade e também sabe que o agentgio sabe que € verdade; entdo o agentesabe
qguep é verdade.

Co(C(pV q) : wo, K1(Kap V Ky—p) = wo, K1—K5q = wp) (dados iniciais)
Ci(CKs(pV q) : wo) (Exemplo 4.26()
Co(EK,(pV q) : wo) (Zeges: Ch)
C3(K1K5(p V q) : wo) (Zeer,Co)
Ca([R1(wo, k1, (wo))] (hipbtese(s)
C5(K2(pV q) : k1, (wo), Kop V Ko : ki, (wo), ~K2q : k1, (wo)) (Zr, 5, Co, C3,Cy)
Ce([Kap : klp (wo)]) (hip6tese(;;)
Cr(p : k1, (wo)) (Ex.4.7 (AX.T),Cs)
Cs([Kop : ki, (wo)]) (hipotese(;;)
Co([—p : k1, (wo)]) (hipbtese(y4)
Cro{[Ra(k1, (wo), k2, (k1,(wo)))]) (hipotese(s)
Cir(—p : kg, (k1,(w0)),pV q: ks, (K1, (w0)))) (Zk,E,Cs,Cs,Cr0)
Ci2(q : ko, (k1,(wo))) (PC.C11)
Ci3(K>q : klp (wo)) (Zko1, C10-Ci2)
Cra(L : k1, (wo)) (Znr,Cs,C13)
Ci5(~p: ka,, (wo)) (Z-1,Cy-C14)
Ci6(p ka,, (wo)) (Z-5,Ci5)
Cir(p : k1, (o)) (ZvEe, Cs,C6-Cr,Cs~Ci6)
Cls<K1p : wo) (IKlla C4'Cl7)
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5 APLICACAO DO SDK NA REPRESENTACAO DE CO-
NHECIMENTO

Neste capitulo, sdo apresentados alguns problemas tipicos da area de raciocinio sobre
conhecimento em sistemas distribuidos (multiagentes) com o objetivo de estudar a via-
bilidade da utilizacdo do sistema de deducé&o natural rotulada para epistémicas proposto
para aplicacfes classicas da referida area de pesquisa. Cada problema selecionado é de-
scrito e analisado de acordo com as propriedades do conhecimento envolvidas em sua
formalizacdo, e tem sua solugcéo provada, utilizando-se o sistema de deduc¢éo proposto
neste trabalho.

5.1 Wise Men Puzzle

Para owise men puzzj@uquebra-cabeca dos homens sdb@dapresentada uma de-
scricao do problema, seguida da sua formalizacao e resolucao, utilizando-se logicas para
representacao do conhecimento. Tanto a descri¢cdo do problema, como a sua formalizagéao
e sua solucao, sao baseadas na apresentacao de [HUT2000].

e Existem trés homens sabios e um rei que tem trés chapéus vermelhos e dois chapéus
brancos. E conhecimento comuarsabido por todos e sabido ser sabido por todos,
etc. — que existem trés chapéus vermelhos e dois chapéus brancos. O rei coloca
um chapéu na cabeca de cada um dos trés sabios.

Cada um dos homens vé a cor dos chapéus dos outros dois homens, mas nao pode
ver o seu proprio chapéu. Entdo o rei pergunta a um de cada vez (em sequéncia) se
eles sabem a cor do chapéu que esta na sua cabeca. Supfe-se a situacdo em que o
primeiro séabio diz que ndo sabe; o segundo diz que ndo sabe; entdo o terceiro diz
que sabe.

Pergunta-se: Como o terceiro homem soube qual a cor do seu chapéu? Qual é a cor
do chapéu do terceiro sabio?

Uma explicacdo inicial € dada em termos relativamente informais, segundo a apre-
sentacdo de [HUT2000]: Para responder a essas questdes, sdo enumeradas as sete pos-
sibilidades existentes, usando V para denotar chapéu vermelho e B para denotar chapéu
branco:

sabiol Vv Vv Vv Vv B B B
sabio2 Vv Vv B B Vv Vv B
sabio3 Vv B Vv B Y, B \
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Por exemplo, V B B refere-se a situagdo em que o primeiro homem tem um chapéu
vermelho, o segundo tem um chapéu branco, e o terceiro também tem um chapéu branco.
A oitava possibilidade, B B B, € impossivel pelo fato de que existem apenas dois chapéus
brancos.

Para raciocinar sobre isso a partir dos pontos de vista do segundo e do terceiro homem,
sabe-se que, quando eles ouvem o primeiro homem falar, podem descartar a possibili-
dade de ser verdadeira a situacao V B B, porque, se fosse o0 caso dessa situacéo, entéao
0 primeiro homem, vendo que 0s outros estavam usando chapéus brancos e sabendo que
h& apenas dois chapéus brancos, teria concluido que o seu proprio chapéu teria que ser
vermelho. Como ele disse que nao sabia, a situacédo verdadeira ndo pode ser V B B.
Destaca-se que o segundo e o terceiro homem devem ser inteligentes para fazer esse
raciocinio; e eles devem saber que o primeiro homem é inteligente e fala a verdade tam-
bém. No jogo, assume-se a honestidade, a inteligéncia e a percep¢do dos homens como
sendo conhecimento comumsabido por todos e sabido ser sabido por todos, etc.

Quando o terceiro homem ouve o segundo homem falar, ele pode descartar a possi-
bilidade de a situacdo verdadeira ser B V B, por razdes parecidas: se esse fosse o caso, 0
segundo homem teria dito que ele sabia que a cor do seu chapéu é vermelha, mas ele ndo
disse isso. Além disso, o terceiro homem também pode descartar a situagéo V V B quando
ele ouve a segunda resposta, pela seguinte razdo: se o segundo homem tivesse visto que
0 primeiro estava usando um chapéu vermelho, e o terceiro um chapéu branco, ele teria
sabido que a situacao deveria ser V B B ou V V B; mas ele teria sabido, pela resposta do
primeiro homem, que a situacao ndo poderia ser V B B, entéo ele teria concluido que era
V'V B e que ele proprio estava usando um chapéu vermelho; mas ele ndo chegou a essa
conclusao, entdo, pensa o terceiro homem, a situa¢ao nao pode ser V V B.

Tendo ouvido os dois primeiros homens falarem, o terceiro homem tinha eliminado
as situagcbes VB B, BV B e VV B, deixando apenasVVV,VBV,BVVeBBW
Em todos esses casos, ele proprio esta usando um chapéu vermelho, entéo ele conclui que
estd usando um chapéu vermelho.

O homem aprendeu muito ao ouvir 0s outros homens falarem. Deve ser enfatizada
novamente a importancia da suposicao de que eles dizem a verdade sobre o seu conheci-
mento e sao perspicazes e inteligentes o suficiente para chegar a conclusdes corretas. Por
isso, ndo é suficiente que os trés homens sejam verdadeiros, perspicazes e inteligentes;
eles devem saber que os outros o séo, e esse fato também deve ser sabido, etc. Portanto,
tudo isso € assumido como sendo conhecimento comum.

Para formalizar esse problema, especificamente a situacdo descrita, em que as re-
spostas sdo, na ordem, “nao sei”, “nao sei” e “sei: € vermelho”, [HUT2000] considera que
p; significa que o homemtem um chapéu vermelho; entép; significa que o homem
tem um chapéu branco. Sdja conjunto de férmulas

{C(p1 V2V ps3),
p1— K2p1), C(_‘Pl — Ky—py),

C(ps — Kapsz), C(—ps — Ky=ps3)}.
Isso corresponde a configuracdo inicial: € conhecimento comum (de todos) que um
dos chapéus tem que ser vermelho e que cada homem pode ver a cor dos chapéus dos
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outros dois homens. A declaracédo de que o primeiro homem nao sabe a cor do seu proprio
chapéu leva em conta a formulg—Kp; A —K;—p;) e ocorre de maneira semelhante
com o segundo homem.

Umatentativa ingénudHUT2000] de formalizar o problema dos homens sabios seria
simplesmente provdr, C(=Kip; A = K1—p1), C(=Ksps A = Ks—pe) B Ksps, Assim, se
I' é verdade, e as declaracdes sao feitas, entdo o terceiro homem sabe que seu chapéu
€ vermelho. Entretanto, isgalha por ndo capturar o fato de que o tempo passa entre
as declara¢desO fato de queC'—K;p; € verdadeiro depois da primeira declaragdo ndo
significa que seja verdadeiro depois de algumas declaragdes subsequentes. Por exemplo,
se alguém anuncia,, entaoCp; torna-se verdadeiro.

A razdo pela qual essa formalizacao € incorreta, entdo, € que, embora o conhecimento
aumente com o tempo falta de conhecimento ndo cresce com o tempo. Se alguém sabe
v, entdo (assumindo qyendo muda) esse alguém sabera disso até o ultimo instante; mas
se alguémao sabey, pode ser queaibaisso no préximo instante, pois poddquirir
mais conhecimento

Para formalizar corretamente o problema dos homens sabios, é necessario dividi-lo
em duas implicacdes, cada uma correspondendo a uma declaracdo. Quando o primeiro
homem declara que ndo sabe qual é a cor do seu proprio chapéu, uma certa formula
positivatorna-se conhecimento comum. O raciocinio informal apresentado explicou que
todos os homens poderiam entéo descartar a situacéo V B B poisydade V ps, iISSO
os leva ao conhecimento comumygev ps. Portanto,p € apenag, V p3, € € necessario
provar a implicacao

Implicacéo 1.I', C(—Kypy A = K1—p1) = C(pa V p3).

Uma prova desse seqiente pode ser encontrada na Figura 5.1. As derivacdes que estao
justificadas com a expressdo “PC” resumem em um sO passo uma sequéncia de derivacdes
da l6gica proposicional, ndo envolvendo, portanto, operadores epistémicos pLomo
€ uma férmula positiva, elpersiste com o tempe pode ser usada em conjungéo com o
segundo anuncio para provar a conclusdo desejada (Figura 5.2):

Implicagdo 2.I', C'(py V p3), C(—Kapz A 7 Ka—p2) = Ksps.

Esse método exige um pensamento cuidadoso: dada uma declaracdo de informagéo
negativa (tal como um homem declarando que nao sabe qual é a cor do seu chapéu),
€ necessario descobrir quais formulas de conhecimento positivo podem ser derivadas a
partir dessa, e tal conhecimento tem que ser suficiente para permitir prosseguir para a
proxima rodada (ou seja, fazer até mais progresso em direcdo a resolucdo do quebra-
cabeca).

Comop, V p3 € uma formula positiva, ela persiste com o tempo e pode ser usada
na conjuncdo com a segunda sentenga para provar a conclusédo desejada; v
p3), C(~Kaopa A =Ka—ps) b Kips (Figura 5.2).

Na Figura 5.3, € mostrada uma formalizacdo para uma varianiesgomen puzzle
conhecida comawo wise men puzzleelo fato ébvio de envolver apenas dois homens
sabios na histdria. A implicagéo correspondente é a seguintk; (p; V ps), Ko (—py —
Ki1—p9), KomK1py Fspr Kapo. Esta prova segue a formalizagéo dada por [HUT2000] e
é visivelmente mais simples do que o problema original, o qual envolve, obrigatoriamente,
duas implicacgdes.
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I C(=Kypy A —Ki=p1) F C(p2 V p3)

Co(C(p1 V p2 V p3) = wo, C(p; — Kjp;) = wo,

C(—pi — K;=p;) : wo, C—K1—py = wo, C=K4py : wp) (dados iniciaisj # 7)
Cy <[RCG (wOv CpaVps (WO))D (hipéteseCIS)
Co([—pa A —p3 = wo)) (hip6tese(;s)
C3<ﬂp2 — K172 © Cpyvps (wo) —p3 — K173 1 Cpyvps (w0)> (ICGE,CO,Cl)
C4<_'p2 CpaVps (w0> “P3 : Cpyvps (w0)> (I/\E?C2)
C5<K1_'Z72 wo, K17P3 1 Cpyvps (w0)> (Z-£g,C3,C4)
Co(K1—p2 A K173 @ Cpyups (wo)) (Zr1,Cs)
Cr(p1V P2V P3 i Cpyups (Wo)) (Zcg e, Co, Ch)
CS <R1 (szvps (w())v CpaVps (WO)» (IRlA reﬂeXiva)
C9 <p CpaVps (WO» (PC ) C27 C7)
Cio(Kip1 : wo) (Zk,1,Cs-Co)
Cri(~K1p1 : Cpyvps(wo)) (Zc e, Co, C1)
Cra(L : cpyvps(wo)) (Zrr,Ci0,C11)
C13{=(=p2 A —p3) : Cppvps(wo)) (Z-1,Co-C12)
Cl4<p2 Vi ps: Cpavps (w0)> (PC,Clg)
Ci5(C(p2 V p3) : wo) (Zcor,Ci-Cra)

Figura 5.1: Implicacéo 1 do Wise Men Puzzle

I',C(pa V ps), C(mKaps AN " Ko—ps) F Ksps

Co(C(p1 V p2 Vp3) :wo,Cp2 V p3) : wo, C~ Kyt wo,

C(—pi — Kj=p;) : wo, C=Kaps : wo, C(pi — Kjpi) : wo) (dados iniciais)
C1(CKy(p2 V p3) : wo) (Exemplo 4.26(,)
Co(E(—ps — Ky—p3) : wo, E-Kaps : wo, EK>(pa V p3) : wo) (Zcy e, Co, Ch)
C3(K3(—p3 — Ka—p3) :wo, K3~ Kopa :wo, K3 Ka(p2Vp3) :wo) (ZeyE, Co)

Ca([R3(wo, ks, (wo))]) (hipotese(;s)

Cs(p3 — Ka=p3 ks, (wo), 7 Kap2 ks, (wo), Ka(p2Vps):ks,, (wo)) (Zxyr,C3,Ca)

Co([—ps : k3, (wo)]) (hipbtese(;s)

Cr(Kamps : ks, (wo)) (Z-£,Cs,Cs)

Cs([Ra(ks,, (wo), Ka,, (K3, (wo)))]) (hipotese(y,)
Co(—ps : k?2p2(k?3p3 (wo)),p2 V p3 k2p2(l€3p3 (w0))) (Zk,5,C5,C7,Cs)
Cio(p2 : ko, (ks (wo))) (PC,Cy)

Cri(Kapy : k3, (wo)) (Zk,1,Cs-Cro)

Ciz(L : k3, (wo)) (Zn1,Cs5,C11)

Ci3(—=—ps3 : k:’,p3 (wo)) (Z-1,C6-Ci2)

Cra(ps : 'Ifzap3 (wo)) (Z-5,Ci3)
C15(K3ps3 : wo) (Zrs1,Ca-Ch4)

Figura 5.2: Implicagéo 2 do Wise Men Puzzle
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KoK (p1 V pa), Ka(—p2 — K1—p2), Ko—Ki1p1 Fspr Kopo

Co(K2K1(p1Vp2):wo,K2(—p2 — K1—p2) :wo, Ko~ K1p1 :wo) (dados iniciais)

Ci([Ra(wo, ka,, (wo))]) (hipotese(s)
Co(K1(p1Vp2):ka,, (wo),~p2— K1=p2:ka,, (wo), 7 Kip1:ks,, (wo)) (Zr» 5 Co, C1)
Cs([—p2 : k2, (wo)]) (hipotese(g)
Ca(K1-p2 : kg, (wo)) (Z-E,C2,C5)
Cs([Ri(k2,, (wo), k1, (k2,, (w0)))]) (hipétese(s)
Co(—p2 : k1, (2, (w0)),p1V p2 : k1, (K2, (w0))) (Zr,B,C2,C4,C5)
Cz(p1 : K, (K2, (w0))) (PC,Cs)
Cs(K1p1 : ka,, (wo)) (ZTk,1,C5-Cr)
Cg(J_ : k2p2 (wo > (I/\[,CQ,Cg)
Cio{——p2 : k2, (wo)) (C-1,C3-Cy)
Cr1(p2 : k2, (wo)) (Z-k, C1o)

C12(K2p2 : wo) (Zk,r1,C1-Ci2)

Figura 5.3: Two Wise Men Puzzle

5.2 Muddy Children Puzzle

Este problema € uma das muitas variacdes do quebra-cabeca dos homensvgEhios (
men puzzleapresentado anteriormente); uma diferenca € que as perguntas sédo respondi-
das em paralelo, ndo em seqiéncia. Também é um bom exemplo da sutileza que surge nas
distingdes entre varios estados de conhecimento que podem estar envolvidos no raciocinio
sobre o conhecimento de um grupo.

Este problema sera descrito e analisado de acordo com as propriedades do conheci-
mento envolvidas em sua formalizagdo, com base em [FAG95] e [HUT2000]. A abor-
dagem de [HUT2000] é utilizada para a descricdo do efetivo processo de formalizacao
do muddy children puzzjes a sua solucéo é provada, utilizando-se o sistema de deducéao
proposto neste trabalho.

e Ha um grupo de criancas brincando no jardim. Sua percepc¢ao, honestidade e in-
teligéncia sdo um conhecimento comum a todos, ou seja, isso é verdadeiro, sem
gue se precise dizé-lo. Um certo numero de criancas (por exelpioou suja de
lama na testa.

A mae dessas criancas disse-lhes que, se ficassem sujas, haveria consequéncias
sérias. Entdo, é claro, cada crianca quer ficar limpa, mas também adoraria ver as
outras ficarem sujas. Durante a brincadeira, algumas das criancgas, por exemplo,
k criangas, ficou com barro na testa. Cada crianga pode ver o barro na testa das
outras, mas ndo na sua propria testa. Portanto, evidentemente, ninguém diz nada
para ninguém.

Sek > 1, entdo cada crianca pode ver uma outra com lama na testa, entdo cada
uma sabe que pelo menos uma no grupo esta suja de lama. Sao considerados estes
dois cenarios:

Cenario 1 O pai das criancas chega e pergunta algumas vezes “Alguém de vocés
sabe se estda com lama na testa?”. Na primeira vez, todas elas vaonatizeras,
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diferente do exemplo dos homens sabios, eksaprendem ao ouvir as outras
dizeremnag, entdo prosseguem respondendo as perguntas repetidas do pai.

Cenario 2 O pai anuncia primeiro que pelo menos uma delas esté suja de lama
(o que é algo que eles ja sabem) fse- 1); e entdo, como antes, ele pergunta
repetidamente “Alguém de vocés sabe se esta com lama na testa?”.

Assumindo que todas as criangas sao perspicazes, inteligentes, sinceras, e que re-
spondem simultaneamente, pergunta-se o que acontecera.

Na primeira vez, todos responderéo. Por isso, eles prosseguem respondemim
as primeirasc-1 repeticbes da mesma questdo; mag{&sima vez, a crianca que esta
com lama na testa pode responsien

O exemplo oferecido por este problema envolve a incerteza relacionada a utilizacéo da
semantica dos mundos possiveis de Kripke. Supde-se que Alice vé que Bob e Carlos tém
barro na testa e que todas as outras criangas nao tém. Isso permite a ela eliminar todos os
mundos possiveis menos dois: um em que ela, Bob e Carlos tém barro na testa, e nenhuma
outra crianca tem, e outro em que Bob e Carlos tém barro na testa, e ela e as outras criancas
nao tém. Em todos os mundos que Alice considera possiveis (isto €, nesses dois mundos),
Bob e Carlos tém barro na testa e todas as criancgas, exceto Bob, Carlos e ela prépria, ndo
tém. A incerteza de Alice refere-se somente a sua propria testa; sua incerteza é refletida
no conjunto de mundos que ela considera possiveis. Como foi enunciado anteriormente,
deduz-se que, ao ouvir as criangas responderem as duas primeiras perguntas do pai, Alice
sera capaz de eliminar um desses dois mundos possiveis e sabera se tem ou ndo barro na
sua propria testa, e prova-se que, kdsprimeiras vezes que o pai fizer a pergunta, todas
as criangas vao dizer “N&o”, mas entdokn@sima vez, as criangas que estiverem com
barro na testa vao responder “Sim”. Esta prova € mostrada na Figura 5.8.

A primeira vista, pode parecer estranho que os dois cenarios sejam diferentes, dado
gue a Unica diferenca nos eventos conduzidos entre eles esta em que, no segundo cenario,
0 pai anuncia algo que eles ja sabem. Seria errado, entretanto, concluir que as criancas nao
aprenderam a partir dessa declaracdo. Embora todas soubessem o conteudo da declaracao,
o fato de o pai dizer isso torna isso conhecimento comum entre todos, entdo agora todos
sabem que todos sabem disso, etc. Essa € a diferenca crucial entre os dois cenarios.

Para entender cenario 2 consideram-se alguns poucos casostdeA “prova”
referida é dada por inducédo etn Parak = 1, isto é, apenas uma crianca tem lama
na testa, o resultado € ébvio: a Unica crianga que tem barro na testa vé que nenhuma outra
esta embarrada. Como ela sabe que existe pelo menos uma crianga com barro na testa,
ela conclui que deve ser ela propria. Essa crianca esta imediatamente apta a responder
sim, pois ela ouviu o pai falar e ndo vé nenhuma outra crianca suja de lama. Esta prova &
mostrada na Figura 5.7.

Porém, supondo que = 2, h4 apenas duas criancas embarradasb. Cada uma
delas responde “N&o” na primeira vez, por causa do barro na testa da outra. Mas, quando
b diz “Nao”, a se da conta de que deve estar embarrada, pois, caso coritrsatmeria
gue ela mesma era quem estava com barro na testa e responderia “Sim” na primeira vez.
Em outras palavras, nesse momentpgnsa: comé respondeundona primeira vez, ela
deve ter visto alguém de nds sujo de lama. Bem, a Unica pessoa que eu consigo ver com
lama éb, entdo sé vé mais alguém com lama, esse alguém devo ser eu mesma.«eEntao
respondesimna segunda vez. kEfaz 0 mesmo raciocinio, ou seja, a criamgaciocina
de maneira simétrica sobtiee também respond#mna segunda rodada.
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Supondo entdo que= 3, ha trés criancas embarradasb e c. Todos respondeméo
nas duas primeiras vezes. A criangpensa como segue. Assumindo que eu nao tenho
barro na minha testa, entéo, pelo raciocinio que eu fiz caso houvesse duas criangcas com
lama na testak(= 2), tantob comoc responderiam “Sim” na segunda vez, isto €, skeso
c estdo com lama, eles teriam respondidona segunda vez, conforme o argumento para
k = 2 acima. Quando eles nao fizeram iss®e da conta de que a hipotese era falsa, e
gue entdo deve haver uma terceira pessoa com lama; €stmpode veb e c com lama,
a terceira pessoa devo ser eu mesmakntaoa respondesimna terceira vez. Por razdes
simétricasp e c fazem o mesmo. O argumento para o caso geral (para outros valores de
k) procede na mesma linha.

Seja o fato de que “pelo menos uma crianca tem barro na testa” denotaglo er
k > 1, isto €, mais de uma crianga tem barro na testa, entdo todas as criangas podem ver
pelo menos uma crianga que tem barro na testa, e, inicialmente, todas as criangas sabem
p. Portanto, poderia parecer que o pai ndo ofereceu as crianc¢as qualquer informacao nova,
e portanto ele ndo deveria precisar dizer a elapoate quandd: > 1. Mas isso é falso.
Se o0 pai ndo anunciar(como é o caso n@enario J), as criancas que tém barro na testa
nunca poderiam concluir que a sua prépria testa esta com barro.

Eis um esboco da prova: Prova-se, por inducdogemue, ndo importa qual seja
a situacao, isto €, ndo importa quantas criangas tenham barro na testa, todas as criangas
respondem “N&o” agprimeiras perguntas do pai. Claramente, ndo importa quais criancas
tenham barro na testa, todas respondem “N&o” a primeira pergunta do pai, pois uma
crianca nao pode distinguir uma situacdo em que ela tem barro na testa de outra situacéo
gue € idéntica a essa em todos 0s aspectos, exceto que ela ndo tem barro na testa. O
passo de inducgéo é parecido: Pela hipétese de inducéo, as criancas respondem¢N&ao” as
primeiras perguntas do pai. Portanto, quando o pai faz a sua pergunta pelgésima
vez, a crianga ainda ndo pode distinguir uma situacdo em que tem barro na testa de outra
gue € idéntica em todos o0s aspectos, exceto que ela ndo tem barro na testa, pois, pela
hipétese de inducédo, as criancas vao responder “Naq"@sneiras perguntas do pai
tanto se a criangativer barro na testa como se néo tiver. Portanto, novamente, ela n&o
sabe se sua propria testa estd embarrada.

A situacao é resumida por [FAG95], dizendo que o anuncio do pai deu as criangas
conhecimento comum de (o fato de que pelo menos uma crianga esta com barro na
testa), embora o raciocinio feito pelas criancas supde que muitos outros fatos que eram
conhecimento comum a todos ja existiam no grupo, por exemplo, o pai sempre fala a
verdade; todas as criancas podem e realmente ouvem o pai; todas as criancas podem e
realmente véem quais das outras criancas além delas proprias tém barro na testa; nenhuma
das criancgas pode ver a sua propria testa; todas as criancas sempre falam a verdade; e todas
as criancas sao (extremamente) inteligentes.

Um pouco mais de reflexdo revela que o conhecimento comum surge aqui por causa
da naturezaublicado anuncio do pai. Grosso modo, 0 anuncio publice gelo pai
coloca as criangcas em uma situagcao especial, aquela com a propriedade de que todas as
criangas tanto sabem qué verdade quanto sabem que elas estdo nessa situacéo. Pode-se
mostrar que, sob tais circunstancia®g conhecimento comum [FAG95].

Observa-se que o conhecimento comum ndo surge porque as criangas, de alguma
forma, deduziram cada um dos faté%p um por um. Se isso fosse verdade, entdo,
provavelmente, seria necessaria uma quantidade de tempo infinita para se obter conheci-
mento comum. O conhecimento comum surge todo de uma s6 vez, como um resultado de
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as criangas estarem em usituacao especiatomo essa ddeclaracdo publicalo pai.

5.2.1 Solucdo Baseada em Modelos

Uma caracteristica que facilita o entendimento da complicada rede de conhecimentos
envolvidos no problema é a representacéo gréafica de cada situacdo por meio de uma es-
trutura de Kripke semelhante a um grafo. Essa técnica de solucéo, baseada nos modelos
de [FAG95] para esclarecer a do problema, permite a visualizagao tanto dos estados do
conhecimento do grupo de criangas quanto da evolugéo desses estados.

Primeiro considera-se a situacao antes de o pai falar. Supondo-se que existam
ancas juntas, sendo numeradaside ., n. Algumas das criancas tém barro na testa, e
as outras ndo. Pode-se descrever uma situacdo possivel por-upta de Os e 1s da
forma(zy,...,z,), onder; = 1 se a criangatem barro na testa,.& = 0 caso contrario.
Portanto, se: = 3, entdo uma tupla da formd, 0, 1) diria que precisamente a crianca
1 e a crianga 3 tém barro na testa. Supde-se que a situagao real € descrita por essa tu-
pla e procura-se descobrir quais situacdes a crianca 1 considera possiveis antes de o pai
falar. Como a crianca 1 pode ver a testa de todas as criancas além dela propria, sua Unica
duavida é sobre se ela prépria tem barro na testa ou ndo. Portanto, a crianca 1 considera
duas situagdes possiveid; 0, 1) (a situagéo real) €, 0, 1). De maneira semelhante, a
crianga 2 considera duas situacdes possiveis), 1) e (1,1,1). Em geral, uma crianga
i tem a mesma informacdo em dois mundos possiveis exatamente se essas informacoes
concordam em todos 0s componentes exceto possivelmeigsimo componente.

Pode-se capturar a situacdo geral por uma estrutura de Khipkpie consiste de
2" estados, um para cada uma dagplas possiveis. Deve-se decidir primeiro quais
proposic¢des serdo incluidas na linguagem. Para raciocinar sobre se uma dada crianca tem
ou ndo barro na testa, adota-se o conjunto de proposi¢des prinditivag,, . . ., pn, v},
ondep; significa “a crianca tem barro na testa”, g significa “pelo menos uma crianca
tem barro na testa”. Portanto, define-se a satisfatibilidade de cada tupla no modelo como
(M, (xq,...,2,)) F p; Se e somente sg = 1, e (M, (zy,...,x,)) F p Se e somente se
z; = 1 para algumy. Evidentementey é equivalente @, v ... V p,, portanto seu valor-
verdade pode ser determinado a partir do valor-verdade das outras proposi¢des primitivas.
Nada impede de escolher uma linguagem na qual as proposicées primitivas ndo sejam
independentes [FAG95]. E conveniente adicionar uma proposicéo primitiva (neste caso,
p) que descreva a declaracdo do pai. Finalmente, definem-se as relaco&emo a
crianca considera um mundo possivel se ele concorda com todos 0os componentes exceto
possivelmente com 6ésimo componente, considera{sey) € R; exatamente seey
concordam em todos os componentes exceto possivelmeiesimo componente. Essa
definicdo tornaRk; uma relagédo de equivaléncia, e isso completa a descricdo do modelo
M.

Embora essa estrutura de Kripke possa parecer bastante complicada, ela realmente
tem uma representacéo grafica elegante. Ignorando-se os autolacos e os rétulos dos arcos
por um momento, obtém-se uma estrutura @maos, cada um representando um estado
do modeloM, ou seja, cada né (estado) é descrito por urugla de Os e 1s, tal que dois
nds sdo unidos por um arco exatamente se eles diferem em exatamente um componente.
Isso define um cube-dimensional. O casa = 3 é ilustrado na Figura 5.4 (na qual os
autolacos e as setas nos arcos sao omitidos).

Intuitivamente, cada crianca sabe quais das outras crian¢as tém barro na testa. Essain-
tuicdo é surge a partir da definicao formal de conhecimento. Por exemplo, é facil ver que,
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(1,1,1)
2 3‘ 1
(1,1,0)

(1,0,1) L (0,1,1)
3] 1 2 >3
(1,0,0) (0,1,0)
1 (0707 1) 2
3|
(0,0,0)

Figura 5.4: A estrutura de Kripke para o quebra-cabeca das criancas enlameadas

quando a situagao real(é,0,1), vale (M, (1,0,1)) F K;—p,, pois, quando a situagao

real é(1,0, 1), a crianca 2 ndo tem barro na testa nos dois mundos que a crianga 1 con-
sidera possiveis. De maneira parecida, Yale(1,0,1)) F K,ps: a crianga 1 sabe que a
crianga 3 tem barro na testa. Entretaritd, (1,0, 1)) F =K;p;. A crianga 1 ndo sabe se

ela propria tem barro na testa, pois, no outro mundo que ela considera pesfivel 1)

— ela ndo tem barro na testa. De fato, € conhecimento comum que cada crianga sabe se
cada uma das outras tem barro na testa ou ndo. Portanto, por exemplo, uma formula como
p2 — Kips, que diz que, se a crianca 2 tem barro na testa, entéo a crianga 1 sabe disso,
€ conhecimento comum. Também o fateg, — K;p-) é verdade em qualquer estado,
assim coma’(—p, — Kj1—ps), que ndo sdo demonstrados.

Considerando o que acontece depois de o pai falaque, como ja foi mencionado,
ja é do conhecimento de todas as criangas se existem duas ou mais crian¢as com barro
na testa, o estado do conhecimento muda, mesmo se todas as criangas ja.s&gem
n = 3, no mundo(1,0, 1), a crianga 1 considera a situag@g0, 1). Nesse mundo, a
crianga 3 consideré), 0,0) possivel. Portanto, no munda, 0, 1), antes de o pai falar,
embora todos saibam que pelo menos uma crianca tem barro na testa, a crianca 1 pensa
gue é possivel que a crianca 3 pense que € possivel que nenhuma das criancas tenha
barro na testa. Depois de o pai falar, torna&sehecimento comugue pelo menos uma
crianca tenha barro na testa. Pode-se representar a mudanca no estado do conhecimento
do grupo graficamente (no caso geral), simplesmente removendo o (9ofto. ., 0)
do cubo, obtendo um cubo “truncado”. (Mais precisamente, 0 que acontece € que 0 nd
(0,0,...,0) permanece, mas todos os arcos effiré, ..., 0) e os ndés com exatamente
um 1 desaparecem, pois é conhecimento comum que, mesmo se apenas uma criangca tem
barro na testa, depois de o pai falar, essa crianca ndo vai considerar possivel que ninguém
tenha barro na testa.) A situacao é ilustrada na Figura 5.5

A cada vez que as criangas respondem a pergunta do pai com “N&o”, o estado do
conhecimento do grupo muda, e o cubo € mais truncado. Considerando o que acontece
depois de as criancas responderem “Nao” a primeira pergunta do pai, todos 0s n0s com
exatamente um 1 podem ser eliminados. (Mais precisamente, 0s arcos para esses nos a
partir de n6s com exatamente dois 1s desaparecerao do grafo.) Os ndGs com um ou menos
1s ndo sdo mais atingiveis a partir de nés com dois ou mais 1s (Figura 5.6).

O raciocinio aqui é paralelo ao raciocinio da “prova” dada na histéria. Se a situacao
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(0,0,1)

(0,0,0)

Figura 5.5: A estrutura de Kripke depois que o pai fala

(1, 1, 1)
/3‘ \
(1,1,0)

(1,0,1) (0,1,1)
(1,0,0) (0,1,0)
(0,0, 1)

(0,0,0)

Figura 5.6: A estrutura de Kripke depois que o pai fala pela segunda vez
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real for descrita, por exemplo, pela tuglg 0,...,0), entdo a crianga 1 consideraria
inicialmente duas situagées possiveis?, ...,0) e(0,0,...,0). Umavez que o paifala,

€ conhecimento comum que, 0, ..., 0) ndo é possivel, entdo ela saberia que a situacéo

é descrita pof(1,0, ..., 0), e portanto saberia que ela propria tem barro na testa. Uma vez
gue todos respondem “N&o” a primeira pergunta do pai, € conhecimento comum que a
situagdo ndo pode sér, 0, ...,0). Um raciocinio semelhante permite eliminar qualquer
situagdo com exatamente um 1, o que € ilustrado na Figura 5.6. Portanto, depois de todas
as criancas responderem “Nao” a primeira pergunta do pai, € conhecimento comum que
h& pelo menoduascriancas com barro na testa.

Outros argumentos semelhantes podem ser usados para mostrar que, depois que as
criancgas respondem “Nad’vezes, pode-se eliminar todos os n6s com pelo mériss
(ou, mais precisamente, desconecta-los do resto do grafo). Pode-se, entdo, ter uma se-
guéncia de estruturas de Kripke que descrevem o conhecimento das criangas a cada passo
do processo. Essencialmente, o que vale é que, se, em algyrnonta-se conhecimento
comum que um nd é impossivel, entdo, para cadawmatingivel a partir de, o arco de
u parat (se existir um) é eliminado.

Depois dek rodadas de perguntas, € conhecimento comum que pelo refds
criancas tém barro na testa. Se a situacao verdadeira € descrita por uma tupla com exata-
mentek + 1 entradas de 1, entdo, antes de o pai fazer a pergunt&pela)-ésima vez,
aquelas criancas que tém barro na testa saberao a situacdo exata, e em particular saberéo
gue suas proéprias testas tém barro, e conseqiientemente responderdo “Sim”. Observe que
elas ndo poderiam responder “Sim” em nenhum momento anterior, pois até esse ponto,
cada crianca que tem barro na testa considerava possivel que nao tivesse barro na testa.
A definicdo dada aqui assume implicitamente que todgseosadoresaooniscientes
logicamenteisto €, eles sdo espertos o suficiente para computar todas as consequéncias
das informacdes que tém.

Considerando-se a situacdo em que o pai nap bicialmente (Cenario 1), o estado
do conhecimento das criangas nunca muda, ndo importa quantas vezes o pai faca a per-
gunta. Isso sempre pode ser descrito por um culdomensional. Depois de o pai falar,
a situacao é descrita por um cubalimensional. Quando o pai pergunta pela primeira
vez “Algum de vocés sabe se tem barro na prépria testa?”, claramente todas as criancas
dizem “N&o”, ndo importa qual seja a situacao real, pois em todas as situagdes, cada cri-
anca considera possivel uma situacao na qual ela tem e outra em que ndo tem barro na
testa. Como é conhecimento comum, antes de o pai perguntar, que a resposta sera “Nao”,
nao se obtém nenhuma informacéao a partir dessa resposta, e portanto a situacao continua
podendo ser representada por um cubdimensional. Agora uma inducgéo direta sobre
m mostra que € conhecimento comum que-&sima pergunta do pai também é respon-
dida com “Nao” (pois, no ponto em que o pai faz essa pergunta, ndo importa qual seja
a situacao, cada crianca considerara possivel outra situacdo na qual ela ndo tenha barro
na testa), e o estado do conhecimento depois que o pairfaésima pergunta ainda é
descrito pelo mesmo cubo.

5.2.2 Formalizacao do Problema

A abordagem de [HUT2000] apresenta uma descri¢cdo sucinta e se detém na formali-
zacdao do problema, que sera exposta aqui e adaptada para a utilizacao do sistema dedutivo
rotulado para légicas epistémicas proposto neste trabalho.

Supbe-se gue existamcriancas e considera-se quesignifica que a-ésima crianga
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tem lama em sua testa. Considera-se o Cenario 2, no qual o pai anuncia que uma das
criancas esta suja de lama. De maneira similar ao caso dos homens saggomén

puzzlg, € conhecimento comum que cada crianca pode ver as outras criancas, entéo ela
sabe se as outras tém lama na testa ou ndo. Portanto, por exéifaple; Kop), 0 que

diz que é conhecimento comum que, se a crian¢a 1 esta suja de lama, entéo a crianca 2
sabe disso e també@—p; — K,y—p;). Sejal’ a cole¢do de formulas:

CprVp2V...Vpy)
/\i;ﬁj C(P; — K;p;)
/\z‘;éj C(=pi — Kj—pi).
Destaca-se quf,,; ¢(i;) € uma abreviatura para a conjuncdo de todas as formulas
¢z, onde: € diferente dg. SejaG qualquer conjunto de criangas. S&o exigidas for-

mulas da formavg; = NicaPi N /\z’géG —p;, A formula o declara que é precisamente a
crianga do grupd- que tem a testa enlameada. Supfe-se, entdd; gue, isto €, que
apenas uma crianca tenha lama na testa. E possivel mostrar que essa crianca sabe que €
essa uma, provando a seguinte implicagéo.

Implicagé@o 1.I', oy = Kp;.

Isso diz que, se a situacdo atual € aquela em que apenas uma crianga {ctemca
lama na testa, entdo esse agente sabera disso. Essa prova segue exatamente as mesmas
linhas da intuicdo: vé que nenhuma das outras criancas tem lama na testa, mas sabe
gue pelo menos uma tem lama na testa, entdo sabe que deve ser ela propria quem tem a
testa suja. A prova é dada na Figura 5.7. A expressao “PC” indica que uma sequéncia de
derivacdes da logica proposicional foi resumida para um Unico passo.

Destaca-se que o0 comentario “para cada:” significa que esse argumento é forneci-
do para quaiquej assim. Portanto, é possivel formar a conjuncao de todas essas inferén-
cias que foram deixadas implicitas.

Supbe-se agora que ndo € o caso de que existe apenas uma crianca com lama na testa.
Nesse caso, todas as criancas declaram na primeira rodada paralela que elas ndo sabem se
estdo enlameadas ou ndo, o que corresponde a férmula

de
S C(=Kipr A =Ki=p1) A ... AC(=Kppp A —Kn=pn).

No exemplo dowvise men puzzjeé perigoso colocar o anuncibdo pai ao lado das
premissag’, porque ndo se pode garantir que a verdadg (lgue tem declaragbes neg-
ativas sobre o conhecimento das criangas) persista com o tempo. Entédo, € usada alguma
férmula positiva que represente o que a crianca aprendeu ao ouvir o anuncio. Como no
exemplo dos homens séabiagige men puzzjeessa férmula esta implicita no raciocinio
informal sobre as criancas sujas de lama; se é conhecimento comum que existam pelo
menosk criangas sujas de lama, entdo, depois de uma declara¢éo dafpsera conhe-
cimento comum que existam pelo meros$ 1 criangas sujas de lama.

Portanto, depois da primeira declaracadge conjunto de premissas €
Lo Avcicn Cragiy

Isso eI’ junto com o conhecimento comum de que o conjunto de criancas sujas de
lama ndo é um conjunto unitario.

Depois da segunda declara¢g&ao conjunto de premissas torna-se
I Aicicn Cmagiys Nig; Cayi gy, 0 que pode ser escrito como
L, /\|G‘§2 C-ag, usando a seguinte notacao:
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I, oy B Kip;

Co(mp1 A=pa Ao APy Ao A=y s wo,
C(p1V...Vpy):wo,
—p1 — Kyt wo, mpa — Ki—pa @ wo,
o, pic1 — Kimpig t wo,
“Pit1 — K;mpig1 two, ..., P — K;mp, twg)  (dados iniciaisivgy, I)
C1{—p1 : wo, P2 Wo, . .., Pi—1 : Wo,

Pig1 D Wo, - -, Pn t Wo) (Zrg, Co)
Co(Ki—p1 : wo, Ki—py two, ..., Ky=pi_1 : wo,
Ki—piy1 - wo, ..., Ki—py  wo) (Z-£5,Co,C1)
C3(E(p1V ...V py):wo) (Zcgegy Co)
Co(Ki(p1 V...V py) : wo) (Ze.E,Cs)
Cs([Ri(wo, ki, (wo))]) (hipbtese(s)

Co(p1 V...V ki, (wo), —p1 ki, (wo),
P2 kz‘pi (wo), - -+ i1 : kipi (wo),

B ZES kipi (WQ), R kipz. (CU())> (IKlEv C57 C47 CQ)
Cr(pi : ki, (wo)) (PC,Ce)
CS<Kipi : wo> (ZKJ, Cs5-C7)

Figura 5.7: Implicacédo 1 do Muddy Children Puzzte 1)

ag 0 conjunto das criangas sujas de lama € precisamente 0 cogjunto
—ag 0 conjunto das criancas sujas de lama é disjunto do confeinto

/\|G|§,C —ag 0 tamanho do conjunto das criancas sujas de lama € maidr. dista
formula declara, literalmente, que para os agentes do confyrdas criancas “limpas”,
gue tem tamanho menor do gkendo vale a formulay, que diz que as criancas estao
sujas, ou seja, 0 numero de criangas do conjunto das que néo estédo sujas de lama € menor
do quek.

A implicacéo correspondente a segunda rodada é:

I, C(A\gj<a mac)s am B Niey Kipi, onde|H| = 3.

A implicacdo correspondentekaésima rodada é:

Implicagao 2.I', C(A\ <), 7). am & Nicy Kipi, onde|H| = k + 1.

Essa implicacdo esta dizendo “Se todas as coisas sfio verdadeiras e se € conhe-
cimento comum que o conjunto de criancas sujas de l@waé de tamanho menor ou
igual ak e se, narealidade, ele é de tamahhp1, entdo cada uma desgas 1 criangas
pode deduzir que todas elas estdo enlameadas.” Isso se encaixa na noc¢ao intuitiva. Para
provar a Implicac&o 2, considera-se qualguerH. E suficiente provar que

L, C(/\\G|§k —ag), am = Ny Kipi.

Usando a regra de Introdug&o da conjun@ag)(repetidamente sobre todos os valores
de i, obtém-se uma prova da Implicacdo 2. S@jagual aH — {i}; a prova de que
I, C(—aq),ag F K;p; € mostrada na Figura 5.8, seguindo os passos tomados na prova
informal de [HUT2000].
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L, C(/\\G|§k —ag), an - Kip;

Co(p1 A —pa A ps  wo, C(p1 V p2 V p3) = wo,
C((p1 Ap2) V (p1 Ap3) V (p2 A ps)) = wo,

C(p; — Kjp;) : wo, C(=p; — Kj=p;) = wo) (dados iniciais)
Gy <p1 Wp, P2+ Wo, P3 - w0> (Zrg, Co)
Ca(ps — Kips : wo, ~p2 — K1—p2 : wo) (Zok,Co)
Cs(K1ps : wo, K1—pa © wo) (Z-£,C1,C)
Ca(E((p1 Ap2) V (pr Ap3) V (p2 Aps)) : wo) (ZcwEs»Co)
Cs(Ki((pL Ap2) V (p1 Ap3) V (p2a Aps)) & wo) (ZeE,Ca)

Co([R1(wo, k1, (wo))]) (hipbtese(C)

Cr((p1 Ap2) V (p1 Ap3) V (p2 Aps) @ k1, (wo))  (Zk,E,Cs, Ce)

Cs(ps : k‘lp ( 0),_']?2 k‘lpl (w0)> (IKlE,Cg,Cﬁ)

Co(p1 A ps3 : kb, (wo)) (PC,C7,Cy)

Cio(p1 : klpl (wo)) (ZnEe,Co)
Ci1(Kip1 : wo) (Zx,E,C6-C0)

Figura 5.8: Implicagc&o 2 do Muddy Children Puzzle para 3 ek = 2
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6 PROPRIEDADES DE SISTEMAS DEDUTIVOS ROTU-
LADOS PARA LOGICAS DO CONHECIMENTO

No capitulo anterior, foram definidas as nocdes de relacdes de consequéncia sintatica
e semantica, compondo assim a descricao de um sistema dedutivo rotulado para as légicas
modais do conhecimento proposicionais comoftamework Neste capitulo, provam-se
as propriedades de corregéo, completude e correspondéncia relativas ao sistema proposto.

Neste capitulo, sera provado que o sistema de prova por deducédo rafkaké
correto e completo com respeito a seméantica baseada em um método de traducdo para
a légica classica descrita no capitulo anterior. Para demonstrar que as duas nocgoes de
consequéncia sdo equivalentes, prova-se que a relacdo de derivabiligadé correta
e completacom respeito & implicagdo semantfegp .

A propriedade da correspondéncia declara que qualquer teoria axiomatica modal tradi-
cional arbitraria pode ser traduzida para uma configurac&/2l& equivalente, e essa
traducéo preserva tanto a derivabilidade quanto a implicagcdo semantica tradicional como
foi definido em termos da semantica de Kripke [BRO2004]. A propriedade de que o sis-
temaSDK proposto realmente é uma generalizagdo da légica do conhecii@ntt
pode ser provada demonstrando-se que qualquer légica do conheciiietia estrita-
mente tratada pel6D K correspondente.

Algumas proposicdes, lemas e teoremas deste capitulo sdo provados atraviexde
nio por casos Provas para os conetivos classicos e para as regras estruturais também
podem ser encontradas em [RUS95] e [BRO2004]. S@5Y, por serem baseados na
metodologia de sistemas dedutivos rotulad@bélled Deductive Systehrae [GAB9I6],
podem ser considerados mais gerais do que os sistemas axiomaticos no sentido de que a
traducéao inversa ndo pode ser aplicada a qualquer configuracao arbitraria.

6.1 Correcéo

A propriedade da correcdo declara que, sempre que existir uma prova por deducao
natural de uma configurac@® a partir de uma configurag@bentaoC implica semanti-
camente’’. Em geral, este tipo de teorema é provado por indu¢cdo no nimero de passos
de inferéncia da derivacdo assumida. A idéia basica da técnica adotada aqui é definir as
nocdes deomprimentale uma regra de inferéncia e @enanhode uma prova, e aplicar
a inducéo sobre o tamanho da derivagdo assumida. Dessa maneira, ndo ha diferenca (ex-
ceto pelo comprimento) entre as regras de inferéncia que introduzem hipoteses novas e
aguelas que nao introduzem hipo6teses novas, o que facilita o desenvolvimento desse tipo
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de prova. No passo de inducéo, a considera¢do importante € o tamanho total da subprova
sob consideragéo.

A prova apresentada aqui é adaptada de [BRO2004]. As proposicdes e teoremas de
[BRO2004] sdo adaptados e estendidos para o sistenia.

Notacao 6.1 No sistema dedutivo rotulado do conhecimento (SDK), as regras de infer-
éncia podem ser classificadas em quatro categorias.
1. A primeira é o conjunto unitari@® = {Zor}. Zcr € a Unica regra de inferén-
cia que nao infere unidades declarativas novas, reifiterais novos, e nao usa
gualquer subderivacdo de SDK como condicao.

2. A segunda categoria consiste de regras de inferéncia que inferem unidades decla-
rativas e/ouR-literais novos sem usar subderivagdes como condic¢des:

0 _
1° = {I\/17 I/\Ea I/\I7 I—>E7 I<—>17 I<—>E> IﬁEa IRA7 IJ_Ia
IKZ'Ea IE@E; IE’@I? IC(;E) ID@E') IC@E@) IRDGRi ) IRZ'RD“} ) IRCGRi }

3. A terceira categoria consiste daquelas regras de inferéncia que exigem uma sub-
deriva¢@o como condicA& " = {Z_.;,Z-;, Zrr, Zk,1,Zcwrs Lper }-
4. A quarta categoria refere-se a regra de inferéncia que usa duas derivagcbes como
condigbes. Consiste no conjunto unitaribt ™ = {Z,z}.
Convém observar que a unido dos conjuntos de todas as categorias forma o conjunto de
todas as regras de inferéncia do sisterd® UZ° UZT UZHTT = R.

As nocdes deamanho de um membro de uma regra de inferéeciletamanho de
uma derivagdcem umSDK séo apresentadas a seguir [BRO2004] e serdao usadas no
Lema 6.1. Informalmente, dada uma provadie k', o tamanho de uma prova é a soma
do comprimentalas regras de inferéncia usadas na prova. As regras de inferéncia de um
sistemaS D K podem ser agrupadas nas quatro categorias mostradas na Notagéo 6.1. A
definicdo decomprimento de uma regra de inferéndi@pende da categoria a qual a regra
pertence.

Definicdo 6.1 (Tamanho de um membro de uma regra de inferéncia) Seja i ar-
bitrario, sejaZ; € R uma regra de inferéncia e sef§/C’ € Z, uma derivagao que utiliza
essa regra de inferéncia. O tamanho da derivad6’ em relacéo a regra de inferéncia
Z;, escritolength(C/C’, Z;), € definido como segue.

SeZ; € I%, entdolength(C/C', ;) = 0): a Unica regra da categorid® tem com-
primento igual a zero.

SeZ; € I° entdolength(C/C',Z;) = 1): as regras da categorid® tém comprimento
igual a 1.

SeZ;, € IT, entdolength(C/C',Z;) = 1+1,), ondel; € o menor dos comprimentos de
todas as subderivactes (definidas abaixo) que podem ser usadas como uma condicéo da
regra: 0 comprimento das regras da categofia é dado pelo menor dos comprimentos
de todas as subderivacdes que podem ser usadas como uma condi¢do da regra, mais 1.

SeZ; € 771, entdolength(C/C',T;) = 1+ 11 + l5), ondel; € o menor dos com-
primentos de todas as subderivactes que podem ser usadas como primeira condi¢ao da
regra el, € 0 menor dos comprimentos de todas as subderivagfes que podem ser usadas
como segunda condicdo da regra: a Unica regra da categbtia tem comprimento dado
pela soma dos comprimentos da menor subderivacdo que pode ser usada como as duas
condicBes respectivas da regra, incrementada de 1.
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1
Clrspr C' W) C Espr C'

(2) (4)
AT UTPO(C) Frpo TPO(C') G) 4+ TPO(C) =rpo TPO(C')

Figura 6.1: Diagrama da Prova do Teorema da Correcao

Definicdo 6.2 (Tamanho de uma prova) Considerando Wi K arbitrario, define-se
o tamanho de uma provgCo,...,C,}, m), escritolength({{Cy,...,C,},m)), como
seguelength({({Co,...,Cn},m)) = S22} length(Cy/Chir, m(K)).

O tamanho de uma prova é obtido com o somatorio dos tamanhos de todas as derivacdes
que compdem aquela prova.

Como a semantica de um sisterfi® K € baseada em um método de traducgéo de
primeira ordem, a prova da propriedade de correcabgg, com respeito a=spx €
baseada na correcéo da relagdo de derivabilidade classica de primeira-qrelemA
declaracdo formal do teorema € dada no Teorema 6.1, e uma representacao diagramatica
da prova € dada na Figura 6.1. A declaracdo da correcdo, que corresponde a seta ro-
tulada com(1), é provada pela composicao de trés passos principais: (€91&3) e
(4). O primeiro passo (set@)) prova que a hipotes€, Fspx C', implica que A" U
TPO(C) FrLpo TPO(C') (Lema 6.1). Esse resultado implica, pela correcdo da l6gica
de primeira ordem, qud™ U T PO(C) |=rpo TPO(C') (Proposicéo 6.1), o que d& o se-
gundo passo da prova (séf). O terceiro passo da prova (sétd) é dado pela definicao
de implicacdo semantica entre configuracdes (Definicdo 4.36), o qual diretamente permite
afirmar queC =spr C'.

Proposicdo 6.1 (Correcéo classica) [BRO2004] Sejd* a algebra de un DK C e’
duas configuragdes. S&t U TPO(C) Frpo TPO(C'), entdo AT U TPO(C) E=rpro
TPO(C).

Prova Pela hipotesed™UT PO(C) deriva[y](A) para cadép](A) € {[¢](A)|p € F(A)}
e AT UTPO(C) derivaA para cada\ € D'. Pela correcédo da légica de primeira
ordem, A" U TPO(C) implica semanticamentg : A\ e AT U TPO(C) implica
semanticamenté. Portanto,A™ U TPO(C) =rpo TPO(C').

Pela Proposicédo 6.1 e pela Definicdo 4.36, € suficiente provar que, se uma configura-
caoC’ é derivavel a partir de uma configuraggeentao todas as férmulas de sua traducéo
de primeira ordem sao derivaveis a partir da traducao de primeira ordémjuado com
a algebra estendidd™. Isso corresponde a sét3) do diagrama da Figura 6.1.

Proposicdo 6.2[BRO2004] Sejad" a algebra estendida de um sistefi® K e seja
{Co,...,Ck,...,Cy},m) uma prova ondé > 0 en > k e sejam(j) um mapeamento
de{0,...,n—1} paraZ talqueC;/C;;, € Z. Sejam(j) = Zcr (a regra de inferéncia de
Reducéo da Configuracéo) para toflo< j < n e sejad™ UTPO(Cy) Frpo TPO(Cy).
EntdoA* U TPO(C()) Frro TPO(Cn)
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Prova Como aregra da Reducao da ConfiguraG&t- ) pressupde que a sua concluséo
— uma configuragée- esta contida na configuracao inicial, vale @iyeC Cy; pela
reflexividade da relagdlo, pp, obtem-se quedt U TPO(Cy) trpo TPO(Cy) €
pela transitividade de;po, A" UTPO(Cy) Frpo TPO(C,).

A Proposicéao 6.2 permite, sem perda de generalidade, provar o Lema 6.1 para aquelas
derivacfes que nao se aplicarfi@; no ultimo passo da prova.

Lema 6.1 (Correcdo com respeito a traducdes) Sejd a algebra estendida de um
SDK, sejamC e C’ duas configuragdes e sejaPO(C) e TPO(C’) suas respectivas
traducdes de primeira ordem. 8&-spx C' entdo A" U TPO(C) Frpo TPO(C).

Prova Dada uma derivagé¢{Cy,...,C,},m), ondeCy = C eC, = (', procede-se
por inducdo no comprimento das menores derivagdes. Quando o comprimento da
derivacéo é zero, valg, C Co e AT UTPO(Cy) Frpo TPO(C,). Agora, para o
passo de inducéo, sup8e-se que o comprimento da derikagad (({Co, .. .,C,},
m)) = L, sendo qud. > 0. Também se assume quén — 1) ndo é a regra da Re-
ducéo da Configuracéd@fr). Quandar = 1,n—1 = 0 elength(C,_1,...,Cy, m)
= L. Paran > 1, vale que0 < length({(Cp-1,...,Cpym(n —1))) < L e
0 < length({{Co,...,Ch_1},m'l)) < n ondem/(i) = m(i) para todo: tal que
0 <i < n-—1. Portanto, A" UTPO(Cy) Frpo A" UTPO(C,_1). Agora é
necessario mostrar qué™ U TPO(C,_1) Frpo TPO(C,) para qualquer regra
m(n —1)deR.

Esse resultado sera mostrado para os casos em que anrggra 1) € uma regra
epistémica. Provas especificas para as regras dos conetivos classicos e para as regras
estruturais podem ser encontradas também em [RUS95], [BRO2004].

Caso da regra de Eliminagéo do\ (Z,g).

Esta prova vale também, com as devidas adaptacdes, para as regras da tegoria
(Notagéo 6.1), ou seja, as regkds 1, Zng, Zrr, Z—g, Lot Zoop, Iogy Tras L1 1, L, B
Teop:Leor, Zogps Ipge. Loge. f- Neste casol, 1/C, € I,g. Portanto, existe uma
unidade declarativa da formaA ¢ : = € C,_, eC, também é igual &, ; + [¢ :

x] ou aC,_1 + [¢ : z]. Somente o primeiro caso € considerado, pois 0 argumento
para o segundo caso é analogo. Portafgo) ¥](z) € TPO(C,-1) e TPO(C,) =
TPO(Cy—1) U{[¢](x)}. ComoAT UTPO(C,-1) Frpo TPO(C,_1), resta mostrar que
AT UTPO(C,-1) Frpo [¢](x). Isso é provado, aplicando-se o esquema de axiomas
(Az1), como mostrado na seguinte derivagéo:

A+ TPO (Cn,1 )

(Az1)[p A (@) — ([)(x) A [0](@)) o A ()

Caso da regra de Introducéo doK; (Zx, ).
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Esta prova vale também, com as devidas adaptacdes, para as regras da @ategoria
(Notac&o 6.1), ou seja, as regras de Introducdo dos operadores epistémiths. )
e D¢ (Zp.r) com suas respectivas relagdes de possibilid&de € Rp.). No presente
caso,C,_1/C, € Ig,;. Entdo existe uni-literal da formaR;(z, k;,(x)) € uma formula
o tal queC,_1 + [Ri(z, ki, (v))] Fspr ¢ : ki (x) eC, €igual aC,,_y + [K;p : z]. Por-
tanto,7PO(C,) = TPO(C,-1) U{[K;p](x)}. Como, pela reflexividade de; po, A U
TPO(C,_1) Frpo TPO(C,_1), resta mostrar quel™ U TPO(C,_1) Frro [Kig](x).
Seja({C,—1 + [Ri(x, k;_(x))],...,C},m), comy : k;_(x) € C, uma prova de tamanho
minimo deC,_1 + [Ri(z, ki, (2))] Fspx ¢ : ki, (z). Pela hipotese do passo de in-
ducgdo,0 < length(C,-1/Cn,Ir,1) = 1+ 13 < L. Entdo0 < [; = length({{C,—1 +
[Ri(x, ki (x))],...,C},m)) < L. Pela hipétese de inducad,” U TPO(C,—1) U {R;(z,
ki (x))} Frpo TPO(C) e, em particular, A* U TPO(C,—1) U {Ri(x, ki ()} Frro
[¢](Ki,(x)). Pelo Teorema da Dedugéo da légica de primeira ordém, T PO(C,,—1)
Frpo Ri(x, ki, (x)) — [@](ki,(z)). Entdo, pelo esquema de axionfake6), vale que
At
TPO(C,-1) Frpo [Kip](x) como é mostrado na seguinte derivacao:

A+ At UTPO(C,_1)

(Az6)¥a((Ri(x, i, ()=l ki, () —[Kigl(2)  Rala, ki, ()~ [ (i, ()

Caso da regra de Eliminacéo doX; (Zxk,g).

Esta prova vale também, com as devidas adaptacdes, para as regras da tegoria
(Notac&o 6.1), ou seja, as regras de Eliminacdo dos operadores epistémichs. z)
e D¢ (Ip.r) com suas respectivas relacdes de possibilidade € Rp,.); as regras de
Introducé@o e de Eliminagéo do operador epistémiigdZr,.; € Zx.£); € aregra de Elim-
inacdo do operaddr; via o operadots; (Zc, r,,), além de valer também para as regras
dos conetivos classicos, tais corﬁ,q,IAE,IvI,IHE,LE,IRA,IM,IRDGRZ_,IRZ,RD“ ,
TRe, Ris assim como o caso da regra de Eliminacdo do operadgqresentado anterior-
mente. Neste cas@,,_,/C, € Zk,r. Entdo, existe uma unidade declarativa da forma
K;p : xz € C,_4, € existe umR-literal da formaR;(z,y), eC, é igual aC,_; + [¢ :
y| + [Ri(z,y)]. Portanto,{[K;¢|(z)} € TPO(C,.;) e TPO(C,) = TPO(C,_1) U
{Ri(z,y),[¢](y)}. Como AT, TPO(C,-1) Frpo TPO(C,-1), resta mostrar que ",
TPO(Cy-1) Frro Ri(z,y) e AT, TPO(C,-1) Frro [¢](y). Isso é provado, aplicando-
se 0 esquema de axiom(a$r72 como € mostrado na seguinte derivagao:

TPO(Co1)
(AxT)Va([Kip)(x) — (Vy( (z,y) — [¢l(v)))) :
([Kipl(z) A Ri(, ) — [@](y) [Kipl(x) A Ri(z,y)
[el(y)

Tendo demonstrado os trés passos da prova do teorema da correcéo (Figura 6.1), agora
0 teorema € enunciado e tem sua prova concluida, com base nas demonstracdes desses
passos.
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Teorema 6.1 (Correcéo) Se existe uma prova por deducédo natural de uma configuragao
C’ a partir de uma configuraca@ entdoC implica semanticament#, isto é, s& Fspx
C’ entaoC ):SDK C'.

Prova Por hipoteseC Fspx C'; pelo Lema 6.1,A7 U TPO(C) Frpo TPO(C'). A
Proposicéo 6.1 getd" UT PO(C) =rpo TPO(C'), e pela definicdo de implicagao
semantica, val€ =spx C'.

6.2 Completude

Esta secdo mostra que a relacao de derivabilittagg, € completa com respeito a
implicagdo semanticé&spx. Em outras palavras, é provado que, dado I, se
uma configuraca@ implica semanticamente uma configura¢dopentaoC’ é derivavel
a partir deC. A prova é baseada em uma metodologia do estilo de Henkin. Defini¢des,
proposicdes e teoremas preliminares sdo dados e a nogamnsisténciae descrita, e
algumas propriedades Uteis associadas sao mostradas, além de ser dada a construcéo de
uma configuracao consistente maxima, e de serem provadas varias propriedades dessa
configuracéo particular. O lema principal (conhecido na literatura dema da existén-
cia do modeld do teorema da completude é provado junto com o préprio teorema. A
completude do sistema axiomatico definido por [FAG95], sobre cuja seméantica baseia-se
a légica do conhecimento tratada neste trabalho, foi provada por esses autores.

A prova da completude é uma adaptacao da técnica de prova classica de Linden-
baum/Henkin [HEN96] de construir conjuntos consistentes maximos, como foi aplicado
para provar a completude de l6gicas modais com respeito a modelos de Kripke e esten-
dida por Broda e Russo para logicas modais rotuladas em [RUS96b] e [BRO97b]. O
teorema da completude é provado por contraposigdo. Demonstra-se Guégsge C’
entdoC ¥spr C'. Para fazer isso, sdo definidas configuracdes consistentes maximas, e
sdo mostradas as propriedades relevantes de tais configuragcbes com respeito a unidades
declarativas e &-literais.

Uma das nocdes basicas que dizem respeito a completude é a dedasistenteNa
l6gica modal padrdo, uma teoria € consistente se nenhuma contradicdo pode ser derivada
a partir dela. Analogamente, em W K, umaconfiguragdcé consistente se nenhuma
unidade declarativa da forma: \ é derivavel a partir dela, para qualquer rotalda lin-
guagemFunc(Ly, Lx). Uma definicdo formal é dada abaixo. Novamente, os resultados
apresentados em [BRO2004] séo estendidos para o sisteria

Definicdo 6.3 (Configuragdo consistente) Sefauma configuracdo de urfiDK. C é
consistentseC ¥spx L : A para qualquer termo rasa de Func(Ly, Li). Diz-se que
C éinconsistentese ela ndo é consistente.

Definicdo 6.4 (Configuragé@o consistente maxima) A configuragdo denotad@ pgor é
umaconfiguracdo consistente maxim@sS D K, se for consistente e se, para qualquer
onder é uma unidade declarativa ou uRtliteral que ndo estdo eif},..., a configuracédo
Cmaz + [71] € inconsistente.

Sao provadas abaixo algumas propriedades da relacdo de derivabitigade as
guais serdo usadas adiante para o teorema da completude. Em particular, € mostrado que



81

Fspx satisfaz as propriedades padréo de uma relacéo de derivabilidade classica (isto €, re-
flexividade, monotonicidade e transitividade), bem como a propriedade da compacidade.

Proposicao 6.3(Monotonicidade) Sejait, C’, C” trés configuracdes de udD K tal que
C l_SDK C'eC - C". EntaoC” l_SDK C.

Prova Seja ({Cy,...,C,},m) (ondeC, = C eC, = (') uma prova d&€ Fgpx C'.
Por hipéteseC C (', entdoC”/C € Zcr. Sejam’ um mapeamento do conjunto
{0,...,n} para o conjuntoR tal quem’(0) = Zcg €, para cadad, 1 < i <
n,m'(i) = m(i — 1). Entdo o par{C”,C,...,C'},m') € uma prova ent DK.
PortantolC” Fgpxr C'.

Proposicao 6.4 (Reflexividade) Sej& uma configuracdo de um SDK arbitrario, entdo
C Fspk C.

Prova Pela definicdo da regra de Redugéo da Configuragéo (Definicao@/L7, Zc k.
Entdo sejan um mapeamento do conjunf6} para o conjuntdR tal quem(0) =
Zer. O pak{C,C}, m) € uma provaemy DK. PortantoC spx C.

Proposicao 6.5(Transitividade) Sejang, C’,C" trés configuracdes de usiDK arbi-
trario tal queC Fspx C' eC’ Fspx C”. EntdoC Fgpg C”.

Prova Seja o paf{Co,...,Cr},m) (ondeCy = C eC;, = C') uma prova d€ Fgpx C' €
o par{{C,...,C.},m) (ondeC) = C' eC;. = C") uma prova d&€’ Fspx C". Seja
m um mapeamento do conjurfo, ..., h + k — 1} para o conjunt® tal que, para
cadai,0 < i < h—1,m(i) = m(i), e paracada h < i < h+k—1,m(i) =
m/(i — h). Entdo o pak{Cy,...,Cp,...,C.},m) € uma prova ens DK . Portanto,
C l_SDK c’.

As propriedades de monotonicidade, reflexividade e transitividade da relacdo de deriv-
abilidadesp g, devido ao fato de SDK ser uma variacéo dos sistemas dedutivos rotulados
modais Modal Labelled Deductive Systende [RUS95], mantém-se validas para con-
figuracdes tanto finitas como infinitas [BRO2004].

Anteriormente neste trabalho, foi apresentada uma notagéo para capturar a nogao
padrao de umarelacao de derivabilidade entre teorias (configuracdes) e formulas (unidades
singulares de informacao). Isso foi expresso em termos da definicdo mais geral da relacao
de derivabilidade entre duas configuracdes dadapgf,. Uma caracterizacao “vice-
versa” pode ser mostrada uma configuragd@’ € derivavel a partir de uma configura-
¢adoC se cada unidade de informac&o@efor derivavel a partir d&€. Esse resultado,
declarado no teorema da caracterizac¢do da derivabilidade (Teorema 6.2) também oferece
uma caracterizacdo da nao-derivabilidade de uma configuracéo a partir de outra, o que
sera usado na prova por contrapositivo do teorema da completude.

Lema 6.2 Considerando um SDK arbitrario, sefauma regra de inferéncia, &, C' eC”
trés configuragdes de SDK. S€JaC’ € Z. Entdo(CUC")/(C'UC") €.

Prova Isto segue diretamente a partir da Definicdo 4.1 (definicdo de regra de inferéncia
7) e da Proposicéo 6.3 (monotonicidade).
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O préximo teorema € uma caracterizacdo da relacdo de derivabilidade. Ele expressa o
fato de que’ é derivavel a partir d€ se cada unidade declarativa Btliteral seu pode
ser derivado a partir de.

Teorema 6.2 (Caracterizagdo de derivabilidade) Sejahe C’ duas configuracbes de um
SDK arbitrario tal que a configuracad@’ — C (diferenca) € finita.C Fspyx C' se e
somente se, para cadac C' — C, onder é ou uma unidade declarativa ou ukaliteral,

€ verdade qQU€ tgpy .

Prova (Metade “somente se”:) Por hipoteskl-spx C'. Ser € C’' — C, entdor € C'.
Portanto, pela notagdo adotada, para cadaC’ — C,C Fspk .

(Metade “se™) Para provar quéFspx C', € necessario mostrar que existe uma
prova ({C,...,C'},m). Sejam,m,ms,..., T, UMma enumeracao (possivelmente
vazia) de todos os elementos (unidades declarativaditerais) da configuracao
C' —C. A prova é por inducéo sobre

O caso baset quandon = 0 (enumeracdo vazia). Ent@d C C, o que implica
queC/C" € Iog. Entdo,({Cy,C'},m) € uma prova, ond€, = C,C' = C' e
TTL(O) = Tcr. Portanto( Fspr C'.

Passo de Inducédo Assume-se, por hlpotese de inducédo, que, para cada par de

conﬂgurag;oeﬁ e( tal queC’ -C = [#,...,7n_1], € tal que, para cada € C —
C C |_SDK T, entaoC }_SDK C,
SejaC a configuraga@ + [ry,..., 7, 1] € sejaC” = C + (7], tal que, para cada

m € C' —C,C Fgpyg . Pela hipétese de inducadd,-spx C e, portantoC’ C
C",C" Fspk C'. Portanto, pela propriedade da transitividadé ggx, para provar
queC Fgpx C', é suficiente provar quétspx C”. Pela hipétese original, Fsp
7,. ComoC C C, pela propriedade de monotonicidadeteg)x, C Fspx n.
Ent&o, existe uma configuracég, tal queC Fspx Cr, €, € C,.. Seja

({Co,...,Ch},m) (i)
uma prova d& +spx C.,, ondeCy = C eCj, = C.,, €m é um mapeamento do
conjunto{0,...,(h — 1)} para o conjuntd&R. Uma prova correspondente

({Co, ..., Cp},m) (i)

pode ser construida da seguinte maneifa= C, e, paracadd <i < (h—1), se
m(i) = Zors entaoCHl C;, caso contrarlocm C; UC;y1. Pelo Lema 6.2(i17)
€ uma prova. Além disso, como em qualquer regra de inferéncia diferefitg:de
a configuracao inferida contém a configuragao antecedente, segia que,.
ComoC, = C en, € Cp, entdoC” C C,, entdoC” C C,,. EntaoCh/C € Icr.
Enté&o, a partir da provdi), uma prova final pode ser construida

({Co, - - Ch, Chyr},m) (i)

ondeC,,, = C” e é um mapeamento do conjunfo, ..., h} para o conjunto
R tal que, para cada0 < i < (h —1),m(i) = m(i) em(h) = Zcg. Portanto,
Ctspx C".

A préxima proposicao e o proximo teorema sé@o propriedades importantes das con-
figuragdes. A proposicéo que segue refere-se a uma propriedade importante das configu-
racdes, a consisténcia das subconfiguracdes. O teorema da finitude (Teorema 6.3) declara
a propriedade da compacidade para um SiStmM& .
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Proposicao 6.6(Consisténcia de subconfiguracdes) Skjama configuracao consistente
deSDK, e sejar uma unidade declarativa ou uRrliteral. SeC+ x| € uma configuragéo
consistente, entéo, para qualquer configura¢ddal queC’ C C, a configuragad’ + [r]
também é consistente.

Prova A prova é por contradi¢do. Suponha dqile+ [r] ndo é consistente. Entéo, pela
definicdo de inconsisténcié; + [r] Fspx L : A, para algum termo rasd de
Func(Lyr, Lx). ComoC’' C C, entdoC’ + ] C C + [r]. Assim, pela propriedade
da monotonicidade darelacéo de derivabilidaggy, vale queC+ 7| Fspr L : A.
Portanto( + || € inconsistente, o que esta em contradigcdo com a hipétese original.

A proposicdo da consisténcia de configuracdes (Proposicdo 6.6) mostra uma pro-
priedade da consisténcia de uma configura¢@mn relacdo ao conjunto de suas “sub-
configuracfesl’ (tais queC’ C C). Nenhuma suposicao é feita sobre a finitude da con-
figuracdoC’. Uma segunda propriedade de uma configuragdo consistentmhecida
como propriedade deompacidadeé provada no corolario da compacidade (Coroléario
6.1) que mostra que uma configuracao é consistente se toda subconfiguracgao finita € con-
sistente. Esse é um corolario direto do seguinte teorema da finitude, que declara que,
devido a finitude de uma prova no siste$18 K, apenas uma parte finita de uma dada
configuracéo (possivelmente finita) é usada dentro de uma derivagao.

Teorema 6.3 (Finitude) SejaC uma configuracdo de uiD K arbitrario. Sejar uma
unidade declarativa ou urR-literal. SeC Fspi 7, entdo existe uma configurac&6tal
queC’ C C etal queC’ Fgpk m, sendo qué’ é finita.

Prova E necessario apenas provar o caso em@néo € finita. Por hipotes€, Fgpx
7. Entdo, pela notagcdo adotada, existe uma configurdgabqueC Fgpx C €
7m € C. A prova € por inducdo sobre o menor tamanho das derivagdes da forma
{Co,...,C,},m), ondeCy = C eC,, = C. No que segue{Cy, . ..,C,},m) é uma
prova do menor tamanho.

O caso baseé quanddength({({Co,...,C,},m)) = 0. EntdoC,, C C,. Como
w € C,, entdor € C,.

e Ser é um R-literal, entdo sej&’ = (D', F'), ondeD’ = {r} e, para cada
termo raso\ € Func(Ly, L), vale queF’ () = {}.

e Ser € uma unidade declarativa: A, entdo sej@’ = (D', F'), ondeD’ =
{}, F'(\) = {¢} e, paracadatermorase € Func(Ly,Li), M # N\, F'(\1)

Em ambos os caso§; é finita, eC’ C Cy. Note quer € C' e(C'/C’' € Zcr. Entéo
({C},C1},m') é uma prova, ondé), = C; = C' em’(0) = Z¢g. EntdoC’ Fspi C,
portantoC’ gpx 7.

Passo de Inducdo Assume-se, por hip6tese de indugdo, que, para qualquer con-
figuracdoC* e 7* tal que exista uma menor derivacd;,...,C:}, m*) (onde

C; = C* er* € CF) de tamanh@ength({({Cs,...,Ct}, m*)) < L, entdo existe uma
configuracdo finitai?;t tal queC; C C;y eCj Fspr T
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Suponha quéength{({Cy,...,C,},m)) = L,L > 0. Assume-se, sem perda de
generalidade, que:(0) # Zcr € quer # Co. Entdor € C, — Cy. Para todo
7,0 < j < n—1,eparatodon(j) € R-Zcg, 0 simbolo[ |; = Cj+1 — C;, rep-
resenta a(s) nova(s) unidade(s) declarativa(s) &ititeral(is) inferidos no passo
j da prova. Assume-se também, sem perda de generalidade, qud. En-
t80,0 < length(Cy/C',m(0)) < L e0 < length({{C’,...,C,},m’)) < L (onde
m/(i) = m(i) para todol < i < n —1). (Paran = 1, sempre é possivel es-
tender uma prova de tamanho minim@,,C’}, m(0)), ondem(0) € R, para
uma prova do mesmo tamanho da foriq{é&,,C’,C'}, m'), ondem/(0) = m(0)
em/(1) = Z¢ogr.) Pela hipdtese de indugéo, existe uma configuracao &hita C’

tal queC] Fspx 7. ValeC' = Cy + [ ]o. Entdo, s&] C Cy, entdo o teorema esta
provado. Supde-se agora dLieZ Co. Entdo, pela propriedade da transitividade de
Fspk, resta mostrar que existe uma configuragao f@ita C, tal queC’ Fspx C.
Isso é provado através de casos soh(e).

Caso da Eliminagéo doE; (Zg,, r), valendo também para os casogde, Z 1, Zy 1,
1 .g, 2o, Top, 28,211, 2k,6,LEqc1 LogEs IDoE, LogEg,
IRDGRi7 IRiRD{i} 7IRCGR1"

SejaG = {1,2,...,n} um conjunto de agentes qualquer. Neste caso, a regra de
inferénciam(0) = Zg,r. Entdo existe uma unidade declarativa da fordha :

A € Cy, e aconfiguragd@’ € igual aCy + [/ : A] ou igual aCy + [K2¢p : A], ou
igual a ..., ouigual &, + [K, ¢ : A], para todos os agentes do grugoSomente

um caso é considerado, porque o0 argumento para os demais casos €é dngalego.
[K1¢ : A]. Pela hipétese de inducé@, C C’, e a configuracag; é finita. Por
suposicéor; ¢ Co. Entdo[K;¢ : ] € Cy,, mas ndo é necessariamente 0 caso que
Egp : X € C|. Entéo, sej&@’ a configurac@dC; — [K1¢ : \]) + [Egy : A]. Entdo

C’' € uma configuragéo finita, €C’,C’ + [K1¢ : A],C;},m) € uma prova, onde a
regra de inferénciaz(0) = Zg,r € a regra de inferénci& (1) = Z¢r. Portanto,

C' Fspr Cf.

Caso para Afirmacgéo daR (R; ou R¢, OURp,,):

Neste caso, a regra de inferéneid0) = Zr4. Seja a configuragdo inicid}, =
(Do, Fo). Entéo existe unk-literal A tal queD,, A F1po A. Seja a configuragéo
C' = Co+[A]. Sejal’ C D, o conjunto de suposi¢désliterais usadas na derivacao
de primeira ordenDy, A Fpo A. Como uma prova, em légica classica, € uma
sequéncia finita de regras de inferéncia, e cada regra de inferéncia usa um conjunto
finito de suposi¢cBes, entdoé finito. Note agora qué], = [A]. Pela hipotese
de indugédo(; C C’, e a configuracad; é finita. Por suposi¢d@; ¢ C,. Entéo
[A] € C, mas ndo € necessariamente o casolguaeC;. Seja a configuracdd =
(Cy —[A]) +T'. EntdoC’ € uma configuragao finita,(§C’,C’ + [A],Ci },m) é uma
prova, onde a regra de inferénaig0) = Zy4 e a regra de inferéncia(1) = Zcg.
Portantol’ Fspk C.

Caso para Introdugéo do K; (Zk,;), valendo também para os casosie,;,
ID@I) Iﬁ[) IRI-

Neste caso, a regra de inferénei@0) = Zr,;. Entdo existem unidades declar-
ativas da formap : k;_ (\) para todos os termas; (A\) de R-literais da forma
Ri(X\, ki, (X)) de forma que a configurac@ + [R;(\, ki (\))] Fspx ¢ ¢ ki, (A)

e a configuragdd’ = Cy + [K;p : A. Entdo[ |, = [K;p : A]. Pela hipétese
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de inducdo,C; C (' e a configuracad; é finita. Além disso, por suposicao,
C; ¢ Co, entdo[K,p : A € Ci. Seja{{Cy + [Ri(\, ki,(\)],...,Cn},m) para
todos os termos; () (com a unidade declarativa: k;,(\) € C,) uma prova de
tamanho minimo da derivacd@l + [R;(\, ki, (\))] Fsprx ¢ : ki, (A), para todos
0s termosk;, (\) nessa situagdo. Por hipoteses length(C,/C',Ik,;) < L, en-
t800 < length({{Co + [Ri(\ ki,(\)],...,Cn},m)) < L. Entdo, pela hipétese
de indugdo, existe uma configuragao fintay, C Cy + [R;(\, ki ()\))] tal que
Cs Fspr ¢ : ki, (\) paratodos os termds, (\). SejaC’ a configuracaad; — [/ :
A) U (Cs — [Ri(\ ki (N))]). Ent&oC’ € uma configuracéo finita@ C C,. Como
Cs € C'+ [Ri(X\ ki (N))], por monotonicidadeC’ + [R;(A, ki, (N))] Fspx ¢ :
ki, (N)]. EntdoC'/C" + [Kip : A] € Ik,;. Portanto({C',C" + [K;p : A],Ci},m)

€ uma prova, onde a regra de inferéngi)) = Zy,; € a regra de inferéncia
m(l) =T1cr. Portanta’’ Fspr Ci

Caso para a Eliminacédo dov:

Neste caso, a regra de inferénegi&d)) = 7, 5. Entdo existem unidades declarativas
da formay : Ao : MoV ey Atalquep Vi : A € Cp,Co+ [p -

A Fspr v i MCo+ ¥ A Fspr v 2 AeC éigual aCy + [y : Al. Entdo
[Jo = [y : A]l. Pela hipdtese de indugé@@, C C’' e C; é finita. Por suposicao,
C, & Co, entdoly : A € Ci. Seja({Co + [¢ : Al,...,C},m) (comy : X € C)
uma prova de tamanho minimo de+ [¢ : A\ Fspx 7 : A. Analogamente seja
{Co+ [ : N,...,C'},m) (com~ : A € C') uma prova do tamanho minimo de
Co+ [ : Al Fsprx v : A. Como, por hipotesd) < length(Cy/C',Zyr) < L, pela
definicdo de tamanho de uma regra de inferéncia,

0 < length(({Co +[¢ : N\],...,C},m)) < L
0 < length(({Co + [ : N],....C'},m)) < L

Pela hipotese de indugdo, existem configura¢tes C, + [¢ : \] eC* C Co+[1:
Al tal queC* Fspx v: A eC* Fspi v : A. Seja

C=(Cr—[r:A)+leVve: ADUC = [p: AU Cr—[¢:A])

EntdoC’ é uma configuracéo finit&) C Co e V¢ : A € C'. Além disso, como
C* C C'+ [¢ : A, por monotonicidade;’ + [p : A\] Fspx v : A. Analogamente,
comoC* C C' + (¢ . A], pela monotonicidade]’ + [¢) : A\] Fspx v : A. Entédo
C'/)C+[y: N €eZype{{C,C +[y:\,Ci},m) éuma prova, ond&(0) = Z,g
em(1l) = Zog. PortantoC’ Fspi Cf.

Corolario 6.1 (Compacidade) Sejauma configuragdo de usiD K arbitrario. Se, para
gualquer configuracéo finitéd’,C’ C C,C’ é consistente, entddé consistente.

Prova A declaracdo contrapositiva € provada. Suponha@uéeinconsistente. Pela
definicdo de inconsisténcid,-spx L : A paraalgum termo rasode Func(Ly, Lk ).
Portanto, pelo teorema da finitude (Teorema 6.3), existe uma configuracéo finita
C' C CtalqueC Fspi L : A, e portantd’’ € inconsistente.

Até aqui, a nocdo de consisténcia foi descrita junto com suas propriedades relevantes.
Esses resultados, que sao validos para qual§uek arbitrario, formam a base para
provar a completude da relacédo de derivabilidagdg; com respeito a relacao de impli-
cacao semanticaspx -



86

Agora, é mostrado que, dada uma configuracdo consistedgeumS D K, sempre é
possivel construir uma configuragéo consistente magimaque a contenha. Para fazé-
lo, € assumido que o conjunto de todas as unidades declaratR-isegais deSDK é
ordenado de tal forma que € possivel falar sobre o primeiro, o segundo, o terceiro;
ésimo elementa de SDK (onder é uma unidade declarativa ou ugnliteral). Usando
essa suposicao, na definicdo da construcdo de configuragdes maximas (Definicdo 6.5)
e na Proposicéo 6.7, descreve-se como expandir uma configuragéo consistenté inicial
para uma configuracao consistente maxitng,. Informalmente, a construcéo € baseada
no seguinte procedimento: iniciando a partir da configur@gapercorrendo todos os
elementosr; de SD K (onder; € uma unidade declarativa ou Ugnliteral), em uma certa
ordenacdo escolhida, um por vez é adicionadesa e somente se isso puder ser feito de
maneira consistente. Isso é formalmente definido como segue.

Definicdo 6.5 (Construcéo d€,,,.) Considerando uny D K arbitrario, sejany, ..., T,
uma ordenacao sobre o conjunto de todas as unidades declarativas e de tos os
literais deSD K. SejaC uma configuracdo consistente 8® K. SejaC, = C. Considere

o primeiro elementer; na ordenagéo escolhida. $i + [m;] € consistente, entdo seja
C1 = Cy + [m], caso contrario, sej@; = Cy. Entdo tome o segundo elementpda
ordenacdo escolhida. $k + [m;] € consistente, entdo s&fa = C; + ], caso contrario
sejaC, = C,. Entdo aplique o mesmo processo sobre cada elememte SD K, um de
cada vez, de acordo com a ordenacéo escolhida.

SejaCy,C1,Cs,...,C,,... a sequéncia de configuracbes construidas acima. Entdo
Cmaz € a configuracdo que contém todos os elementdsinidades declarativas &-
literais) que estdo em alguma configuragdo (Em outros simbolos, a configuracéo
consistente Maxim@, ... = (J,~, C:)-

Note que cadég; incluido emC,,,, € consistente, por construgdo e pela suposi¢ao de
queC, é consistente. Além disso, ca@aC C,,.. € uma configuracdo consistente. Por-
tanto, é facil mostrar que, dada uma configuracéo consigfemtema configuracag,, ...
construida como na definicdo da constru¢cdo de uma configuracdo consistente maxima
(Definicéo 6.5)(C,... € consistente e maxima. Definicdes formais sdo dadas a seguir.

Observacao 6.1A sequéncia de configuracd@sCy,Cs, .. .,C,, ..., descrita na definicdo

da construcdo de uma configuracao consistente maxima (Definicdo 6.5), é tal que, para
cada: > 0, a configuracad’; C C,,... Além disso, a configuracd® é consistente por
hipéteseCy = C), e, para cada > 0, seC; e consistente, entdo, por “construcac’;
também é consistente. Portanto, para cada0, a configuracad; € consistente.

A seguinte proposicdo mostra que a configuragag., descrita na definicdo da con-
strucdo de uma configuracao consistente maxima (Definicao 6.5), € realmente uma confi-
guracao consistente maxima.

Proposicao 6.7SejaSDK um SDK arbitrario, sejaC uma configuracdo consistente, e
sejaC,,.. a configuragdo especificada na definicdo da constru¢cao de uma configuragao
consistente méaxima (Defini¢cdo 6.5). Os dois enunciados seguintes sdo valid6s;,.

é consistente(2) C,,.. € maxima.
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Prova 1. Prova por contradicdo. Supfe-se @ljg, ndo é consistente. Entdo, pela
definicdo de configuracdo consistente (Definicdo 6.3), para algum terno
Func(Lyp, Lr), Cnaz Fspr L = A Ent8o, pelo teorema da finitude (Teorema
6.3), existe uma configurac@p tal queC; é finita,C; C C,0. €C1 Fspr L :
A. Enumerando-se todos os elementos (unidades declarati-iseeais) de
C, de acordo com a ordenacgéao escolhida para consiyyir, € considerando
7, O Ultimo elemento dé€';, entdaoC; C C,. Pela monotonicidad€,, Fspx
1 : Ao que esta em contradicdo com a Observacao 6.1.

2. Paraprovar qué,... € uma configuragdo méxima, é suficiente provar, usando
a definicdo de configuragcdo consistente maxima (Definicdo 6.4), que, para
qualquerr de SDK (onderw é ou uma unidade declarativa ou uditeral),
que é consistente cof},.., @ € Chnae- Sejam, uma unidade declarativa
ou um R-literal deSD K, na ordenacéo escolhida especificada para construir
Cmaz, tal quer, seja consistente co,,,. ComoC,,., € uma configuragdo
consistente, pela Proposicao 6.6, para qualquer configu€agad’,,, ..., C1 +
[r,] também é uma configuracdo consistente. $gja a configura¢éo do
passon da construcdo dé,,,., entdoC, 1 C C,..., pela Observacéo 6.1.
Portanto(,,_; + [r,] € uma configuracé@o consistente. Portanto, c6me +
[Tn] = Cn, €Ch C Crnazs Tn € Conaa-

Até aqui, foi mostrado que, dada uma configuracao consisfed¢éeumS D K, sem-
pre é possivel construir uma configuracao consistente mé&kjnarelativa aSD K tal
queC C C,q- Algumas propriedades de configuragdes consistentes maximas séo apre-
sentadas agora. As duas proposicfes a seguir garantem que nenhuma informacao contra-
ditéria esta em uma configuracéo consistente maxima.

Proposicao 6.8(Consisténcia em relacdo a unidades declarativas B-terais) Seja
SDK um SDK arbitrario e sej&,,., uma configuracdo consistente maxima relativa a
SDK. Entao

1. paratoda unidade declarativa )\, p:A e ~¢:\ ndo estao ambas e, . ;

2. paratodoR-literal A, A e =A néo estdo ambos e, .

Prova 1. A prova segue da definicdo da regra de Introducdo da conjungcgo (

2. A prova segue da definicdo da regra de Introducéo da contradi¢go (

Proposicao 6.9 (Maximalidade de unidades declarativas ef@diterais) SejaC, ... uma
configuracdo consistente maxima relativeé® K. Para qualquer unidade declarativa
@A 0Up:\E Cpazr, OU— : X\ € Cpae- Para qualquerR-literal A, ouA € C,,,. OU
A € Chaz-

Prova Em ambos 0s casos, a prova € por contradicao.

Unidades Declarativas Mostrado em [BRO2004].
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R-literais Suponha que &-literal A ¢ C,,.. € que oR-literal = A ¢ C,,,,. Como
Cmaz € UMa configuracdo consistente maxia,. + [A] € Crae + [CA]
sdo configuragdes inconsistentes. Erdae, + [A] Fspx L @ A €Crnan +
[-A] Fspr L A9, para alguns termos rasas, A\, de Func(Ly, Li). Pelo
teorema da finitude (Teorema 6.3), existem duas configuracoes tinitas
Cinaz €Cs C Cpras, tal queCy + [A] Fopre L: A1 eCy+ [ﬂA] Fopr L @ As.
SejaC a configuragd@; = C; U C,. Pela monotonicidade] + [A] Fspx
1 : ). EntdoC/C + [-A] € Zrr e ({C,C + [-A]}, m) é uma prova, onde
m(0) = Zg;. EntdoC Fspx C + [-A]. Além disso, pela monotonicidade,
C + [-A] Fsprx L = X\y. entdo, pela transitividadé, -spx L : A\y. Como
C C Cpas, pela monotonicidadé,,,.. Fspx L : \o. Portanto(,,,. € incon-
sistente, o que esta em contradigdo com a hipoétese original.

Proposicéo 6.10(Propriedade para férmulas) Sef,... uma configuracdo consistente
méxima. Entdo, para qualquer, onder é uma unidade declarativa ou uftliteral, e
quaisquer férmulag e ¢ e quaisquer termos, \; € Func(Ly, Lk), valem.

=

OANY:NE Craz < ©: X E Crraw €U : X € Cran

Se—p 1 A € Cpaz OUY 2 X € Cprar €NLAO0Y — Y 2 X\ € Crran
OVY:XNECpaz <« ©: A E Craz OUY 2 X € Crrgn

sep A€ Cpar €@ =Y : X E Cpae €NAOY : X € Crran

sep : A€ Chaz = Ui XA E Cpar €NA0Y — Y 1 A € Cran

seRi(\ ki, (M) € Craz — @ ki, (A) € Crnaa, €NACK;0 1 A € Crpar
seK;p : A € Craz € Ri(A\, \1) € Crnaa, €NtAOY : A1 € Crras
Eqo:N€Cpaw = VieGKip: N€ECpaz€©...€K,0: X € Crae
seRc; (A ca,(N) € Cae — ¢ ¢ cg,(N) € Crae, €NME0CGY @ A € Cpor €
Cap : cg,(N) € Cras

10. seCgp : A € Craz € Re, (A, A1) € Crnaz, €NE0Y : Ay € Criga

11. seRp, (A, dg, () € Crae — ¢ = ca,(A) € Crge,€NME0DGp 1 A € Crign
12. seDgp : A € Craz € Rpi, (A, A1) € Crnaz, €NEO0Y : Ay € Criga

© O N A WD

Nem todos 0s casos sao provados aqui. As provas para 0s casos omitidos podem ser
encontradas em [BRO2004]. Os casos péaja (7) tratam do operador epistémiéq. O
caso(8) (operadolE;) € analogo ao cadd), assim como os cas3), (3), (4) e(5). Os
casos dos operadores do conhecimento conj@m((L0)) e do conhecimento distribuido
((11) e(12)) séo analogos aos cas@s e (7).

Prova para o caso da conjuncaa\ (Metade “somente se”) A prova é por contradicdo.
Assuma que o : A & Cpaz OUY : XA & Chae- Apenas o primeiro caso €
considerado, pois o0 argumento para o segundo caso é analogo: et C,,..,
entdo, pela de unidades declarativas (Proposicdo-6/)\ € C,,q.. ENtAoC, ..
€ inconsistente como mostrado na seguinte derivacéo. Isso estd em contradicdo com
a hipétese original.

Conaz{@ A 2 X\, =@ \)  (dados iniciais)
Cl <(p . )\> (I/\E7Cmaa:>

CQ <J- : )\> (I/\I7 Cmam7 Cl)
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(Metade "se":) Por hipotese; : A € Cruz €9 : A € Cruz. ASsumindo que

e AN N & Cpar, €ntdo, pela maximalidade de unidades declarativas (Proposi¢éo
6.9), ~(p A1) : A € Cpae- PortantoC,... € inconsistente, como mostrado na
seguinte derivacdo, o que esta em contradicdo com a hipotese original.

Conaz{— (@ ANY) i N\ : \,¢: A) (dados iniciais)

Cl <(p AN 7,0 : )\> (I/\h Cmax)
CQ <J- : )\> (I/\17 Cm(zm> Cl)

Prova para o caso da implicacde— A prova é por contradicdo. Assuma que— ) :
A ¢ Chae- Ent8o, pela maximalidade de unidades declarativas (Proposi¢éo 6.9),
—(¢ — ¥) : A € Chae- Portantol,,.. € inconsistente, como mostrado na seguinte

derivagao.

Crnaz{(—(p — V) : A\, —¢p : A) (dados iniciais)

Cl<_‘()0 Vi )\> (I\/Iv Cmaz)
Co[p = A]) (hipotese(r)
Cs([—¢ = A]) (hipotese(s)
Cy(L:A) (Zyg, Co)
Cs(——p : N\) (Z-1,C3-Cy)
Colt : A) (Z-,Cs)

Cilp — 1 A) (Z_1,C3-Co)

Cs(L:\) (Zar; Cnaz, Cr)

Agora suponha que : A € C,... Assuma, por contradicdo, que — ¢ :
A ¢ Chnae- Entéo, pela maximalidade de unidades declarativas (Proposi¢éo 6.9),
—(¢ = ¥) : A € Chae- Portantol,,.. € inconsistente, como mostrado na seguinte

derivagéo.

Crnaz(—(¢ — ¥) : \,¢ = ) (dados iniciais)
Ci{lp: A\]) (hipotese(s)
Co(yp 2 \) (Zcr, Cinac)

Calp — ¥ ) (Z-1,C1 = Co)

Cy(L:X) (Zn1, Cinaz» Cs)

A prova é por contradicdo. Suponha que \ ¢ C,,... Entdo, pela maximalidade
de unidades declarativas (Proposicao 6-9),: A € C,,4.. PortantoC,,.. Fspx
L : )\, como mostrado na seguinte derivacao.

Crnaz{p : Ayo — 0 A, =) A)  (dados iniciais)

Cl <77Z) : )\> (I—>E7Cmam)

CQ <J— . )\> (I/\b Cmama Cl)

Prova para a introdug&o do operadorK; — Zg,; (6) A prova é por contradi¢do. Supo-
nha quey : A\; ¢ Cn.. EnNtdo, pela maximalidade de unidades declarativas
(Proposicao 6.9);¢ : A1 € Chae- ENtA0C,,0. Fspr L : A1 cOMo mostrado
na seguinte derivacao.

Crnaz(Kip : A, R(A\, A1), ¢ - A1) (dados iniciais)

Cl <90 : )\17 "2 >\1> (IKiEacmaa:)
CQ(J_ : )\1> (I/\[,Cl)
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Prova para a eliminacdo do operadorK; — Zy, (7) A prova é por contradi¢cdo. As-
suma quek;p : A ¢ Cna.. Entdo, pela maximalidade de unidades declarativas
(Proposicao 6.9y;7K;¢ : A € Cpaz, 0 que implica, pelas restricbes sobre as con-
figuragdes consistentes, que: \; ¢ Cpax € 7 Ri(A A1) € Chae- PoOrtanto, pela
Proposicéo 6.97¢ : A\; € Cias €, pela Proposicéo 6.%&; (A, A1) € Cruqa-

As propriedades descritas acima sao validas para qualquer configuracdo consistente
maéaxima relativa a alguny DK . Entretanto, na constru¢cdo de uma configuracéo consis-
tente maxima, conjuntos diferentes Hditerais sdo adicionados a algebra de rotulacéo
A sob consideragdo. Portanto, par@ i, precisam ser provadas propriedades adicionais
sobre osR-literais contidos na configuracdo consistente maxima associada. Como a al-
gebra de rotulagégl € uma combinacdo dos axiomas basi€p$ e 5, € suficiente con-
siderar as propriedades associadas com esses axiomas individuais. As provas aqui séo
demonstradas para a relaggég mas valem para todas as rela¢c@esic, € Rp,,.

Proposicéo 6.11(Propriedade para lgebras reflexivas) Seja 8mM K tal que{vVzR;(z,
z)} C A. SejaC,,... uma configuragao consistente maxima relative/ak’. Entdo, para
cada termo raso\ de Func(Ly, Lk ), € qualquer agentédo conjuntoA de agentes do
sistema, ogk-literais da formaR; (A, \) € Cpaz-

Prova A prova é por contradicdo. Sepg um termo raso d&"unc(Ly, Lk) tal que
Ri(A1,\) ¢ Cuae- EnNtdo, pela maximalidade de-literais (Proposicéo 6.9),
“R;(A1, A1) € Chae- ENtA0C,00 Fsprx L @ Ag, para algum termo ras, €
Func(Ly, L), como mostrado na seguinte derivagcdo. Portahtg, € inconsis-
tente, o0 que esta em contradicdo com a hipétese original.

Crmaz(—Ri(A1,\1)) (dados iniciais)
Ci(R;(A1, \1)) (Zra reflexiva)
C2 <J— : )\2> (IJ_Ia Cmaxa Cl)

Proposigéo 6.12(Propriedade para algebras transitivas) Seja S0 K tal que{Vz, y, z
((Ri(z,y) N Ri(y,2)) — Ri(z,2))} € A. SejaC,q.. uma configuragdo consistente
maxima relativa & D K. Sejam\;, A2, A3 trés termos rasos da linguagefunc(L, L)

tal queR; (A1, A2) € Chae € Ri(A2, A3) € Criae- ENAOR; (A1, A3) € Crnga-

Prova A prova € por contradicdo. Suponha glg\, \3) ¢ C,.... Entdo, pela maxi-
malidade deR-literais (Proposicdo 6.9 R; (A1, A\3) € Ciaz- ENtAOC, 0 Fspi
1 : )\, para algum termo rasb, € Func(Ly, Lx), cCOMO mostrado na seguinte
derivacdo. Portant@,,.., € inconsistente.

Crnaz (T Ri(A1, A3), Ri(A1, X2), Ri(A2, A3))  (dados iniciais)
Cl <_\Ri(/\1, /\3), Ri(>\1, )\3)> (IRA transitiva)
CQ <J_ . )\1> (:Z-J_I> Cl)

Proposi¢éo 6.13(Propriedade para algebras Euclideanas) SejasimK tal que{Vz, v,
2((Ri(w,y) A Ri(x,2)) — Ri(y,2))} € A. SejaCn.. uma configuragdo consistente
maxima relativa aSD K. Sejam\;, A\, € \; trés termos rasos deunc(L, L) tal que
Ri(A1,X2) € Crnaz € Ri(M1, A3) € Crgr- ENEAOR; (N2, A3) € Crnaa-
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Prova A prova € por contradicdo. Suponha glg ), \3) ¢ C,.... Entéo, pela maxi-
malidade deR-literais (Proposi¢éo 6.9%;R;(A2, \3) € Ciae- ENt80,Crrax Fspi
1 : )\, para algum termo rask, € Func(Ly,Lx) como mostrado na seguinte
derivacdo. Portanta,,,., € inconsistente.

Cmax<Ri()\17 )\2), Ri()\l, )\3), _‘Ri()\z, )\3)) (dadOS iniCiaiS)
Ci(—R;i(A2, A3), Ri(Aa, A3)) (Zra Euclideana)
CQ(J_ . )\1) (IL[,Cl)

Aqui € provado que qualquer configuracéo consistente é satisfativel, mostrando-se que
€ possivel construir, para cadd@ K, uma estrutura semantiddC,,.. que satisfaz uma
configuragdo consistente maxima relative./arx .

Defini¢do 6.6 (Interpretagdo candnica) Sejé... = (Dmaz, Fmae) Uma configuracao
consistente maxima relativa®D K, e sejal’ PO (Cinaz) = Dinaz U Aoz ONAEA 0, =
{[¢]A|¢ : A € Cnae } SUa traducao de primeira ordem. Seja o pdC,,.. = (HU, ICynaz)
uma interpreta¢éo candnica, ond€U € o Universo de Herbrand da linguagemt (L,
Lx)}, ousejalC,... € afungdo de interpretacéo sobre alinguagem(L;, L), definida
como segue.

e [CnL.:(\) = A, para cada termo raso\ da linguagem de rotulagdo estendida
SZEt(LL,ﬁK);

o [Craz(Ri) = {(As, \)|Ri(As, Ay) € TPO(Chnar)} para cada predicado binario
R; da linguagem de rotulacadunc(Ly, L ). TPO(Cyq.) CONtéM apenas literais
rasos;

o [Craz([p]) = {Nil[e]l(N) € TPO(Cpnar) } para cada predicado monadige|()\;) €
ext(Lp, Lr).

Observacéo 6.2SejaC,,.., uma configuracado consistente maxima relativa a $imi,
sejal PO(Cynq:) SUatraducéo de primeira ordem e séjéC,,... uma interpretacéo cané-
nica. Para qualquer formula atémica rasa det(L,, L) da formaR;(A,, A,), MCpaa
E=rpro Ri(Az, A,) se e somente sB;(\,, \,) € TPO(C,..,); analogamente para qual-
quer formula atémica rasa dext(Ly, L) da forma[p|(A), MCpa: FrLro [¢](A) S€ e
somente s@p|(\) € TPO(Cpaz)-

Agora sejal/ uma atribuicdo de variavel a partir do conjunto de variaveis da lin-
guagemext(Ly, L) para o Universo de Herbrand/ U. O valor-verdade de qualquer
formula deext(L, L) é definido como segue.

o (MCpsz, V) Erro Ri(z,y) se e somente S& (), V(y)) € ICpaz(R;)
o (MCpasz, V) Erpro [¢](x) se e somente 3é(z) € ICax([¢])

e para qualquer formulay de ext(L., Lk), 0 valor verdade dep em relacdo a
Mcmax-

E necessario mostrar agora que, dada g relativa a ums DK particular, a interpre-
tacdo canbnicad/C,,,, € uma estrutura semantica 8® K. I1sso é feito em dois passos:

1Universo de Herbrand é definido como o conjunto de termos rasos que sdo gerados a partir dos simbolos
de constantes e dos simbolos funcionais da linguagem.
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1. é mostrado qué/C,,,, satisfaz todos os esquemas de axioasl)-(Ax12) da
algebra estendida associada;

2. € mostrado qué/C,,,, satisfaz a algebra de rotulacao particudar

Para qualquer atribuicdo de variavéle qualquer varidvet da linguagem estendida
ext(Lr, Lk), V(x) refere-se a algum termo raso no Universo de Herbfabid Portanto,
por simplicidade,V (z) sera usado também para denotar um termo raso arbitrario nos
argumentos que seguem.

Teorema 6.4 (Existéncia de modelo pard™-.A) Seja At a algebra estendida associada
com 0SDK, sejaC,,.. uma configuracdo consistente maxima relativd 2K e seja
TPO(Cpnaz) SUa tradugdo de primeira ordem. Entdd,C, ... € um modelo del™-A.

Prova SejamU, V' atribuic6es de varidveis arbitrarias, e sejam duas formulas bem
formadas deCx. A prova € através de casos sobre cada um dos esqyeimas
(Az12). O caso paréAz8) é analogo ao caso pardzr1); os caso$Ax9), (Ax10),
(Az11) e (Az12) sdo analogos aos casos pafat) e (Az7).

o (Ax1)Va([o A yl(x) < ([p](x) A [](x))

E suficiente provar Qu&/C,..., V =rro [ A ¢](V(z)) se e somente S&C,,q, U

V =Lpo [#](V(2)) €Chaz, V FELro [Y](V(T)).

(Metade "somente se™:) Assumindo qU&C,,..., V' Frro [¢ A ¢](V(z)), entdo
[0 AN Y|(V(z)) € TPO(Caz)- ENt@0,0 A @ V(z) € Crazr 0 que implica,
pela Proposi¢céo 6.10, que : V(z) € Chpaz €% : V(z) € Chae- Portanto,
V(z) € ICha([p]) €V (z) € ICha([t0]). PortantoMCoe, V ELro [¢](V(2)) €
Mcmaxvv ):LPO W](V(x))

(Metade “se”™:) Assumindo qu¥/C,,.., V Erro [¢](V(x)) e queMCas, V ELPo
[¥](V(z)), entad[p](V(z)) € TPO(Cinaz) € [W)(V (2)) € TPO (Crraz), © que im-
plica quey : V(z) € Cpax €9 : V(x) € Cprae. Portanto, pela Proposigéo 6.10,
@ VAN w : V(Q:) € Cmam- PortantOMCmaxa Vv }:LPO [%0 A w](v(m))

Para os casos delz2), (Ax3), (Az4) e (Az5), a prova é analoga a do caso para
(Az1) mostrada acima [BRO2004].

o (Ax6) Vr((Ri(z, ko(2)) = [pl(ko(2))) — [Kip](2))-

E suficiente provar que s&/Cpa.,V [Erro —Ri(V(2), V(ky(2))) 0U MCpraq,
V Erro [¢l(ks(x)), entdoM Cpras, V ELpo [Kip](V (x)). A definicdo da fungéo
de interpretacdd(,,,, de uma interpretacdo canéniddc,,,, permite escrever
V(ky(x)) emvez de/C,q, (V (ky(2))).

Por suposicéo, ouR;(V (z),V (ky(z))) € TPO(Cpaz) OU[p](V (ky(x))) € TPO
(Cinaz)- 1sso implica que o R;(V(x), V(ky(x))) € Chaw OU @ = V(ky(z)) €
Cmaz- ENta0, pela Proposicéo 6.10 (para o caso do operador epistéip)icl; ¢ :
V(z) € Crnaz- POrtantoMCaz, V Erpo [Kig|(V(2)).

o (AXT) Vr([Kipl(z) — (Vy(Ri(z,y) — [¢l())))-
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Considere a férmula equivalenteVy(([K;¢|(x)

Ri(z,y)) = [¢l()))-

A
E suficiente provar que, $6C,az, V, U =rro [Kip](V(2)) € MChiaz, V, U ELpo
Ri(V(x),U(y)), entdoMCynae, V, U Erpo [€](U(y)).
Ry(V

Por suposi¢ao,K; o] (V(z)) € TPO(Craz), € (2),U(y)) € TPO (Cpaa)-
Isso implica queK;p : V(z) € Chpaz € Ri(V(2),U(y)) € Cmaz- EnNtdo, pela
Proposicéo 6.10 (para o caso do operador epistéiijrop : U(y) € Cpaz- POI-

tanto, MCpaz, V. U E=Lro [0)(U(y)).

Segundo passo: € mostrado qu€,,,, satisfaz a algebra de rotulagdoSiPK A =
{T,4,5}.

Proposicao 6.14(Satisfatibilidade d€’, 4 e 5) SejaS D K um sistema dedutivo rotulado
modal cuja algebra de rotulagéo.4. SejaC,,., uma configuracio consistente maxima
relativa aSDK e sejal' PO(C,,..) sua traducao de primeira ordem. Entao:

T Se{VxR;(z,z)} C A, entdoMC, o Erro YV Ri(z,x).

4 Se{Vz,y,z((Ri(x,y) N Ri(y,2)) — Ri(x,2))} C A,
entdoMCar Frro Vo, y, 2(Ri(x,y) A Ri(y, 2)) — Ri(x, z)).

(
5 Se{ve,y, 2((Ri(x,y) A Ri(y, 2)) — Ri(y, 2))} € A,
entdoMC,or Frro Vo, y, 2((Ri(z,y) A Ri(y, 2)) — Ri(y, 2)).

Prova para T SejaV uma atribuicdo de variavel arbitraria. Entdo, é suficiente provar
que MCpuz, V Erro Ri(V(x),V(z)). Pela propriedade para algebras reflexivas
(Proposicéo 6.11);(V(z), V(z)) € Chnas € entdar;(V (z), V(z)) € TPO(Cruax)-
Portanto(V'(z), V(z)) € ICha(R;). PortantoMCaz, V Erpo Ri(V (), V(2)).

Prova para 4 SejaV uma atribuicdo de variavel arbitraria. Entdo, € suficiente provar
que MCraz, V' [=rpo (Bi(V(2),V(y)) A Ri(V(y),V(2))) — Ri(V(2),V(2)).
Assume-se qué/C,..,V FErro (Ri(V(2),V(y)) A Ri(V(y),V(z))). Isso im-
plica que(V(z),V(y)) € ICna(Ri) € (V(y),V(2)) € [Cpnas(R;). Portanto,
R,(V(z),V(y)) € TPO(Cinaz) € Ri(V(y),V(2)) € TPO(Cpnaz)- Portanto,
R,(V(2),V(y)) € Crnaz € Ri(V(y),V(2)) € Crnaz- Pela propriedade para algebras
transitivas (Proposicéo 6.12%;(V (z),V(z)) € Cma. € entdoR;(V(x),V(z)) €
TPO(Cpaz) € portantoMC,a., V ELro
R;(V(x),V(2)).

Prova para 5 Sejal’ uma atribuicéo de variavel arbitraria. Entéo, é suficiente provar que
MCpaz, V' Erro (Ri(V(2),V(y)) A Ri(V(y),V(2)) — Ri(V(y),V(2)). As-
suma queV/Cynaz, V' =Lpo (Ri(V(2),V(y)) A Ri(V(y), V(2))). Isso implica que
(V(2),V(y)) € ICnax(R;) €(V(y),V(2)) € ICpax(R;). EntdoR;(V (x),V (y)) €
TPO(Crax) € Ri(V(y),V(2)) € TPO(Cpraa). LOGO, Ri(V(2),V(y)) € Cinas €
R;(V(y),V(z2)) € Cnas- Pela propriedade para algebras Euclideanas (Proposicao
6.13), R;(V(y),V(2)) € Cimas € eNtaoR;(V (y),V(z)) € TPO(Cpaz). Portanto,
Mcmaxa V ):LPO
RV (y),V(2))
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Lema 6.3 (Lema da Existéncia do Modelo) Seja WW K arbitrario. SejacC,,,, uma
configuracdo consistente maxima relativaS& K. Entdo, para algumr (onder é
uma unidade declarativa ou uii-literal) de SDK, MCpor FEspx ™ S€T € Cran €
MC,par Fspx ™ SET ¢ Crnaz

Prova Ha dois casos a considerar, paigpode ser uma unidade declarativa da forma
¢ : A ou pode ser unk-literal; nesse altimo casa;, pode ser da form#;(\;, A;)
ou da forma-R;(\;, \;), onde);, \; séo termos rasos deunc(Ly, Lk).

unidade declarativa da formag : A Seyp : A € Cpaz, €nt8dp](N) € TPO(Cpiaz)-
Entdo,MC o FErro [¢](N). Portanto,MC... FEspr ¢ : A\ Sep @ A ¢
Crnaz, €NtAO[p](N) ¢ TPO(Cpaz). ENtdo,\ ¢ ICa.([p]), € entdo, pela
Observacéo 6.2V/C,,0. ¥ rro [¢](A). PortantoMCe Fspr ¢ : A

R-literal da forma R;(\;, \,) SeR;(\;, Ay) € Cpaw, €NAOR; (N, Ay) € TPO
(Crnaz)- ENtAOM 0 =rro Ri(As, Ay). Portanto McC,,q,
Esprx Ri(Az, Ay). SeR;(Az, Ny) & Cinaz, €NAOR;(Az, Ay) ¢ TPO(Crnaz)-
Ent&o,MC,aw Frro Ri(As, Ay). PortantoMC,as Espr Ri( Az, Ay).

R-literal da forma —R;(\;, A,) Se —R;(As,\y) € Cpas, €ntdo, pela maximali-
dade deR-literais (Proposi¢éao 6.9%2;(A\;, Ay) & Cinaz- ENtAOR; (A, \,)) ¢
TPO(Ciaz)- ENtGOMCrrr Hrpo Ri(As, Ay). Portanto,MC,... F=rro
“Ri(Ag, Ay). Portanto M C,e Espr ~Ri(Asy Ay).

Coroléario 6.2 Seja umSDK e sejaC uma configuracdo consistente dé) K. Entéo,
MZC,,... satisfazC.

Prova A prova segue trivialmente do lema da existéncia do modelo (Lema 6.3) e do fato
de queC C Cprae-

Proposicao 6.15SejaunS DK e sejaC uma configuracdo de€ D K. Sejar uma unidade
declarativa ou unR-literal tal quen ¢ C. SeC ¥spx m, entdoC + [—7] € uma configu-
racao consistente.

Prova Ha dois casos a considerar: o caso emagéeuma unidade declarativa, e o caso
em quer é umR-literal:

unidade declarativa da formay : A O contrapositivo do enunciado da proposi-
cao esta provado. Assuma qtie [—¢ : A] ndo é consistente. Ent&ot [~ :
A Fspr L @ Ay, para algum termo ras de Func(Ly, Lk). SejaC; = C +
[-—@ : A eCx = C; + [p : A]. O par de configuracd&€yC, € Z_;, e o par de
configuragbes, /Cx € Z_ . Entdo({C, C;,Cx}, m) € uma prova, onde aregra
de inferéncian(0) =Z_; em(1) = Z_g. Comoy : A € Cx,C Fspk ¢ : .

R-literal A O contrapositivo do enunciado da proposi¢do esta provado. Assuma
queC + [-A] néo é consistent&l + [-A] Fspx L : Aj, para algum termo
raso)\; de Func(Ly, Lk ), € 0 par de configuragB€s5C + [A] € Zg,. Entéo
({C,C + [A]}, m) € uma prova, onde:(0) = Zg;. Portantol Fgpx A.

O teorema da completude pode ser provado agora.
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1
CFspr C W) CFspr C1
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At UTPO(C) ¥1po TPOC)

Figura 6.2: Diagrama da Prova do Teorema da Completude

Teorema 6.5 (Completude) Sej& D K um SDK proposicional arbitrario. Sejate C;
duas configuragdes deD K tal que a diferenca de configuragcdbés— C seja finita. Se
C ’:SDK Cl entaoC }_SDK Cl

A condicdo de finitude d€; — C no enunciado acima nao constitui uma restricdo
significativa sobre a propriedade da completude gey. Pelo contrario, ela permite que
C e(C, sejam infinitos, embora as derivacdes sejam finitas.

O teorema é provado por contraposi¢cao como mostrado no diagrama dado na Figura
6.2. A prova € dada pela composigdo dos dois passos principais, aQ$etéd). A seta
(3) é dada diretamente pela definicdo de implicacdo semantica (Definicao 4.36), ao passo
que a set#?2) constitui a parte principal do teorema da completude.

Em particular, a suposicad ¥spx C; implica que exista umr € C; — C (onde
7w € uma unidade declarativa ou uRtliteral) tal queC ¥#spx 7. 1sso ja foi provado
pelo teorema da caracterizacdo de derivabilidade (Teorema 6.2). Po@antp;n] é
uma configuracao consistente (conforme a Proposicao 6.15). Isso implicaepedoda
Existéncia do Modelogue a configuracaB + [—7| é satisfativel. Portanto, existe uma
estrutura semanticel de SD K que satisfaZ e que também satisfazr. Portanto, como
sera mostrado a seguir, essa estrutura semamticéo satisfazr. Comon € Cy, pela
definicdo de satisfatibilidade de uma configuragéiondo satisfaz; também. Portanto,
AT UTPO(C) Erpo TPO(Cy).

A descricéo informal acima mostra que a parte principal desta prova de completude
do estilo de Henkin é o lema da existéncia do modelo. Isso se liga as no¢des semanticas
de consisténcia e referentes a teoria das previaso €, qualquer teoria consistente é sat-
isfativel. Isto € provado nos dois passos seguintes. Primeiramente, € mostrado que, para
gualquer configuracdo consisteidteé possivel construir umeonfiguracdo consistente
méximaC,,.., que satisfaz propriedades (Proposi¢des 6.8 a 6.13) sobre as unidades de in-
formacgéor (unidades declarativas/e-literais) que pertencem a ela. Em segundo lugar,
€ mostrado que é possivel construir uma estrutura semavtica, que satisfac@,,,...

Como a configuracdo consistente maxima contém a configuragdo consistenteCinicial
essa estrutura semantitC, ., também satisfag.

Prova do teorema da completude (Teorema 6.5 prova é por contrapositivo. Assuma
queC ¥spk C;. Entdo, pelo teorema da caracterizagéo de derivabilidade (Teorema
6.2), existe umr € C; — C, onder € uma unidade declarativa ou umaliteral, tal
queC ¥spi . Entdo, pela Proposicao 6.15+ [—x] € uma configuracdo consis-
tente. Pelo Corolério 6.2/, = M (C,.. + [-7]) satisfaz a configura¢@d+ [—r|.
Entdo, pela Definicdo 4.33/,, =spx C, € M,, =spx —m. Ha dois casos a con-
siderar: o caso em quee umZR-literal e 0o caso em queé uma unidade declarativa
da formay : \.
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R-literal Pela Definicao de satisfatibilidade para unidades declaratizagerais,
M,, Erpo —. Entéo, pela condicdo de satisfatibilidade da l6gica de primeira
ordem, M,, ¥.po w. Entdo, pela definicdo de estrutura semantica de um
SDK (Definicdo 4.33) e pela definicdo de satisfatibilidade de uma configu-
racdo (Definicdo 4.35)4" U TPO(C) ¥Lpo w. Portanto, pela definicdo de
implicacdo semantica (Definicdo 4.36)¥spx C;.

unidade declarativa da formay : A Pela definicdo de satisfatibilidade de unidades
declarativas (Definicdo 4.34\/,, =rpo TPO(—7), ondeTPO(—7) =
[—¢](A). EntdoM,, =rpo [—¢](N). Entdo, pelo teorema da existéncia do
modelo (Teorema 6.4\, =rro —[p](A\). EntAoM,, ¥rpo [¢](A), O que
significa queA™, TPO(C) ¥po . PortantoC Espr C.

6.3 Correspondéncia

Foi mostrado que o sistema 16giéd K é uma generalizacao da l6gica do conheci-
mentoKT'45 pois ele permite raciocinar sobre estruturas de mundos reais que podem ou
nao ser pontos Unicos. Para mostrar isso, prova-se que, se forem impostas as restricées
adequadas sobre as configuracdes iniciais, entdo havera uma correspondéncia entre a l6-
gica do conhecimento rotulada e a apresentacédo axiomatica correspondente do sistema
l6gico do conhecimentd 7'45. Essa generalizacao é possivel devido ao fato de que a
correspondéncia entre a logica do conhecimeniols existe se e somente se a confi-
guracéo inicial é vazia. Além disso, prova-se que a correspondéncia ndo vale se néo for
Imposta nenhuma restricao.

Como 0SDK é um caso particular dos sistemas dedutivos rotulados madada(
Labelled Deductive Systejnzroposicionais propostos por [RUS95], pode-se aproveitar
muitos dos resultados de correspondéncia provados nesse trabalho, visto que as alter-
acOes necessérias referem-se unicamente aos diferentes axiomas que descrevem as pro-
priedades da logica do conhecimento tratada akjii45) e aos axiomas que descrevem
a semantica de traducéo dos operadores epistémicos. No que se refere aos operadores
epistémicosK;, Eq, Cq e Dg, reafirma-se que eles sdo operadores do tipo conhecido
comobox-like ou seja, ttm as mesmas caracteristicas e propriedades do opmrador
(O) da légica modal tradicional. Assim, a prova de correspondéncia para cada um desses
casos é desenvolvida como para o caso do opelapp que também foi demonstrado
por [BRO2004].

Em linhas gerais, sera descrito, segundo a abordagem de [RUS95] e [BRO2004] para
sistemas dedutivos rotulados modais, como é desenvolvida a prova da propriedade da
correspondéncia d6DK em relacdo ao sistema axiomatico proposto por [FAG95] que
fundamenta a semantica da l6gica do conhecimento tratada neste trabalho. A prova da
correspondéncia é desenvolvida por demonstracdo de que 0 enucordPOSitivoé
valido. Conforme foi demonstrado, as duas relacoes de derivabilidade sdo ambas corretas
e completas com respeito a sua semantica, ou seja, a semantica axiomatica € completa
com respeito a semantica de Kripke, e a semantica definida p&ria/o é completa
com respeito a semantica definida neste trabalho nos capitulos anteriores. Foi criada uma
estrutura semantica parasd K e observou-se gque a algebra estendddado sistema
é dada pelo conjunto de esquemas de axiofriad )-(Ax12) (Definicdo 4.31) e pelo
conjunto de axiomas que definem a l6gica do conhecim&ntd5 (7',4 e 5) 0s quais
compdem a algebra de rotulacéo (Definicdo 3.4). A prova € através de casos sobre cada
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um desses axiomas e esquemas de axiomas.

Para provar que existe tal correspondéncia, impde-se uma restricdo essencial: é pre-
ciso identificar um simbolo constante particular, por exemplona linguagem de ro-
tulacdo L, e permitir apenas configuracdes iniciais da fortha= ({}, F;), ou seja,
configuragdes com diagrama vazio (s&ntiterais), nas quais, para qualquer termo raso
da linguagem de rotulacéo (para qualquer rotute ext(Ly,, L)) cOM # wy, é vazio
o valor da fungdof;(\) = 0).

Com essa restricdo, as Unicas suposi¢des iniciais (se existirem) sdo férmulas modais
associadas com o rotulo fixg. 1sso corresponde a nogéo tradicional de suposi¢cdes locais
em légica modal. Como o diagrania € um conjunto vazio, as unicas suposi¢cées no
comeco sdo férmulas da l6gica do conhecimento, e se pode provar que qualquer unidade
declarativa da forma : wy pode ser derivada a partir de uma configuragao inicial (vazia)
da formaC; definida anteriormente, se e somente se sua formpélderivavel, dentro do
sistema axiomatico correto e completo para a légica do conheciméntd dada pela
Definigdo 2.1 L), a partir do conjunto (vazio) de formulas modais que aparecef}.em

Teorema 6.6 (Correspondéncia para l6gicA T'45) Seja a tupla K745 4., Fx145) O SIS-
tema axiomatico correspondente a l6gica modal do conhecimfites utilizada neste
trabalho (£x, dada na Definicdo 2.1). SefaD K o sistema de deducéo rotulado cuja
algebra de rotulacdo é1* (Definicdo 4.31). Seja a configuracao inicial §& K vazia

Cp = ({}, Fv) na qual o valor da funcéo é vazigj(\) = {}) para qualquer termo raso

A da linguagem de rotulagdg ;. Sejay uma formula da linguagem do conhecimento
Ly. Entdo=kr45 ¢ S€ € somente se, para todos os termos rasda linguagem de
rotulagdo L, valeCy Fspx ¢ : A

Prova A prova é dividida em duas partes. A primeira é a parte “se”, para a qual €
mostrada a declaracdo contrapositiva. Sabe-se que as rela¢cdes de derivabilidade,
Fxra5, dO sistema axiomatic& 745, e Fspx, do sistema dedutivo rotulado para
l6gicas do conhecimento proposto neste trabalho, sdo ambas corretas e completas
com respeito a suas semanticas (semantica de Kripke e seméantica definida neste
trabalho, respectivamente). Prova-se que, dada uma formula da l6gica do conheci-
mento (Definigdo 2.1p € L, se ela ndo pode ser provada pelo sistema axiomatico
KT45 (ou seja, s& k145 ), €ntdo, para algum termo rasaa linguagem de rotu-
lac@oext(Ly, L), a configuracdo inicial vazig; ndo satisfaz, no sistenfaD K,

a férmulayp, ou sejaly Fspx ¢ : A. Também é suficiente provar que, se a for-
mula ¢ nao é valida no sistema modAIT45 (¥ k745 ), €ntdo existe um termo
raso\ da linguagem de rotulacaa:t(L;, L) no qual a férmulap ndo é valida,

pelo sistema DK, para a configuracdo vazig (Cy ¥spx ¢ : A\). Como a con-
figuracdoCy é vazia, mostra-se que existe uma estrutura de modelo que satisfaz
- : A. Pela hipétese e pela validade semantica, existe um modelo de Kripke
que satisfaz a formulap. Agora, sejaMl = (W’ R;,v') esse modelo. Ent&o
existe um mundo possivel € W' tal que(M,\) Exras —p. Assume-se uma
ordenacéo canodnica sobre o conjuiitd. Seja\; o primeiro elemento do con-
junto {\;|\; € W' e (M,\) Exras —p} de acordo com a ordenagdo canbnica
deW’. Entdo(M,\|) Fxr4s —. Sejal uma interpretagédo sobre a linguagem
ext(Lr, L), onde o0 seu universo de discui$d € definido como segue.

1. Para constantes;: I(\;) = \,.
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2. Para cada predicadp|, I([¢]) = {\X € W e (M, \) Exrss ¢}
3. Para cada predicado binariy, I(R;) = R..
4. Para os simbolos de funcao:

(@) I(k,) =k, : W' — W'tal que, para cada € W', define-se: se para
todos os\' € W’ néo valeR;(\, \'), entdok,(\) = A. Se, para cada; €
{N|IN e W AR; (AN XN)} vale que(M, \)) k145 . €NtEOk,(N) = A1,
onde) |, € o primeiro elemento do conjurfd’|\ € W/ AR;(\, \)} em
relagéo a ordenacgéao @€’ assumida. Caso contrarik,(A\) = A, onde
A1, € o primeiro elemento do conjunto ndo-vagid|\' € W’ R;(\, X)
e(M,N) Ekr4s —p}, de acordo com a ordenacaold@.

(b) I(cg,) = ca, : W' — W' tal que, para cada € V', define-se como
feito parak,, considerando, porém, a relagcéo de acessibilidade do oper-
ador do conhecimento comuRy,, .

(c) I(dg,) = dg, : W' — W’ tal que, para cada € W', define-se como
feito parak,, considerando, porém, a relagéo de acessibilidade do oper-
ador do conhecimento distribuidgy,..

Para mostrar que a estrutuid’, 1; _ , I) € um modelo do SDK, segundo a Defini-
cao 4.33, prova-se que a estrutdve’, i _ ,I) € um modelo classico da algebra

de rotulacéo estendidd™ (Definicdo 4.31. Procede-se por casos sobre cada um
dos axiomas dessa algebra.

S&o mostrados aqui 0s casos para os axigmas) e (Ax7), que, em conjunto,
definem completamente o operador episténiice, devido a sua semelhanca com

os axiomas que definem os operad@rgs D, oferecem uma nog¢éo bastante pre-

cisa, embora geral, do desenvolvimento das provas para 0s casos desses operadores
(axiomas(Ax9)-(Az12)). O caso do operaddr; (axioma(Ax8)) assemelha-se,

por sua definicdo, ao caso para o conetivo classi¢axioma(Az1)), e também

sera mostrado aqui.

o (Ax1)Vz([p AY](z) < ([¢](x) A [¥](2))
Sejal € W’ um elemento arbitrdrio (um mundo arbitrario do conjunto de
mundos possiveis). E suficiente provar que I([¢ A ¢]) (0 mundo) esta
na interpretacad do predicado monadide A 1]) se e somente sec I([y])
(o mundo) esta na interpretacdodo predicaddy]) e A € I([¢]) (0 mundo
A também estéa na interpretacdo do predicadp Isso segue diretamente da
definicdo da interpretac@sobre o predicad@y A ], ou seja,l(¢ A ), €
da definicao de satisfatibilidade semantica para formulas que envolvem a con-
jungd@oA. Os argumentos para os casos dos axioag) (negacéo)(Ax3)
(disjuncéo)(Az4) (implicagéo) g Az5) (dupla implicac&o) séo analogos aos
deste caso.

o (AX6) Va((Ri(x, ko(z)) = [p](ko(z))) — [Kip](2))
Sejal € W' um elemento arbitrario do conjunto de mundosien agente
qualquer. Para provar a correspondéncia para o caso da regra de introducao
do operadork;, sera provada a formula equivalente ao axioma6), ou
seja vz ((—R;(z, ky(2)) Vo] (ky(2))) — [Kig](x)). Entdo, basta provar que,
se(\ ky(N) ¢ I(R!) (ou seja, se o par de mundgs, k,(\)) ndo esta na
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interpretacédo da relacd®,) ou sek,(\) € I([¢]) (se 0 munddk,(A\) ndo
estd na interpretacdo do predicado monadigh entdo € I([K;¢]) (ou
seja, entdo o munda esta na interpretagdo do predicddgy]). Suplbe-
se primeiro que a tuplé\, k,(\)) ¢ I(R!). Isso implica, pela definicdo de
I(K;), ou seja, da interpretacdo do operadgr que, para todos os mundos
ky,(\) € W', ndo valeR(\ k,(\)). Entéo, pela semantica definida neste
trabalho para a satisfatibilidade do operadgr vale (M, \) Exr4s Kip,
ou seja, no munda do modeloM, vale a férmulak;p no sistema modal
KT45. Portanto, pela definicdo da funcéo de interpretd¢@mundo) esta
na interpretacdo da formul&;p, ou seja,A € I([K;p]). Supde-se entdo
quek,(A) € I([¢]), ou seja, que o mundb,(\) esta na interpretagéo da
formulay. Entéo, pela definicéo da interpretacdo do muhdo\), existem
dois subcasos a considerar:

1. Paratodos 0B,(\) € W', ndo valeR;(\, k,())). Entéo, pela semantica
definida neste trabalho para a satisfatibilidade do operaga férmula
K;p é satisfeita no munda do modeloM no sistemak’T'45, ou seja,
(M, \) =k K;p. Portanto, pela definicdo da funcéo de interpretd¢&o
mundo) esta na interpretacdo d&p, ou seja)\ € I([K;p]).

2. Paratodos ok,(\) € W' tal queR;(\, k,())), vale(M, ky,(N)) Exras
. Entdo, novamente pela definicdo semantica definida neste trabalho da
satisfatibilidade do operadds;, vale (M, \) Exr45 K;p, OU Seja, a for-
mulap é vélida no mundd do modeloM no sistemay. Portanto, pela
definicdo da funcao de interpretacBoo mundo) esta na interpretacao
da formulak;p, ou seja) € I([K;yp)).

Convém observar que 0s casos para as regras de introducdo dos operadores
epistémicos’; e D¢, referentes aos axiomadz9) e (Ax11), sdo analogos

a este caso, adaptando-se as provas as relégges R, e aos simbolos de
funcéocq, (A) edq, (N) para algum termo raso genérigaleext(Lr, Lk ).

(AXT7) Va([Kipl(x) — (Vy(R(z,y) — [£](y))))

Sejam), \' € W’ dois elementos arbitrarios tais gues ([K;¢]) (0 mundo

A esté na interpretacdo da formulay) e tais quel\, \') € I(R;). Trabalha-

se, entdo, com a formula equivaleitevy (([K;¢](z) A R(z,y)) — [¢](y))-

Para provar a correspondéncia para o caso da regra de eliminacdo do operador
K;, basta provar, pela definicdo da funcao de interpretac@oe a formula

K, vale no mundo\ do modeloM no sistema( 745, ou seja( M, \) Exras

K;p, e queR; (A, \') também vale. Pela semantica definida neste trabalho para
a satisfatibilidade do operadéf;, a formulay vale no mundo\’ do modelo

M no sistemak'T'45, ou seja,(M, \') Exr4s . Portanto, pela definicdo da
funcao de interpretacaly também vale que o mundd esta na interpretacao
daférmulap, ou seja)\’ € I(y). Convém observar que 0s casos para as regras
de eliminacdo dos operadores epistémiéps Cs e Dy (axiomas(Ax8),
(Az10) e (Az12)), além da regra especial de eliminagéo do operéagovia

o operadot¥;, sdo analogos a este caso.

(Ax8) Va((Vi € G([Kip](y))) < [Eap](x))
O operadotF, conforme sua definicdo semantica, pode ser visto como uma
conjuncédo de operadorés. As férmulasE, portanto, sdo provadas como
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formulasA (conetivo da conjuncdo). Sejae W’ um elemento arbitrariap
uma formula da linguagemi e G = {1,2,...,n} um conjunto arbitrario
de agentes. Para demonstrar a correspondéncia para o caso do operador
basta provar que, para qualquer mundovale que\ esta na interpretacéo
da formula[Eg ], ou seja,\ € I([Eqy]) se e somente se, para qualquer
tal que, para todos os € @, vale que o mundo esta na intepretacdo de
[K;p|, ou seja,\ € I([K;p]). Isso quer dizer, pela definicho seméntica do
operadorE, quei € I([Ki¢)), A € I([Kyy]), ... e A € I([Knyg]). Isso
segue diretamente da definicdold&.|) e da defini¢do de satisfatibilidade
semantica para formulas que contém o operador epistéijcas quais séo
baseadas nas mesmas definicbes para formulaEsta prova vale para as
regras de Introdugady;,,;) e de EliminagéoZy ) do operadotE, visto
que sua definicdo é dada pelo axioma:8). Convém observar que 0s casos
para—,V, — e «, além deA ja citado, séo analogos a este caso.

Assim, prova-se que a tupld’”’ R, I) € um modelo da &lgebra estendidd.

Foi suposto, para provar a declaragéo contrapositiva da correspondéncia, que a for-
mula - ndo era valida no mund® do modeloM no sistemakK 745, ou seja,

(M, X)) Ekr4s —p. ISto quer dizer o mesmo que a expresg@bo \') ¥y ¢. Tam-

bém, pela definicdo da funcédo de interpretatAa intepretacdo dos simbolos de
constantes da linguagem de rotulaggg diz que valel/()\;) = «’, ou seja, que 0
mundo)’ do modelo criado € a interpretacdo do mungdo sistema proposto. As-
sim, existe um termo raso, que € igual ao mundd (w = \') para algum valor de

i > 0 tal que a férmula-y € valida nesse mundo no modelo criaddWW’, R., I),
segundo a logica de primeira ordem, ou s, R, I) =Lpo [-¢](w). Isso tam-

bém significa que o modelo criado ndo satisfaz a formdan determinado mundo,
aqui chamadav. Portanto, pela definicdo da relacao de satisfatibilidade do sistema
dedutivo propostd=spx, conclui-se que, a partir de uma configuracao végja
férmula ndo é valida no munde do sistema dedutivé D K aqui proposto, ou
Seja,C@ #SDK @Y w.

Até aqui, foi mostrada a parte “se” da prova. A seguir, sera descrita a parte “somente
se”.

Supbe-se que o sistema axiomati€d'45 nao consegue provar uma determinada
formulay, ou sejal-kr45 @, € supde-se que a menor derivacd@dmm tamanho
(nimero de passog$gngth > 1 é a sequéncia de formulas, ..., ¢,,, onde o
indicem > 1, e a ultima formulap,, = ¢. A prova de que, a partir de uma
configuracéo vaziéy, o sistemas D K prova a férmulap em um munda\, ou seja,

Co Fsprx @ : A, é por inducdo sobre o tamanho (niUmero de padsegjh das
derivagoes.

O caso base é quando o numero de passos de derikagidd = 1. Nesse caso,

a formulay € uma instanciacdo de um dos esquemas de axiomas do sistema ax-
iomatico K745 (K'T45 4,). Mostra-se que, a partir de uma configuracdo végia

o sistemaS D K prova a formulap em um mundo\, ou sejaly Fspx ¢ : A. ISso

é feito através de casos, considerando-se um esquema de axioldstsle, de

cada vez.

As provas pards, T, 4,5, para cada um dos operadores epistémicps’;, C e
D¢ foram mostradas nos Exemplos 4.7 a 4.20. Nesses exemplos, pode-se observar
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a semelhanca entre as provas dos axiomas para o0s operagofese D, devido
ao fato de suas relagoes de acessibilid&tieR -, e Rp,, respectivamente), terem
as mesmas propriedades reflexiva (axichatransitiva (axiomat) e Euclideana
(axiomab) da relacéad;, da qual as outras séo derivadas.

Agora, trata-se do passo de inducdo. Assume-se, por hipétese de inducao, que,
para qualquer formula’ tal que seja provada em qualquer modelo do sistema ax-
iomatico K745 4., ou seja, para qualquer formuld tal quetxry; ¢ € tal que

exista uma prova’,, ..., ¢, onde a ultima férmulg’,, = ¢, com namero de
passos > 0, entdo, para qualquer termo rasoe ext(Ly, Lk ), vale que, a partir

da configuracdo vazig,, prova-se a formulg’ no mundo)\ no sistemaSDK.

CQ) |_SDK QOI . )\/.

Supde-se, entdo, que a formytgpode ser provada em qualquer modelo do sistema
axiomaticoK 745 4., ou seja, supde-se qte 45 ¢, COM uma prova de tamanho
minimoyy, . . ., @,+1, ONde a tltima formula,, ., = ¢, com numero de passas>

0. Pelo teorema da caracterizacéo da derivabilidade (Teorema 6.2), pelo teorema da
finitude (Teorema 6.3) e pela hipotese de indugdo, para qualquer rétulo arbitrario
existe uma configuracd®, tal que a férmulap; vale no mundo\ da configuracao

Cy, OU sejay; : N € Cy para todo valoi que estejd < i < n e tal que possa

ser provada a partir da configuragéo vazia no sist8m&’, ou sejaly Fspx Cy.

Como o numero de passos da derivagép 1 > 1, entdo a féormula (que é igual
ap,1) NA0 € uma instanciacdo de um esquema de axiomAdds 4., entdo isso
somente pode ser obtido usando ou a rédra ou a regraVec. Portanto, ha dois
casos a considerar: ou a formyla derivada por uma aplicacéo da regfa’, ou

a formulay é derivada por uma aplicacdo da regfec.

1. Supondo que o ultimo passo da derivacao € dado pela aplicacédo da regra [MP],
entdo existem duas formulas da formae ¢, — ¢ na sequénciay, . . ., Y,.
Portanto, ambas as formulas estdo no mesmo mundo da config@sagio
seja,pr - A € Chepr — ¢ : A € Cy. Portanto, pela definicdo da regra
de Eliminacao da Implicacad (. ) do sistema de dedu¢dtD K, conclui-se
que, a partir da configuracd@l, deriva-se, no sistemaD K, a formulay no
mundo), ou sejaC, Fspx ¢ : A. Portanto, pela transitividade da relacao de
derivabilidade do sistentas i, pode-se afirmar que, a partir da configuracéao
inicial vazia, também se deriva a formutano mundoX do sistemaSDK':

CQ) |_SDK Vol A

2. Supondo que o ultimo passo é dado pela aplicacdo da regra [Nec], entédo a
férmulap € da formak; o, ondey, € uma férmula da sequéngisg, . . ., ©,,.
Portanto, a formulg, vale no mundd:,()) da configuracag;. (), ou seja,

o ko(N) € Ci,(n)- Etambém vale que, a partir da configuragao inicial vazia,
deriva-se a configuracd@,, ») no sistemaSDK, ou sejaly Fspx Cr,(\)-
Pela reflexividade, a configuragég, (») deriva a férmulap, no mundak, (1))
pelo sistema DK, ou sejaly, ) Fspx wrky(A) € portanto, por transitivi-
dade, incluindo-se @-literal R;(\, k,())), isso continua valendo, ou seja,
Cr,on + [Ri(N\ kp(N))] Fspr wr @ kp(N). Isso implica, pela definicdo da
regra de inferéncia de Introdugéo do Operalip(Z ), que, a partir da con-
figuracaaCy,,(»), deriva-se, no sistemaD K, que a formulap, vale no mundo

A, ou sejal, ) Fspx Kipr @ A Portanto, pela transtividade da relagdo de
derivabilidade d& DK, Fspk, vale que, a partir de uma configuragéo inicial



102

vaziaCy, é possivel derivar, no sistensadD K, que a férmulak;p,. é valida

no mundo), ou seja,Cy Fsprx K;or : M. E importante lembrar que esta
prova também vale para férmulas que envolvem o operador do conhecimento
comumC ou o operador do conhecimento distribuilg, respeitadas suas
respectivas relacdds., e Rp,, e seus simbolos de funcég, (\) edq, ()).

O teorema da correspondéncia (Teorema 6.6) mostrou como a definicdo semantica de
Kripke de validade de uma formulada l6gica do conheciment®y (isto €, =145 )
pode ser reformulada em termos da semanticA Bé&’. Dentro doSDK, essa nogcao
€ equivalente, como demonstrado no Teorema 6.6, a condicdo que, para gquatguer
ext(Lr, L), a unidade declarativa: ) é satisfeita em todas as estruturas semanticas do
SDK (isto é, em todos os modelos da algebra de rotulacao esteAdida

Recapitulando, essa prova trata os casos de cada axioma especifico das propriedades
do conhecimento, demonstrando que eles modelam algebras de rotulagdo que determinam
propriedades especificas para as relacdes de acessibilidade entre os agentes. Os casos que
se aplicam a este trabalho referem-se aos axidhhéelagoes reflexivasy (relagbes
transitivas) & (relacdes Euclideanas). Quando todas essas restricdes estdo presentes na
algebra de rotulacéo definida para a logica, pode-se afirmar que o sistema dg/prova
descrito neste trabalho corresponde ao sistema de axiomas que define a semantica da
l6gica K'T45.
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7 CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivo investigar a possibilidade do desenvolvimento de um
sistema de provas rotuladas segundo a metodologia de [GAB96] para l6gicas modais para
representacao do conhecimento (I6gicas epistémicas). Esta pesquisa deu prosseguimento
aos trabalhos anteriores desenvolvidos, nos quais foram pesquisados os fundamentos de
sistemas logicos, logicas modais e suas aplicacdes a computacao, sistemas de deducao
rotulados, e as metapropriedades de sistemas l6gicos, como correcdo e completude de
sistemas logicos [MAL2001], [MAL2002], [MAL2003].

Foi apresentada uma abordagem de sistemas de deducéo rotulada para uma logica
proposicional do conhecimento em estilo de deducédo natural. As abordagens explicitas
paralogicas baseadas em semanticas de mundos possiveis tém como caracteristica expres-
sar explicitamente o que é verdadeiro nos mundos possiveis, aproveitando-se também da
uniformidade, isto é, as regras de deduc¢ao natural séo independentes da algebra de rotu-
lac&o particular. O sistema apresentado aquiréetoe completoem relacdo ao modelo
semantico proposto, e esta formalizacao € baseaftameworkgeralCompiled Labelled
Deductive Systen{sistemas dedutivos rotulados compilados) de [BRO97a], [BRO2002],
[BRO2004] para sistemas logicos.

Foram apresentados o modelo seméantico formal adotado para o conhecimento (baseado
nasemantica dos mundos possivagKripke e Hintikka), e foi definida, de forma geral, a
l6gica modal utilizada para representacéo do conhecimento (I6gica epistémica). Como ja
foi mencionado, a féormul&’;» é lida como “0 agentésabe que>”. Os K;s sdo chama-
dos de operadores epistémicos (relativos ao conhecimento), assim como 0s operadores
Eq¢,Cq e Dg. Sua sintaxe, sua semantica e suas propriedades foram formalizadas por
esse modelo, para a apresentacdo do sistema de prova rotulado.

Essa abordagem para modelagem do conhecimento apresentada tem dois compo-
nentes. Ela usa estruturas de Kripke como um modelo relacional para situacdes que en-
volvem muitos agentes, e usa uma linguagem ldgica rotulada para fazer afirmacgdes sobre
tais situacdes. Essa linguagem é baseada em um conjunto de proposicdes primitivas e é
fechada sob operadores l6gicos do conhecimento. Portanto, o conhecimento € expresso
sintaticamente, por operadores modais sobre férmulas e rotulos. Essa é a abordagem
adotada por muitos pesquisadores na Filosofia, na Légica e na Inteligéncia Artificial.

Em seguida, foram definidas a linguagem dedutiva rotulada, sua teoria associada, o
sistema de deduc¢do natural rotulada aplicada a l6gicas epistémicas, apresentado com suas
regras e a sua semantica, além de alguns exemplos de aplicacdes das regras as configura-
¢cOes, através de provas de algumas propriedades do conhecimento. Também foi descrita a
semantica do sistema de deducéo, baseada no método de traducédo das regras de deducéo
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para axiomas da logica classica.

A utilizag&o do sistema de prova estudado foi ilustrada pela sua aplicacdo a exemplos
classicos da area de sistemas distribuidos e raciocinio sobre o conhecimento de agentes:
muddy children puzzl@ quebra-cabeca das criancas sujas de lamayiseomen puzzle
(o quebra-cabeca dos homens sébios). O desenvolvimento desses exemplos teve como
objetivo estudar a viabilidade da utilizacdo dos sistemas de prova desenvolvidos em tais
aplicacoes.

Também foram descritos os resultados de correcéo e completude do sistema de prova
em relacdo a sua semantica. As provas de correcdo e completude do sistema proposto
envolvem a relacdo “simplesR;, que expressa o relacionamento entre 0s mundos pos-
siveis segundo o conhecimento individual dos agentes. As provas referentes as relacfes
derivadas deR;, ou seja,R¢,, (a relagdo do conhecimento comumpRg,, (a relagéo
do conhecimento distribuido) sdo analogas, devido a dois fatores. Um deles é o fato de
serem ambas relacdes de equivaléncia, como as relagdes indivitjuais outro é que
a dindmica dos operadores a que elas correspondem é a mesma dinamica do operador do
conhecimento individualk;.

Apresentado o sistema de deducdo natural rotulada para légica modal do conheci-
mento, com sua sintaxe e sua semantica, pode-se concluir que os sistemas de deducéo
natural permitem um adequado entendimento sobre o processo de desenvolvimento de
aplicacoes das regras de deducdo. A abordagem utilizada permite que l6gicas de difer-
entes familias sejam apresentadas de maneira uniforme em unframework Relem-
brando a avaliacdo de [NVP2001]: a real descoberta de provas em sistemas axiomaticos
€ quase impossivel. Em relacdo a esses sistemas axiomaticos, o sistema de provas aqui
apresentado permite a formalizagédo das provas de maneira mais natural.

Também foi possivel reforcar as conclusdes obtidas nos trabalhos anteriores [MAL2002],
[MAL2003] de que o sistema dedutivo rotulado proposto, construido sobre os sistemas
dedutivos rotulados modais de [BRO2004], tem a vantagem de ser uniforme e mais geral
(em mais do que um mundo atual inicial) do que os demais sistemas dedutivos para l6gica
modal anteriormente pesquisados [MAL2002].

As pesquisas realizadas para o desenvolvimento do sistema dedutivo rotulado para
l6gicas modais do conhecimento aqui descrito sugeriram alguns outros ramos de investi-
gacao.

A correspondéncia entre o sistema de deducdo rotulado e uma formalizacdo tradi-
cional de l6gica epistémica parece garantir que as extensdes existentes das ldgicas do co-
nhecimento também possam ser formalizadas dentfadweworkdo sistema. Portanto,
considera-se interessante investigar, por exemplo, a formalizacao de sistemas baseados no
tratamento deonhecimente dacrencacomo um sistema dedutivo rotulado, modelando-
se também o aspecto temporal. Isso facilitaria a solugdo completa de problemas como o
muddy children puzzje@or exemplo, cuja resolucéo, para o caso geral da situacéo exige a
representacdo da evolugao do conhecimento ao longo do tempo.

Nesse sentido, segundo [HAL95], as trés areas seguintes parecem ser aguelas nas
guais as pesquisas mais avancadas levardo a progressos maiores: conexdes entre ldgicas
epistémicas @rovas com conhecimento zeraciocinio sobre conhecimento/crenga que
muda com o tempo; e programacao baseada em conhecimento.

Algumas consideracdes feitas por [HM92] séo relativas a complexidade do raciocinio
sobre o conhecimento unido ao tempo, que € um dos ramos de investigacdo que des-
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pertaram maior interesse para a pesquisa futura. Em particular, caso se assuma que 0s
agente®ao esqueceiiatos (uma hipotese freqientemente feita na literatura, por exemplo
em [MOO80]), entdo a linguagem com conhecimento comum e tempo torna-se altamente
nao-decidivel e ndo tem axiomatizacdo completa.

Por outro lado, o que freqiientemente € necessario na pratica ndo € a verificacdo da
validade, mas aerificacdo de model¢model checking isto &, verificar se uma dada
férmula é verdadeira em um dado modelo, o que é freqlientemente realizavel na pratica
(pelo menos, enquanto as estruturas nao ficarem grandes demais) [HM92]. O impacto da
caracterizacao de sistemas légicos através de sistemas dedutivos rotulados em relagéo ao
problema demodel checkingarece ser ainda um problema em aberto.

A logica modal K'T'45 foi utilizada para representarwise men puzzle o muddy
children puzzlee percebeu-se que a légica é simples demais para capturar todas as nu-
ances desses exemplos. Embara45 tenha os conetivo&’, £/, C' e D para representar
os diferentes “tipos” de conhecimento de diferentes agentes, ela ndo envolve o aspecto
temporal, e assim ndo pode capturar diretamente a maneira na qual o conhecimento dos
agentes muda conforme o tempo passa.

Tendo em vista tais fatores, uma extensao do sistema, que una légicas epistémicas e
temporais para raciocinar sobre o conhecimento e o tempo juntos seria uma extensao nat-
ural do trabalho aqui apresentado, assim como extensdes do sistema de deducéo para per-
mitir a adicdo de quantificadores em uma légica de primeira ordem no estilo de [FIT99].
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