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Prefacio

El presente texto estd dirigido a estudiantes de mitad de carrera de las licenciaturas
de matematicas, actuaria, y areas afines. Contiene el material basico para un segundo
curso de probabilidad, y tiene como origen las notas de clase del curso semestral de
Probabilidad II, que he impartido en la Facultad de Ciencias de la UNAM.

Este volumen trata temas de probabilidad a un nivel intermedio. El énfasis de es-
te segundo curso se centra en la formalizacién de algunos conceptos estudiados en
un primer curso de probabilidad, y en el estudio de vectores aleatorios y sus va-
rios conceptos relacionados. El lector puede comprobar que se hace poco énfasis en
las aplicaciones, y que la exposicién se concentra mayormente en el desarrollo ma-
tematico. La objetivo es que después de este curso, el estudiante pueda continuar
con facilidad con un curso de estadistica matemadtica, de procesos estocasticos, o
tal vez un curso avanzado de probabilidad o de teoria de la medida, teniendo como
elementos bésicos los conceptos tedricos aqui desarrollados. En particular se incluye
un capitulo sobre esperanza condicional, cuyo uso y aplicacién es cada vez mas fre-
cuente. También se incluye un capitulo sobre distribuciones muestrales y estadisticas
de orden, con aplicaciones inmediatas en temas de la estadistica matemaética.

El texto contiene una gran cantidad de ejercicios, la mayoria de los cuales son de
tipo mecéanico, algunos de ellos son muy sencillos de modo que el término ejercicios
me parece justo y adecuado. La intencion es la de crear confianza y soltura por parte
del alumno en el manejo de los conceptos y notaciéon involucrados. El nimero de
ejercicios excede lo que normalmente puede realizarse en un semestre, y el objetivo
que siempre tuve en mente estos anos fue el tener un nimero suficiente de ejercicios
para presentar algunos en clase, dejar otros para trabajo en casa, y asignar algunos
otros para preguntas de examen, usando material ligeramente distinto cada semestre
para evitar repeticiones. Los ejercicios se encuentran regularmente al final de cada
capitulo, y se han numerado de manera consecutiva a lo largo del curso.

La presentacion del material mantiene la estructura de las notas de clase, y creo que
sera particularmente 1til al estudiante con poco tiempo para leer parrafos comple-
tos, y quien sélo busca una definicién, un resultado, un ejemplo, un ejercicio, o tal
vez orientacién breve acerca de un concepto. En este sentido, el libro contiene tablas
a manera de resumen, y los enunciados estan enmarcados para su facil localizacién.
También he intentado que la notacién fuera lo mas simple y minima posible. Per-
sonalmente me gustan los libros con imagenes y diagramas, y he buscado plasmar
ese gusto en este texto. Este material fue escrito en IMTEX, y las gréficas fueron
elaboradas usando el paquete pstricks.

Al final del texto aparece una lista de referencias que me permito sugerir al lector
consultar para profundizar y a veces precisar en algunos temas. Algunos de estos
textos no han sido referenciados explicitamente pero aparecen en la lista por que en
algiin momento he obtenido inspiracién de ellos.

Agradezco sinceramente a todas aquellas personas, alumnos y profesores, quienes a



través de sus comentarios y sugerencias, han contribuido al mejoramiento de este
texto. Cualquier correccién o comentario acerca de este trabajo serd muy bien reci-
bido en el correo electrénico que aparece abajo. Por tltimo, me parece importante
mencionar que este texto ha sido posible, en gran medida, al excelente ambiente de
trabajo y de libertad académica que he tenido la fortuna de encontrar en el Depar-
tamento de Matematicas de la Facultad de Ciencias de la UNAM. Gracias a todos
por su confianza y apoyo.

Luis Rincon
Junio 2006
Ciudad Universitaria UNAM

lars@fciencias.unam.mx



Contenido

1. Espacios de probabilidad
1.1. Espacios de probabilidad . . . . . .. ... ... .. ... .......
1.2. o-dlgebras . . . . . . ..
1.3. Medidas de probabilidad . . . . . .. ... ... ... ... ...,
1.4. Independencia de eventos . . . . . . . .. ... . ... ... .....
1.5. Lema de Borel-Cantelli . . . . . ... ... .. ... ..........
1.6. Ejercicios . . . . . . . . e

2. Variables aleatorias
2.1. Variables aleatorias . . . . . . . . . .. ... ... ... .o
2.2. Funcién de distribuciéon . . . . . . ... oL
2.3. Tipos de variables aleatorias . . . . . . . . ... ... .........
2.4. Integral de Riemann-Stieltjes . . . . . . . ... ... ... ......
2.5. Caracteristicas numéricas . . . . . . . . . . ...
2.6. Distribuciones discretas . . . . . . . ... ... L.
2.7. Distribuciones continuas . . . . . . ... ... ... ... ... ...
2.8. Ejercicios . . . . . ..o

3. Vectores aleatorios
3.1. Vectores aleatorios . . . . . . . . . . .. ...
3.2. Distribucién conjunta . . . . .. ..o
3.3. Densidad conjunta . . . . . . ... .. Lo
3.4. Distribucion marginal . . . . .. ... Lo
3.5. Distribucién condicional . . . . . ... ...
3.6. Independencia. . . . . . .. .. .. ... ..
3.7. Esperanza de una funcién de un vector aleatorio . . . ... ... ..
3.8. Covarianza . . . . . . . .. e
3.9. Coeficiente de correlacion . . . . . . . . . ... ... ...
3.10. Esperanza y varianza de un vector aleatorio . . . . . ... ... ...
3.11. Distribuciones multivariadas discretas . . . . .. .. ... ... ...
3.12. Distribuciones multivariadas continuas . . . . . ... ... ... ...
3.13. Ejercicios . . . . . .. oo

4. Esperanza condicional
4.1. Esperanza condicional . . . . .. . ... ... ... ...
4.2. Varianza condicional . . . . . ... ... ... L
4.3. Ejercicios . . . . . .. ..o

S ot Ot

18
27
28
30

40
40
47
51
95
o7
62
68
73

95

95

96
100
104
105
106
109
111
113
116
117
119
120



. Transformaciones

5.1. Transformacién de una variable aleatoria . . . . . . . . . .. ... ..
5.2. Transformacion de un vector aleatorio . . . . . . . . .. ... ....
5.3. Ejercicios . . . . .. . e

. Distribuciones muestrales y estadisticas de orden

6.1. Distribuciones muestrales . . . . . .. . ... ... ... ..
6.2. Estadisticasdeorden . . . . . . . . ... oL
6.3. Ejercicios . . . . . . . .

. Convergencia

7.1. Convergencia puntual . . . . .. ... . ... . L.
7.2. Convergencia casi SEEUTA . . . . .« . v v v v v v e
7.3. Convergencia en probabilidad . . . . .. ... ... ... .......
7.4. Convergencia enmedia . . . . . . . . . .. ...
7.5. Convergencia en media cuadrdtica . . . . ... ... ... ......
7.6. Convergencia en distribucién . . . . . .. ... ... ... ...
7.7. Relaciones generales entre los tipos de convergencia . . . . . . . . ..
7.8. Dos resultados importantes de convergencia . . . . . .. .. .. ...
7.9. Ejercicios . . . . . . .

. Funciones generadoras

8.1. Funcion generadora de probabilidad . . . ... ... ... ... ...
8.2. Funcién generadora de momentos . . . . . . . .. ... ... ... ..
8.3. Funcidén caracteristica . . . . .. . . . . ... ... ..
8.4. Ejercicios . . . . . . . ..

. Teoremas limite

9.1. Desigualdad de Markov . . . . .. ... ... ... ... ...
9.2. Desigualdad de Chebyshev . . . . . ... ... ... ... ... ..
9.3. Ley de los grandes nimeros . . . . . . . . . . .. ... ...
9.4. Teorema central del limite . . . . . . . . . ... ... ... ......
9.5. Ejercicios . . . . . ..o

. Distribuciones de probabilidad

B. Formulario

B.1. El alfabeto griego . . . . . . . . . . ...
B.2. Notacidn . . . . . . . . . . e
B.3. Limite superior e inferior. . . . . . . . . .. ... .. ... .. .. ..
B.4. Imagen inversa . . . . . . . . .. . Lo
B.5. Funcién indicadora . . . . . . .. . ... o
B.6. Tabla de la distribuciéon normal estandar . . . . . . . ... ... ...

142
142
146
155

161
162
169
175

182
182
183
185
185
186
186
187
192
194

197
197
200
205
214

221
221
222
224
226
228

232



Capitulo 1

Espacios de probabilidad

La teoria de la probabilidad es la parte de las matemaéticas que se encarga del estudio
de los fenémenos o experimentos aleatorios. Se entiende por experimento aleatorio
todo aquel experimento tal que cuando se le repite bajo las mismas condiciones
iniciales, el resultado que se obtiene no siempre es el mismo. A menudo y por muy
diversas razones es necesario aceptar que no es posible predecir el resultado de
un experimento particular ain cuando se le haya efectuado con anterioridad varias
veces bajo las mismas condiciones iniciales, y en consecuencia se considera aleatorio.
Bajo estas circunstancias, la teoria de la probabilidad tiene el objetivo de modelar
matematicamente cualquier experimento aleatorio de interés.

1.1. Espacios de probabilidad

El modelo matematico creado durante el primer tercio del siglo X X para estudiar
los experimentos aleatorios es el asi llamado espacio de probabilidad. Este modelo
consiste de una terna ordenada, denotada usualmente por (2,.%, P), en donde 2
es un conjunto arbitrario, .# es una o-algebra de subconjuntos de 2, y P es una
medida de probabilidad definida sobre .%. Explicamos a continuacién brevemente
cada uno de estos elementos.

Espacio muestral. El conjunto 2 es llamado espacio muestral o espacio muestra,
y tiene como objetivo agrupar a todos los posibles resultados del experimento alea-
torio en cuestién. No es imprescindible darle esta interpretacion al conjunto €, y
matematicamente se le considera entonces como un conjunto arbitrario.

o-algebra. Una clase o coleccién no vacia . de subconjuntos de 2 es una o-dlgebra
si es cerrada bajo las operaciones de tomar complementos y uniones numerables.
A los elementos de una o-algebra se les llama eventos o conjuntos medibles'. En
particular, un evento es simple si consta de a lo mas un elemento de €2, y es compuesto
cuando consta de dos o mas elementos de 2.

Debido a su uso extendido, se usa el término medible, aunque tal vez lo correcto sea decir
mensurable.



Medida de probabilidad. Una funcién P definida sobre una o-dlgebra % y con
valores en el intervalo [0, 1] es una medida de probabilidad si P(2) = 1, es no negativa,
y es o-aditiva, es decir,

P(J An) = P(4,),
n=1 n=1

cuando Ay, Ag,... € .F son ajenos dos a dos, esto es, A; N A; = () para valores de
iy j distintos. El nimero P(A) representa una forma de medir la posibilidad de
observar la ocurrencia del evento A, al efectuar una vez el experimento aleatorio.
Tenemos entonces formalmente la siguiente definicién.

Definicién (Espacio de probabilidad). Un espacio de probabilidad es una terna
(Q,.7,P), en donde 2 es un conjunto arbitrario, .# es una o-dlgebra de subcon-
juntos de €, y P es una medida de probabilidad definida sobre 7.

En este primer capitulo se estudian con mas detalle los conceptos de o-algebra y
medida de probabilidad. Empecemos con el primero.

1.2. o-algebras

En esta seccién se estudia el concepto de o-algebra y se define la minima o-dlgebra
generada por una coleccién arbitraria. Recordemos nuevamente la definicién de esta
estructura.

Definicién (o-dlgebra). Una coleccién .# de subconjuntos de 2 es una o-algebra
si cumple las siguientes condiciones:

1. Qe %

2. Si A € %, entonces A° € Z.

o0
3. Si Ay, Ay, ... € .F, entonces U A, € F.

n=1

A la pareja (€2, ) se le llama espacio medible y a los elementos de .Z se les llama
eventos o conjuntos medibles.

En palabras, una o-dlgebra es una coleccién de subconjuntos de €2 que es no vacia
y cerrada bajo las operaciones de tomar complemento y efectuar uniones infinitas
numerables. En probabilidad elemental el conjunto €2 denota el espacio muestral
o conjunto de posibles resultados de un experimento aleatorio, y los elementos de
Z representan eventos en el experimento aleatorio. Una o-dlgebra es entonces una



estructura que nos permite agrupar ciertos subconjuntos de €2 de interés, aquellos a
los cuales se desea calcular su probabilidad, y esta estructura constituye el dominio
de definicién de una medida de probabilidad. A menudo no pueden definirse me-
didas de probabilidad sobre colecciones de subconjuntos mas grandes o naturales,
como podria ser 22, la teoria de la medida garantiza que por lo menos el concepto
de medida de probabilidad, con los axiomas mencionados antes, puede obtenerse
sobre g-algebras, y por ello es que estudiamos estas estructuras. En general existen
varias o-algebras que pueden asociarse a un conjunto cualquiera no vacio {2 como
se muestra a continuacion.

Ejemplo Sea £ un conjunto cualquiera no vacio. Las siguientes colecciones son
o-algebras de subconjuntos de Q.

a) F1 =1{0,Q}.
b) F ={0,A, A%, Q}, en donde A C Q.
c) F3= 29, conjunto potencia.

Es facil verificar que las tres condiciones de la definicién de o-algebra se cumplen
para cada caso en el ejemplo anterior. La o-dlgebra del inciso (a) es la o-dlgebra
ma&s pequenia que podemos asociar a un conjunto cualquiera €2, y la o-dlgebra del
inciso (c) es la mas grande. En el siguiente diagrama puede observarse graficamente
una o-algebra como una colecciéon de subconjuntos de €.

Q

Una o-dlgebra es una coleccién # = {A, B,C, D, E, ...} de subconjuntos
de € que es no vacia y es cerrada bajo complementos y uniones numerables.

Ejemplo Sean A y B subconjuntos de € tales que A C B. La coleccién

F ={0,A,B,A°,B°, B — A,(B — A)°,Q}



es una o-algebra de subconjuntos de §2 que contiene explicitamente a los conjuntos
Ay B. Esto puede verificarse directamente con la ayuda de un diagrama de Venn.
O

En la seccién de ejercicios se pueden encontrar algunos otros ejemplos de o-algebras.
El uso de la letra .%# para denotar una o-élgebra proviene del nombre en inglés field
que significa campo. A menudo se usa también el término o-campo en lugar de
o-algebra. Observe con cuidado el uso y significado de los simbolos de contencién
y pertenencia: A C Q y A € %. Demostraremos a continuacién algunas otras
propiedades que satisface cualquier o-dlgebra.

Proposicién. Sea .# una o-algebra de subconjuntos de . Entonces

1. 0 e Z.

o
2. Si A1, Ay, ... € .F, entonces ﬂ A, € F.

n=1

3. SiA,BeZ, entonces A— B € Z.

4. Si A, B € &, entonces AAB € %.

Demostracion. (1) Como Q € F y % es una coleccién cerrada bajo complementos
entonces Q¢ =) € F. (2) Si Ay, Ag,... € .F, entonces A, AS,... € Z. Por lo tanto
U2, AS € #. Tomando complementos y usando las leyes de De Morgan se obtiene
el resultado. Las proposiciones (3) y (4) se siguen de lo demostrado antes y de las
definiciones A — B=ANB% y AAB=(A—-B)U(B—A). O

La proposiciéon anterior establece entonces que las o-dlgebras son estructuras tam-
bién cerradas bajo las operaciones de diferencia e intersecciones numerables. En
la seccién de ejercicios pueden encontrarse algunas otras definiciones de o-dlgebra
equivalentes a la que hemos enunciado, y que involucran las operaciones de la pro-
posicién anterior. Una operacion de particular importancia es aquella en la que se
intersectan dos o-algebras produciendo una nueva o-dlgebra. Este es el contenido
del siguiente resultado.

Proposicion. La interseccién de dos o-algebras es una o-algebra.

Demostracion. Sean % y %5 dos o-dlgebras de subconjuntos de Q. Entonces .%1N.%5
es aquella coleccién de subconjuntos de € cuyos elementos pertenecen tanto a
como a %y. Demostraremos que .#; N %, es una o-algebra. (1) Como %, y F»



son o-algebras entonces 2 € .F#; y Q € %,. Por lo tanto 2 € .71 N .%,. (2) Sea A
un elemento en %, N .%,. Entonces A € 1 y A € 5. Por lo tanto A° € F y

A € Fy, es decir, A° € F1 N F. (3) Sea Aj, Ag, ... una sucesion de elementos en
F1 N Fy. Entonces Ay, As, ... € F1y A1, Ag,... € F. Por lo tanto | J;2 | An, € 7
y Uney An € P, es decir, | 2, A, € 1N Fs. O

Hemos entonces comprobado que si %1 y %5 son dos o-dlgebras de un mismo con-
junto €2, entonces .#; N Z5 es nuevamente una o-algebra de subconjuntos de €2,
naturalmente més pequena que %, y Zo en el sentido 71 N Fy C F1,.%. La
siguiente pregunta consiste en verificar si la unién de dos o-dlgebras produce nueva-
mente una o-algebra. En este caso la respuesta es negativa. En general no es cierto
que la unién de dos o-dlgebras produce una nueva o-algebra. Véanse por ejemplo
los Ejercicios 10 y 11 a este respecto. Por otro lado se puede extender la validez
de la proposicién recién demostrada a intersecciones mas generales como indica el
siguiente resultado.

Proposicion. La interseccion finita, infinita numerable o bien arbitraria de o-
algebras es nuevamente una o-algebra.

Demostracion. Sea T un conjunto arbitrario distinto del vacio. Suponga que para
cada t en T se tiene una o-dlgebra .%; de subconjuntos de €. Sea F = (), Z.
Siguiendo los mismos pasos que en la demostracién anterior es facil probar que %
es una o-dlgebra. Observe que como 7' es un conjunto arbitrario, la o-dlgebra .7 es
efectivamente una interseccién arbitraria de o-algebras. O

El resultado anterior garantiza que la siguiente definicién tiene sentido.

Definicién (o-dlgebra generada). Sea ¢ una coleccién no vacia de subconjuntos
de Q. La o-algebra generada por €, denotada por (%), es la coleccién

(%) = ﬂ{ﬁ . F es o-dlgebray ¢ C .Z}.

Es decir, la coleccion (%) es la intersecciéon de todas aquellas o-dlgebras que con-
tienen a . Por la proposicién anterior sabemos que o(%) es una o-algebra. A o(%)
también se le llama minima o-dlgebra generada por €, y el adjetivo minima es claro
a partir del hecho de que es la o-dlgebra méas pequena que contiene a la coleccién % .
Es decir, si .# es una o-algebra que contiene a € entonces forzosamente o (%) C .%.
Observe que ¢ C o(%) pues a la coleccién € se le han aniadido posiblemente algunos
otros subconjuntos para convertirla en la o-dlgebra o(%).



Ejemplo Sean A, B C Q2 con AN B = (). Defina la coleccién ¢ = {A, B}. En general
esta coleccién no es una o-algebra pero podemos anadirle algunos subconjuntos de
) para encontrar la o-algebra generada por %. Esto es

o(¢)=1{0,A,B,(AUB)‘, AU B, A°, B, Q}.
No es dificil verificar que ésta es la minima o-algebra que contiene a la coleccién % . o
Los siguientes dos resultados son proposiciones sencillas y naturales acerca de o-

algebras generadas. Las demostraciones son cortas pero requieren algunos momentos
de reflexion en una primera lectura.

Proposicion. Sean %, y %5 dos colecciones de subconjuntos de (Q tales que 61 C
%». Entonces 0(%1) C 0(%2).

Demostracion. Claramente 1 C % C 0(%2). Entonces 0(%2) es una o-algebra que
contiene a la coleccién %7. Por lo tanto o(%1) C o(%2). O

Proposicién. Si .% es una o-algebra, entonces o(%#) = 7.

Demostracion. Sabemos que .# C o(.#). Como .# es una o-algebra que contiene a
Z, entonces o(F) C 7. Esto demuestra la igualdad. O

Otras estructuras de subconjuntos

En esta seccion se presentan los conceptos de algebra y semi-dlgebra, y su relacién
con o-algebras. No estudiaremos estas estructuras con detalle pero las mencionamos
porque desempenan un papel importante en la construccién y extension de medidas
de probabilidad.

10



Definicién (dlgebra). Una coleccién .# de subconjuntos de 2 es una &lgebra si
cumple las siguientes condiciones:

1. Qe Z.
2. Si A € %, entonces A° € Z.

n
3. SiAyq,...,A, €.%, entonces U Ap € ZF.
k=1

La diferencia entre una algebra y una o-algebra estriba en que para la primera se
pide que sea una coleccion cerrada bajo uniones finitas mientras que la segunda es
una coleccién cerrada bajo uniones infinitas numerables. Claramente toda o-algebra
es una algebra.

Definicién (semidlgebra) Una coleccién .# de subconjuntos de 2 es una se-
midlgebra si cumple las siguientes condiciones:

1. Qe #.
2. Si A,B € %, entonces AN B € .%.

3. Si A, A1 € % son tales que A1 C A, entonces existen Ao, ..., A, € F tales

que
n
A= A,
k=1
en donde Aq, As, ..., A, son ajenos dos a dos.

Los conceptos de o-dlgebra, dlgebra y semidlgebra estan relacionados como se mues-
tra en la siguiente figura. En la seccién de ejercicios se pide demostrar las implica-
ciones y no implicaciones que se obtienen de este diagrama.

11



o-édlgebras

algebras

semidlgebras

Relacién general entre o-algebras, algebras y semialgebras.

En la siguiente seccion se estudia un ejemplo importante de una o-algebra de sub-
conjuntos de los nimeros reales: la o-algebra de Borel.

Conjuntos de Borel

Considere la coleccién de todos los intervalos abiertos (a,b) de R, en donde a < b.
A la minima o-algebra generada por esta coleccién se le llama o-algebra de Borel
de R, y se le denota por Z(R).

Definicién (o-dlgebra de Borel de R). #(R) =o0{(a,b) CR:a <b}.

A los elementos de ZA(R) se les llama conjuntos de Borel , Borelianos o conjuntos
Borel medibles. De esta forma se puede asociar la o-dlgebra Z(R) al conjunto de
numeros reales, y obtener asi el espacio medible (R, Z(R)). Se muestran a conti-
nuacién algunos elementos explicitos de la o-algebra Z(R).

Proposicion. Para cualesquiera niimeros reales a < b, los intervalos
[a’ b]’ (aa OO), (—OO,b), [aa b)a (aa b]a {a}v

son todos elementos de Z(R).

Demostracion. Primeramente observe que los intervalos cerrados [a, b] son conjuntos
Borelianos, pues podemos escribirlos en términos de una interseccién numerable de
intervalos abiertos de la siguiente forma

12



1

n

DL

0. = (V(a— b+ 1)

n=1

Observe que cada elemento de la interseccion anterior es un conjunto Boreliano.
Siendo #(R) una o-dlgebra, la interseccién infinita es un elemento de Z(R). De
esta forma se concluye que cada intervalo cerrado es un elemento de A(R). Asi
mismo tenemos que

s

(a,00) = (a,a+n) € BR),

3
Il
—

<
0N
3
I
3

(b—n,b) € B(R).

3
Il
—

Por lo tanto

=
g

I
D)

(a— %,oo) € A(R),

3
Il
—

y (—o0,b] = (—o0,b+ %) € ZR).

DL

1

3
Il

De forma andloga se puede hacer ver que los intervalos semiabiertos de la forma
[a,b) ¥ (a,b] son conjuntos Borelianos. Los conjuntos que constan de un solo nimero
también son conjuntos Borelianos pues
o0
1 1
ay = a——,a+ —).
b= oo+ )

O

Complementos, intersecciones y uniones numerables de estos conjuntos son todos
ellos Borelianos. Ademds de la definicién enunciada, existen otras formas equiva-
lentes de generar a los conjuntos Borelianos. Este es el contenido de la siguiente
proposicion.

Proposicién. Las siguientes o-dlgebras son todas idénticas a Z(R).

a) ofla,b] : a < b}.

o

o{(a,b] : a < b}.

[oN)

)
)

c) o{la,b) : a < b}.
) o{(a,) :a € R}.
)

o{(—00,b) : b € R}.

(S

13



Demostracion. Se prueba unicamente el primer inciso. El resto de ellos se demuestra
usando el mismo procedimiento. Para demostrar que Z(R) = o{[a,b] : a < b} se
verifican ambas contenciones. Claramente [a,b] € Z(R), por lo tanto {[a,b] : a <
b} € A(R). Entonces

o{[a,b] : a < b} C B(R).

Ahora se demuestra la contencién contraria. Sabemos que (a,b) € o{[a,b] : a < b}
pues (a,b) = o [a+ L,b— 1]. Entonces

n

{(a,b) : a < b} C o{[a,b] : a < b}.

Por lo tanto Z(R) = o{[a,b] : a < b}. O

De manera equivalente se puede definir a Z(R) como la minima o-algebra generada
por una coleccion mas grande, aquella de todos los subconjuntos abiertos de R. En
ambos casos la o-dlgebra generada es Z(R).

Es natural preguntarse si la coleccion Z(R) contiene a todos los subconjuntos de
R. La respuesta es negativa, es decir, puede demostrarse que existe un subconjunto
de R que no pertenece a la coleccion Z(R). La construccion del tal conjunto no es
sencilla, y puede obtenerse indirectamente de la siguiente forma: la coleccién ZA(R)
estd contenida en una clase mas amplia llamada la coleccién de conjuntos Lebesgue
medibles de R, y se demuestra que existen subconjuntos de R que no son Lebesgue
medibles, y por tanto tampoco Borel medibles. Los detalles de estas afirmaciones
pueden encontrarse en textos de teoria de la medida, como por ejemplo [3].

Es posible también considerar la o-algebra de conjuntos de Borel restringidos a una
porcién de los nimeros reales como se indica a continuacién.

Definicién. Sea A € #(R). La o-élgebra de Borel de A, denotada por #(A) o
AN AB(R), se define como sigue

B(A) ={ANB:Bec BR)).

No es dificil comprobar que Z(A) es efectivamente una o-algebra de subconjuntos
de A. Observe que el nuevo conjunto total es A y no R. El concepto de o-dlgebra de
Borel de R puede extenderse a dimensiones mayores de la siguiente forma. Considere
la coleccién € de todas los rectangulos abiertos de R?, es decir,

¢ = {(a,b) x (¢,d) :a < b, c <d}.

Se definen los conjuntos de Borel de R? como los elementos de la minima, o-algebra
generada por la coleccién €, es decir, Z(R?) = o(%). De manera equivalente se
puede definir Z(R?) = 0(Z(R) x Z(R)). En forma andloga se define Z(RR") usando
productos cartesianos de intervalos.
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Definicién (o-dlgebra de Borel de R"). Z(R") =o(#A(R) x --- x B(R)).

En general el producto cartesiano de dos o-dlgebras no es una o-algebra de sub-
conjuntos del espacio producto, de modo que debe anteponerse la operacion o a tal
coleccion para convertirla en una o-algebra.

Sucesiones de eventos

En esta seccién se estudia el concepto de convergencia de una sucesién infinita de
eventos. Para enunciar tal concepto necesitaremos antes las definiciones de limite
superior y limite inferior para conjuntos que se establecen a continuacién. Estas
definiciones son analogas al caso de sucesiones numéricas como puede consultarse
en el apéndice al final del texto.

Definicién (Limite superior e inferior). Para una sucesién de eventos {4, :
n € IN}, se define el limite superior y el limite inferior como sigue:

1. limsup 4,, = ﬁ [j Ag.

- n=1k=n

2. liminf A,, = G ﬁ Ap.

n—00
n=1k=n

Tanto el limite superior como el limite inferior son operaciones bien definidas, es
decir, el resultado siempre existe y es tnico. En cada caso, el conjunto resultante
es siempre un evento, es decir, un conjunto medible. Es sencillo también comprobar
que

liminf A, C limsup A4,,.

n—oo n—o0

Tampoco es dificil verificar que un elemento pertenece al evento lim sup A,, si y sélo
n—oo

si pertenece a una infinidad? de elementos de la sucesién. Por otro lado un elemento

pertenece al evento liminf A, si, y sélo si, pertenece a todos los elementos de la
n—oo

sucesién excepto un numero finito de ellos. Con estos elementos podemos ahora
establecer la definicién de convergencia de una sucesién de eventos.

2En textos de habla inglesa a menudo se escribe limsup A, = (A, i.0.), en donde i.0. significa

n— oo

infinitely often.
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Definicién (Convergencia de eventos). Sea {A, : n € IN} una sucesién de
eventos. Si existe un evento A tal que

liminf A, = limsup 4,, = A,

=ee n— 00
entonces se dice que la sucesién converge al evento A, y se escribe

lim A, = A.

n—oo

Para calcular el posible limite de una sucesién de eventos debemos entonces calcular
el limite superior y el limite inferior, y cuando el resultado de ambas operaciones
coincida en el mismo evento, entonces a tal resultado comun se le llama el limite de
la sucesién. Por supuesto que no todas las sucesiones de eventos convergen. Mostra-
mos a continuaciéon que en particular toda sucesion mondtona es convergente. Mas
adelante presentaremos algunos ejemplos concretos de sucesiones de eventos y en la
seccién de ejercicios se encuentran algunos otros.

Proposicién. Sea {4, : n € IN} una sucesién mondtona de eventos.

s

1. Si Ay C Ay C ---, entonces lim A, = A,.
n—oo ne1
(o]
2. Si A1 D Ay D ---, entonces lim A, = ﬂ A,.
n—oo

3
Il
i

Demostracion. (1) Como la sucesién es creciente, entonces

U Ay = U Ag,
k=n k=1
y (] A = Ay,
k=n
Por lo tanto
limsup A,, = ﬁ [j A = ﬁ GAk: GAka
n—oo n=1k=n n=1k=1 k=1
y liminfA, = U M A4r=J 4n
n=1k=n n=1

(2) La demostracién es completamente analoga al inciso anterior. En este caso como
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la sucesién es decreciente se tiene que

[o¢] o
N4 = () A4
k=n k=1
[o¢]
y U4 = A,
k=n
Entonces
(o] (o] (o]
limsup 4,, = ﬂ U A = ﬂ A,
n—oo n=1k=n n=1
o o (o] (o] (o]
y liminf A4, = U ﬂAk: U ﬂAk: ﬂAk
el n=1k=n n=1k=1 k=1
U
Ejemplo Para cada numero natural n defina A, = [-1/n,0] si n es impar, y

A, =[0,1/n] si n es par. Entonces lim A, = {0} pues
n—oo

lim sup A, ﬂ ﬂ[ 1/n,1/n] = {0},

Nn—00 _ LJ _
y liminfd, = f] N f] )
n=1k=n n=1

El siguiente resultado establece que a partir de una sucesién de eventos puede cons-
truirse otra sucesién cuyos elementos son ajenos dos a dos y cuya unién es la unién de
la sucesién original. Este procedimiento de separacion serd de utilidad mas adelante.

Proposicién. Sea {A,, : n € IN} una sucesién de eventos. Defina
Bl = Ala

e
y B, = An—UAk, para n > 2.

Entonces {B,, : n € IN} es una sucesién de eventos con las siguientes propiedades:

1. B, C A,.

2. B,N By, =0, si n#m.

[e'e) [e'e)
3. UBn=J 4n
n=1 n=1
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Demostracion. El inciso (1) es evidente a partir de la definicién de B,,. Para demos-
trar (2) suponga n < m, entonces

n—1 m—1
ByN By = (An—J A0 (Am— ] Ap)
k=1 k=1

n—1 m—1

= (AN [ AD N (AN () A7)
k=1 k=1

C A, NAS

0.

Ahora se demuestra (3) considerando cada contencién por separado. Como cada B,
estd contenido en A,, entonces el lado izquierdo de (3) es efectivamente un subcon-
junto del lado derecho. Por el contrario, sea z un elemento en J; -, A,. Entonces
existe un indice n tal que x € A,,. Sea ng el primer indice tal que x € A,, y « ¢ A;
para 1 < j <mng—1. Entonces x € A,, — UZO:_11 Ay, = By,. Por lo tanto x pertenece
a U2, Bn. O

1.3. Medidas de probabilidad

En esta seccién y en lo que resta del presente capitulo se estudian algunas propie-
dades de las medidas de probabilidad. Empezaremos por recordar nuevamente la
definicién de este concepto.

Definiciéon (Medida de probabilidad). Sea (£2,.%#) un espacio medible. Una
medida de probabilidad es una funcién P : % — [0, 1] que satisface

1. P(Q)=1.
2. P(A) > 0, para cualquier A € .Z.

3. Si Ay, As,... € .7 son ajenos dos a dos, esto es, A, N A,, = () para n # m,
(o.0] o
entonces P( U Ap) = P(Ay).
n=1 1

n=

Entonces toda funcién P definida sobre una o-algebra .#, con valores en el intervalo
[0,1] y que cumpla los tres postulados anteriores se le llama medida de probabilidad.
Estos axiomas fueron establecidos por Kolmogorov en 1933. En particular, la tercera
propiedad se conoce con el nombre de o-aditividad.
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Andrey Nikolaevich Kolmogorov (Rusia 1903-1987).
Fuente: Archivo MacTutor, Universidad de St. Andrews.

Veamos algunos ejemplos de medidas de probabilidad.

Ejemplo (Probabilidad cléasica). Considere un experimento aleatorio con espacio
muestral un conjunto finito 2. Asocie al conjunto €2 la o-dlgebra el conjunto potencia
2 Para cualquier A C Q defina

_#A
=Ta

Entonces P es una medida de probabilidad, y es llamada probabilidad cldsica. De
acuerdo a esta definicién, para calcular la probabilidad de un evento es necesario
entonces conocer su cardinalidad. De esta forma de calcular probabilidades surgen
muchos y muy variados problemas de conteo, algunos de los cuales pueden ser com-
plicados de resolver. o

P(A)

Ejemplo. Considere un experimento aleatorio con espacio muestral el conjunto de
nimeros naturales IN. Asocie al conjunto IN la o-dlgebra el conjunto potencia 2.
Para cualquier A C IN defina

Py =S L.
2TL
neA
No es dificil verificar que P es efectivamente una medida de probabilidad. o

Ejemplo. Considere el espacio medible (R, (R)). Sea f : R — R una funcién no
negativa y continua, tal que su integral sobre el intervalo (—oo,00) es uno. Para
cualquier A en #(R) defina

P(A):/Af(a:)dzn.

Se puede demostrar que P es una medida de probabilidad. o

Ejemplo (Probabilidad geométrica). Sea  C R? una regién tal que su area
es positiva y finita. Sea % una o-dlgebra de subconjuntos de 2 para los cuales el
concepto de drea esté bien definido. Para cada A en % defina

B Area (A)

P4 = Area (Q)
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La funcién P, que resulta ser una medida de probabilidad, es llamada probabilidad
geométrica, y puede definirse este concepto en espacios de dimensién mayor. o

En la siguiente seccion estudiaremos algunas propiedades generales que cumple toda
medida de probabilidad, y a lo largo del texto estudiaremos varios modelos particu-
lares para calcular probabilidades.

Propiedades elementales

A partir de los postulados enunciados en la seccién anterior es posible demostrar una
extensa serie de propiedades que cumplen todas las medidas de probabilidad. En esta
seccion se estudian algunas propiedades elementales y mas adelante se demuestran
otras propiedades mas avanzadas.

Proposicion. Sea P una medida de probabilidad. Entonces
1. P(0) = 0.

2. Si Ay, As, ..., A, € F son ajenos dos a dos, entonces

n

P(|J 4x) =D P(Ap).
k=1 k=1

3. P(A°) = 1— P(A).

4. Si A C B, entonces P(B — A) = P(B) — P(A).
5. Si A C B, entonces P(A) < P(B).

6. 0< P(A) < 1.

7. PLAUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

8. P(AUB) < P(A) + P(B).

Demostracion. Como ) = UDU ---, por la o-aditividad se tiene que
P(0) =Y P(O),
n=1

lo cual sucede inicamente cuando P(()) = 0. Para la propiedad (2) se toma A, 1 =
Apyo = --- =), y la igualdad se obtiene al aplicar la o-aditividad y la propiedad
anterior. Para la propiedad (3) expresamos a ) como la unién disjunta A U A°€.
Aplicamos P y obtenemos la igualdad requerida. Para demostrar (4) escribimos
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B = AU (B — A). Aplicando P obtenemos P(B) — P(A) = P(B — A). Como
la probabilidad de cualquier evento es un ntmero no negativo, de la igualdad an-
terior obtenemos también la propiedad (5). La primera desigualdad de la propie-
dad (6) es el segundo axioma, y la segunda es consecuencia de la propiedad (5)
cuando B = ) y el primer axioma. Finalmente para demostrar (7) descompone-
mos el evento A U B como la siguiente unién de tres eventos disjuntos dos a dos:
AUB=(A-B)U(ANB)U(B—A)=(A-ANB)U(ANB)U(B—ANB). Por lo
tanto P(AUB) = P(A)— P(ANnB)+ P(ANB) + P(B) — P(AN B). La propiedad
(8) es consecuencia de la anterior y el segundo axioma. (]

La propiedad (2) establece que las probabilidades son funciones finitamente aditivas,
y la propiedad (5) que son funciones monétonas. La desigualdad (8) dice que las pro-
babilidades son funciones finitamente subaditivas. Veamos algunas otras propiedades
de las medidas de probabilidad.

Proposicién (Desigualdades de Boole). Sea {A4,, : n € IN} una sucesién de
eventos. Entonces

1HGM£§HM
n=1 n=1

Demostracion. Para la primera desigualdad tome By = Ay, y para n > 2 defina
n—1
By = A, — | 4.
k=1

Entonces {B,, : n € IN} es una sucesién de eventos disjuntos dos a dos tales que
B, CA,y Uzozl A, = U;O:l B,,. Esto es consecuencia de la Proposicién 1.2 de la
pagina 17. Por lo tanto

n=1

< Y P4y

La segunda desigualdad se sigue de la primera tomando complementos. O
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Proposicién. Sea {A, : n € IN} una sucesién de eventos.

1. Si P(A,) =1 para toda n, entonces P(( 2, Ap) =1
2. Si P(A,) =1 para alguna n, entonces P(|J;2; A4,) = 1.
3. Si P(A,,) = 0 para alguna n, entonces P(()°—; A,) = 0.
4. Si P(A,) = 0 para toda n, entonces P(|J,2; An) = 0.

Demostracion. (1) Por las leyes de De Morgan y la desigualdad de Boole,

P(()4n) = 1-P(|] 4
n=1 n=1

> 1-) P(A)
n=1

= 1.

(2) Como A,, C U A, se tiene que 1= P(4,) < P(U Ap)

n=1

(3) Como ﬂ A, C A, entonces P(

n=1

A,) < P(Ay) = 0.

i 0

DL

1

(4) Por la desigualdad de Boole,

IC8ﬁ

Las propiedades (1) y (4) de la proposicién anterior pueden interpretarse de la
siguiente forma. Intersectar dos eventos produce en general un evento mas pequeno
o por lo menos no mayor a los intersectandos. Sin embargo la propiedad (1) establece
que la interseccién, aun infinita, de eventos con probabilidad uno produce un evento
con probabilidad todavia uno. Andlogamente, unir dos eventos produce en general
un evento mayor, pero por la propiedad (4), la unién, atn infinita, de eventos con
probabilidad cero tiene probabilidad que se mantiene en cero.

Continuidad

Ahora demostraremos que las medidas de probabilidad son funciones continuas.
Primero se prueba este resultado para dos tipos de sucesiones particulares, aque-
llas que son mondtonas crecientes o decrecientes, y después se prueba en general.
Fmpezaremos con el caso de sucesiones crecientes.
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Proposicién. Sea {A4,, : n € IN} una sucesién no decreciente de eventos, esto es,
A; C Ay C ---. Entonces

P(|J 4n) = lim P(4y).
n=1

Demostracion. Como A, C A,4+1 tenemos que P(A,) < P(A,+1). Por lo tanto la
sucesién numérica {P(A,) : n € IN} es no decreciente y acotada superiormente por
uno. Entonces el limite de esta sucesion existe y el lado derecho de la igualdad tiene
sentido. Defina los eventos

Bl = A17
y B, = A,— A, 1, paran>2.

La sucesién {B,, : n € IN} es una coleccién de eventos disjuntos dos a dos, y es tal

que
o0 o0
U 4. = B
n=1 n=1
Por lo tanto

Pl )4, = P(Ql B,)

— g:lP(Bn)

— P(B)+ iP(Bn)

= P(A)+ iP(An — Apy)

= P(A)+ iP(An) — P(An1)

= P(4) + %@MZP(A,L)—P(A”_I)
n=2

= P(A;) + lim P(A,) — P(4;)
= lim P(Ap).

m—00

O

Las medidas de probabilidad también son continuas respecto de sucesiones no cre-
cientes de eventos. Esta afirmacion es el contenido del siguiente resultado que se
demuestra a partir de la proposicién anterior.
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Proposicién. Sea {A, : n € IN} una sucesién no creciente de eventos, esto es,
A; D Ay D ---. Entonces

P(() 4n) = lim P(4y).
n=1

Demostracion. Observe que si A, 2 Ay41 entonces A7, C A7 ;. Por la proposicién
anterior,
o
P(| ) A5) = 1im P(AS).
n—oo

n=1

Aplicando las leyes de De Morgan,

n—oo

1—P([] An) = lim (1 - P(Ay)),
n=1
de donde se sigue inmediatamente el resultado. O

Ejemplo (El problema del mono). Un mono escribe caracteres al azar en una
maquina de escribir. ;Cudl es la probabilidad de que eventualmente obtenga exac-
tamente, y sin ningun error, las obras completas de Shakespeare?

=3 /®\ @/®\ /@\ /@\ ®\

© ® @© ©

Mono escribiendo al azar.

Demostramos a continuacién que la probabilidad de este raro evento es uno. Imagine
entonces que un mono escribe caracteres al azar en una maquina de escribir, y que
lo hace de manera continua generando una sucesion lineal de caracteres. Sea m el
total de caracteres disponibles, y sea IN el total de caracteres de los que constan
las obras completas de Shakespeare. Segmentamos el arreglo lineal de caracteres
generados por el mono en bloques disjuntos de IV caracteres, uno después de otro,
y observamos si algiin bloque contiene las obras de Shakespeare. Por ejemplo,

Xku---aTs hwW ---pzq Ot---
N N
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Para cada numero natural k defina el evento Ay correspondiente a que el k-ésimo
bloque contiene exactamente y sin error alguno las obras completas de Shakespeare.
Observe que los eventos Ay son independientes pues los bloques no se sobreponen,
ademés P(Ag) = (1/m)YN = p. Defina B, = A N --- N A¢, que indica el evento de
que el mono no obtenga éxito en los primeros k& bloques. Observe que By11 C By,
es decir la sucesion es decreciente, por lo tanto

o0
lim By = (] B,
k—o00

k=1
en donde el evento (), By se interpreta como aquel en el que el mono nunca tiene
éxito. Entonces

P(() Bx) = Jim P(By) = lim (1 -p) =0
k=1

Por lo tanto la probabilidad de que eventualmente el mono obtenga éxito es uno. o

Ahora se enuncia un resultado mas fuerte. La siguiente proposicion establece que las
medidas de probabilidad son funciones continuas. Esta propiedad es muy tutil pues
permite el calculo de probabilidades en procedimientos limite, y se encuentra siempre
presente de manera implicita en toda la teoria que se desarrolla mas adelante.

Proposicién (Continuidad de la probabilidad). Sea {A, : n € IN} una suce-
sién de eventos convergente al evento A. Entonces

lim P(A,) = P(A).

n—oo

Demostracion. La prueba se basa en las siguientes dos desigualdades:

a) limsup P(A,) < P(limsup A,,).

n—oo n—oo

b) P(liminf A,) < liminf P(A,).

n—oo n—oo

Como la sucesion de eventos {4, : n € IN} es convergente al evento A entonces

limsup A,, = liminf A,, = A.

n—o0 n—oo

Se sigue entonces de las desigualdades (a) y (b) que
limsup P(4,) < P(limsupA,)

n—oo n—~o0

P(A)
P(liminf A,)

n—oo

liminf P(A,).

n—oo
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De donde se concluye el resultado. Nos concentraremos ahora en demostrar las
desigualdades enunciadas. (a) Como A, C |J;,, Ak, entonces

P(4,) < P(| 4.

k=n

en donde {{Jp—,, Ar : n € IN} es una sucesién decreciente de eventos. Tomando el
limite superior se obtiene

limsup P(4,) < h’msupP(U Ay)

n—00 n—00
k=n

= lim P(|J 4)
k=n

= P(lim | 4)
k=n

= P(ﬂ UAk)

n=1k=n

= P(limsup A,).

n—oo

(b) Como (=, Ax C A, entonces

P([) Ar) < P(Ay),

k=n

en donde {(;=,, Ak : n € IN} es una sucesién creciente de eventos. Tomando el limite
inferior se obtiene

liminf P(A,) > liminf P([) Az)

n—00 n—00
k=n

= 1im P(() 4)
k=n

= P(lim (] 4)
k=n

= (Y M A4

n=1k=n

= P(liminf A,,).

n—oo

O

Ejemplo. Se lanza un dado equilibrado una infinidad de veces. Sea el evento A =
{2,4,6}, y sea A, el evento correspondiente a obtener el evento A en cada uno de los
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primeros n lanzamientos del dado. Entonces claramente A, O A, 1 para cualquier
n en IN. Por lo tanto -
nll_)IglO A, = ﬂ A,,.

n=1

Entonces

n—oo

P(ﬁ A,) = P(lim Ay)
n=1

El evento ()2 ; A, se interpreta como aquel resultado en el que siempre se obtiene
un nimero par en una sucesién infinita de lanzamientos. Hemos demostrado que la
probabilidad de tal evento es cero. En consecuencia la probabilidad de que even-
tualmente aparezca un niimero impar es uno. Observe que el argumento presentado
funciona de la misma forma cuando el evento A es cualquier subconjunto propio de
Q distinto del vacio. Por ejemplo, si A = {1,2,3,4,5}, entonces la probabilidad de
nunca obtener “6” es cero. Por lo tanto, con probabilidad uno, cada una de las caras
del dado aparecera eventualmente. o

1.4. Independencia de eventos

En esta seccién se define el concepto importante de independencia de eventos. Este
es un concepto central en la teoria de la probabilidad y uno de sus rasgos distintivos.
De manera natural la independencia aparecerd con frecuencia a lo largo del texto a
partir de ahora, y ayudara a simplificar el calculo de probabilidades. La definicién
matematica es la siguiente.

Definicién (Independencia de dos eventos). Dos eventos A y B son indepen-
dientes, y se escribe A | B, cuando

P(AN B) = P(A)P(B).

Aceptar la hipétesis de que dos eventos son independientes es una cuestién de apre-
ciacién por parte del observador. Puede interpretarse en el sentido de que la ocurren-
cia de uno de los eventos no proporciona informacién que modifique la probabilidad
de ocurrencia del segundo evento. Contrario a alguna primera concepcién intuitiva
errénea, el hecho de que dos eventos sean independientes no implica que ellos sean
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ajenos. La proposiciéon contraria tampoco es valida, dos eventos ajenos no nece-
sariamente son independientes. La definicién de independencia puede extenderse a
colecciones finitas e incluso infinitas de eventos del siguiente modo.

Definicién (Independencia de n eventos). Los eventos Aj,..., A, son inde-
pendientes si se cumplen todas y cada una de las siguientes condiciones:

P(A;NAj) = P(A)P(4;), 1,j distintos. (1.1)
P(A; N Aj N Ak) = P(AZ)P(A])P(A]C), 1, 7, k distintos. (1.2)

P(AlﬂAgﬂﬁAn) : P(Al)P(AQ)P(An)

Mas generalmente, una coleccién infinita de eventos es independiente si cualquier
subcoleccién finita lo es.

Observe que segun la definicién anterior, se necesitan verificar o suponer varias
condiciones para que n eventos sean independientes entre si. De hecho el niimero
total de igualdades a demostrar es 2" —n—1. En la siguiente seccién usaremos el hecho
de que si Ay,..., A, son independientes, entonces los eventos Af,..., Af también
son independientes. Es posible ademas demostrar que la independencia dos a dos,
igualdad (1.1), no implica en general la independencia tres a tres, igualdad (1.2),
ni viceversa. También se tiene la nociéon de independencia entre dos colecciones de
eventos, cuya definicién es la siguiente.

Definicién (Independencia de o-algebras). Dos sub-o-dlgebras .%; y %5 son
independientes si para cada A en %, y cada B en .%5 se cumple

P(AN B) = P(A)P(B).

1.5. Lema de Borel-Cantelli

Concluimos este capitulo con el enunciado y demostracion del famoso lema de Borel-
Cantelli. El objetivo es demostrar este resultado y con ello poner en practica algunas
propiedades de las medidas de probabilidad, aunque también lo usaremos para de-
mostrar la ley fuerte de los grandes ntimeros en la tltima parte del curso.

28



Proposicién (Lema de Borel-Cantelli). Sea {A, : n € IN} una sucesién de
eventos, y defina A = limsup A,,.

n—~0o0

1. Si ZP(An) < o0, entonces P(A) = 0.
n=1

[o.¢]
2. Si Ay, Ao, ... son independientes y Z P(A,) = oo, entonces P(A) = 1.

n=1

Demostracion. (1) Para cada n en N,

o o

P(A) < P(|J 4k) <Y P(Ap).
k=n k=n

Como Y 7, P(A,) < oo, el lado derecho tiende a cero cuando n tiende a infinito.

Esto implica que P(A) = 0. (2) Es suficiente demostrar que para todo ndmero

natural n se cumple la igualdad P(|J,—,, Ax) = 1, pues la interseccién numerable de

eventos con probabilidad uno tiene probabilidad uno. Para cada m > n,

1-P(|J A < 1-P({J A
k=n k=n

= P([)40)
k=n

m
< exp(— Y P(Ap)).
k=n
Para obtener la ultima expresion se usa la desigualdad: 1 — x < e™%, valida para
cualquier nimero real . Como » >, P(A,) = oo, el lado derecho tiende a cero
cuando m tiende a infinito. Por lo tanto P(|Jy—,, Ax) = 1 para cualquier valor de n
y entonces P(A) = 1. O

Ejemplo (El problema del mono, nuevamente). El problema de encontrar la
probabilidad de que un mono que escribe caracteres al azar eventualmente escriba
las obras completas de Shakespeare puede resolverse también usando el lema de
Borel-Cantelli. Suponga que N es el total de caracteres de los que constan las obras
completas de Shakespeare y considere nuevamente la divisiéon por bloques de longitud
N,

Llyese sy LNy TN41y++ s LINy -«

El evento A; se define nuevamente como aquel en el que el mono tiene éxito en el
k-ésimo bloque. Si nuevamente m denota el total de caracteres disponibles, enton-
ces P(A;) = (1/m)N. Entonces claramente la sucesién Aj, Ag, ... constituye una
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sucesion de eventos independientes tales que Y oo, P(Ay) = Yoo, (1/m)Y = oc.
Entonces por la segunda parte del lema de Borel-Cantelli, P(limsup,,_,., Ax) = 1.
Ahora sélo hay que recordar que el evento limsup,,_, . A, corresponde a aquel en el
que una infinidad de eventos Ay ocurren. Es decir, con probabilidad uno, el mono

tiene,

1.6.

no una, sino juna infinidad de éxitos!. )

Ejercicios

o-algebras

. Definicion alternativa de o-dlgebra. Demuestre que % es una o-dlgebra de

subconjuntos de §2 si y sélo si satisface las siguientes propiedades:
a) e 7.
b) Ace ¥ = A°c 7.
o0
C) A, As,... €T = ﬂ A, € ZF.
n=1
Definicion alternativa de o-dlgebra. Demuestre que % es una o-algebra de
subconjuntos de §2 si y sélo si satisface las siguientes propiedades:
a) Qe F.

b)) ABe F = A—-Bec Z.
o
C) A, As,... €T = ﬂ A, € F.
n=1
Sean Aq, As, ..., A, eventos de un espacio muestral 2. Demuestre que el con-

junto de elementos de ) que pertenecen a exactamente k£ de estos eventos es
un evento, 1 < k < n.

. Sea . una o-dlgebra de subconjuntos de 2. Demuestre que la coleccion

FC={F°:FeZ}
es una o-algebra. Compruebe ademds que .#¢ = Z.

Sea Q = {a,b,c,d}, y sean A = {a,b} y B = {b,c}. Defina la coleccién
¢ = {A, B}. Claramente % no es una o-dlgebra. Encuentre o(%).

Sea F una o-algebra de subconjuntos de 2 y sea A un elemento de .#. De-
muestre que la coleccién {ANF : F € Z} es una o-algebra de subconjuntos
de A. Se usan los simbolos %4 6 AN .% para denotar a esta coleccién.

Sea ) un conjunto no numerable. Demuestre que la siguiente coleccién es una
o-algebra:
F ={ACQ:Ao0 A° es finito o numerable}.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Sean €27 y 29 dos conjuntos arbitrarios, y sea X : Q1 — 9 una funcién en
donde (€22, F2) es un espacio medible. Demuestre que la siguiente coleccién es
una o-algebra de subconjuntos de 1:

X 17 = {X7'F: F c %)

. Es la diferencia de dos o-adlgebras una o-algebra?

Sean %1 y %5 dos o-dlgebras de subconjuntos de 2. Demuestre que %1 U.%5 no
necesariamente es una o-dlgebra. Para ello considere el espacio 2 = {1,2,3}

con F1 = {0,{1},12,3},Q) v % = {0, {1,2},{3}, Q).

Sean %1 y F5 dos o-dlgebras de subconjuntos de Q tales que #; C Fs.
Demuestre que %7 U .%5 es una o-algebra.

Sea T un conjunto arbitrario distinto del vacio. Suponga que para cada t en
T se tiene una o-dlgebra .%; de subconjuntos de 2. Demuestre con detalle que
(ier ¢ es una o-algebra.

Sea € una coleccién de subconjuntos de Q. Demuestre que o(c (%)) = o(%).

Sean A, B C ) arbitrarios. Demuestre que la cardinalidad de o{A, B} es a lo
sumo 16.

Sean A, B C () arbitrarios. Encuentre explicitamente todos los elementos de
o{A, B}. Por el ejercicio anterior, el total de elementos en o{A, B}, en el caso
mas general, es 16.

Sea {Aj,...,A,} una particién finita de 2, es decir, la unién de todos estos
conjuntos es igual a €2, y la interseccion de cualesquiera dos de ellos es vacia.
Demuestre que la cardinalidad de 0{A41,..., A} es 2".

Sea { A, B, C'} una particién de Q. Encuentre explicitamente los ocho elementos
de o{A, B,C}.

Sea % una coleccién de subconjuntos de €2. Diga falso o verdadero justificando
en cada caso: € C o(%) C 2%

Demuestre que 2 es una o-algebra de subconjuntos de £ y que no existe una
o-algebra de subconjuntos de €} que sea mas grande.

Demuestre que toda o-dlgebra de un espacio muestral finito contiene un nime-
ro par de elementos.

Sea  un conjunto, % una o-dlgebra de subconjuntos de €2 y A un evento. De
cada una de las dos expresiones siguientes determine la que es notacionalmente
correcta. Explique su respuesta.

a) Qe F 6 QCF
D) AcQ 6 ACQ
c)beF 6 0CF
d) Ae F 6 ACTF
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.

35.

36.

o-algebras, algebras y semialgebras

Definicion alternativa de dlgebra. Demuestre que % es una élgebra de subcon-
juntos de € si, y sélo si, cumple las siguientes condiciones:

a) Qe F.
b)) ABeF=A-BeF

Demuestre que

F es o-dlgebra = Z es dlgebra = % es semidlgebra.

dlgebra == o-dlgebra. Sea 2 = (0,1] y defina la coleccién . de subconjuntos
de la forma

(aia bl]7

-

=1

en donde (a;, b;] C (0,1] con (a;, b;)N(aj,b;] = 0 parat # j y n € IN. Demuestre
que .Z es una élgebra pero no una o-édlgebra.

Mediante un contraejemplo demuestre que no toda semialgebra es una algebra.

Conjuntos de Borel

Demuestre que B(R) = o{(—o0,b) : b € R}.

Demuestre que IN, Z y Q son elementos de Z(R).
Demuestre que el conjunto de niimeros irracionales es un conjunto de Borel de
R.
Demuestre que Z(R) = o{(a,b] : a < b}
Demuestre que Z(R) = o{[a,b) : a < b}.
Demuestre que Z(R) = o{(a,0) : a € R}.
Demuestre que #(R) = o{[a,>0) : a € R}.
(R) =
(R) =

Demuestre que Z(R) = o{(—00,b] : b € R}.

Sea A € Z(R). Demuestre que #(A) es efectivamente una o-algebra de sub-
conjuntos de A.

Diga falso o verdadero. Justifique su respuesta.
a) of (s A :n € N } = B(0,1]
b) o{ (0,3]:ne N} =2(0,1].
&) of (A1 tine N} =o{ (0.2]:neN}.

Demuestre que Z(R?) = o{[a,b] x [c,d] : a < b, ¢ < d}.
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37. o-dlgebra producto. Demuestre que el producto cartesiano de dos o-algebras
no es necesariamente o-algebra. Esto es, suponga que (1, %1) y (Q2,.%2)
son dos espacios medibles. Mediante un ejemplo muestre que %, X %3 no
necesariamente es una o-algebra de subconjuntos del espacio producto €21 x 2s.
Se define entonces la o-dlgebra producto de la forma siguiente:

F1Q Fy = 0'(91 X ffg)

Sucesiones de eventos

38. Sea {4, : n € IN} una sucesién de eventos. Demuestre que

a) limsup A, es un evento.
n—oo

b) liminf A, es un evento.
n—oo

¢) liminf A,, C limsup A4,

n—0oo n—00

39. Demuestre que

a) limsup A, = {w € Q:w € A,, para una infinidad de valores de n}.

b) liminf A, = {w € Q:w € A, para toda n excepto un nimero finito de ellas}.
n—oo

40. Suponga A, C B, para cada n en IN. Demuestre que

a) limsup A,, C limsup B,,.

n—oo n—oo

b) liminf A,, C liminf B,.

n—oo n—oo

¢) limsup A,, C liminf B,,.
n—o0 n—oo

41. Sea {A,, : n € IN} una sucesién de eventos. Demuestre que

a) (hnnlg;f Ay, )¢ = limsup AS.
b) (limsup A4, )¢ = I;Ir_lji;f AC.
c) P(ﬁ%nj£fAn) =1— P(limsup A ).
d) P(limsup A4, )=1-— P(l?mcijlfAfl).

n—00 n—oo

42. Sea {A,, : n € IN} una sucesién de eventos. Demuestre que

a) lim A, =A < lim A{ = A

n—oo n—oo
b) nlLH;OAn =A — nlinololA" = 14.

El simbolo 14 denota la funcién indicadora del conjunto A. Véase el final del
texto para la definicién y algunas propiedades de esta funcién.

43. Sea {a, : n € IN} una sucesién de nimeros no negativos convergente al niimero

a > 0. Sea A,, = [0,a,]. Calcule liminf A,, y limsup A,.

n—oo
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44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

Determine si cada una de las siguientes sucesiones de conjuntos es convergente:

a) A, = (1/n,2+ (—=1)").
b) A, ={(z,y) 22 +4> < (1 +1/n)"}.
¢) Ap={(z,y) : 2* +y* <2+ sen(nw/2)}.

Demuestre que las siguientes sucesiones de eventos no son convergentes:

a) A, =0 sinesimpar,y A, = sin es par.
b) A, = (0,14 (=1/2)").

Suponga que lim A, = A,y lim B, = B. Determine si la siguiente sucesion
n—oo n—oo
es convergente:
oo A, sin esimpar,
" B, sin es par.

Sean A y B dos eventos. Determine en cada caso si la sucesion es convergente:

A sinesimpar
A, = . ’
a) An { A¢  sin es par.

A sin esimpar
b) A, = . ’
) An { B sin es par.

Suponga que lim A, = A. Demuestre que para cualquier evento B,
n—oo

a) lim (A,NB)=ANB.

) —00

b) hm (A B)=AUB.

c) hm (A, —B)=A-B.
) (

n—~o0

lim (A,AB) = AAB.

n—oo

d

Suponga que lim A, = Ay lim B, = B. Diga falso o verdadero. Demuestre
n—oo n—oo

en cada caso.

) lim 1fm (4, N Bp) = AN B.

b) lim lim (A, UBp) = AUB.
) Jim i (o~ B) =4 B
) lim lfm (A4,ABp) = AAB.

n—0o0 Mm—00

a

&

d

Suponga que lim A, = Ay lim B, = B. Diga falso o verdadero. Demuestre
n—oo n—oo

en cada caso.
) NB,) =ANB.
b) lim (A,UB,)=AUB.
) A, — B,)=A-B.
) A,ABy,) = AAB.
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51

52

53

o4

55

56

o7

Medidas de probabilidad

. Determine completamente un espacio de probabilidad (Q,.%, P) para el expe-
rimento aleatorio de

a) lanzar una moneda equilibrada.

b
c
d

lanzar un dado equilibrado.

)
)
) escoger al azar un numero real dentro del intervalo unitario [0, 1].

) extraer dos bolas de una urna en donde hay dos bolas blancas y dos
negras.

e) lanzar una moneda honesta hasta obtener las dos caras.

. Sea {x, : n € IN} una sucesién de nimeros reales. Sea {a, : n € IN} otra
sucesién de nimeros reales no negativos tal que >~ ; a,, = 1. Demuestre que
la funcién P : Z(R) — [0, 1] definida de la siguiente forma es una medida de
probabilidad.

P(A) = Z an - 1{n:xn€A} (’I’L)
n=1

. Sean Py ( dos medidas de probabilidad definidas sobre una misma o-algebra.
Demuestre que aP + (1 — «)@ es una medida de probabilidad para cada « en
[0,1].

. Sea P una medida de probabilidad. Determine si las siguientes funciones tam-
bién son medidas de probabilidad: a) 1 — P. b) (1 + P)/2. c) P2
d) |PJ.

. Considere el espacio medible (N, ol ). Demuestre en cada caso que P es una
medida de probabilidad. Para cada A € 2N defina:

a) P(A)=> 2/3"

neA
b) P(A) = 1/2".
neA
. Sea Q = {1,2,...,n}, y considere el espacio medible (2,2?). Investigue en

cada caso si P es una medida de probabilidad. Para cada A € 2 defina:

a) P(A) = Zni

= (n+1)
b) P(4) = [[(1 - %).

keA

. Considere el espacio medible ((0,1), 4(0,1)). Demuestre en cada caso que P
es una medida de probabilidad. Para cada A € #(0, 1) defina:

a) P(A) :/AQa:da:.
b) P(A):/Ag\/g?dx.
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58.

59.

60.

61.
62.

63.

64.

65.

66.

Probabilidad condicional. Sea (€2, %, P) un espacio de probabilidad, y sea B un
evento con probabilidad estrictamente positiva. Demuestre que la probabilidad
condicional definida para cada A en .% como sigue:

P(AN B)

P(AIB) = ~Grps

es una medida de probabilidad. En consecuencia toda propiedad valida para
P( - ) es también vélida para P( - |B).

Sea P una medida de probabilidad, y sean P;( - ) = P( - |B)y Py( - ) =
Py( - |C). Demuestre que Po(A) = P(A|BNC).

Sea P una medida de probabilidad. Demuestre que la coleccién {A € .7 :
P(A) =06 P(A) =1} es una sub o-élgebra de 7.

Propiedades elementales

Demuestre que P(0)) = 0, sin usar P(Q2) = 1.

Demuestre que P(ANB) — P(A)P(B) = P(A°)P(B) — P(A°N B).
Demuestre que

P(AN B) < min{P(A), P(B)} < P(A) < max{P(A), P(B)} < P(AU B).

Demuestre que

P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C)
~P(ANB) - P(ANC) - P(BNC)

+P(ANBNCO).
Demuestre que
P((JA) = Y P(A4)-> P(A;nAy)
+ > P(AinA;NA)
i<j<k

e (CD)"HP(A N - N A).

Demuestre que

P(ﬂlAi) = ;P(Ai)—ZP(AiUAj)
1= 1= 1<)
+ Z P(AZUAJUAk)
i<j<k

e (C)"TLP(A U - U A).
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67. Demuestre que P(ﬂ Ap) > 1— ZP(AE)
k=1 k=1

68. Demuestre que

0< P(ANB) < P(A) < P(AUB) < P(A) + P(B) < 2

69. Diga falso o verdadero. Demuestre en cada caso.

a) P(B— A) = P(B) - P(A).
b) P(AUB) = P(A— B)+ P(B — A).
¢) P(A)>0= P(AUB) >0

d) P(A)>O:>P(AﬂB)>O

¢) P(A) <1= P(AUB) <

f) P(A) <1= P(ANB) <

g) P(A)=0= P(AUB) =0

h) P(A)=0= P(ANB) =0

i) P(AUB) =0 = P(A) =0

j) P(ANB) =0 = P(A) = 0.

k) P(A)=1= P(AUB) =1

I) P(A)=1= P(ANB) =1

m) P(AUB) =1= P(A) =1

n) P(ANB)=1= P(A) =1

70. Diga falso o verdadero. Demuestre en cada caso.
a) P(ANB) < P(A)P(B).
b) P(A|B) < P(A).
¢) P(A|B) > P(A)= P(B|A) > P(B).

71. Teorema de probabilidad total. Sea (£2,.%, P) un espacio de probabilidad, y sea
{A1, Ay, ...} una particién de Q tal que cada elemento de la particién es un
evento con probabilidad estrictamente positiva. Demuestre que para cualquier

evento B,
n=1

72. Se lanza una moneda tantas veces como indica un dado previamente lanzado.
Calcule la probabilidad de que:

a) se obtengan ambas caras de la moneda igual nimero de veces.

b) se obtenga una misma cara siempre.
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73. Teorema de Bayes. Sea (€2,.%, P) un espacio de probabilidad, y sea { A1, Ao, ...}
una particién de €2 tal que cada elemento de la particiéon es un evento con pro-
babilidad estrictamente positiva. Demuestre que para cualquier evento B tal
que P(B) > 0, y para cualquier m > 1 fijo,

P(B| Ap)P(Am)

P(Am | B) = =
" P(BJA,)P(A,)
n=1

74. Regla del producto. Demuestre que

P(Al n---N An) = P(Al)P(AglAl)P(Ag‘Al N Ag) ce P(An’Al n---N An—l)-

75. Desigualdad de Bonferroni. Demuestre que
P(J

=1

A > zn: P(A;) =Y P(Ain 4)).
=1

1<j

76. Desigualdad de Kounias. Demuestre que

P JA) < mjl’n{z P(A;) =Y P(Ain A}
=1 =1

=1 i=
i#£]
Continuidad

77. Se lanza una moneda honesta una infinidad de veces. Demuestre que la pro-
babilidad de que eventualmente cada una de las dos caras aparezca es uno.

78. Se lanza un dado equilibrado una infinidad de veces. Demuestre que la proba-
bilidad de que eventualmente cada una de las seis caras aparezca es uno.

79. Sea A un evento con probabilidad estrictamente positiva. Demuestre que si se
efectiia una infinidad de ensayos independientes del experimento aleatorio, la
probabilidad de que nunca ocurra el evento A es cero.

Independencia de eventos

80. Demuestre que los eventos A y B son independientes si, y sélo si,

a) Ay B¢ lo son.
b) Ay B lo son.
c) A°y B¢ lo son.

81. Demuestre que los eventos Ay, ..., A, son independientes si, y sélo si, AS,..., AS
también lo son.

82. Encuentre tres eventos A, B, C tales que
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83.

84.

85.

86.

87.
88.

89.

90.

91.

92.

93.

a) sean independientes dos a dos pero no independientes tres a tres.

b) sean independientes tres a tres pero no independientes dos a dos.

Demuestre que un evento A es independiente consigo mismo si, y sélo si, su
probabilidad es cero o uno.

Demuestre que un evento que tiene probabilidad cero o uno, es independiente
de cualquier otro evento.

Mediante un contraejemplo demuestre que

a) En general, A, B independientes == A, B ajenos.
b) En general, A, B ajenos %= A, B independientes.

Diga falso o verdadero. Demuestre o proporcione un contraejemplo.

a) AL A
b) AL A
c) ALQ.
d) ALQ.

.Es la independencia de dos eventos una relacién de equivalencia?

Sean Aq,..., A, independientes. Demuestre que
P(|J Ax) = 1= ][]t - P(4p)].
k=1 k=1
Sea Aj, As, ... una sucesién infinita de eventos. Defina

Bo=JA v Co={)4
k=n k=n

Demuestre que si B,, y C,, son independientes para cada n entonces lim sup A,

n—oo
y liminf A,, también son independientes. En particular, cuando lim A, = A,
n—oo n—oo

entonces A tiene probabilidad cero o uno.

Sean A y B independientes. Demuestre que 0{A} y 0{B} son independientes.

Lema de Borel-Cantelli

Se lanza una moneda honesta una infinidad de veces. Use el lema de Borel-
Cantelli para demostrar que la probabilidad de que cada cara aparezca una
infinidad de veces es uno.

Se lanza un dado equilibrado una infinidad de veces. Demuestre que con pro-
babilidad uno cada una de las seis caras aparece una infinidad de veces.

Sea A un evento con probabilidad positiva. Use el lema de Borel-Cantelli para
demostrar que si se efectiia una infinidad de ensayos independientes del ex-
perimento aleatorio, la probabilidad de que ocurra una infinidad de veces el
evento A, es uno.
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Capitulo 2

Variables aleatorias

En este capitulo se estudian los conceptos de variable aleatoria, funcién de distribu-
cién, funcién de densidad y esperanza. Se estudian también algunas distribuciones
de probabilidad de variables aleatorias discretas y continuas particulares. A partir

de ahora y en el resto del curso consideraremos como elemento base un espacio de
probabilidad (€2,.7, P).

2.1. Variables aleatorias

El concepto de variable aleatoria es fundamental en la teoria de la probabilidad.
Una vez que enunciemos su definicién, el término aparecerd con mucha frecuencia a
lo largo del curso.

Definicién (Variable aleatoria). Una variable aleatoria es una funcién X : Q —
R tal que para cualquier conjunto Boreliano B, se cumple que el conjunto X ~'B
es un elemento de .%.

Gréaficamente una variable aleatoria puede representarse de la siguiente forma:
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Q R

Una variable aleatoria es una funcién de 2 en R.

Esto es, una variable aleatoria (v.a.) es una funcién de 2 en R tal que la imagen
inversa de cualquier conjunto Boreliano es un elemento de la o-algebra del espacio
de probabilidad. Esta condicién se conoce como medibilidad en teoria de la medida,
y se dice entonces que dicha funcién es medible respecto de las o-dlgebras # y Z(R).
En un apéndice al final del texto aparece una seccién que contiene una discusién
breve del concepto de imagen inversa de una funcién, que para el caso de variables
aleatorias puede ilustrarse graficamente como indica la siguiente figura:

Xfl

Q R

La imagen inversa de un conjunto de Borel.

Explicamos a continuacién la razoén técnica por la cual se le pide a una funcién
X : Q — R que cumpla la condicién de medibilidad. Recordemos que P es una
medida de probabilidad definida sobre el espacio medible (2, .%). Si X es una va-
riable aleatoria, entonces podemos trasladar la medida de probabilidad P al espacio
medible (R, #Z(R)) del siguiente modo: Si B es un conjunto Boreliano definimos
Px(B) = P(X7!'B), lo cual es posible pues el conjunto X !B es un elemento de
Z, dominio de definicién de P. La funcién Px : #(R) — [0,1] resulta ser una
medida de probabilidad, y se le llama por tanto la medida de probabilidad inducida
por la variable aleatoria X. De este modo se construye el espacio de probabilidad
(R, Z4(R), Px).

Si B es un conjunto Boreliano, se usan los simbolos X 'B y (X € B) para denotar
el conjunto {w € Q: X(w) € B}. Por ejemplo, el conjunto {w € Q: X(w) € [0,00)}
puede ser denotado por X 1[0,00) o (X € [0,00)), o simplemente por (X > 0),
incluyendo los paréntesis. Veamos otro ejemplo, si (a,b) es un intervalo de la recta
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real, se puede usar el sitmbolo X~ '(a,b), o (X € (a,b)), o bien (a < X < b) para
denotar el conjunto {w € Q : X(w) € (a,b)}. Para hacer la escritura més corta,
a menudo se omite el argumento w de una v.a. X y se omite también el término
variable aleatoria para X asumiendo, en la mayoria de las veces, que lo es.

Para comprobar que una funciéon X : 2 — R es realmente una variable aleatoria,
la definicién requiere verificar la condicién X ~'B € .% para cualquier conjunto Bo-
reliano B. En muy pocos casos tal condiciéon puede comprobarse de manera tan
general. La siguiente proposicién establece que no es necesario demostrar la con-
diciéon de medibilidad para cualquier conjunto Boreliano B, sino que es suficiente
tomar intervalos de la forma (—oo, z], para cada = en R. Este resultado, como uno
puede imaginar, es de suma utilidad y lo usaremos con frecuencia en el resto del
capitulo.

Proposicion. Una funcién X : 2 — R es una variable aleatoria si, y sélo si, para

cada = en R,
XY —o0,2] € Z.

Demostracion.

(=) Si X es variable aleatoria, entonces claramente se cumple que para cualquier
nimero real z el conjunto X ~!(—o0, ] es un elemento de .Z.

(<)Ahora suponga que para cada real z, el conjunto X ~!(—o0, ] es un elemento
de 7. Sean B y € las colecciones

B {Be B(R): X 'Bc 7},
y ¢ = {(—o0,z]:x€R}

Entonces claramente 4’ C & C H(R). La primera contencién es por hipdtesis, y la
segunda es por definicién de la coleccién Z. Suponga por un momento que % es
una o-algebra de subconjuntos de R. Entonces % es una o-algebra que contiene a
% . Por lo tanto 0(%) = B(R) C A. Esto implica que & = B(R), y entonces X es
variable aleatoria. Resta entonces hacer ver que Z es efectivamente una o-algebra.

a) Primeramente tenemos que R € %, pues R € Z(R) y X 'R =Q € .Z.

b) Sea B € #. Entonces B € #(R) y X 'B € Z. Por lo tanto B¢ € Z(R) y
X~'B¢ = (X"!'B)¢ € .Z. Es decir, B € #.

c) Sea By, Bs,... una sucesién en 4. Es decir, para cada nimero natural n, B,, €

o fe's) 00
#AR)y X~ 'B, € .Z. Entonces U B, %(R)y U X 'B, = x~! U B, €
n=1 n=1

n=1

Z . Es decir, U B, € #.

n=1
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Ademas de la condicion anterior para demostrar que una funcién es variable alea-
toria, existen otras condiciones igualmente equivalentes y ttiles. Por ejemplo, X
es variable aleatoria si para cada z en R, X !(—o0,2) € .%, 0 X !(z,0) € Z,
o X Yz,00) € F. Cualquiera de estas condiciones es necesaria y suficiente para
que X sea variable aleatoria. También la condicién X ~!(a,b) € .# para cualquier
intervalo (a,b) de R es necesaria y suficiente para que X sea variable aleatoria.
La demostracién de todas estas aseveraciones es completamente andloga al caso
demostrado arriba y se pide desarrollar los detalles en la seccién de ejercicios.

Considere ahora los espacios medibles (2,.%) y (R, Z(R)). Si X es una funcién de
Q en R entonces se denota por o(X) a la minima o-algebra de subconjuntos de 2
respecto de la cual X es variable aleatoria. Es decir,

o(X)={X"'B:Bec%R)}

Es sencillo probar que tal coleccién de imédgenes inversas es efectivamente una o-
algebra, y claramente X es variable aleatoria si y sélo si o(X) C .%. En particular,
una funcién g : R — R es Borel medible si g7 B € %(R), para cada B en Z(R).

A continuacién se demuestra que algunas operaciones béasicas entre variables alea-
torias producen nuevas variables aleatorias. Suponga entonces que (2,.%, P) es un
espacio de probabilidad dado. Todas las variables aleatorias que se consideran a
continuacion estdn definidas sobre este mismo espacio de probabilidad.

Proposicion. La funciéon constante X = ¢ es una v.a.

Demostracion. Sea B un elemento cualquiera de #Z(R). Para la funcién constante
X =csetiene que X !B=Qsice B,y X !B ={0sic¢ B. En ambos casos el
conjunto X !B es un elemento de .Z, por lo tanto X es v.a. O

Proposicion. Si X es v.a. y ¢ es una constante, entonces c¢X es v.a.

Demostracion. Comprobaremos que para cada nimero real x, la imagen inversa del
conjunto (—oo,z], bajo la funcién c¢X, es un elemento de .#. Tenemos tres casos:
Si ¢ > 0, entonces el conjunto (cX < x) = (X < x/c) es un elemento de .%, pues
X es v.a. Si ¢ < 0 entonces nuevamente el conjunto (cX < z) = (X > z/c) es un
elemento de .# pues X es v.a. Finalmente si ¢ = 0 entonces es claro que ¢X = 0 es
v.a. por la proposiciéon anterior. O
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Proposicion. Si X y Y son v.a.s, entonces X + Y es v.a.

Demostracion. Probaremos que para cada ntmero real z, el conjunto (X +Y > x)
es un elemento de .#. Para ello usaremos la igualdad

(X+Y>z)=JX >N >z—7). (2.1)
reQ

Es claro que a partir de esta igualdad se concluye que el conjunto (X +Y > x) es
un elemento de %, pues tanto X como Y son variables aleatorias, y la operacién de
unién involucrada es numerable. Resta entonces demostrar (2.1).

(C) Sea w en 2 tal que X(w) + Y (w) > z. Entonces X(w) > z — Y (w). Como
los nimeros racionales son un conjunto denso en R, tenemos que existe un
nimero racional r tal que X(w) > r > x — Y (w). Por lo tanto X(w) > ry
Y (w) >z —r. De aqui se desprende que w es un elemento del lado derecho.

(2) Sea ahora w un elemento de |J,cq(X >7)N (Y > 2 —r). Entonces existe un
nimero racional ry tal que X (w) > ro y Y(w) > & — 9. Sumando obtenemos
X(w)+Y(w) >z, y por lo tanto w es un elemento del lado izquierdo.

Proposicion. Si X y Y son v.a.s, entonces XY es v.a.

Demostracion. Suponga primero el caso particular X = Y. Entonces necesitamos
probar que para todo nimero real x, el conjunto (X2 < ) es un elemento de .7.
Pero esto es cierto pues (X2 <z)=0siz <0,y (X?2<z)=(—vz <X <) si
x > 0. En ambos casos, (X?)~!(—o00, ] es un elemento de .7. Para el caso general,
X # Y, usamos la formula

XY = i [(X+Y)2— (X -Y)?].

Por lo demostrado antes, el producto XY es efectivamente una v.a. O

Como consecuencia de la proposicién anterior se cumple que si multiplicamos X
por si misma n veces, entonces X" es variable aleatoria. Por lo tanto toda funcién
polinomial de una variable aleatoria es también variable aleatoria.

Proposicién. Sean X y Y v.a.s con Y # 0. Entonces X/Y es v.a.
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Demostracion. Como el producto de v.a.s es nuevamente una v.a., es suficiente
demostrar que 1/Y es v.a. Para cualquier niimero real y > 0 tenemos que

1 1
— < = (=<uy,Y — <y,Y
1 1
= (V2o Y >0 U(Y <Y <0)

= (YZé)U(Y<0),

que es un elemento de .% puesto que Y es v.a. Por otro lado, si y < 0 tenemos que
(= <y) = (1< Y>0)u(1< Y <0)
—y - Y_y7 Y_y7
1 1
= Y<-Y>0U(lY>-Y<0)
Y Y

= Uy >-,Y<0)

S| =

1
= (- <Y <0).
% )

Nuevamente vemos que este conjunto es un elemento de %, puesto que Y es v.a.
Finalmente cuando y = 0 obtenemos una vez mas un elemento de .# pues
1 1

(?ﬁ()) =

IA

0,Y >0)U(=<0,Y <0)

==

Proposicién. Si X y Y son variables aleatorias, entonces max{X, Y} y min{X, Y}
también lo son.

Demostracion. Para cualquier nimero real x,

(max{X, Y} <z)= (X <z,Y <z)=(X <z2)Nn(Y <2).
Andlogamente,

(min{X,)Y}>z)=(X>z,Y >2)=(X>2)Nn (Y >z).
En ambos casos los conjuntos del lado derecho son elementos de .%. (]

Como consecuencia de la proposicién anterior se obtiene que tanto X = méx{0, X }
como X~ = —min{0, X} son variables aleatorias.
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Proposicién. Si X es v.a., entonces | X| es v.a.

Demostracion. Si z > 0 entonces (| X| < z) = (—z < X < z), y si # < 0 entonces
(|IX| < 2) =0 € #, de modo que |X| es v.a. Alternativamente se puede escribir
|X| = X"+ X,y por lo expuesto anteriormente concluir que |X| es v.a. O

Se muestra a continuaciéon que en general el reciproco de la proposicion anterior
es falso, esto es, si X : @ — R es una funcién tal que |X| es v.a., entonces no
necesariamente X es v.a.

Ejemplo Considere el espacio muestral 2 = {—1,0,1} junto con la o-algebra .7 =
{0,{0},{-1,1},9}. Sea X : © — R la funcién identidad X (w) = w. Entonces | X|
es v.a. pues para cualquier conjunto Boreliano B,

Q si 0,1€ B,
{-1,1} si 0¢ ByleB,
{0} si 06 Byl¢B,
0 si 0,1¢ B.

X|7'B =

Es decir, | X|~! B es un elemento de .%. Sin embargo X no es variable aleatoria pues
X~ —1} = {~1} no es un elemento de .Z. o

Ahora consideraremos algunas operaciones limite en sucesiones infinitas de variables
aleatorias.

Proposicién. Sea {X,, : n € IN} una sucesién de v.a.s tales que para cada w en
Q, sup{X,,(w)} e inf {X,,(w)} son finitos. Entonces sup{X, } e inf {X,,} son v.a.s
n>0 n=0 n>0 n=0

Demostracion. Este resultado se sigue directamente de las siguientes igualdades.
Para cualquier nimero real x,

o

(supX, <z) = ﬂ(Xn<:E) €7,
n=>0 n=1
[e.e]

inf X,, > = X, > 7

e (7111%0 n>T) Dl( n>w) €F
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Proposicién. Sea {X,, : n € IN} una sucesién de v.a.s tales que para cada w en
Q, lim sup X, (w) y lim inf X,,(w) son finitos. Entonces lim sup X,, y lim inf X, son
n—o00 n—oo

n—00 n—00
v.a.s.

Demostracion. Esto es consecuencia de la proposicién anterior pues

limsup X,, = inf(sup X,,),
y liminf X, = sup(inf X,,).
n—oo Lk n>k

Proposicién. Sea {X,, : n € IN} es una sucesién de v.a.s tales que lim X, (w)
n—oo

existe y es finito para cada w € Q). Entonces lim X, es v.a.
n—oo

Demostracion. Como lim X, existe, los limites lim sup X,, y liminf X,, coinciden.
n—oo n—00 n—oo

Entonces por lo demostrado antes, lim X,, es variable aleatoria. O
n—oo

2.2. Funcion de distribucién

Toda variable aleatoria tiene asociada una funcién llamada funcidn de distribucion.
En esta seccion se define este importante concepto y se demuestran algunas de sus
propiedades.

Definicién (Funcién de distribucién). La funcién de distribucién de una va-
riable aleatoria X es la funcién F(z): R — [0, 1], definida como sigue

F(z) = P(X <x).

Cuando sea necesario especificar la variable aleatoria en cuestién se escribe Fx(x),
pero en general se omite el subindice X cuando no haya posibilidad de confusién.
El argumento de la funcién es la letra mindscula x que puede tomar cualquier valor
real. Por razones obvias a esta funcion se le conoce también con el nombre de funcion
de acumulacion de probabilidad o funcion de probabilidad acumulada. Observe que la
funcién de distribucién de una variable aleatoria esta definida sobre la totalidad del
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conjunto de numeros reales, y siendo una probabilidad, toma valores en el intervalo
[0,1]. La funcién de distribucién es importante pues, como se ilustrard mas adelan-
te, contiene ella toda la informacién de la variable aleatoria y la correspondiente
medida de probabilidad. Veamos ahora algunas propiedades béasicas de esta funcién,
en una de estas propiedades aparece la expresiéon F(x+), que significa el limite por
la derecha de la funciéon F' en el punto x.

Proposicién. Sea F(z) la funcién de distribucién de una variable aleatoria. En-
tonces

1. lim F(x)=1.

T——400

2. lim F(z)=0.

r——00

3. Six; < x9, entonces F(x1) < F(x2).

4. F(x) es continua por la derecha, es decir, F(x+) = F(z).

Demostracion. (1) Sea {x,, : n € IN} una sucesién cualquiera de nimeros reales
creciente a infinito, y sean los eventos A4,, = (X < x,,). Entonces {A,, : n € IN} es
una sucesién de eventos creciente cuyo limite es 2. Por la propiedad de continuidad

lim F(z,)= lim P(A,)=P(Q)=1.

Dado que R es un espacio métrico, lo anterior implica que F(z) converge a uno
cuando z tiende a infinito. (2) Ahora sea {x, : n € IN} una sucesién cualquiera de
numeros reales decreciente a menos infinito, y sean los eventos A4, = (X < x,).
Entonces {A,, : n € IN} es una sucesién de eventos decreciente al conjunto vacio.
Por la propiedad de continuidad

lim F(x,) = lim P(A,)= P(0) = 0.

n—o0o n—oo

Por lo tanto, F(x) converge a cero cuando z tiende a menos infinito. (3) Para
r1 < T2,

F(x1)

A
Jaliga-gn- i)
4

= F

(4) Sea {z,, : n € IN} una sucesién cualquiera de nimeros reales no negativos y
decreciente a cero. Entonces

Flx4+z,) =F(x)+ Pl < X <z+x,),

en donde A, = (x < X <z +x,) es una sucesién de eventos decreciente al conjunto
vacio. Por lo tanto lim F(z + z,) = F(x). Es decir F'(z+) = F(z). O
n—oo
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El reciproco de la proposicion anterior es valido y justifica la importancia de la
funcion de distribucién. Se enuncia a continuacién este interesante resultado cuya
demostracién omitiremos y puede encontrarse por ejemplo en [12].

Proposicién. Sea F' : R — [0, 1] una funcién que satisface las cuatro propieda-
des de la proposicién anterior. Entonces existe un espacio de probabilidad y una
variable aleatoria cuya funcién de distribucién es F'.

Como consecuencia tenemos la siguiente definicién general, no haciendo referencia
a variables aleatorias ni a espacios de probabilidad particulares.

Definicién (Funcién de distribucién). Una funcién F(z) : R — [0, 1] es llamada
funcién de distribucion si cumple las cuatro propiedades anteriores.

A continuacién se presentan algunos ejemplos graficos de funciones de distribucién.

Ejemplos graficos de funciones de distribucion.

También pueden presentarse situaciones como la que se muestra a continuacién.

Otro ejemplo de funcién de distribucion.
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Se demuestran ahora algunas otras propiedades que establecen la forma de calcular
probabilidades usando la funcién de distribucién. La expresion F'(x—) significa el
limite por la izquierda de la funcién F' en el punto x.

Proposicion. Para cualquier nimero z y para cualesquiera ntmeros reales a < b,

1. P(X <z)=F(z—).

(
2. P(X =2) = F(z) — F(z—).
3. P(X € (a,b]) = F(b) — F(a)
4. P(X € [a,b]) = F(b) — F(a—)
5. P(X € (a,b)) = F(b—) — F(a)
6. P(X € [a,b)) = F(b—) — F(a—)

Demostracion. (1) Sea {z,, : n € IN} una sucesién cualquiera de nimeros reales no
negativos y decreciente a cero. Sea A,, el evento (X < a—=z,). Entonces {4,, : n € IN}
es una sucesién de eventos decreciente al evento (X < a). Por la propiedad de
continuidad

P(X <a) = lim P(A,)

n—oo

= lim F(a—z,)

n—o0

= F(a—).

Para (2) simplemente se escribe

PX=2z) = P(X<z)—P(X <ux)
= F(x)— F(z—).
Las igualdades (3),(4),(5) y (6) se siguen directamente de (1) y (2). O

Observe que como F'(z) es una funcién no decreciente y continua por la derecha, la
probabilidad P(X = z) = F(z) — F(x—) representa el tamano del salto o disconti-
nuidad de la funcién de distribucién en el punto x, como se muestra en la siguiente
figura.
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La probabilidad P(X = z) es el tamafio
del salto de la funcién F en el punto x.

En consecuencia, cuando F(z) es una funcién continua y para a < b,

F(b)— F(a) = P(X € (a,b])
— P(X € [a,}])
= P(X € (a,b))
— P(X € [a,b)).

Es decir, cuando F'(x) es una funcién continua, incluir o excluir los extremos de un
intervalo no afecta el cdlculo de la probabilidad de dicho intervalo. Por lo tanto,
para cualquier nimero z, P(X = z) = 0. Finalizamos esta seccién con un resultado
interesante cuya prueba es sorprendentemente simple.

Proposiciéon. Toda funcion de distribucién tiene a lo sumo un nimero numerable
de discontinuidades.

Demostracion. Sea D el conjunto de puntos de discontinuidad de una funcién de
distribucién F'(x). Para cada nimero natural n defina los subconjuntos

Dn:{xeD:%H<F(x)—F(a;—)§%}.

Cada conjunto D, tiene a lo sumo n elementos. Como D = J;2; Dy, se concluye
que D es numerable. O

2.3. Tipos de variables aleatorias

Las variables aleatorias se clasifican en varios tipos dependiendo del conjunto de
valores que éstas toman. Al menos existen dos tipos: discretas y continuas. La defi-
nicién es la siguiente.
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Definicién (Variable aleatoria discreta). La variable aleatoria X se llama
discreta si su correspondiente funcién de distribucién F'(x) es una funcién constante
por pedazos. Sean x1, X9, ... los puntos de discontinuidad de F'(x). En cada uno de
estos puntos el tamano de la discontinuidad es P(X = z;) = F(z;) — F(x;—) > 0.
A la funcién f(x) que indica estos incrementos se le llama funcién de probabilidad
de X, y se define como sigue

[ P(X=2x) si x=ux,22,...
f(z) = { 0 otro caso. 22

En este caso discreto la funcién f(x) siempre existe, y se le llama también funcion de
masa de probabilidad o simplemente funcion de probabilidad de la variable aleatoria
X. Aunque también se acostumbra usar el término: funcién de densidad, como una
analogia con el caso de variables aleatorias continuas mencionado mas adelante.
Cuando sea necesario especificarlo se escribe fx(x) en lugar de f(x). Observe que
f(z) es una funcién no negativa que suma uno en el sentido que >, f(z;) = 1.
Reciprocamente, toda funcién de la forma (2.2) que cumpla estas dos propiedades se
le llama funcién de probabilidad, sin que haya necesariamente una variable aleatoria
de por medio. Es posible reconstruir la funcién de distribucién a partir de la funcién
de probabilidad mediante la relacién

F(x) =) f(w).

<z

Definicién (Variable aleatoria continua). La variable aleatoria X se llama
continua si su correspondiente funcién de distribucién F'(x) es una funcién conti-
nua. Cuando existe una funcién no negativa e integrable f tal que para cualquier
valor de x,

Flz) = /_ " f(w)du, (2.3)

entonces se dice que X es absolutamente continua. En tal caso a la funcién f(x)
se le llama funcién de densidad de X.

Pueden construirse ejemplos de variables aleatorias continuas que no tienen fun-
cién de densidad, es decir, que no existe una funcién f no negativa e integrable
que cumpla (2.3) para cualquier nimero real z. En tales situaciones se dice que la
distribucion es singular.

Atn cuando exista una funcién no negativa e integrable f que cumpla (2.3), ésta
puede no ser unica, pues basta modificarla en un punto para que sea ligeramente
distinta pero aun asi seguir cumpliendo (2.3). A pesar de ello, nos referiremos a
la funcién de densidad como si ésta fuera unica, y ello se justifica por el hecho de
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que las probabilidades son las mismas, ya sea usando una funcién de densidad o
modificaciones de ella que cumpla (2.3).

Es claro que la funcion de densidad de una variable aleatoria absolutamente continua
es no negativa y su integral sobre toda la recta real es uno. Reciprocamente, toda
funcién f(x) no negativa que integre uno en R se llama funcion de densidad. Si X
es absolutamente continua con funcién de distribucién F'(x) y funcién de densidad
continua f(x), entonces el teorema fundamental del célculo establece que, a partir
de (2.3), F'(x) = f(x). Ademds, la probabilidad de que X tome un valor en el
intervalo (a,b) es el area bajo la funcién de densidad sobre dicho intervalo. Esto se
ilustra en la siguiente figura, la probabilidad es la misma si se incluyen o excluyen
los extremos del intervalo.

b
P @) = [ f@)ds

i T

a b

La probabilidad como un area.

Definicién (Variable aleatoria mixta). Una variable aleatoria que no es discreta
ni continua se llama variable aleatoria mixta.

Un ejemplo de este tipo de variables se presenta a continuacion.

Ejemplo (Una variable aleatoria que no es discreta ni continua). Sea X una
variable aleatoria con funcién de distribucion

— 1
F(:E):{l e si x>0,

0 si x <0,

cuya grafica es
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Funcion de distribucién de X.

Como F(z) es continua, entonces X es una variable aleatoria continua. Sea Y =
X ANM, con M > 0 constante. Observe que Y estd acotada superiormente por la
constante M. La funcién de distribucién de Y es

sty > M,
Fly)y= 1—¢e™ s 0<y<M,
si x <0,
con grafica
F(y)
3 I e

f Y
M

Funcion de distribucién de Y.

Esta funcién no es constante por pedazos pues es creciente en el intervalo (0, M),
y tampoco es continua pues tiene una discontinuidad en y = M. Por lo tanto Y es
una variable aleatoria que no es discreta ni continua. )

Proposicién. Toda funcién de distribucién F'(z) se puede escribir como una com-
binacion lineal convexa de una funcion de distribucién discreta y otra continua, es
decir, admite la siguiente representacién:

F(z) = aF%(z) + (1 — @) F¢(x),

en donde «a € [0, 1], F%(x) es una funcién de distribucién discreta, y F°(z) es una
funcién de distribucién continua.
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Igualdad de variables aleatorias

Dos variables aleatorias X y Y son estrictamente iguales si para cada w en £ se
cumple X (w) = Y (w). Existen, sin embargo, otras formas mas débiles de igualdad:

Definicién (Igualdad de variables aleatorias). Se dice que dos variables alea-
torias X y Y son

. . . . C.S. .

a) iguales casi seguramente, y se escribe X =Y c.s., o bien X =Y, si se cumple
que P(X =Y) = 1. Més generalmente, un evento ocurre casi seguramente
si su probabilidad es uno.

. e s . d . . .
b) iguales en distribucién, y se escribe X =Y, si sus correspondientes funciones
de distribucién coinciden, es decir, para cada z en R, Fx(x) = Fy (z).

Es interesante observar que la igualdad casi segura es mas fuerte que la igualdad en
distribucién, es decir, si X y Y son iguales casi seguramente, entonces son iguales
en distribucion. Sin embargo, si X y Y tienen la misma distribucién, entonces no
necesariamente son iguales casi seguramente, al respecto véase el Ejercicio 147. A
menos que se indique lo contrario, cuando aparezca una expresién de igualdad entre
variables aleatorias, se considera que la igualdad es valida en el sentido casi seguro.

2.4. Integral de Riemann-Stieltjes

En esta seccion se define la integral de Riemann-Stieltjes, la cual tiene la forma

/a ' () dF(2),

en donde las funciones h(z) y F(z) deben cumplir ciertas condiciones para que la
integral tenga sentido y esté bien definida. Esta integral es una generalizacién de la
integral usual de Riemann. Al integrando h(x) se le pide inicialmente que sea una
funcién acotada en el intervalo (a, b], aunque después se omitira esta condicién. A la
funcién integradora F'(z) se le pide que sea continua por la derecha, monétona no
decreciente y tal que F(co) — F(—00) < M, para algin ntimero M > 0. Observe que
F(x) debe cumplir propiedades casi idénticas a las de una funcién de distribucién, y
de hecho la notacion es la misma. Esto no es coincidencia pues usaremos las funciones
de distribucién como funciones integradoras.

Presentamos a continuacion la definiciéon de la integral de Riemann-Stieltjes bajo
las condiciones arriba senaladas. En [12] puede encontrarse una exposicién més
completa y rigurosa de esta integral. Nuestro objetivo en esta seccién es simplemente
presentar la definicién y mencionar algunas propiedades. Sea {a = xg < z1 < --- <
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x, = b} una particién finita del intervalo (a,b], y defina

h(z;) = sup {h(z): 21 <z <z},
y  h(x;)) = inf {h(x): 21 <z <}

Se define la suma superior e inferior de Riemann-Stieltjes como sigue

Sp = D h(@)[F(a:) — Flai)],
i=1

S, = > h@)[F(z;) = Fzi1))-
=1

Ahora se hace n tender a infinito de tal forma que la longitud max{|z; — x;—1| : 1 <
i < n} tienda a cero. Si sucede que

—00 < lim S, = lim S, < oo,
n—oo n—oo

entonces a este valor comtn se le denota por

/a ' () dF(2),

y se le llama la integral de Riemann-Stieltjes de la funcién h(z), respecto de la
funcién F(x), sobre el intervalo (a,b]. Cuando la funcién h(z) no es acotada se
define la funcién auxiliar

—N  sih(x) < =N,
hy(z) =< h(z) si]|h(z)] <N,
N si h(z) > N.

b b
/ h(z) dF(2) = Jim_ / h () dF (),

cuando este limite existe. Se puede extender la definicion de esta integral de la
siguiente forma

Y entonces

00 b
/_ h@)dF(@) = lim [ h(z)dF(z),

a,b—oo J,

cuando el limite del lado derecho exista.

La integral de Riemann-Stieltjes tiene muchas propiedades semejantes a la integral
de Riemann. Enunciaremos a continuacién algunas de ellas. Primeramente es lineal
tanto en el integrando como en el integrador, es decir, si a es constante entonces

b b b
/ (ahn(z) + ha(2) dF(z) = a / ha () dF (z) + / ha(z) dF (x),
b b
v / hz)daFi(z) + Fo(z)) = a / ) dFy (x / h(z) dFs(x

Cuando h(zx) tiene primera derivada continua se cumple la férmula
b b
/ h(z) dF(z) = h(b)F(b) — h(a)F(a) — / F(x)h (z) dz.
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De particular importancia en la teoria de la probabilidad son los siguientes dos casos
particulares. Cuando F'(z) es diferenciable entonces se tiene la igualdad

/a ' () dF () = / ' () () d

De modo que integrar respecto de una funcién de distribucién absolutamente con-
tinua se reduce a efectuar una integral de Riemann. El otro caso interesante ocurre
cuando h(x) es continua y F(z) es constante excepto en los puntos x1,zs,... en
donde la funcién tiene saltos positivos de tamano p(x1),p(x2),... respectivamente.
En este caso y suponiendo convergencia,

b 00
/ B()dF(r) = 3 hiz)p(z:).
a i=1

Por lo tanto integrar respecto de la funcién de distribucién de una variable aleatoria
discreta se reduce a efectuar una suma. Finalmente enunciamos la propiedad que
ilustra el hecho de que la integral de Riemann es un caso particular de la integral
de Riemann-Stieltjes. Cuando F(x) = x se cumple

/ab h(z)dF(z) = /ab h(z) dx.

2.5. Caracteristicas numéricas

Se estudian a continuacién algunas caracteristicas numéricas asociadas a variables
aleatorias. En particular, se definen los conceptos de esperanza, varianza y més
generalmente los momentos de una variable aleatoria. Para ello haremos uso de la
integral de Riemann-Stieltjes.

Esperanza

La esperanza de una variable aleatoria es un nuimero que representa el promedio
ponderado de los posible valores que toma la variable aleatoria, y se calcula como
se indica a continuacién.
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Definicién (Esperanza). Sea X con funcién de distribucién F(z). La esperanza
de X, denotada por E(X), se define como el nimero

B(X) = / " pdF(2),

—00

cuando esta integral sea absolutamente convergente, es decir, cuando

/OO 1] dF (z) < oo,

—00

y en tal caso se dice que X es integrable.

A la esperanza se le conoce también con el nombre de: media, valor esperado, valor
promedio o valor medio, y en general se usa la letra griega pu (mu) para denotarla.
Cuando X es discreta con funcién de probabilidad f(z), su esperanza, si existe, se
calcula como sigue
E(X)=> zf(z).
xr

Cuando X es absolutamente continua con funcién de densidad f(z), entonces su
esperanza, si existe, es

La integral o suma arriba mencionados pueden no existir y en ese caso se dice que la
variable aleatoria no tiene esperanza finita. El Ejercicio 157 en la pagina 81 contiene
algunos ejemplos que ilustran esta situacién.

Ejemplo. Sea X discreta con valores en el conjunto {1,2,...}, y con funcién de
probabilidad f(xz) = P(X = z) = 1/2%, para x > 1. Entonces

EX)=Y uf(2) = Z;—x = 2.
=1 =1

Ejemplo. Sea X continua con funcién de densidad f(z) = 2z, para 0 < = < 1.
Entonces

E(X):/OO :Ef(:n)dx:/olzn-lnd:n:g.

—0o0

Con frecuencia surge el problema de calcular esperanzas de funciones de variables
aleatorias, es decir, si X es una variable aleatoria y ¢ : R — R es una funcién
Borel medible, entonces ¢g(X) es una variable aleatoria y el problema es encontrar
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su esperanza. Usando directamente la definicién, la esperanza de g(X) se calcula del
siguiente modo:
o
Blo(X)) = [ B0
—o0
pero ello requiere encontrar primero la distribucién de g(X), lo cual puede no ser
facil. Afortunadamente se cuenta con el siguiente resultado que establece una forma
muy conveniente de calcular la esperanza de g(X), sin conocer su distribucién, pero
suponiendo conocida la distribucién de X.

Teorema (Esperanza de una funcién de una v.a.) Sea X con funcién de
distribucién Fx(z), y sea g : R — R una funcién Borel medible tal que g(X) tiene
esperanza finita. Entonces

Blg(x)) = | " 4(@) dFx(®).

—00

La demostracién de este resultado en general no es sencilla y la omitiremos, aunque
un camino cémodo que puede adoptarse es aceptar la férmula anterior como la
definicién de la esperanza de g(X). En particular, cuando la funcién g es la identidad,
se recupera la definicién bésica de esperanza de una variable aleatoria. Por otro lado,
cuando X es discreta, la demostracién del teorema resulta no ser complicada, y en
el Ejercicio 152 se pide hacer los detalles. Se establecen a continuacion algunas
propiedades de la esperanza.

Proposicién (Propiedades de la esperanza). Sean X y Y con esperanza finita,
y sea ¢ una constante. Entonces

1. E(c) =c.

2. E(cX) =cE(X).

3. Si X >0, entonces E(X) > 0.

4. Si X <Y, entonces E(X) < E(Y).

5. E(X +Y) = E(X) + E(Y).

Las demostraciones de las primeras cuatro propiedades son sencillas pues se siguen
directamente de la definicién. La 1ltima propiedad es facilmente demostrable en el
caso discreto, y ello se ha dejado como ejercicio. Esta propiedad, en el caso general,
sera demostrada mas adelante.
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Proposicién. Sea X con funcién de distribucién F'(z), la cual admite la descom-
posicién
F(z) = aF%z) + (1 — a)F°(z),

en donde «a € [0, 1], F%(x) es una funcién de distribucién discreta, y F°(z) es una
funcién de distribucién continua. Sea X, con distribucién F(x), y sea X, con
distribucién F¢(z). Entonces X tiene esperanza finita si, y sélo si, tanto X4 como
X, tienen esperanza finita, y en tal caso,

E(X) = aB(Xq) + (1 — a)E(X.).

Este resultado es facil de demostrar usando la propiedad de linealidad de la integral
de Riemann-Stieltjes respecto de la funcién integradora.

Varianza

La varianza de una variable aleatoria es una medida del grado de dispersién de los
diferentes valores tomados por la variable aleatoria. Su definicion es la siguiente.

Definicién (Varianza). La varianza de X, denotada por Var(X), se define como
el nimero no negativo

Var(X) = E [(X — E(X))?],

cuando esta esperanza existe.

Cuando X es discreta con funcién de probabilidad f(x) y esperanza finita u, la
varianza de X, cuando existe, se calcula como sigue

Var(X) =) (z — p)*f(x).

xT

Cuando X es absolutamente continua con funcién de densidad f(x) y esperanza
finita u, entonces la varianza de X, cuando existe, es

Var(X) = /_00 (z — p)?f(x) dx.

La varianza se denota regularmente por el simbolo o2 (sigma cuadrada). A la raiz
cuadrada positiva de Var(X) se le llama desviacion estandar, y se le denota na-
turalmente por . Nuevamente hay casos en los que la varianza no es finita, y en
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esa situaciones se dice que la variable aleatoria no tiene varianza. Observe que pa-
ra calcular Var(X) se necesita conocer primero F(X). Enunciamos a continuacién
algunas propiedades de la varianza.

Proposicién (Propiedades de la varianza). Sean X y Y con varianza finita, y
sea ¢ una constante. Entonces

1. Var(X) >

2. Var(e

~—

(

(
3. Var(cX) = c?Var(X).
4. Var(X + ¢) = Var(X).
5. Var(X) = BE(X?) - E?(X).

6. En general, Var(X +Y) # Var(X) + Var(Y).

La demostracién de estas propiedades es sencilla pues todas ellas, excepto la iltima,
se siguen directamente de la definicion y de la propiedad lineal de la esperanza.
Para la tltima propiedad puede tomarse Y = X, con Var(X) # 0, y verificarse la
no igualdad. Otras propiedades de la varianza aparecen mas adelante.

Momentos

Los momentos de una variable aleatoria son nimeros que representan algunas ca-
racteristicas de la distribucién de probabilidad asociada. Bajo ciertas condiciones el
conjunto de momentos determinan de manera unica a la distribuciéon de probabili-
dad.

Definicién (Momentos). Sea X una variable aleatoria con esperanza p y sea n
un numero natural. Cuando existe, el nimero

1. E(X™) es el n-ésimo momento de X.

2. E|X|™ es el n-ésimo momento absoluto de X.

3. E[(X —u)"] es el n-ésimo momento central de X.

4. E|X — u|™ es el n-ésimo momento central absoluto de X.

5. E[X(X —1)--- (X —n+ 1)] es el n-ésimo momento factorial de X.
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Observe que el primer momento de X es E(X), y el segundo momento central es
Var(X). En algunos textos al n-ésimo momento de X se le denota por p,, mientras
que el n-ésimo momento central es p,. En el Capitulo 8 sobre funciones generadoras
se estudian ciertas funciones asociadas a las distribuciones de probabilidad, y a
través de las cuales los momentos de una variable aleatoria pueden ser encontrados,
cuando existen, de manera mas eficiente.

Bajo ciertas condiciones los momentos de una variable aleatoria determinan la dis-
tribucién de probabilidad de la misma. Por ejemplo, si X es tal que E(X), E(X?),...
son todos finitos y si se cumple que la serie

[e.e]

> LB
n=0

es absolutamente convergente para algun t > 0, entonces la sucesiéon de momentos
determina de manera tunica a la distribucién de X. Las condiciones enunciadas
para la determinacién de la distribucién de probabilidad son suficientes pero no
necesarias.

Mediana

La mediana de una variable aleatoria es una medida de tendencia central que per-
mite, cuando existe, dividir en dos partes iguales a la distribuciéon de probabilidad
sobre la recta numérica.

Definicién (Mediana). El nimero m es una mediana de la variable X, o de su
distribucion, si se cumplen las siguientes dos desigualdades:

P(X <m)
y P(X=m)

1/2,

>
> 1/2.

La mediana no es inica y puede no existir, por ejemplo, si X es una variable aleatoria
discreta tal que P(X =1) =p,y P(X =0) = 1—p, con p = 1/2, entonces cualquier
m en el intervalo (0,1) es una mediana, en cambio, cuando p # 1/2, no existe una
mediana.

2.6. Distribuciones discretas

En esta seccién se estudian algunas distribuciones discretas de probabilidad de uso
comun. Estas distribuciones son ejemplos particulares de medidas de probabilidad
concentradas en un conjunto discreto de niimeros reales. Se presentan estos ejemplos
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sin hacer mayor énfasis en las aplicaciones de los modelos. En el Apéndice A, al final
del libro, aparecen algunas otras distribuciones de probabilidad.

Distribucion uniforme discreta

La variable aleatoria X tiene una distribucién uniforme sobre el conjunto {z1, ..., z,}
si la probabilidad de que X tome cualquiera de estos valores es 1/n. Esta distribucién
surge en espacios de probabilidad equiprobables, esto es, en situaciones en donde se
tienen n resultados diferentes y todos ellos tienen la misma probabilidad de ocurrir.
Los juegos de loteria justos son un ejemplo donde puede aplicarse esta distribucion.

Se escribe X ~ unif{zq,...,z,}, y su funcién de probabilidad es
— six=x1,...,Tp,
n
f(@) =
0 otro caso.
Graficamente
f(z)
% -+ ) [) 0 [ ] [
& . & & & x

1 2 3 4 5
Funcién de probabilidad unif{1,2,3,4,5}.

Es facil ver que

1
FE = —
(X) n. xh
=1
1 & )
y Var(X) = - (z; — E(X))
i=1

Distribucion Bernoulli

Un ensayo Bernoulli es un experimento aleatorio con inicamente dos posibles resul-
tados, llamados genéricamente €ézito y fracaso, y con probabilidades respectivas p y
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1 — p. Se define la variable aleatoria X como aquella funcién que lleva el resultado
éxito al nimero 1, y el resultado fracaso al nimero 0. Entonces se dice que X tiene
una distribucién Bernoulli con pardmetro p € (0,1). Se escribe X ~ Ber(p) y la
correspondiente funcién de probabilidad es

1—-p siz=0,

flx)y=<¢p six =1,
0 otro caso,
cuya grafica es
f(@)
0.7 .
0.371 °
X

0 1

Funcién de probabilidad Ber(p) con p =0.7.

Es sencillo verificar que E(X) = p, y Var(X) = p(1 — p). En particular, si A es
un evento con probabilidad p, entonces la funcién indicadora 14 es una variable
aleatoria con distribucién Ber(p).

Distribucion binomial

Suponga que se realizan n ensayos independientes Bernoulli en donde la probabilidad
de éxito en cada uno de ellos es p € (0,1). Si denotamos por E el resultado éxito y
por F el resultado fracaso, entonces el espacio muestral consiste de todas las posibles
sucesiones de longitud n de caracteres E y F. Usando el principio multiplicativo, es
facil ver que el conjunto € tiene 2" elementos. Si ahora se define la variable aleatoria
X como el nimero de éxitos en cada una de estas sucesiones, entonces X toma los
valores 0,1,...,n, y se dice que X tiene una distribuciéon binomial con parametros
n y p. Se escribe X ~ bin(n, p), y su funcién de probabilidad es

< Z >Pw(1—p)"_z siz=0,1,....m,
flx) =

0 otro caso.

En las siguientes graficas se muestra el comportamiento de esta funcion.
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f(x) f(z)
0.3 0.3
0.2 e n =10 0.2 * e n =10
p=20.3 : : p=05
0.1t T i e 0.1 R
_' Lol —c : ! - e A S "
12345678910 12345678910

Funcién de probabilidad bin(n, p).

Se puede demostrar que E(X) = np, y Var(X) = np(1 —p).

Distribuciéon geométrica

Suponga que se tiene una sucesion infinita de ensayos independientes Bernoulli en
donde la probabilidad de éxito en cada uno de ellos es p € (0,1). Se define X como
el nimero de fracasos antes de obtener el primer éxito. Se dice entonces que X tiene
una distribucién geométrica con pardametro p. Se escribe X ~ geo(p), y su funcién
de probabilidad es

p(1—p)* siz=0,1,...
flx) =

0 otro caso,

cuya grafica es de la siguiente forma:
f(x)

0.4 s
0.3 1
0.2 1

0.1 + :

1 2 3 4 5 6 7 8 910

Funcién de probabilidad geo(p) con p =0.4.

Para esta distribucién se puede demostrar que E(X) = (1 — p)/p, y Var(X) =
(1 — p)/p?. En algunos textos se define también la distribucién geométrica como el
numero de ensayos, y no el de fracasos, antes del primer éxito. En tal caso, la funcién
de probabilidad es f(x) = p(1 — p)*~! para z = 1,2,.... La media es entonces 1/p
y la varianza es como antes.
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Distribucion Poisson

La variable aleatoria discreta X tiene una distribucién Poisson con pardametro A > 0,
y se escribe X ~ Poisson(A) si su funcién de probabilidad es

e — sizx=0,1,...
0 otro caso.

Esta distribucién fue descubierta por Simeén Denis Poisson en 1873 como limite de la
distribucién binomial, véase el Ejercicio 217. La grafica de la funcién de probabilidad
Poisson es de la siguiente forma:

f(x)

0.3 L

0.2 .

o b
.

! 1 2 3 4 5 6 7 8
Funcién de probabilidad Poisson(A) con A

Puede demostrarse que E(X) = A, y Var(X) = .

Distribuciéon binomial negativa

Suponga una sucesién infinita de ensayos independientes Bernoulli en donde la pro-
babilidad de éxito en cada ensayo es p € (0,1). Sea X el nimero de fracasos antes
de obtener el r-ésimo éxito. Se dice entonces que X tiene una distribucién bino-
mial negativa con pardametros r y p. Se escribe X ~ bin neg(r,p), y su funcién de
probabilidad es

<T+i_1>p7(1—p)m six=0,1...

0 otro caso.

Para r = 3 y p =0.2, esta funcién tiene la siguiente forma.
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0.06 e0ce,
0041 2 iiiiiiiie,

002 boiiiiiiiiiiiiiiiineg

5 10 15 20 25 30
Funcién de probabilidad bin neg(r,p) con r =3 y p =0.2.

Es claro que esta distribucién es una generalizacién de la distribucién geométrica,
la cual se obtiene cuando r = 1. Se puede demostrar que E(X) = r(1 — p)/p, y
Var(X) = (1 —p)/p*.

Distribucién hipergeométrica

Suponga que se tiene un conjunto de N objetos de los cuales K son de una primera
clase, y N — K son de una segunda clase. Suponga que de este conjunto se toma una
muestra de tamano n, sin reemplazo y en donde el orden de los objetos seleccionados
no importa. Se define X como el nimero de objetos de la primera clase contenidos en
la muestra seleccionada. Entonces X puede tomar los valores 0, 1,2, ..., n, suponien-
do n < K. Decimos que X tiene una distribucion hipergeométrica con parametros
N, K y n. Se escribe X ~ hipergeo(N, K, n), y su funcién de probabilidad es

()
T n—x
N siz=0,1,...,n,
fw) = ( )
n
0 otro caso.
Gréficamente:
- fl)
03 N =20
0.2 - § : . K=
: : : n=>=5
0.1 .
0 1 2 3 4 5

Funcién de probabilidad hipergeo(N, K, n).
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Es posible comprobar que

K
E(X) = n—
(X) NS

KN-KN-n

X) = S
y Var(X) nN N N1

2.7. Distribuciones continuas

Ahora se estudian algunas distribuciones de probabilidad de variables aleatorias
continuas. Algunas otras distribuciones continuas que surgen en la estadistica seran
estudiadas en el Capitulo 5. Recuerde que estos modelos son ejemplos particulares
de medidas de probabilidad continuas sobre el conjunto de nimeros reales, y que,
en general, no se hace énfasis en sus aplicaciones.

Distribucion uniforme continua

La variable aleatoria X tiene distribucién uniforme en el intervalo (a, b) y se escribe
X ~ unif(a, b), cuando su funcién de densidad es

——  siz € (a,b),
b—a

f(z) =
0 otro caso.

Gréficamente:
f(x)
1 + O —————C
b—a ] f

. . T
a b

Funcién de densidad unif(a, b).

En este caso es inmediato verificar que E(X) = (a+b)/2, y Var(X) = (b — a)?/12.

Distribucién exponencial

La variable continua X tiene una distribuciéon exponencial con parametro A > 0y
se escribe X ~ exp(A) cuando tiene funcién de densidad
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cuya grafica es

X

Funcién de densidad exp(\).

Para esta distribucién es muy sencillo verificar que E(X) = 1/, y Var(X) = 1/)\2.

Distribuciéon gama

La variable aleatoria continua X tiene distribucién gama con pardmetros n > 0y
A > 0 si su funcién de densidad es

Ae ™ sz >0,
0 six <0.

La gréafica de esta funcion se muestra a continuacién.

f(x)

D[

; ; ; i ; x
1 2 3 4 5)

Funcién de densidad gama(n,\) conn =5y A = 3.

69



En tal caso se escribe X ~ gama(n, A). El término I'(n) es la funcion gama definida
como sigue

I'(n) = / t"le~t dt,
0

para valores de n tal que la integral es convergente. Esta funcion satisface las si-
guientes propiedades:

a) I'(n+1) =nl(n).

b) I'(n + 1) = n! para n entero positivo.
c) I'(2) =T(1) =1L

d) T(1/2) = V.

Observe que cuando n = 1, la distribucién gama(n, \) se reduce a la distribucién
exp(A). Resolviendo un par de integrales se puede demostrar que E(X) = n/\, y
Var(X) = n/\2,

Distribucion beta

La variable continua X tiene distribucién beta con parametros a > 0y b > 0, y se
escribe X ~ beta(a, b) cuando su funcién de densidad es

B(a,b)x -t si 0<z <,

0 otro caso.

En la siguiente grafica se ilustra la forma de esta funcion para varios valores de los
parametros.

(1]
NN

1/A\§HI

Funcién de densidad beta(a, b).
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El término B(a,b) se conoce como la funcion beta y se define paraa >0y b > 0
como sigue

1
B(a,b) = / 21— z) " da.
0

Esta funcién satisface las siguientes propiedades.

a) B(a,b) = B(b,a).

) Bl = T

Para la distribucién beta(a, b) se tiene que

a
E(X) = a+b’

ab
(a+b+1)(a+0b)?

y Var(X) =

Distribucion normal

Esta es posiblemente la distribucion de probabilidad de mayor importancia. Se dice
que la variable aleatoria continua X tiene una distribucién normal o Gausiana si su
funcion de densidad es

flz) = 1 e~ (@—?/20%

V2ro?
en donde p € Ry 02 > 0 son dos pardmetros. En este caso se escribe X ~ N(u,0?).
No es dificil demostrar que F(X) = u, y Var(X) = o2. La grafica de la funcién de
densidad normal aparece en la siguiente figura:

Funcién de densidad N(u,o?).

En particular se dice que X tiene una distribucién normal estdndar si p = 0y
02 = 1. En este caso particular, la funcién de densidad se reduce a la expresién mas
sencilla

[




Es posible transformar una variable aleatoria normal no estdndar en una estandar
mediante la siguiente operacion llamada estandarizacion. La demostracion de este
resultado es elemental y se deja como ejercicio.

Proposicién X ~ N(u,0?) & Z = ~ N(0,1).

g

Comunmente se usa la letra Z para denotar una variable aleatoria con distribucién
normal estdndar. En particular la funcién ®(z) denota la funcién de distribucién de
una variable aleatoria normal estdandar, es decir, ®(z) = P(Z < x). Graficamente:

Area cubierta por la funcién de distribucién ®(z) = P(Z < x).

Distribucién log normal

Si X tiene distribucién N(u, 02), entonces Y = eX tiene una distribucién log normal(y, 02)
y su funcién de densidad es:

L exp [_M]
fly) =4 vV’ 20°

0 si y<0.

si y>0,

La grafica de esta funcién es la siguiente:
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0.025 T

Funcién de densidad log normal(u, 02) con p =3y 02 = 2.

Se puede demostrar que

E(Y) = exp(p+0°/2),
y  Var(Y) = exp(2u+ 20°) — exp(2u + o?).

Otras distribuciones continuas de interés se encuentran en el capitulo sobre distri-
buciones muestrales.

2.8.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

Ejercicios
Variables aleatorias

Demuestre que la funcién identidad X (w) = w no es variable aleatoria cuando
Q= {17 2, 3} yF = {(Dv {1}7 {27 3}7 Q}

Sea Q) ={-1,,0,1} y # = {0,{0},{—1,1},Q}. Considere la funcién identidad
X (w) = w. Demuestre que X? es variable aleatoria pero X no lo es.

Considere el espacio medible (Q, %), con % = {0, Q2}. Demuestre que X :  —
R es variable aleatoria si, y sélo si, X es constante.

Sea (€,.7) un espacio medible tal que .#Z = {0,Q, A, A°} con A C Q. De-
muestre que toda funcién medible X : 2 — R es constante en A y en A°. Por
lo tanto toda funcién medible respecto de esta o-dlgebra toma a lo sumo dos
valores distintos. El siguiente ejercicio generaliza este resultado.

Sea A, ..., A, una particién finita de 2, y considere el espacio medible (€2, %),
con # = o{Ay,...,A,}. Demuestre que X :  — R es variable aleatoria si, y
sélo si, X es constante en cada elemento de la particién. En consecuencia, X
toma a lo sumo n valores distintos.

Demuestre que X es variable aleatoria si, y sélo si, X !(—o0,2) € % para
cada nimero real x.

Demuestre que X es variable aleatoria si, y sélo si, X [z, 00) € .# para cada
numero real x.
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101. Demuestre que X es variable aleatoria si, y sélo si, X ~(x,00) € .# para cada

numero real z.

102. Demuestre que X es variable aleatoria si, y sélo si, X ~!(a,b) € .# para cada

intervalo (a,b) de R.

103. Sea c una constante y X una v.a. Demuestre directamente que las siguientes

funciones también son variables aleatorias: cX, X +¢, X Ve, X Ac.

104. Demuestre directamente que la diferencia de dos variables aleatorias es variable

aleatoria.

105. Sea X una variable aleatoria. Demuestre que la parte entera de X, denotada
por | X |, es una variable aleatoria discreta, es decir, toma un nimero nume-

rable de valores.

106. Demuestre que el conjunto de v.a.s definidas sobre un espacio de probabilidad
es un espacio vectorial con las operaciones usuales de suma y producto por

escalares.

107. Sean X y Y variables aleatorias. Demuestre directamente que tanto X VY

como X AY son variables aleatorias.

108. Demuestre directamente que si X es variable aleatoria, entonces también lo

son X"y 2X3 —5X.

109. Demuestre que X es variable aleatoria si, y sélo si, tanto X = mdx{0, X'}

como X~ = —min{0, X}, lo son.

110. Sea A C Q. Demuestre que la funcién indicadora! 14 : Q@ — R es variable

aleatoria si, y sélo si, el conjunto A es medible.
111. Sean A, B C Q. Diga falso o verdadero. Demuestre en cada caso.

a) A, B medibles = 14 + 1p es v.a.
b) 14+ 1p es v.a. = A, B son medibles.

112. Sean A, B subconjuntos disjuntos de € y sean a, b dos ntimeros reales distintos.

Demuestre que

aly +blg es via. & A, B son medibles.

Una de estas implicaciones resulta falsa cuando se omite la condicién de que

los nimeros a y b son distintos. ;Cual de ellas es?.

113. Sean Ai,...,A, subconjuntos disjuntos de €2, y sean ai,...,a, constantes

distintas. Demuestre que

n
Z ajla, es via. & A, ..., A, son medibles.
i=1

Véase el final del texto para la definicién y algunas propiedades de la funcién indicadora.
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114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

Sean A y B dos eventos, y sean 14 y 1p las correspondientes funciones indi-
cadoras. Directamente de la definicién demuestre que las funciones 14 + 15,
14— 1y 14 -1p son variables aleatorias.

Sean X y Y dos variables aleatorias. Demuestre que los conjuntos (X =Y),
(X <Y), (X >Y)y (X #Y) son eventos. Sugerencia: Proceda como en la
féormula (2.1) de la pagina 44.

Sean X, Y y Z tres variables aleatorias. Demuestre que los conjuntos (X =
Y=2),y (X <Y < Z)son eventos.

Sea X una variable aleatoria y g : (R, Z(R)) — (R, B(R)) una funcién Borel
medible. Demuestre que g(X) = go X : @ — R es también una variable
aleatoria. Sugerencia: Demuestre que la coleccion 2 = {B € B(R) : g7'B €
PA(R)} coincide con Z(R) usando los siguientes dos resultados: (1) Dada una
funcién continua de R en R, la imagen inversa de un conjunto abierto es
nuevamente un conjunto abierto. (2) Todo conjunto abierto de R distinto del
vacio puede expresarse como una unién numerable de intervalos abiertos.

Sea X una variable aleatoria. Demuestre que las funciones: eX, sen X, y cos X
son variables aleatorias.

Sea X : 2 — R una funcién. Proporcione un ejemplo en el que X? sea variable
aleatoria pero |X| no lo sea.

Sean X4,...,X, variables aleatorias. Demuestre que

1 &
X=-) X, .
a) n; es v.a
1 O .
b) S? = Z(Xi_X)2 es v.a.

n—1
i=1

Sea X una variable aleatoria, y sean a < b dos constantes. Demuestre que las
siguientes funciones son variables aleatorias.

X s X <a,
a)Y_{a si X > a.
a siX <a,

b) Y=< X sia<X <,
b siX >0,.
[ X si|X|<aq,
C)Y_{ si | X| > a.

Defina la funcion signo como sigue

4+1 six >0,
signo(z) =< —1 siz <0,
0 sixz = 0.

Demuestre que si X es variable aleatoria, entonces signo(X) también lo es.
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123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

Sea (2, #,P) un espacio de probabilidad, y sea X : Q@ — R una funcién.
Demuestre que la coleccién {X~'B : B € #(R)} es una sub o-algebra de .#
si, y sélo si, X es variable aleatoria.

Sea X una variable aleatoria con valores en el conjunto {0,1,2,...}. Sea (X)1o
el valor de X médulo 10. Demuestre que (X)io es también variable aleatoria.

Sean (Q1,.%1) v (2, %) dos espacios medibles, y sea X : ©; — 2y una
funcién medible, es decir, para cualquier A en % se cumple que X 1A € .Z,.
Suponga que P :.%; — [0, 1] es una medida de probabilidad. Demuestre que

PoX': 7 —0,1]

es también una medida de probabilidad. A la medida P o X! se le llama
medida de probabilidad inducida por X.

Sea X una variable aleatoria discreta. Demuestre que la probabilidad de que
X tome un valor finito es uno.

Funcion de distribucién

Demuestre que las siguientes funciones son de distribucion.

a) F(z)=1—¢e*, paraxz>0.
b) F(x) =1—(1+x)e”®, paraz>0.

0 six < —1,
c) F(z) =< (z+1)/2 size[-1,1],
1 siz > 1.

Investigue si las siguientes funciones son de distribucién.

a) F(r) =z, paraxé€R.

b) F(z)=1-— e, para z > 0.
¢) F(z)=e'*  paraz>0.
T
d) F(z) = 1:1—652’ para = € R.
el‘
e) F(x) = oo Pparaz € R.

Sean F'(z) y G(x) dos funciones de distribucién. Determine si las siguientes
funciones son de distribucién.

a) aF(x)+ (1 —a)G(z), con0<a<1.
b) F(x)+ G(x).
¢) F(x)G(x).

Sea X con funcién de distribucion

0 six < 2,
F(z) = 4
@=11-2 Guxa
x

Grafique F'(x) y demuestre que es una funcién de distribucién. Calcule ademas
P(X<4),P(X>1),PA4<X<6)y P(X=2).
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131.

132.

133.

134.

135.

136.

Sea X con funcién de distribucion

0 siz<0,
02 si0<z <1,

Fz)=4¢ 05 sil<z<3,
09 sid <z <4,
1 sixz > 4.

Grafique F'(x) y demuestre que es una funcién de distribucién. Calcule ademas
P(X<1),P(X=1),P0<X<3),P(X=4)yPX >3).

Sea X con funcién de distribucién F'(x). Demuestre que

a) P(X <z)=F(z—).

b) P(X =z)=F(z) — F(z—).

c) P(X>z)=1-F(x).
En la escuela rusa de probabilidad se define la funcién de distribuciéon de una
variable aleatoria X como G(z) = P(X < x). Observe el signo “<” en lugar de

“<”. Demuestre que esta funcién cumple todas las propiedades de una funcién
de distribucién, excepto que ahora la continuidad es por la izquierda.

Sea F'(z) una funcién de distribucién continua. Demuestre que para cualquier
entero n > 1, las siguientes funciones también son de distribucion.

a) G(z) = [F(z)]".
b) G(z) =1—[1— F(x)]".

Sea X con funcién de distribucién F'(x). Diga falso o verdadero. Demuestre
en cada caso.

a) F(z) =P(X <z)+ P(X =uz).
b) 1 —F(z) = P(X > x).
c)1-P(X<z)—P(X >z)=PX =ux).

Encuentre Fy (y) en términos de Fx (z) cuando

a) Y =aX +b, con a,b constantes.
b) Y =eX.

) Y =e X

d) Y =X2%

e) Y =X =mix{0, X}.

[) Y =X =—min{0, X}.

9) Y =|X].

h) Y =-X.

i) Y =senX
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137. Sea X con funcién de distribucién Fx (), y sean a < b dos constantes. Calcule
la funcién de distribucién de Y en términos de la funcién de distribucion de
X, y muestre graficamente el comportamiento de Fy (y) en los puntos a y b.

X si X <a,
a) Y_{a si X > a.

a siX<a,
X sia< X <b,
b si X >b
X si|X| <a,
0 si|X|>a.

138. Sean F(z) y G(x) dos funciones de distribucién continuas y estrictamente
crecientes. Demuestre que
a) si F(z) > G(x), entonces F~1(y) < G~ (y).

b) si X tiene funcién de distribucién F(z), entonces Y = G~1(F(X)) tiene
funcién de distribucién G(z).

c¢) si F(x) > G(x), entonces existen variables aleatorias X y Y cuyas fun-
ciones de distribucién son F(z) y G(x) respectivamente, y son tales que
X <Y. Sugerencia: Use el inciso anterior.

139. Sea X con funcién de distribucién F'(z). Demuestre que F'(x) es continua en
x = xg si, y sblo si, P(X = z() =0.

Tipos de variables aleatorias

140. Encuentre la constante ¢ que hace a f(x) una funcién de probabilidad.

c
= —— =1,2,...
0 @)= oSy pwma =12,
b) f(x)=ce ™™, parax=1,2,...
c) f(z) = %, paraz =1,2,...
141. Encuentre la constante ¢ que hace a f(z) una funcién de densidad.
a) f(z) =cx?, paral<az<l.
b) f(z) = cxe 2", paraz > 0.
¢) f(x)=cx™2, paraz> 1.
d _ce”
) flz) = A+ para x € R.
e) fl(x)=cx(l—z), paral<z<l.
c
T) = —/—, ara 0 <z < 1.
c
g) f(z)= 1122 para z € R.
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142. Demuestre que las siguientes funciones son de densidad. Encuentre la corres-
pondiente funcion de distribucion y demuestre que satisface las propiedades
de toda funcién de distribucién. Grafique ambas funciones.

a) f(z) =2z para x € [0,1].

b) f(z) = gx2, para z € [—1,1].

c) flx)=1- %x, para z € [0, 2].

2
d) f(z) = 3% paraz € [0,m], con m > 0.
1

e) f(z)= a2 para z € [0,1/2].

f) flz)= %em, para x € R.

143. Demuestre que las siguientes funciones son de distribuciéon. Encuentre la co-
rrespondiente funcion de densidad y compruebe que efectivamente es una fun-
cién de densidad. Grafique ambas funciones.

2) F(a:):{ 0 siz<0,

1 siz>0.
0 sixz<0,
b) F(z)=< = si0<axz<l,
1 six>1.
el‘
c) F(x) = T+
1 x
d) F(z) = 5/ eIl du

144. Sea f(x) una funcién de densidad y sea ¢ una constante. Demuestre que f(x+c)
es también una funcién de densidad.

145. Diga falso o verdadero. Demuestre en cada caso.

a) Toda funcién de densidad es acotada.

b) Toda funcién de distribucién es acotada.

146. Sea X absolutamente continua y sea Y = aX + b con a y b constantes. De-
muestre que si a # 0, entonces

1

fr(y) = Tal

fx((y —b)/a).

Igualdad de variables aleatorias

147. Demuestre que

a) si X 2Y, entonces X Ly.

79



148.

149.

150.

151.

152.

153.

154.

155.

b) si X 4 Y, entonces no necesariamente X < Y. Como sugerencia consi-
dere X tal que P(X = —-1)=P(X =1)=1/2, y defina Y = —X.

Demuestre que la igualdad casi segura de variables aleatorias es una relacion
de equivalencia. jCumple tal propiedad la igualdad en distribucién?.

Integral de Riemann-Stieltjes

Sea X una variable aleatoria con funcién de distribuciéon F', y sea a cualquier
numero real. Demuestre que

/OO Lygy(z) dF(z) = P(X = a).

Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién F, y sea (a,b) C R.
Demuestre que
/ Lgp(7)dF(z) = Pla < X <D).

— 00

Sea F' una funcién de distribuciéon absolutamente continua. Demuestre que
para cualesquiera niimeros naturales n y m

/ Y ) P () =

oo n—+m

Esperanza

Esperanza de una funcion de una v.a. discreta. Sea X discreta con valores en
el conjunto {x1,z9,...}, y sea ¢ : R — R una funcién Borel medible tal que
g(X) tiene esperanza finita. Demuestre que

Elg(X)] = glz:) P(X = z3).
i=1

Calcule la esperanza de X cuya funcién de probabilidad o de densidad es

a) f(x)=1/5, paraz=-2,-1,0,1,2.
b) f(xr)=e'/x!, paraz=0,1,2,...
¢) f(xz)=|z|, para—-1<z<I.

d) f(x)= %e"m', para = € R.

Calcule la esperanza de la variable aleatoria X cuya funcién de distribucién es

F(x):{o six <1,

1—%6_”0 sixz > 1.

Sean X y Y con esperanza finita, y sea ¢ una constante. Demuestre que

a) E(c) =c.
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156.

157.

158.

159.

160.

161.

162.

) E(cX) =cE(X).

) E(X+c¢)=E(X)+ec.

d) Si X >0, entonces E(X) > 0.
) Si X <Y, entonces E(X) < E(Y).
) |B(X)| < BIX|.

Sean X y Y discretas ambas con esperanza finita. Demuestre directamente
que E(X+Y)=EX)+E®Y).

Demuestre que no existe la esperanza de X cuando su funcién de probabilidad
o de densidad es

a) f(a:):ﬁ, parax =1,2,...
b) f(a:):%, para x € Z \ {0}.
¢) f(x)=1/2%  paraz > 1.

d) f(:n):m, para = € R.

La paradoja de San Petersburgo. Un juego consiste en lanzar una moneda
equilibrada repetidas veces hasta que una de las caras, seleccionada previa-
mente, aparezca por primera vez. Si un jugador lanza la moneda y requiere de
n lanzamientos para que se cumpla la condicién, entonces recibe 2™ unidades
monetarias. ;Cudal debe ser el pago inicial justo para ingresar a este juego?

Sea {41, Ag, ...} una coleccién de eventos que forman una particién de € tal
que cada elemento de la particién tiene probabilidad estrictamente positiva.
Sea X una variable aleatoria discreta con esperanza finita. Para cualquier
evento A con probabilidad positiva defina

E(X|A) =) zP(X =xz|A).

Demuestre que
o

E(X) =Y BE(X | 4)P(A)).
i=1

Demuestre que

a) E(XAY)
b) E(XVY)

< EX)ANE(®Y)
> E(X)VE®Y)
Sea X > 0, discreta y con esperanza finita. Demuestre directamente que
E(X)E(1/X) > 1.

Este resultado puede ser demostrado usando la desigualdad de Jensen, pero
en este ejercicio se pide obtener el resultado sin usar Jensen.

Sea X discreta con valores 0 < 1 < z9 < --- < . Demuestre que
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163.

164.

165.

166.

167.

E(Xn-i-l)

a) lim ———= = 2y,
b) lim {/E(X") = 2.
n—oo
Sea X discreta con valores 0,1, ... y con esperanza finita. Demuestre que

E(X) = iP(X > ) = ip(x > n).
n=1 n=0

Ahora use esta férmula para demostrar que

a) si X tiene distribucién geo(p), entonces E(X) = (1 —p)/p.
b) si X tiene distribucién Poisson()\), entonces E(X) = A.

Sea X > 0 con esperanza finita, y suponga que para algin p € (0, 1), se cumple
la desigualdad P(X > k) < p*, para cada k = 0, 1,.... Demuestre que

B(X) < ——.
I-p

Sea X > 0 con esperanza finita, y para cada nimero natural n defina el evento
A, =(n—1<X < n). Demuestre que

o o0
d (n-1)14, <X <D nla,.
n=1 n=1

Ahora demuestre las desigualdades

iP(in) < B(X) <1+§:P(in).

n=1 n=1

Sea X con funcién de distribucién F(z), y con esperanza finita. Demuestre
que

a) lim z[1 — F(z)] = 0.

r— 00
b) lim xF(z)=0.
r——00
Sea X con funcién de distribucién F(z), y con esperanza finita. Demuestre

que
0

EX) = /000[1 — F(z)]dx — / F(z)dz.

— o
Graficamente estas integrales pueden interpretarse como indica la siguiente
figura:
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168.

169.

170.

171.

172.

/

La esperanza como la diferencia de dos areas.

Use esta férmula para demostrar que
a) si X tiene distribucién exp(\), entonces E(X) = 1/A.
b) si X tiene distribucién gama(n, \), entonces E(X) = n/A.

Sea X con funcién de distribucién continua F'(z), y con esperanza finita pu.
Demuestre que

/_ :, F2)d = /H 1= F(2)]de

Demuestre que la condicién E(X) = 0 no implica que X sea simétrica alre-
dedor de cero. Considere el ejemplo P(X = —1) = 1/2, P(X = 0) = 1/8,
P(X =1)=1/4y P(X = 2) = 1/8. ;Puede construir un ejemplo de una
distribucién continua con esperanza cero, que no sea simétrica?

Varianza

Calcule la varianza de X cuya funcién de probabilidad o de densidad es

a) f(x)=1/5, paraz=-2,-1,0,1,2.
b) f(x)=e1/x!, paraz=0,1,2,...
¢) f(x)=lz|, para—-1<zx<]l.

d) f(x)= %e"m', para = € R.

Sean X y Y con varianza finita y sea ¢ una constante. Demuestre las siguientes
propiedades de la varianza.

d) Var(X + ¢) = Var(X).

Sea X con valores en [a, b]. Demuestre que

a) a < E(X) <b.
b) 0 < Var(X) < (b—a)?/4.

83



173.

174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

Minimizacion del error cuadrdtico medio. Sea X con segundo momento finito.
A la funcién g(u) = E[(X — u)?] se le conoce como error cuadréatico medio.
Demuestre que g(u) se minimiza cuando u = E(X). En consecuencia, para
cualquier valor real de u,

Var(X) < E[(X —u)?.

Sea X con varianza finita y sea ¢ una constante. Demuestre que

E(X —¢)* = Var(X) + [B(X) — d>.

Sea X con media p y varianza o2. Demuestre que E|X — pu| < 0. Sugerencia:
Var(|X — pu|) > 0.

Diga falso o verdadero. Demuestre en cada caso.
a) Si X <Y, entonces Var(X) < Var(Y).
b) Var(X) < E(X?).
c) B*(X) < E(X?).

Sea X > 0 con varianza finita, y sea M > 0 una constante fija. Diga si las
siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas, demuestre en cada caso.

a) E(X AN M) < E(X) < B(XV M).
b) Var(X A M) < Var(X).
¢) Var(X vV M) < Var(X).

Sean X y Y con varianza finita. Diga si las siguientes desigualdades son falsas
o verdaderas, demuestre en cada caso.

Var(X AY) < Var(X) < Var(X VY).

Sea X con varianza finita, y sea ¢ una constante cualquiera. Diga si las si-
guientes afirmaciones son falsas o verdaderas, demuestre en cada caso.

a) Var(X + ¢) = Var(X — ¢).
b) Var(|X]) < Var(X).
¢) Var(|X — ¢|) < Var(X).

Momentos

Calcule el n-ésimo momento de X cuya funcién de probabilidad o de densidad
es

=1/5 parax=-2,-1,0,1,2.

=e /2! paraz=0,1,2,...
= Lle=l#l para z € R.
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181.

182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

Sea X tal que E|X|™ < oo para algiun natural n. Demuestre que para cualquier
numero natural de m < n, se cumple

EIX|™ < B|X|.

Este resultado establece entonces que si el n-ésimo momento de una variable
aleatoria es finito, entonces todos los momentos anteriores a n también son
finitos. Sugerencia:

[ X|™ = X" 1x i<ty + XTI 1(x)51)-

Sea X con distribucién simétrica alrededor de x = 0, y con cuarto momento
finito. Demuestre que para cualquier nimero real a,

E(XY) < BE(X —a)’

Sea 14 la funcién indicadora de un evento A. Demuestre que

a) E(1x) = B(1) = P(A).
b) Var(14) = P(A)(1 — P(A)) < 1/4.

Sea X con n-ésimo momento finito. Demuestre que

00 0
E|X|" :n/ "t (1—F(:17))d:1:+n/ |lz|"~t F(x) d.
0

— 00

Sea X discreta con valores en el conjunto {0,1,2,...}, y con segundo momento
finito. Demuestre que

E(X?) = i(Qn —1)P(X > n).
n=1

Espacio L'. Demuestre que el espacio L'(Q,.%, P) consistente de todas las
variables aleatorias X tales que E|X| < oo, es un espacio vectorial. Para
resolver este ejercicio suponga vélida la igualdad E(X +Y) = E(X) + E(Y),
la cual se demuestra mas adelante.

Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Sean X y Y con segundo momento finito.
Demuestre que
E*(XY) < E(X?)E(Y?).

Sugerencia: Para cualquier valor real de t, la esperanza de (tX + Y)? es no
negativa. Desarrolle el cuadrado y encuentre una ecuacién cuadratica en t.
., Qué puede decir de su discriminante?

Espacio L?. Use la desigualdad de Cauchy-Schwarz para demostrar que el
espacio L2(§),.%, P) consistente de todas las variables aleatorias X tales que
E|X|? < o0, es un espacio vectorial.
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189.

190.

191.

192.

193.

194.

Desigualdad de Jensen. Sea u una funcién convexa, y sea X una variable
aleatoria con esperanza finita. Demuestre que

u(E(X)) < E(u(X)).

Sugerencia: La funcién u es convexa si para cada a existe un nimero m tal
que u(z) > u(a) + (r — a)m, para todo x.

Sea X con esperanza finita. Use la desigualdad de Jensen para demostrar que

a) ePX) < B(eX).
b) E%(X) < E(X?).
1 1

c) m E(E)’

IN

suponiendo X > 0.

Demuestre que si X es una variable aleatoria acotada casi seguramente, es
decir, existe k > 0 tal que P(|X| < k) = 1, entonces todos los momentos de
X existen.

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad dada por

n

— s x> 1,
$n+1

flz) =

0 otro caso.

Demuestre que esta funcién es de densidad para cualquier valor natural del
parametro n. Demuestre ademas que tal variable aleatoria tiene momentos
finitos de orden: 1,2,...,n — 1, pero el n-ésimo momento y superiores no
existen.

Desigualdad C,.. Sea r > 0. Demuestre que
EIX+Y["<Cr- (EIX|]"+EY|"),

en donde
C. = { 1 si0<r<1,
" 2L i > 1.
Este resultado establece que si X y Y tienen r-ésimo momento absoluto finito,
entonces X +Y también. Sugerencia: Demuestre primero que para cualesquiera
numeros reales x y ¥,

lz +yl" < Cr-(|z|" + |y|").

Desigualdad de Hélder. Sean r, s tales que r > 1y 1/r + 1/s = 1. Demuestre
que
E|XY| < EYT|X|" - EYo|Y ).

Sugerencia: Use la desigualdad

T S
T S

valida para cualesquiera nimeros reales  y ¥, y para r y s con las condiciones
mencionadas. El caso r = s = 2 corresponde a la desigualdad de Cauchy-
Schwarz.
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195.

196.

197.

198.

199.

200.

201.

202.

Desigualdad de Minkowski. Sea r > 1. Demuestre que

El/r ’X + Y’r < El/r ‘X’r + El/r ‘Y‘T
Sugerencia: E|X +Y|" < E(|X| - | X +Y|""Y) + E(|Y]-|X +Y]|"~1), ahora
use la desigualdad de Hélder.

Mediana

Minimizacion del error absoluto medio. A la funcién g(u) = E|X — ul se le
conoce como error absoluto medio. Demuestre que si m una mediana de X,
entonces para cualquier ntimero real wu,

E|X —m|<E|X —ul.

Demuestre ademés que la igualdad se cumple si, y sélo si, u es cualquier otra
mediana de X.

Distribucion uniforme discreta

Sea X con distribucién unif{1,...,n}. Demuestre que

a) E(X)=(n+1)/2.
b) B(X?%) = (n+1)(2n+1)/6.
¢) Var(X) = (n? —1)/12.

Se escogen al azar y de manera independiente dos nimeros a y b dentro del
conjunto {1,...,n}. Demuestre que la probabilidad de que el cociente a/b sea
menor o igual a uno es (n + 1)/2n.

Distribucion Bernoulli

Compruebe que la funcién de probabilidad de la distribucién Ber(p) efecti-
vamente lo es. Obtenga ademds la correspondiente funcién de distribucion.
Grafique ambas funciones.

Sea X con distribucién Ber(p). Demuestre que

Distribucion binomial

Use el teorema del binomio para comprobar que la funciéon de probabilidad de
la distribucién bin(n, p) efectivamente lo es.

Sea X con distribucién bin(n, p). Demuestre que
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203.

204.

205.

206.

207.

208.

209.

210.

211.

a

) = np.
b 2

(X

(X?) =np(l —p+np).

ar(X) = np(l — p).

(X —np)® =np(1 —p)(1 - 2p).

(X —np)* = 3n*p*(1 — p)* + np(1 — p)(1 — 6(1 — p)p).

o)
<tijtij

Y
=

)
)
)
)
e)

Sea X con distribucién bin(n, p). Demuestre que Y = n— X tiene distribucién
bin(n,1 — p).

Sea X con distribucién bin(n, p). Demuestre que
B _ p n—zxz _
a) P(X—a:+1)——1_p porer P(X =ux).

b) PX=2—-1)-P(X=z2+1) < P)(X =2).

Sea X con distribucién bin(n, p). Demuestre que
1
a) P(X € {1,3,5...}) = 5(1— (1 - 2p)").
1
b) P(X €{0,2,4,...}) = 5(1 + (1—2p)").

Se lanza una moneda equilibrada 6 veces. Calcule la probabilidad de que cada
cara caiga exactamente 3 veces.

Distribucion geométrica

Compruebe que la funcién de probabilidad de la distribucién geo(p) efectiva-
mente lo es. Demuestre que la correspondiente funcién de distribucion es

0 six <0,
F(z) _{ 1-(1-—pl+t siz>o.

La expresion |z] denota la parte entera de z.

Sea X con distribucién geo(p). Demuestre que
a) E(X)=(1-p)/p.
b) Var(X) = (1—p)/p”.

Sea X con distribucién geo(p). Demuestre que P(X > n) = (1—p)?. Ahora use
este resultado y la formula del Ejercicio 163 en la pagina 82 para demostrar

que E(X) = (1 —-p)/p.

Pérdida de memoria de la distribucion geométrica. Sea X con distribucion
geo(p). Demuestre que

PX>z+y|X >z)=P(X >y).
Sea X una variable aleatoria discreta con valores en {0, 1, ...} y tal que cumple

la igualdad
PX>z+y|X >z)=P(X >y).

Demuestre que existe un nimero p € (0,1) tal que X tiene distribucién geo(p).
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212.

213.

214.

215.

216.

217.

218.

219.

220.

Distribucién Poisson

Compruebe que la funcién de probabilidad de la distribucién Poisson(\) efec-
tivamente lo es.

Sea X con distribucién Poisson(\). Demuestre que

a) BE(X)=

b) E(X?) = )\()\—i-l)
c¢) Var(X) = A\

)

d) E(X?) = \E(X +1)2.

Sean X y Y independientes ambas con distribucién Poisson con pardmetros Ay
y A2 respectivamente. Demuestre que X +Y tiene distribucién Poisson(A1+Ag).

Sea X con distribucién Poisson(\). Demuestre que

A
z+1
b) P(X=2—1)-P(X =2 +1) < PX(X =x).

a) P X =z+1)= - P(X =x).

Sea X con distribucién Poisson(\). Demuestre que

0) P(X €{1,3,5,...}) = %(1 e

1
b) P(X €{0,2,4,..}) = 5(1+ e ).
Teorema de Poisson: convergencia de la distribucion binomial a la distribucion

Poisson. Para cada entero positivo n, sea X,, con distribucién bin(n, A/n) con
A > 0. Demuestre que para cada k£ =0,1,...

k
lim P(X, =k)=e " a

Distribucion binomial negativa

Compruebe que la funcién de probabilidad de la distribucién bin neg(r, p)
efectivamente lo es.

Sea X con distribucién bin neg(r, p). Demuestre que
a) BE(X)=r(1-p)/p.
b) Var(X) = r(1 - p)/s?.

Sea { X, : n € IN} una sucesién de variables tal que cada X, tiene distribucién
bin neg(n,p) con p = n/(\ + n) para algin A > 0. Demuestre que para cada
k=0,1,2,...

/\k
lim P(X, =k)=e =

n—o0 Kl
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221.

222.

223.

224.

225.

226.

227.

228.

229.

Distribucion hipergeométrica

Compruebe que la funcién de probabilidad de la distribucién hipergeo(N, K, n)
efectivamente lo es.

Convergencia de la distribucion hipergeométrica a la distribucion binomial. Sea
X con distribucién hipergeo(N, K, n). Demuestre que cuando N y K tienden
a infinito de tal forma que K/N — p,y (N — K)/N — (1 — p), entonces

; _ _ n T(1 _ \N—T
Jim P(X=2) = ( " )p 1 p.

Distribucion uniforme continua

Compruebe que la funcién de densidad de la distribucién unif(a, b) efectiva-
mente lo es. Calcule ademads la correspondiente funcién de distribucién. Gra-
fique ambas funciones.

Sea X con distribucién unif(a, b). Demuestre que

a) E(X)=(a+0b)/2.

bn—l—l o an+1
(n+1)(b—a)
¢) Var(X) = (b—a)?/12.

b) B(X") =

Sea X con distribucién unif(0, 1). Demuestre que E(X"™) =1/(n+ 1).
Sea X con distribucién unif(—1,1). Demuestre que

1
n+1

si n es par,
E(X") =

0 si n es impar.
Sea X con distribucién unif(0, 1). Obtenga la distribucién de
a) Y = 10X — 5.
b) Y =4X(1 - X).

Sea X con distribucién unif(0,1) y sea 0 < p < 1. Demuestre que la variable
aleatoria Y = [In X/In(1 — p)| tiene distribucién geo(p). La expresion |z
denota la parte entera de .

Sea X con distribucién unif(0, 1). Defina a Y como el primer digito decimal de
X. Demuestre que Y tiene distribucién uniforme en el conjunto {0,1,...,9}.
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230.

231.

232.

233.

234.

235.

236.

237.

238.

239.

240.

Distribuciéon exponencial

Compruebe que la funcién de densidad de la distribucién exp(\) efectivamente
lo es. Encuentre la correspondiente funcién de distribucion.

Sea X con distribucién exp(A). Demuestre que

a) F(r)=1—e?  paraz>0.
b) Flz+y)—F(y) = F(z)[l — F(y)], paraz,y>0.

Sea X con distribucién exp()). Demuestre que E(X) = 1/A, y Var(X) = 1/)2.

Pérdida de memoria de la distribucion exponencial. Sea X con distribucion
exp(\). Demuestre que

PX>z+y|X >z)=P(X >y).

La distribucion exponencial es la tnica distribucién continua que satisface esta
propiedad.

Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién F'(z) continua, estric-
tamente creciente y tal que 0 < F(z) < 1. Demuestre que la variable aleatoria
Y = —In F(X) tiene distribucién exponencial con pardmetro A = 1.

Sea a > 0. Demuestre que si X se distribuye exp(\), entonces a X se distribuye
exp(\/a).

Se dice que X tiene distribucion exponencial bilateral (o doble) con pardmetro
A > 0 si su funcién de densidad es, para = en R,

flx) = %)\e_’\m.

Demuestre que F(X) =0 y Var(X) = 2/)2.

Distribucion gama

Compruebe que la funcién de densidad de la distribucién gama(n, \) efectiva-
mente lo es. Verifique ademas que esta distribucion se reduce a la distribucion
exp(\) cuando n = 1.

Sea a > 0. Demuestre que si X se distribuye gama(n, ), entonces aX se
distribuye gama(n, A/a).

Sea X con distribucién gama(n, A). Demuestre que la funcién de distribucién
de X es, para x > 0,

n—1 k
— -z ()\.Z')
F(z)=1- E e 1
k=0

Sea X con distribucién gama(n, A). Demuestre que

a) E(X)=n/\
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I'(m+n)
AmI(n)
¢) Var(X) =n/A\2

b) E(X™) = para m=1,2,...

241. Demuestre las siguientes propiedades de la funcién gama.

1-3-5---(2n—1)

5 /T para n entero.

Distribucién beta

242. Compruebe que la funcién de densidad de la distribucién beta(a,b) efectiva-
mente lo es. Verifique ademds que esta distribucion se reduce a la distribucién
unif(0,1) cuando a =b = 1.

243. Sea X con distribucién beta(a,b). Demuestre que

a) B(X) = aib.
b) E(X") = %.
c¢) Var(X) = ab

(a+b+1)(a+0b)?
244. Sea X con distribucién beta(a, b). Demuestre que

EX)(1 - E(X))
Var(X)
EX)(1 - E(X))
Var(X)
EX)(1 - E(X))

Var(X)

a) a=E(X)] —1].

b) b= (1-E(X))]

— 1.

c) a+b= -1

245. Demuestre las siguientes propiedades de la funcién beta.

a+1,b):%B(a,b—|—1).

a
(CL + 1, b) = a—_'_bB(a, b)

b
B 1) =——B .
9) Blab+1) = —=B(a,b)
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246.

247.

248.

249.

250.

251.

252.

253.

254.

h) B(1/2,1/2) = .

Sea X con distribucién beta(1/2,1/2). En este caso se dice que X tiene una
distribucion arcoseno.

a) Calcule y grafique f(x).
b) Demuestre directamente que f(z) es una funcién de densidad.
¢) Demuestre directamente que F(X) =1/2, y Var(X) = 1/8.

Sea X con distribucién beta(a, b). Demuestre que paraa >0y b =1,

0 siz<O,
Flz)=<¢ 2% si0<z <1,
1 siz>1.

Sea X con distribucién beta(a, b). Demuestre que paraa =1y b > 0,

0 six <0,
Flz)=¢ 1-(1-2)® sio<z<]1,
1 six > 1.

Demuestre que X tiene distribucién beta(a, b) si, y sélo si, 1 — X tiene distri-
bucién beta(b, a).

Distribucién normal

Demuestre que la funcién de densidad de la distribucién N(u, 0?)

a) es efectivamente una funcion de densidad.

b
c
d

)
) es simétrica respecto de x = p.

) alcanza su maximo en z = p.

) tiene puntos de inflexién en z = p £ o.

Sea X con distribucién N(u, 0?). Demuestre que E(X) = p y Var(X) = o2.
Sea X con distribucién N(u, 0?). Demuestre que

BIX — " = { 0 si n es impar,

1-3-5---(n—1)c™ sines par.

Demuestre que X tiene distribucién N(u, 0?) si, y s6lo si, Z = (X — u)/o tiene
distribucién N(0, 1).

Sea X con distribucién normal estandar. Demuestre que
0 si n es impar,

E(X™) = n!

W si n es par.
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255.

256.

257.

258.

259.

260.

261.

Sea X con distribucién N(j, 02). Demuestre que Y = aX +b, con a # 0, tiene
una distribuciéon normal. Encuentre los parametros correspondientes.

Sea X con distribucién N(u, 02). Demuestre que la variable aleatoria —X tam-
bién tiene una distribucién normal. Encuentre los parametros correspondien-
tes.

Sea X con distribucién normal estandar. Demuestre que X? tiene una distri-
bucién x?(1). Reciprocamente, ;jserd cierto que si Y tiene distribucién y?(1)
entonces V'Y tiene distribucién N(0,1)?

Sea X con distribucion normal estdndar. Encuentre la funcién de densidad de
la variable aleatoria | X]|.

El cociente de Mills. Sea ¢(x) la funcién de densidad de la distribucién normal
estandar, y sea ®(z) la correspondiente funcién de distribucién. Demuestre
que

a) ¢'(x )+x¢() 0.

Distribucion log normal

Demuestre que la funcién de densidad de una distribucién log normal(u, 0%)
efectivamente lo es.

Sea X con distribucién log normal(j, 02). Demuestre que

a) E(X) = exp(u + 0°/2).

b) Var(X) = exp(2,u +20?) — exp(2u + 0?).
)
) Vi

¢) E(lnX) =

d (lnX)
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Capitulo 3

Vectores aleatorios

En este capitulo se extiende el concepto de variable aleatoria con valores reales
a variables aleatorias con valores en R". Se estudian ademads algunos conceptos
importantes relacionados. Recuerde que en este capitulo, y a lo largo del texto, se
tiene siempre como elemento base un espacio de probabilidad (€2,.%, P).

3.1. Vectores aleatorios

Definicién (Vector aleatorio). Un vector aleatorio es una funcién X : Q@ — R”
tal que para cualquier conjunto B en Z(R"), se cumple que X !B es un elemento

de Z.

Todo vector aleatorio se puede representar en la forma X = (Xi,...,X,,) en donde
cada coordenada es una funcién de 2 en R.

(X1,....X,)

Un vector aleatorio es una funcién de €2 en R™.

Se demuestra a continuacién que la condicién que aparece en la definicién anterior
es equivalente a solicitar que cada coordenada del vector sea una variable aleatoria.
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Proposicién. Una funcién X = (Xq,...,X,,) : @ — R"™ es un vector aleatorio si,
y solo si, cada coordenada es una variable aleatoria.

Demostracion. Sea (Xi,...,X,) un vector aleatorio. Entonces la imagen inversa de
cualquier conjunto de Borel de R™ es un elemento de la o-algebra del espacio de
probabilidad. En particular, la imagen inversa del conjunto B x €2 x - - - X € pertenece
a %, para cualquier Boreliano B de R. Pero esta imagen inversa es simplemente
X 1 B. Esto demuestra que X; es variable aleatoria. De manera analoga se procede
con las otras coordenadas del vector. Suponga ahora que cada coordenada de una
funcién (Xi,...,X,) : @ — R" es una variable aleatoria. Considere la coleccién
% ={BcBR"): (Xy,...,X,) 'B € .Z}. Como cada coordenada es una variable
aleatoria, los conjuntos de Borel de R de la forma By x --- x B,, en donde cada
factor de este producto es un Boreliano de R, es un elemento de la coleccién 2.

Entonces
BR) x - x BR)C B BR").

Es facil demostrar que la coleccién £ es una o-algebra. Asi que
o(BR) x---x B(R)) C B C BR").

Pero ambos extremos de esta ecuacién coinciden. De modo que & = Z(R"), y por
lo tanto la funcién (X7,...,X,) es un vector aleatorio. O

En consecuencia, es correcto definir un vector aleatorio simplemente como un vector
de variables aleatorias. Para simplificar la escritura donde sea posible se usan tnica-
mente vectores aleatorios bidimensionales, esto es, de la forma (X, Y"). En la mayoria
de los casos, las definiciones y resultados son ficilmente extendidos a dimensiones
mayores. En general, sdlo consideraremos vectores aleatorios como los que se definen
a continuacion.

Definicién (Vector discreto y continuo). Se dice que el vector (X, Y) es discre-
to si cada coordenada es una variable aleatoria discreta, y se dice que es continuo
en caso de que cada coordenada lo sea.

3.2. Distribuciéon conjunta

A menudo es necesario considerar probabilidades de eventos que involucran a dos o
mas variables aleatorias a un mismo tiempo. El concepto fundamental en este caso
es el de funcién de distribucién conjunta.
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Definicién (Funcién de distribucién conjunta). La funcién de distribucién de
un vector (X,Y), denotada por F(z,y) : R? — [0, 1], se define como sigue

F(z,y) = P(X <z,Y <vy).

El niimero F'(x,y) es entonces la probabilidad de que el vector aleatorio tome algin
valor en la regién (—oo, z| X (—o00,y], la cual se muestra a continuacién:

(z,9)

El ndmero F(z,y) = P(X < x,Y < y) es la probabilidad
de que el vector (X,Y) tome un valor en la regién sombreada.

En palabras, la funcién F'(z,y) es la probabilidad de que X sea menor o igual a z, y
al mismo tiempo Y sea menor o igual a y. Esto es simplemente la probabilidad del
evento (X <z)N (Y <y). A la funcién F(x,y) se le conoce también como funcion
de distribucion bivariada de X y Y, y en general a la distribucién conjunta de un
vector aleatorio de cualquier dimensién finita se le llama distribucion multivaria-
da. Naturalmente, en el caso unidimensional, la distribucién se llama wunivariada.
Cuando sea necesario especificarlo se escribe Fx y(x,y) en lugar de F(z,y), y es
evidente la forma de extender la definicién para el caso de un vector aleatorio de
mas de dos coordenadas. Con el fin de mantener la notacién simple, se mantiene la
correspondencia de las letras, es decir, z es un valor asociado a X, y y esta asociada
ayY.

Las funciones de distribucién conjunta satisfacen propiedades semejantes al caso
unidimensional, se estudian a continuacién algunas de ellas.
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Proposicién. La distribucién conjunta F'(z, y) satisface las siguientes propiedades.

1. lim F(x,y) =1, ambas variables.
T,Yy—00

2. lim F(x,y) =0, alguna de las variables.
T,Yy——00

3. F(x,y) es no decreciente en cada variable.
4. F(z,y) es continua por la derecha en cada variable.

5. Sia; < by y as < by, entonces

F(bl,bg) — F(al,bg) = F(bl,ag) aF F(al,ag) >0

La demostracién de las propiedades (1)-(4) es completamente andloga al caso uni-
dimensional y por tanto la omitiremos. Respecto a la propiedad (5) observe que la
expresion

F(bl, b2) — F(al, b2) — F(bl, ag) + F(al, ag)

corresponde a la probabilidad del evento (a; < X < by, az <Y < bg). De modo
que (5) se traduce simplemente en solicitar que la probabilidad de que (X,Y’) tome
valores en el rectangulo (a1, b;1] X (ag, bo], sea no negativa. Este rectangulo se muestra
en la siguiente figura.

La probabilidad asociada al rectdngulo (a1, b1] X (asz,be] es
P(a1 < X< bl,ag <Y < bg) = F(bl,bg) — F(al,bg) — F(bl,az) + F(a1,a2).

A diferencia del caso unidimensional, las propiedades (1) a (4) no son suficientes
para asegurar que una funcién F'(x,y) asigna probabilidad no negativa a cualquier
rectangulo. Por ejemplo, el Ejercicio 264 en la pagina 120 muestra una situacién
en donde esa condicién falla. Por tanto en el caso de dimensién dos y superior, es
necesario asegurarse de que tal propiedad se cumple.
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Definicién (Funcién de distribucién conjunta). Una funcién cualquiera
F(z,y) : R? — [0, 1], no necesariamente definida en términos de un vector aleato-
rio, es una funcién de distribuciéon conjunta si cumple con las cinco propiedades
enunciadas en la proposicién anterior.

Para tres dimensiones se dice que F(z1,79,23) : R* — [0,1] es una funcién de
distribucién si cumple las primeras cuatro propiedades anteriores y la quinta se
reemplaza por la siguiente condicién: Para cualesquiera nimeros reales a; < b1,
as < ba, vy ag < bs,

F(b17b27b3) - F(a17b27b3) - F(b17a27b3) - F(b17b27a3)
+F(a17a27b3) +F(a17b27a3) +F(b17a27a3)
—F(al,ag,ag) Z 0.

Se puede demostrar que el lado izquierdo de esta desigualdad corresponde a la
probabilidad del evento (a; < X1 < by, as < X9 < b, a3 < X3 < b3), y entonces el
requisito naturalmente es que este niimero sea no negativo.

:a2

Regién (al, bl] X (ClQ7 bg] X (Clg, bg]

Maés generalmente, se tiene la siguiente definicion.
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Definicién. Una funcién F': R™ — [0, 1] es una funcién de distribucién si cumple
las primeras cuatro propiedades anteriores y, adicionalmente, para cualesquiera

numeros reales a; < by, as < bo, ..., ap < by,
S (C1FF@. ) 20
xz;€{a;,b; }

en donde #a es el nimero de veces que alguna de las variables x; toma el valor a;
en la evaluacién de la funcién F'.

Nuevamente la suma que aparece en esta definicion corresponde a la probabilidad
del evento (a1 < X7 < by,...,a, < X,, < by), y la condicién requiere simplemente
que este nimero sea no negativo. Finalmente enunciamos un resultado que establece
la importancia de la funcién de distribucién, y cuya demostracién, que puede ser
encontrada por ejemplo en [16], es andloga al caso unidimensional.

Proposicién. Sea F' : R™ — [0, 1] una funcién de distribucién. Entonces existe un
espacio de probabilidad, y un vector aleatorio, cuya funcién de distribucién es F.

3.3. Densidad conjunta

Como en el caso unidimensional, algunos vectores tienen asociada otra funcién lla-
mada de probabilidad y la cual se define a continuacién.

Definicién (Funcién de probabilidad conjunta). La funcién de probabilidad
de un vector discreto (X,Y) es la funcién f(z,y) : R? — [0,1] dada por

A esta funcién también se le llama funcién de probabilidad conjunta de X y Y.

Es evidente que la funcién de probabilidad de un vector discreto es una funcién no
negativa y tal que
YD ey =1
Ty

Reciprocamente, toda funcién no negativa f(z,y) : R? — [0, 1] que sea estrictamente
positiva tnicamente en un subconjunto discreto de R? y que sume uno, se llama
funcion de probabilidad conjunta. La definicién de la funcién de probabilidad para
el caso discreto multidimensional es evidente.
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Ejemplo. La funcién f(z,y) = 1/4, para z,y = 1,2, es una funcién de probabilidad
conjunta pues es no negativa y suma uno, corresponde a la distribuciéon uniforme
sobre el conjunto {1,2} x {1,2}. La gréfica se muestra a continuacién:

f(z,y)

1/4 + .

Funcién de probabilidad f(z,y) = 1/4, para z,y = 1,2.

La correspondiente funcién de distribucién es

0 six<1l 6 y<1,
1/4 sil<z<2 1<y<2,
F(a:,y):ZZf(u,v): 2/4 sil<z <2, y>2,
u<lz vy 2/4 siz>2 1<y<2,
1 siz>2 vy y>2,

cuya grafica es:
F(z,y)

Funcién de distribucién F'(z, y).
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Ejemplo. La funcién definida por f(z,y) = (1/2)**Y para x,y € IN, e idénticamente
cero fuera de este conjunto discreto, es una funcién de probabilidad bivariada pues
es no negativa y suma uno. En efecto,

00 00 1 0 1

_ _ 2 _
Zf(ﬂc,y)— ZQz-ﬁ-y_(ZQ_x) =1
z,y=1 z,y=1 r=1

Para el caso de vectores continuos se tiene la siguiente definicién.

Definicién (Funcién de densidad conjunta). Sea (X,Y) un vector continuo
con funcién de distribucién F(z,y). Se dice que (X,Y") es absolutamente continuo
si existe una funcién no negativa e integrable f(z,y) : R? — R, tal que, para todo
(z,y) en R?, se cumple la igualdad

F(z,y) z/_;/_:f(u,v)dvdu.

A la funcién f(z,y) se le denota por fxy(z,y), y se le llama funcién de densidad
conjunta de X y Y.

Asi como en el caso unidimensional, no existe realmente unicidad para la funcién
de densidad pues basta modificarla en algunos puntos para ser distinta pero seguir
cumpliendo la igualdad anterior, la funcién de distribucién y por tanto las probabili-
dades, permanecen sin cambio alguno. Es claro que la funcién de densidad conjunta
f(x,y) de un vector absolutamente continuo es no negativa y cumple la condicién:

/_Z/_Zf(ﬂ%y)dmdy:l‘

Reciprocamente, toda funcién no negativa f : R? — [0,00), que integre uno, se
llama funcion de densidad conjunta. En particular, cuando f(z,y) es continua:

82

flz,y) = 8yaxF(x7y).

Observe que, en el caso absolutamente continuo y conociendo la funcién de densidad
conjunta, la probabilidad del evento (a < X < b,e¢ <Y < d) se calcula como la
integral doble que se ilustra en la siguiente figura:
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f(z,y)

b pd
P(angb,chSd)://f(x,y)dydx

La probabilidad como el volumen bajo una superficie.

Ejemplo. La funcién f : R? — [0, 00) dada por

si z,y € [0,2],
fx,y) =

0  otro caso,

es una funcién de densidad pues es no negativa e integra uno. Esta funcién de
densidad conjunta corresponde a la distribucién uniforme del vector (X,Y") en el
cuadrado [0,2] x [0,2]. La gréfica se muestra a continuacién:

f(z,y)

X

Funcién de densidad f(z,y) = 1/4, para z,y € [0, 2].

Calculando la doble integral para los distintos valores de x y y, se encuentra que la
funcién de distribuciéon conjunta es:
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z

siz<0 6 y<O0,
zy/4 si0<uz,y<2,
= x/2  si0<zx<2 y>2,
y/2 si0<y<2 x>2
1 siz>2 y y>2.

F(z,y) = /_g; /_yoo f(u,v)dvdu
0

Gréaficamente:

Funcién de distribucién F(z,y).

3.4. Distribucion marginal

Dada la funcién de distribucién conjunta F'(x,y) de un vector aleatorio, es posible
obtener la funcion de distribucién de cada variable aleatoria por separado mediante
el siguiente procedimiento.
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Definicién (Funcién de distribucién marginal). Sea (X,Y) un vector con
funcién de distribucién F(z,y). A la funcién

F(z) = lim F(z,y)

Yy—o0

se le conoce como la funcién de distribuciéon marginal de X. Analogamente se
define la funcién de distribucién marginal de Y como

F(y) = lim F(x,y).

T—00

No es dificil verificar que las funciones de distribucién marginales son efectivamente
funciones de distribuciéon univariadas. En el caso de que se tenga una funcién de
densidad conjunta, se pueden obtener las funciones de densidad individuales como
indica la siguiente definicidn.

Definicién (Funcién de densidad marginal). Sea (X,Y’) un vector absoluta-
mente continuo con funcién de densidad f(z,y). A la funcién

f@ = [ )

se le conoce como la funcién de densidad marginal de X. Anédlogamente se define
la funcién de densidad marginal de Y como

1) = / = )

Si (X,Y) es un vector discreto la integral se reemplaza por una suma.

Tampoco es dificil comprobar que las funciones de densidad marginales son efecti-
vamente funciones de densidad univariadas. Las dos definiciones anteriores pueden
extenderse de manera evidente cuando se tenga un vector aleatorio de cualquier
dimensién finita.

3.5. Distribucion condicional

La siguiente definicién es una extensiéon del concepto elemental de probabilidad
condicional de eventos.
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Definicién (Funcién de densidad condicional). Sea (X,Y") un vector con fun-
cién de densidad fx y(z,y), y sea y tal que fy(y) # 0. A la funcién

_ fxy(z,y)

se le conoce como la funcién de densidad condicional de X dado que Y toma el
valor y.

No es dificil comprobar que la funcién z +— fxy(z|y) es efectivamente una funcién
de densidad, tanto en el caso discreto como en el continuo. Observe que el valor y
permanece fijo y la funcidén es vista como una funcién de la variable real x. Se pueden
definir también funciones de distribucion condicionales de la siguiente forma.

Definicién (Funcién de distribucién condicional). Sea (X,Y") un vector alea-
torio absolutamente continuo con funcién de densidad fx y(z,y), y sea y tal que

fy(y) #0. A la funcién

T — FX|Y(a;\y) = /_x fX|Y(U|Z/) du

se le conoce como la funcién de distribucién condicional de X dado que Y toma el
valor y. Cuando el vector aleatorio (X,Y") es discreto la integral se substituye por
la suma correspondiente.

Nuevamente resulta que la funcién = +— Fx )y (z|y) es efectivamente una funcién de
distribucién. En el caso absolutamente continuo tenemos la relacién

Fxiv(aly) = 5 Fxiy (xly)

3.6. Independencia

Podemos ahora definir el importante concepto de independencia de variables alea-
torias.

Definicién (Independencia de dos variables aleatorias). Se dice que X y Y
son independientes, y a menudo se escribe X 1 Y, si para cada par de conjuntos
Borel medibles A, B, se cumple la igualdad

P(X €AY € B)=P(X € A)- P(X € B). (3.1)
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En términos de la siempre existente funcién de distribucién, la independencia de dos
variables aleatorias se puede expresar como indica el siguiente resultado.

Proposicién (Independencia de dos variables aleatorias). Las variables alea-
torias X y Y son independientes si, y sélo si, para cada (z,y) en R? se cumple la
igualdad

Fxy(z,y) = Fx(z) - Fy (y). (3.2)

Demostracion. Si X y Y son independientes, entonces tomando A = (—oo,z] y
B = (—o00,y] en (3.1) se obtiene (3.2). Suponga ahora que se cumple (3.2) para
cualesquiera z y y en R. Defina la colecciéon

o = {[AcBR): P(XcAY<y)=PXecA) PY<y),
para todo y € R }.

Usando la hipétesis es posible demostrar que &7 = %(RR). Sea ahora A un elemento
cualquiera fijo de Z(R). Defina la coleccién

B={Be BR):P(XcA YeB)=P(XecA) -PYeB)}.

Resulta nuevamente que Z = #(R), y de esta forma, para cualquier A y para cual-
quier B en #(R), se cumple (3.1). O

El concepto de independencia de variables aleatorias es una extensién de la misma
propiedad para eventos. Cuando la funcién de densidad conjunta fx y (x,y) existe, la
condicién de independencia de X y Y es equivalente a solicitar que para cualesquiera
numeros reales x y y, se cumpla la identidad

fxy(@,y) = fx () fy(y). (3.3)

En el caso discreto, la afirmacién anterior es completamente correcta. Para el caso
continuo hay una observacién técnica que es necesario mencionar. Como en este
caso las funciones de densidad pueden ser modificadas sin que cambie la funcién
de distribucién asociada, la igualdad (3.3) puede no cumplirse para cada (x,y) €
R?, entonces se permite que la igualdad no se cumpla en un conjunto de medida
de Lebesgue cero, por ejemplo, un conjunto numerable de parejas (z,y) en R2, y
entonces habra independencia en el caso continuo si se cumple (3.3), salvo conjuntos
de medida de Lebesgue cero.

El concepto de independencia puede ser extendido claramente al caso de varias
variables aleatorias de la forma siguiente:
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Definicién (Independencia de n variables aleatorias). Se dice que las
variables X1, Xs,..., X, son independientes si para cualesquiera Borelianos
A, As, ... Ay, se cumple

P(Xl € Al,...,Xn € An) :P(Xl € Al)P(Xn € An)
Equivalentemente, si para cualquier (x1,x2,...,z,) en R™ se cumple
Fx, Xo,..%. (1,22, ..., Tn) = Fx; (21) - Fx,(22) - Fx,, (@n).

Mads ain, una coleccion infinita de variables aleatorias es independiente si cualquier
subconjunto finito de ella lo es.

Ejemplo. Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad f(x,y) = 4xy
para 0 < z,y < 1. La gréfica de esta funcién aparece en la siguiente figura.

f(z,y)

Funcién de densidad f(z,y) = 4ay para 0 < z,y < 1.
La funcién de densidad marginal de X se calcula de la siguiente forma. Para 0 <
z <1,

0 1
fX(;n):/_ f(:'«",y)dyz/0 dzydy = 2z.

Por lo tanto, fx(z) =2z para 0 < z < 1. Andlogamente fy(y) =2y para 0 <y <
1. En consecuencia, X y Y son independientes pues para cada par (x,y), se cumple

Ixy(z,y) = fx(x) - fy(y). °

Proposicion. Sean X y Y independientes, y sean g y h dos funciones de R en R,
Borel medibles. Entonces las variables g(X) y hA(Y) también son independientes.
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Demostracion. Sean A y B cualesquiera dos conjuntos Borel medibles. Entonces

P(g(X) € A hY)eB) = P(Xcg '(A),Yech(B))
= P(Xeg '(A) -P(Y eh (B))
= P(g(X)c A)-P(h(Y) € B).

O

Este resultado puede extenderse facilmente al caso n-dimensional, y obtener que la
composicion de n funciones Borel medibles aplicadas, respectivamente, a n variables
aleatorias independientes, produce nuevamente variables aleatorias independientes.

La definicién de independencia de dos variables aleatorias puede extenderse al caso
de dos vectores aleatorios de cualquier dimensiéon de la forma siguiente, y puede
extenderse un poco mas para incluir la independencia de un nimero finito de vectores
aleatorios no necesariamente de la misma dimensién.

Definicién (Independencia de dos vectores aleatorios). Se dice que los vec-
tores aleatorios X = (X1,...,X,) y Y = (Y1,...,Y,,) son independientes, si para
cada A en Z(R"), y cada B en Z(R™), se cumple la igualdad

P(X €AY € B)=P(X € A)- P(X € B). (3.4)

3.7. Esperanza de una funcién de un vector aleatorio

Si (X,Y) es un vector aleatorio y ¢ : R?> — R es una funcién Borel medible,
entonces ¢(X,Y) es una variable aleatoria y el problema nuevamente es encontrar
su esperanza. Usando directamente la definicién, la esperanza de ¢(X,Y") se calcula

del siguiente modo:
o0

rdF,xy)(z),

Elp(x.Y) = [

pero, asi como en el caso unidimensional, ello requiere encontrar primero la distribu-
cién de p(X,Y), lo cual puede ser dificil. El siguiente resultado establece una forma
alternativa de calcular la esperanza de ¢(X,Y’), sin conocer su distribucién, pero
conociendo, por supuesto, la distribucién del vector (X,Y).
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Teorema (Esperanza de una funcién de un vector aleatorio). Sea (X,Y)
un vector aleatorio, y sea ¢ : R? — R una funcién Borel medible tal que la variable
aleatoria ¢(X,Y") tiene esperanza finita. Entonces

Bl ¥)] = [ | o@s) dPxy (w.9) (35

Nuevamente omitiremos la demostracién de este resultado. Cuando el vector (X,Y")
es discreto, la férmula (3.5) se reduce a

Elp(X,Y)] = ¢z, y)P(X =2,V =y),
z,y

en donde la suma se efectia sobre todos los posibles valores (x,y) del vector. En
este caso la demostracion del teorema resulta no muy complicada, y se pide dar los
detalles en el Ejercicio 328. En el caso cuando (X,Y") es absolutamente continuo, la
expresion (3.5) se escribe

Elp(X,Y)] = /32 o(z,y) fx,y (z,y) dedy.

Con ayuda de esta resultado podemos ahora demostrar que la esperanza separa
sumas.

Proposicion. Sean X y Y con esperanza finita. Entonces

E(X+Y)=E(X)+ E(Y).

Demostracion. Sean o(z,y) = x + vy, p1(z,y) = x, y p2(x,y) = y. Entonces
E(X+Y) = E(e(X)Y))
= / (z +y)dFxy(z,y)
RQ

= /xdFXy(ac,y)—F/ xdFXy(x,y)
R2 R2

= EX)+E®Y).
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Proposicion. Sean X y Y independientes, y sean g y h dos funciones Borel me-
dibles tales que g(X) y h(Y') tienen esperanza finita. Entonces

En particular, cuando X y Y son independientes,

E(X-Y)=E(X)-E(Y).

Demostracion.
Blo(X) 1)) = [ gta)-hw) dPxy (2.9
= [ o) by aPx () dF ()
= Blg(x)]- BA(Y))

O

Es interesante observar que el reciproco de la afirmacién anterior es, en general,
falso.

Ejemplo. Considere el vector aleatorio discreto (X,Y") con funcién de probabilidad

[z\y [ 1[0 ] 1]
—1[1/5] 0 |1/5
0| 0 [1/5] 0
1 [1/5] 0 |1/5

Entonces es sencillo verificar que E(XY') = E(X)E(Y) = 0, sin embargo X y Y no
son independientes pues P(X = 0,Y = 0) = 1/5, mientras que P(X = 0)P(Y =
0) = 1/25. Otros ejemplos de esta misma situacién pueden encontrarse en el Ejerci-
cio 329 en la pagina 130. o

3.8. Covarianza

En esta seccién se define y estudia la covarianza entre dos variables aleatorias. Una
interpretacién de este numero, ligeramente modificado, serd dada en la siguiente
seccion.

111



Definicién (Covarianza). La covarianza de X y Y, denotada por Cov(X,Y), es

el niimero
Cov(X,Y)=FE[(X - EX))(Y —E(Y))].

Para que la definicién anterior tenga sentido es necesario suponer que las esperanzas
E(X), E(Y) y E(XY) son finitas. Se revisan a continuacién algunas propiedades
de la covarianza.

Proposicion. La covarianza satisface las siguientes propiedades.
1. Cov(X,Y)=E(XY)—- E(X)E(Y).
2. Cov(X,Y) = Cov(Y, X).

(X,
(X,
3. Cov(X,X) = Var(X).
ov(a,Y) = a constante.
5. Cov(aX,Y) =aCov(X,Y), a constante.
6. Cov(X; + X2,Y) = Cov(X1,Y) + Cov(X9,Y).
7. XY independientes = Cov(X,Y) = 0.

8. En general, Cov(X,Y) =0 =~ X,Y independientes.

Demostracion. Para probar (1) se usa la propiedad lineal de la esperanza,
Cov(X,Y) = E[X - EX))(Y - E(Y))]

[XY YE(X)-XE(Y)+ E(X)E(Y)]

E(XY)—-EX)E(Y).

Las propiedades (2), (3) y (4) se siguen directamente de la definicién, lo mismo
que (5) y (6) al hacer uso de las propiedades de linealidad de la esperanza. La
proposicién (7) se obtiene facilmente de (1) pues E(XY) = E(X)E(Y) cuando X y
Y son independientes. Finalmente damos un ejemplo para (8). Sea (X,Y’) un vector
aleatorio discreto con funcién de densidad

1/8 si (x7y) € {(_17_1)7(_171)7(17_1)7(171)}7
fxy(z,y)=4q 1/2 si(z,y) =(0,0),
0 otro caso.

Entonces X y Y tienen idénticas densidades marginales,

1/4 sixz e {-1,1}, 1/4 siye{-1,1},
fx(@)=4 1/2 siz=0, fy(y) =4 1/2 siy=0,
0 otro caso. 0 otro caso.
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( 0
bargo X y Y no son independientes pues en particular P(X = 0,Y = 0) = 1/2,
mientras que P(X =0)P(Y =0) =1/4. O
3.9. Coeficiente de correlacién

El coeficiente de correlacion de dos variables aleatorias es un nimero que mide el
grado de dependencia lineal que existe entre ellas. Su definicion es la siguiente.

Definicién (Coeficiente de correlacién). El coeficiente de correlacién de las
variables aleatorias X y Y, denotado por p(X,Y), es el nimero

~ Cov(X,Y)
XY ) = R ) Var (7).

Naturalmente en esta definicién se necesita suponer que las varianzas son estric-
tamente positivas y finitas. La interpretacién dada al coeficiente de correlacién se
justifica a partir de los siguientes resultados.

Proposicion. El coeficiente de correlacion satisface las siguientes propiedades.
1. Si X y Y son independientes, entonces p(X,Y) = 0.
2. -1 <p(X,)Y)<1.

3. |p(X,Y)| = 1si, y sélo si, existen constantes a y b tales que, con probabilidad
uno, Y =aX +b,cona>0sip(X,Y)=1,ya<0sipX,Y)=-1.

Demostracion. (1) Si X y Y son independientes, entonces Cov(X,Y) = 0, y por lo
tanto p(X,Y) = 0. (2) Suponga primero que X y Y son tales que E(X) = E(Y) =0,
y Var(X) = Var(Y') = 1. Para cualquier valor de A,

0 < Var(X+ 1Y)
= E[(X +AY)?] - E*[X + Y]
= 14+2E(XY) + )\

El caso A = 1 produce el resultado E(XY) > —1, mientras que para A = —1 se
obtiene E(XY) < 1. Es decir, —1 < E(XY) < 1. Ahora se aplica este resultado a
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las variables aleatorias

ox gy
que evidentemente son centradas y con varianza unitaria. Entonces

el ()

Esto es precisamente lo enunciado en (2) pues el término de enmedio es p(X,Y).
Ahora se demuestra (3). Si X y Y son tales que Y = aX +b con a # 0y b constantes,
entonces

_ Cov(X,aX +b) _ a
V/Var(X)Var(aX + b)

p(X,Y)

lal’

Por lo tanto p(X,Y) = 1 cuandoa > 0,y p(X,Y) = —1 cuando a < 0. Inversamente,
suponga que X y Y son tales que [p(X,Y )| = 1. Defina

X — —
_ X o yoYom
ox Oy
Entonces claramente E(U) = E(V) = 0, y Var(U) = Var(V) = 1. Por lo tanto
p(U, V) = E(UV). Es facil ver también que |p(U, V)| = [p(X,Y)| = 1. Si p(U,V) =

1, entonces

U

Var(U—V) = E[(U—-V)?]-E*U-V)

= B[V -V)
— 9ol - E(UV)]
= 0.

Esto significa que con probabilidad uno, la v.a. U — V es constante. Esto es, para
alguna constante ¢, con probabilidad uno, U — V = c. Pero esta constante ¢ debe
ser cero pues F(U — V) = 0. Por lo tanto,
X—px Y —py
)

ox oy

de donde se obtiene Y = py + (X — px)oy/ox. Esto establece una relacién lineal
directa entre X y Y. En cambio, si p(U,V) = —1 entonces

Var(U +V) = E[U+V)} - E*U+V)
E[(U +V)?]
21 + E(UV)]
= 0.

Esto significa nuevamente que con probabilidad uno, la v.a. U + V' es constante.
Esto es, para alguna constante ¢, con probabilidad uno, U + V = c¢. Nuevamente la
constante c es cero pues E(U 4+ V) = 0. Por lo tanto,

X—px Y —py

oy oy
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de donde se obtiene Y = uy — (X — pux)oy /ox. Esto establece una relacién lineal,
ahora inversa, entre X y Y. Uniendo los ultimos dos resultados se obtiene que,
cuando |[p(X,Y)| = 1, con probabilidad uno,
Y = (p(X,Y)20) X + (py = p(X, ¥ )ux ).
2¢ 25¢
a b

Definicién (Correlacién positiva, negativa o nula). Cuando p(X,Y) = 0 se
dice que X y Y son no correlacionadas. Cuando |p(X,Y)| = 1 se dice que X y
Y estan perfectamente correlacionadas positiva o negativamente, de acuerdo al
signo de p(X,Y).

En general, el reciproco de la primera afirmacién de la proposicion recién demostra-
da, es falso, es decir, la condicién p(X,Y) = 0 no es suficiente para poder afirmar
que X y Y son independientes. En el Ejercicio 358 se muestra una situacién con-
creta de este resultado. Sin embargo, cuando la distribucién de (X,Y) es normal y
p(X,Y) =0, entonces X y Y son independientes.

Proposicién. Si (X,Y) es un vector con distribucién normal bivariada tal que
p(X,Y) =0, entonces X y Y son independientes.

Demostracion. Como veremos més adelante, la funcién de densidad normal bivariada
estd dada por la siguiente expresiéon:

1

2noxoyy/1 — p?

1 T — X \9 T —pux., Yy — Uy Y — [y (2
— -2
exp (g | (0 — 2o () () )
en donde ux = E(X), 0% = Var(X), uy = E(Y), 0% = Var(Y), y p € (—1,1).
Se pueden calcular directamente las funciones de densidad marginales y comprobar
que

flz,y) =

flr) = ——exp[—(r — px)?/20%]
\/27m§<

v fy) = e expl—(y — py)2/202],
\/27m)2,

es decir, X tiene distribucién N(ux,0%),y Y tiene distribucién N (uy, 03). Después

115



de hacer algunos célculos sencillos se puede demostrar que p(X,Y) = p, y comprobar
finalmente que cuando p = 0, se verifica la igualdad fxy(z,y) = fx(z)fy(y).

O

En resumen tenemos la siguiente tabla.

Propiedades del coeficiente de correlacién

p(X,Y) € [-1,1].

[p(X, V)| =1 & Y =aX+0.

X 1LY =pX,Y)=0.

En general, p(X,Y)=0= X LY.

Si (X,Y) tiene dist. normal y p(X,Y) = 0, entonces X L Y.

3.10. Esperanza y varianza de un vector aleatorio

Definicién (Esperanza y varianza de un vector). Sea X el vector aleatorio
(X1,...,X,). Cuando cada coordenada del vector tiene esperanza finita se define
la esperanza de X como el vector numérico

E(X) = (E(X)1),...,E(X,)).

Si cada coordenada tiene segundo momento finito, entonces la varianza de X se
define como la matriz cuadrada

Var(Xl) COV(Xl,Xg) ce COV(Xl,Xn)

Cov(Xs, X Var( X <o Cov(Xo, X,

Var(X) = ( 2 1) ( 2) ‘ (X2, Xn)
Cov(X,,X1) Cov(X,,Xs) ---  Var(X,)

nxn

La varianza de un vector X puede expresarse como E [(X — E(X))'(X — E(X))],
en donde X! significa transpuesta del vector X. Observe que (X — F(X))! es un
vector columna de dimensién n x 1, mientras que (X — F(X)) es un vector renglén
de dimensiéon 1 x n. De modo que el producto de estos dos vectores, en el orden
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indicado, resulta en una matriz cuadrada de dimensién n X n cuya entrada (i, j) es

E[(X; — BE(Xi))(X; — E(X;))] = Cov(X;, Xj).

Esta matriz también se llama matriz de varianzas y covarianzasy tiene las siguientes
propiedades.

Proposicién. La matriz Var(X) es simétrica y positiva definida. Esto tltimo sig-
nifica que para cualquier vector § = (64, ...,0,) de R™ se cumple la desigualdad

(Var(X)6,0) > 0,

en donde (-,-) denota el producto interior usual de R".

Demostracion. La simetria se sigue del hecho de que Cov(X;, X;) = Cov(Xj, X;). La
propiedad de ser positiva definida se obtiene usando la bilinealidad de la covarianza,

(Var(X)0,9> = Zn: COV(XZ',XJ')QZ‘HJ'

1,j=1

= Z COV(HZ'XZ‘,HJ'XJ')

i,7=1
= COV(EH: HZXZ, zn: erj)
=1 j=1

i=1

3.11. Distribuciones multivariadas discretas

En esta seccién se estudian algunas distribuciones discretas de vectores aleatorios.

Distribucion multinomial

Suponga que se tiene un experimento aleatorio con k posibles resultados distintos.
Las probabilidades para cada uno de estos resultados son respectivamente py, .. ., pk,
en donde p; + --- 4+ pr = 1. Ahora suponga que se tienen m ensayos sucesivos
independientes del experimento anterior, y defina las variables aleatorias discretas
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X1,..., Xk, como aquellas que registran el nimero de veces que se obtienen cada
uno de los k posibles resultados en los n ensayos. Entonces se dice que el vector
X = (Xi1,...,X}) tienen una distribucién multinomial, y su funcién de densidad
conjunta es

n - o
sixy,...,zp=0,1,....n
<3§‘1"'3§‘k>p1 by 1 s Lk s Ly ;

f(3317---737k)= con x|+ -+ T =n,
0 otro caso.

Los parametros de esta distribucion son entonces el nimero de ensayos n, el ntimero
de resultados distintos k en cada ensayo, y las probabilidades p1, . . . , pg. El factor que
aparece en paréntesis en la funciéon de densidad conjunta se conoce como coeficiente
multinomial y se define como sigue

n _ n!
zroxg ) xgleeeag!

Se dice entonces que X tiene distribucién multinomial(n, k, p1, ..., pg). Observe que
cuando unicamente hay dos posibles resultados en cada ensayo, es decir k = 2, la
distribucién multinomial se reduce a la distribuciéon binomial. No es dificil probar
que

EX) = (np1,...,npx),

npi(1 — p; si1= ',
R e )

Distribucién hipergeométrica multivariada

Suponga que se tienen IV objetos de los cuales N1 son de un primer tipo, Ny son de un
segundo tipo y asi sucesivamente con Nj objetos de tipo k. Entonces N1+ - -4+ N, =
N. Suponga que de la totalidad de objetos se obtiene una muestra sin reemplazo de
tamafio n, y defina la variables X1, ..., X, como aquellas que representan el nimero
de objetos seleccionados de cada tipo. Se dice entonces que X, ..., X tienen una
distribucién hipergeométrica multivariada y su funcién de densidad conjunta es

(o))
(%)

en donde cada x; toma valores en el conjunto {0,1,...,n} pero sujeto a z; < N; y
ademéds debe cumplirse que x1+- - -+ = n. Se dice entonces que (X7, ..., Xj) tiene
distribucién hipergeométrica multivariada (N, Ny,..., Ng,n). Observe que cuando
unicamente hay dos tipos de objetos, es decir k = 2, la distribucién hipergeométrica
multivariada se reduce a la distribucion hipergeométrica univariada. Véase la seccién
de ejercicios para la esperanza y varianza de esta distribucién.

f(a:l,... ,:L'k) =
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3.12. Distribuciones multivariadas continuas

Ahora estudiamos algunas distribuciones continuas de vectores aleatorios.

Distribucion uniforme bivariada

Se dice que las variables aleatorias continuas X y Y tienen una distribucién conjunta
uniforme en el rectangulo (a,b) x (¢, d), si su funcién de densidad conjunta es

1

() siz € (a,b), ye(cd),

flz,y) =

0 otro caso.

Se escribe (X,Y) ~ unif(a, b) X (¢, d). Observe que las distribuciones marginales son
nuevamente uniformes, ademas X y Y siempre son independientes. Es inmediato
comprobar que E(X,Y) = ((a+0)/2,(c +d)/2), y que

1

—(b—a)? 0
Var(X,Y) = [ 12

Distribucion normal bivariada

Se dice que las variables aleatorias continuas X y Y tienen una distribucién normal
bivariada si su funciéon de densidad conjunta es

1
f(x,y) Sy
1 T — [hX \9 T— X\, Y— MKy Y— Uy 2
exp (g [ - op(E ) () (],

para cualesquiera valores reales de x y y, y en donde —1 < p <1, 0x > 0, oy > 0,
y px, sy dos constantes reales sin restriccion. Se escribe X ~ N(ux, ag(, 0y, O'%/, p).
Puede demostrarse que X tiene una distribucién marginal N(ux, o §(), y Y tiene dis-
tribucién marginal N(uy, 0’%/). El parametro p resulta ser el coeficiente de correlacién
entre X y Y. Por lo tanto,

E(X,Y) = (ux, py),

vy puede demostrarse que

2 . .
Var(X,Y) :( ox  proxsoy )
p-OX -0y oy
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Es interesante observar que existen distribuciones bivariadas con densidades mar-
ginales normales, pero cuya distribuciéon conjunta no lo es. En el Ejercicio 376
en la pédgina 136 se presenta un ejemplo al respecto. Cuando pux = py = 0, y
ox = oy = 1, la distribucion se llama normal bivariada estdndar, y su gréfica se
muestra a continuacion.

Funcion de densidad normal bivariada estandar.

3.13. Ejercicios

Distribucion conjunta
262. Grafique y demuestre que las siguientes funciones son de distribucién.
a) F(z,y)=(1- e_m)(% + %tan_l y), paraz > 0.
b) F(z,y)=1—€eF—eY+e Y parazx,y>0.
263. Investigue si las siguientes funciones son de distribucion.

a) F(r,y)=1—e"", parazx,y>0.
b) F(z,y)=1—e"*Y paraz,y>0.

264. Demuestre que la siguiente funcién no es de distribucién.

_J 0 siz+y<O,
F@W)_{l siz+y>0.

Este es un ejemplo de una funcién que tiene el comportamiento limite adecuado
en infinito, es continua por la derecha y no decreciente en cada variable, pero
no es funcién de distribucién pues asigna valores negativos a algunas regiones
del plano. Por ejemplo calcule la probabilidad del cuadrado (—1, 1] x (-1, 1]. De
manera andloga demuestre que la siguiente funcién tampoco es de distribucién.

_J 0 siz+y+2<0,
F@Wﬁ)_{1 siz+y+z>0.

Extienda este resultado al caso n-dimensional.

120



265.

266.

267.

268.

269.

270.

271.

Demuestre que la siguiente funcion no es de distribucién.

min{l, max{z,y}} siz,y>0,
F —
() { 0 otro caso.

Sean F'(z) y G(z) dos funciones de distribucién. Demuestre o proporcione un
contraejemplo para las siguientes afirmaciones.

a) F(z)G(z) es una funcién de distribucién univariada.

b) F(x)G(y) es una funcién de distribucién bivariada.

Diga falso o verdadero. Justifique en cada caso.

a) PX>z,Y>y)=1-PX <zY <y).

b) P(X <z,Y <y) < P(X <ux).

¢c) PX<z)=PX<z,Y<zx)+PX<zY >ux).
d) P(X+Y <z) < P(X <)

¢) P(XY <0) < P(X <0).

Sean X y Y variables aleatorias con funcién de distribucién conjunta F(x,y).
Demuestre que para cualesquiera ntimeros reales a < by ¢ < d,

Pla<X <b,c<Y <d)=F(bd)+ F(a,c) — F(a,d) — F(b,c).

Sean X7, Xo y X3 variables aleatorias con funcién de distribucién conjunta
F(x1,x9,x3). Demuestre que para cualesquiera nimeros reales a; < by, ag < by
y az < b3, la probabilidad

P(a; < X1 < by, ap < Xp < by, a3 < X3 < by)
es igual a

F(bl,bg,bg) - F(a17627b3) - F(bl7a27b3) - F(bl7b27a3)
+F (a1, az,b3) + F(a1, b, az) + F (b1, a2, az)
—F(al,ag,ag).

Sea (X,Y') un vector con funcién de distribucién conjunta Fx y (z, y). Demues-
tre que para todo (z,y) en R2,

Fx(z) + Fy(y) =1 < Fxy(z,y) <V Fx(2)Fy (y).

Considere el espacio Q = [0, 1] x [0, 1] junto con o(£[0,1] x £[0,1]) y P la
medida de probabilidad uniforme sobre €. Sea X : Q — R? el vector aleatorio
dado por X (wi,ws) = (w1 A wa,wy V we). Demuestre que X es efectivamente
un vector aleatorio y encuentre su funcién de distribucién.
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Densidad conjunta

272. Demuestre que la funcién de densidad de un vector (X,Y’) absolutamente
continuo puede ser encontrada, a partir de la funcién de distribucién, de las

siguientes formas alternativas:
82
) = ——P(X >z,Y >9).
a) fxy(z,y) 920y (X >z Y)

82
b) fxy(x,y)= ~ 520 P(X <z,Y >y).

5?2
0) fxy(@y)=—5a PX>zY <y).

273. Grafique y demuestre que las siguientes funciones son de densidad.

a) f(z,y) %, para 0 <z <a, 0 <y <b.
b) f(z,y) =4xy, para 0<uz,y<]1.

¢) f(z,y) =622y, para 0<z,y<1.

d) flz,y) = %x2y2, para —1<z,y <1.

e) f(z,y)=e*Y, para x,y>0.

f) flz,y)=e", para 0<y<uz.

a) f(x)=cx, para 0<z<1.
b) f(xz,y)=cx, para 0<y<z<l.
¢) flz,y) =clx+y) para 0 <z,y <L
d) f(z,y) =c(@*+ 32y), para 0<z <1, 0<y<2.
e) f(z,y,2) =clr+y+z), para 0<uz,y,2<1L.
f) flz1,...,2n) =clz1 +---+x,), para 0<zq,...,2, <1
275. Encuentre la funcién de densidad del vector (X,Y) cuya funcién de distribu-
cién es

1 1

a) F(z,y)=(1- e_x)(i + —tan"'y), para z > 0.
T

b) F(z,y)=1—€e ™ —eY+e Y para z,y > 0.

276. Encuentre la funcién de distribucién del vector (X,Y") cuya funcién de densi-

dad es
a) f(:z:,y):%, para 0 <z <a, 0<y<b.
b) f(z,y)=e*Y, para z,y>0.
¢) flz,y)=e€e"Y, para 0<z<y.
d) f(z,y) =2e"*7Y, para 0 <z <y.
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277.

278.

279.

280.

281.

282.

283.

Sean f(x) y g(x) dos funciones de densidad. Demuestre o proporcione un
contraejemplo para las siguientes afirmaciones:

a) f(x)g(x) es una funcién de densidad univariada.

b) f(x)g(y) es una funcién de densidad bivariada.

Sean X y Y independientes ambas con distribucién exp(A). Encuentre la fun-
cién de densidad y de distribucion de

a) W=max{X,Y}.
b) W =min{X,Y}.

Distribucion marginal

Suponiendo el caso absolutamente continuo, demuestre que la funcién de den-
sidad marginal,

7 fx(z) = / " ey (@ y)dy

es efectivamente una funcién de densidad.

Demuestre que la funcién de distribucién marginal
z+— Fx(z) = lim Fxy(z,y)
y—00

es efectivamente una funcion de distribucién.

Encuentre las funciones de distribucién marginales del vector (X,Y’) cuya
funcién de distribucién conjunta es

a) Fle,y)=(1—e*)(1—€e7Y), parazx,y>0.

b) F(z,y)=(1—e*")(1—e¥"), paraz,y>0.

Encuentre las funciones de densidad marginales del vector (X,Y") cuya funcién
de densidad conjunta es

1
=—, para O<zx<a, 0<y<hb.
ab
=4ry, para 0<zx,y<]1.
=24zx(l—2z—y), para 2,y >0y z+y<l1.
=(x+2y)/4, para 0<zx <2y O<y<l.
=2(4z +y)/5, para 0<uz,y<l.
1/z, para 0<y<uz<l.
Sea 0 < a < 1y defina la funcién f(z,y) = a*(1 — a)V para z,y € N.
Demuestre que f(x,y) es una funcién de densidad y calcule las funciones de
densidad marginales.
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284.

285.

286.

287.

288.

289.

290.

291.

Distribuciéon condicional

Demuestre que la funcién de distribucién condicional
x
r = Fxy(zly) = / fxpy (uly) du
—0o0

es efectivamente una funcién de distribucién.
Demuestre que la funciéon de densidad condicional

_ fX,Y(ﬂC,y)

es efectivamente una funcién de densidad.

Sea (X,Y’) un vector aleatorio absolutamente continuo. Demuestre la férmula
Fxiv(ely) = = Fxpy (el)
X|y\Z|Yy = oz X|y\Z|Y)-

Pérdida de memoria en la distribucion exponencial. Sea X con distribucion
exp(\) y sea t > 0 fijo. Demuestre que la distribucién condicional de X — ¢,
dado que X > t, sigue siendo exp(\).

Calcule las funciones condicionales f X|y(x]y) y F X|y(az\y), para las siguientes
funciones de densidad conjunta.

1
=—, para O<zx<a, 0<y<hb.

a) flz,y) = —,

b) f(x,y) =4zy, para0<z,y<]l1.

¢) fz,y)=24z(1 —2z—y), paraz,y>0yz+y<lLl.
d) f(z,y)=(x+2y)/4, paral<z<2y0<y<l
e) flx,y) =24z +y)/5, paral<z,y<l1.

) flx,y)=1/z, para0<y<uz<l.

Calcule las funciones condicionales F'y |y (z |y) y fx |y (2 |y), para las siguien-
tes funciones de distribuciéon conjunta.

1 1

a) F(z,y)=(1-— e_m)(i + —tan"1y), para z > 0.
T

b) F(z,y)=1—e*—e Y+e Y paraz,y>0.

Se hacen tres lanzamientos de una moneda equilibrada cuyos resultados lla-
maremos cara y cruz. Sea X la v.a. que denota el nimero de caras que se
obtienen en los dos primeros lanzamientos y sea Y la v.a. que denota el ntime-
ro de cruces en los dos dltimos lanzamientos. Calcule fx y(z,y), fx(x), fy(y)

y fyix(ylz) para z =0,1,2.

Sea (X,Y’) un vector con funcién de densidad

1
Ixy(z,y) = g(iﬂ +y), para 0<z,y <2,
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Funcién de densidad f(z,y) = #(z +y), para z,y € [0,2].

Compruebe que f(z,y) es una funcién de densidad. Calcule fx(x), fy(y),
Ixiy (@), fyrix(Wlz), Fxy(z,y), Fx(z), Fy (y), Fxy(zly), Fy x(ylz), P(Y >
X)yP(X>1]Y <1).

292. Sea (X,Y') un vector con funcién de densidad

fxy(z,y) =8zy, para 0<z<y<l.

f(z,y)

Funcién de densidad f(z,y) =8zy, para0 <z <y < 1.

Compruebe que f(z,y) es una funcién de densidad. Calcule fx(x), fy(y),
fX|Y(x|y)7 fY|X(y‘x)a FX,Y(xvy)a FX(:L‘)v FY(y)a Fx|y(l’|y), FY|X(y‘x)a P(X+
Y<1)yPY<1/2|X <1/2).

293. Sea (X,Y’) un vector con funcién de densidad

fX,Y(xay) :4x(1_y)a para 0<xay< 1.
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294.

295.

296.

297.

298.

299.

Y

Funcién de densidad f(z,y) = 4x(1 —y), para 0 < z,y < 1.

Compruebe que f(z,y) es efectivamente una funcién de densidad. Calcu-

le fX(‘T)7 fY(y)7 fX\Y(‘T‘y)v fY\X(y"T)v FX,Y(ny)v FX(‘T)v FY(y)7 FX|Y(‘T‘y)7
Fyix(ylz), P(X >1/2) y P(1/4 <Y <3/4 | X <1/2).

Independencia

Demuestre la variable aleatoria constante X = c es independiente de cualquier
otra variable aleatoria. Inversamente, suponga ahora que X es independiente
de cualquier otra variable aleatoria, demuestre que X es constante.

Demuestre que los eventos A y B son independientes si, y sélo si, las variables
aleatorias indicadoras 14 y 15 lo son.

Demuestre que si tres variables aleatorias son independientes, entonces cua-
lesquiera dos de ellas lo son. Mas generalmente, demuestre que cualquier sub-
conjunto de un conjunto de variables aleatorias independientes también lo es.

Sean X7i,...X, independientes, y sean g¢i,...,¢g, funciones de R en R, Bo-
rel medibles. Demuestre que las variables aleatorias ¢1(X1),...,gn(X;) son
independientes.

Sean Xi,...,X, independientes, y sea 1 < k < n. Sean g : R¥ — R y
h : R" % — R funciones Borel medibles. Demuestre que las variables aleatorias
9(X1,..., Xk) y h(Xki1,...,Xy) son independientes.

Determine si las siguientes son funciones de densidad de variables aleatorias
independientes.

1
=—, para O0<z<a, 0<y<b.
ab

r, para 0 <zx,y <1.
e *7Y para 0<z<y.
—Y para x,y > 0.
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300.

301.

302.

303.

304.

305.

306.

307.

308.

) Jley) = 3@ +2), para vy € [-1,1]

Determine si las siguientes son funciones de distribucién de variables aleatorias
independientes.

a) Flz,y)=(1—e"")(1—e7Y), parax,y > 0.
b) F(z,y) = (1—e*")(1—e "), paraz,y > 0.

Demuestre que X y Y son independientes si, y sélo si, para cualesquiera niime-
ros reales T y v,

P(X>zY >y =PX >z)-P(Y >y).

Demuestre que X y Y son independientes si, y sélo si, para cualesquiera niime-
ros reales a < by c<d,

Pla<X<bc<Y<d =Pla<X<b)-Plc<Y <d).

Diga falso o verdadero. Demuestre en cada caso.

a) X,Y independientes = X, Y? independientes.

b) X,Y independientes = X?2, Y2 independientes.

¢) X,Y independientes = X +Y, Y independientes.

d) X,Y independientes = X + Y, X —Y independientes.
e) X,Y independientes = XY, Y independientes.

f) X2,Y? independientes = X, Y independientes.

g) X,Y,Z independientes = X + Y, Z independientes.

Sean X y Y independientes ambas con distribucién normal estdndar. Demues-
tre que Z = aX + bY + ¢ tiene distribucién normal cuando ab # 0. Encuentre
E(Z)y Var(Z).

Sean X1, ..., X, variables aleatorias independientes cada una con distribucién
Ber(p). Calcule P(X1 + -+ X,, = k) para k=0,1,...,n.

Sean X y Y independientes ambas con distribucién unif{1,...,n}. Encuentre
la distribucién de (U, V) = (X +Y, X —Y). Determine si U y V son indepen-
dientes.

Sean X > 0y Y > 0 independientes con valores enteros naturales y con
esperanza finita. Demuestre que

Emin{X,Y}) = iP(X >n)P(Y >n).
n=1

Sean X y Y independientes ambas con distribucién unif{—1,1}. Sea Z = XY
Demuestre que X,Y y Z son independientes dos a dos pero no lo son en su
conjunto.
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309.

310.

311.

312.

313.

314.

315.

316.

317.

318.

Sean X y Y independientes con distribucién Poisson(A1) y Poisson(A2) respec-
tivamente. Demuestre que la distribucion condicional de X dado que X+Y =n
es bin(n, A\1 /(A1 + A2)).

Sean X y Y independientes con distribucién unif{0,1,...,n} y unif{0,1,... ,m}
respectivamente. Encuentre la funcién de densidad de X + Y.

Sean X1, ..., X, independientes con distribucién geo(p). Demuestre que X7 +
-+ 4+ X, tiene distribucién bin neg(n,p).

Sean X y Y independientes. Encuentre la funcién de distribucién de W en
términos de Fx(z) y Fy(y) cuando

a) W=max{X,Y}.
b) W =min{X,Y}.

Sean X y Y independientes ambas con distribucién exp()), y sea a una cons-
tante. Calcule P(X VY <aX)y P(X NY <aX).

Usando la siguiente tabla, construya la funcién de densidad f(x,y) de un
vector discreto (X,Y") con la condicién de que X y Y sean independientes.

(x\v [[0]1]

0
1

Sea (X,Y) un vector discreto con distribucién de probabilidad uniforme en el
conjunto {1,...,n} x {1,...,m}, con n y m enteros positivos. Demuestre que
X y Y son independientes.

Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad
fxy(z,y) =c(l—x), para 0<z<y<l.

a) Encuentre el valor de ¢ que hace a fx y(z,y) una funcién de densidad y
grafique esta funcién.

b) Calcule P(X +Y > 1)y P(X <1/2).
¢) Encuentre las funciones de densidad marginales fx(x) y fy(y).

d) Determine si X y Y son independientes.

Sea (X,Y’) un vector aleatorio con funcién de densidad

1

+y
f(a:,y):c<§> ,pararz=0,1,2yy=1,2.

Encuentre el valor de la constante ¢ y determine si X y Y son independientes.
Calcule ademés las probabilidades P(X = 1), P(X =2|Y =2)y P(XY = 2).

Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad

fxy(z,y) =2, para 0<z<y<l.
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319.

320.

321.

322.

323.

324.

325.

a) Grafique y demuestre que fx y(z,y) es una funcién de densidad.

&

)
b) Encuentre las funciones de densidad marginales fx(z) vy fy(y).
) Determine si X y Y son independientes.

)

d) Calcule P(Y > X)y P(Y > X?).

Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad
fX,Y(‘Tay) :C‘.’L'—l—y’, para —1<uz,y <l

a) Encuentre el valor de la constante ¢ que hace a fx y(z,y) una funcién de
densidad y grafique esta funcion.

b) Calcule P(X >0), P(XY >0)y PO< X +Y <1).

¢) Encuentre las funciones de densidad marginales fx(z) vy fy(y).

d) Determine si X y Y son independientes.

Sean X y Y independientes con distribucién exponencial con parametros Ay y
A9 respectivamente. Demuestre que

A
PY > X) = A1+1A2'

Sean X y Y independientes con distribucién exponencial con pardmetros Ay y
Ao respectivamente. Demuestre que X A Y tiene distribucién exponencial de
parametro A1 + Ag.

Sean X y Y independientes con distribucién bin(n,p) y bin(m, p) respectiva-
mente. Demuestre que X + Y tiene distribucién bin(n 4+ m, p)

Sean X y Y independientes con distribucion Poisson con parametros A1 y Ao
respectivamente. Demuestre que X + Y tiene distribucién Poisson(A; + A2).

Sea (X,Y, Z) un vector aleatorio con funcién de densidad

fxyz(x,y,z) =8zyz, para 0<zx,y,z<1l

a) Compruebe que f(x,y, 2) es una funcién de densidad.
b) Calcule P(X <Y < Z)y P(X+Y +Z <1).

¢) Encuentre fxy(z,y), fx.z(z,2) y fr.z(y, 2).

d) Determine si X, Y y Z son independientes.

Sea (X,Y, Z) un vector aleatorio con funcién de densidad

fxvyz(z,y,z) =24z, para 0<z<y<z<l.

a) Compruebe que f(x,y,z) es una funcién de densidad.
b) Calcule P(X +Y <1)y P(Z—-X >1/2).

c¢) Encuentre fxy(x,y), fxz(x,2)y frz(y,2).

d) Determine si X, Y y Z son independientes.
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326.

327.

328.

329.

330.

331.

332.

333.

Sea X1, Xs, ... una sucesién de v.a.s independientes cada una con distribucién
unif(0, 1). Demuestre que para cualquier A > 0,
. [ A Y
lim P(max{X;,..., X} <1——=)=e""
n—oo n
Sean X y Y independientes con distribuciéon Poisson de parametros A\; y Ao
respectivamente. Demuestre que

A1

FX|X+Y = =n- .
( | + n) " A1+ Ao

Esperanza de una funcién de un vector aleatorio

Esperanza de una funcion de un vector discreto. Sea (X,Y") un vector aleatorio
discreto con valores en el conjunto producto {x1,x2,...} X {y1,¥y2,...}, y sea
¢ : R? — R una funcién Borel medible tal que la variable ¢(X,Y’) tiene
esperanza finita. Demuestre que

Elp(X, V)] =YY o(wi,y;)P(X = 2;,Y =y;).

i=1 j=1

Demuestre que la condiciéon E(XY) = E(X)E(Y) no implica necesariamente
que X y Y son independientes. Para ello considere cualquiera de los siguientes
ejemplos.

1/8 i (x,y) =(1,1),(1,-1),(—=1,1),(=1,-1),
a) f(z,y) =4 1/2 si(z,y)=(0,0),
0 otro caso.

b) f(z,y) =3(z* +y?)/8, para z,y € [-1,1].
¢) X con distribucién uniforme en {—1,0,1} y Y = 1(x0)-

Demuestre que si X1, X, ..., X, son independientes e integrables, entonces

E(X1 Xy X,) = B(Xy) - E(X3) - E(X,,).

Sean X y Y independentes. Diga falso o verdadero justificando en cada caso.

a) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
b) Var(X —Y) = Var(X) — Var(Y).
¢) Var(XY) = Var(X)Var(Y).

Sean X y Y independientes con varianza finita. Demuestre que

Var(XY) = Var(X) - Var(Y) + E*(X) - Var(Y) + E*(Y) - Var(X).

Sean X1, ..., X, independientes con la misma distribucion, y sea S, = X7 +
-+ + X,. Suponiendo que las esperanzas indicadas existen, demuestre que
E(X1/S,) =1/n. Concluya que para m < n, E(S,, /S,) = m/n.
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334.

335.

336.

337.

Sea X1,...,X, variables aleatorias independientes con idéntica distribucién y
con esperanza finita. Demuestre que
k

Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcién de densidad dada por la
siguiente tabla

(W[ -t[of1]
1] 1].05] 1
2 [[.06] 2 | .04
3 | 1].05] 3

a) Grafique f(z,y) y compruebe que efectivamente se trata de una funcién
de densidad conjunta.

b) Calcule y grafique las densidades marginales fx(x) y fy (y). Verifique que
ambas son funciones de densidad.

¢) Demuestre que X y Y no son independientes.
d) Calcule E(XY)y fxiv(u).

Sea (X,Y) un vector discreto con funcién de densidad dada por la siguiente
tabla

(xw [ 2 [ 4 [ 6 |

1 |[2/18 | 3/18 | 1/18
2 | 3/18 [5/18 | 1/18
3 | 1/18 | 1/18 | 1/18

a) Grafique f(x,y) y compruebe que efectivamente es una funcién de den-
sidad conjunta.

b) Calcule y grafique las densidades marginales fx(z)y fy(y). Verifique que
ambas son efectivamente funciones de densidad.

¢) Demuestre que X y Y no son independientes.
d) Calcule E(XY) y fxiv(u).

Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad dada por

_f 8xy si0O<y<a<I,
fz,y) = { 0 otro caso.

a) Grafique f(x,y) y compruebe que efectivamente es una funcién de den-
sidad conjunta.

b) Encuentre y grafique las densidades marginales fx(z) y fy(y). Verifique
que ambas son efectivamente funciones de densidad.

¢) Demuestre que X y Y no son independientes.
d) Calcule E(XY) y fxiv(u).
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Esperanza y varianza de un vector

338. Calcule la esperanza y varianza del vector aleatorio (X,Y) cuya funcién de
densidad conjunta es

1
a) f(a;,y):%, para O0<z<a, 0<y<b.

b) f(z,y) =4zy, para z,ye€0,1].

Covarianza

339. Sea a un nimero real cualquiera. Encuentre variables aleatorias X y Y tales
que Cov(X,Y) = a.

340. Diga falso o verdadero. Demuestre en cada caso.
a) X >0,Y >0 = Cov(X,Y) >0.
b) Cov(X,Y)=0,Cov(Y,Z) =0 = Cov(X,Z)=0.
¢) Cov(X,Y)>0,Cov(Y,Z) >0 = Cov(X,Z)>0.
d) Cov(X,Y)=a,Cov(Y,Z) =a = Cov(X,Z) =a.
341. Diga falso o verdadero. Demuestre en cada caso.
a) Cov(X,Y) > 0.
b) Cov(aX,bY) =abCov(X,Y), con a,b constantes.
¢) Cov(X,aY +b) =aCov(X,Y)+b, con a,b constantes.

342. Demuestre que

)
b) Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
X,X) = Var(X)
d) Cov(X,—X) = —Var(X).

343. Demuestre que la condicién Cov(X,Y) = 0 no es suficiente para concluir que
X y Y son independientes. En el texto se proporciona un ejemplo para un
vector discreto. Construya ahora un ejemplo para un vector continuo.

344. Demuestre que Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y) £ 2Cov(X,Y).

345. Demuestre que

a) Var(X1 +-- -+ X,,) = ZVar(Xk) + 22 Cov(X;, Xy).
k=1 i<k

b) Cov(D>_Xi, Y Vi) => Y Cov(X;,Y;).
i=1 j=1

i=1 j=1
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346.

347.

348.

349.

350.

351.

352.

353.

354.

355.

Sea Xi,...,X, independientes y con varianza finita. Demuestre que

Var(Xy + -+ X,) = ¥ Var(X).
k=1

Sean X1, ..., X, independientes y con idéntica distribucién. Defina X = (X1 +
.-+ 4+ X,,)/n. Demuestre que para cada k = 1,...,n, se cumple

COV(Xk - X,X) = 0.
Sea (X,Y) con distribucién uniforme en el conjunto {1,...,n} x {1,...,n}.
Demuestre que Cov(X,Y) = 0.

Sea (X,Y) con distribucién uniforme en el conjunto (a,b) X (c,d). Demuestre
que Cov(X,Y) = 0.

Calcule la covarianza de X y Y cuya funcién de densidad conjunta estd dada
por la siguiente tabla.

(xw[ 1 [0 [ 1]
1 [[1/12[2/12 ] 3/12
1 [ 3/12 | 2/12 | 1/12

Calcule la covarianza de X y Y cuya funcién de densidad conjunta estd dada
por la siguiente tabla.

(xWwlt]2]3]
2 || 2| .05] 15

1 05 1|15

6 |05 1|15

Calcule la covarianza de X y Y, cuya funcién de densidad conjunta es

1
a) f(:n,y):%, para 0 <z <a, 0<y<b.
b) f(z,y) =322y, para —1l<z<1, 0<y<l.
¢) f(z,y) =3e", para |yl <z
d) f(‘rvy) :e—x—y’ para z,y > 0.

Sea (X,Y) un vector con distribucién normal bivariada N(ux, 0%, py, 0%, p).
Demuestre que Cov(X,Y) = p-oxoy.

Coeficiente de correlacion

Sean a, b, ¢, d constantes tales que ac > 0. Demuestre que

p(aX +b,cY +d) = p(X,Y).

Diga falso o verdadero. Demuestre en cada caso.
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356.

357.

358.

359.

360.

361.

362.

a) p(X,Y)=0, pY,Z2)=0 = p(X,Z)=0.
b) p(X,Y) >0, p(Y,Z)>0 = p(X,Z) > 0.
c) p(X,Y) <0, pY,Z2) <0 = p(X,Z) <0.
d) p(X,Y)=1, pY,Z2)=1 = p(X,Z) =1.
e) p(X,Y)=—-1, p(V,Z)=—-1 = p(X,Z)=-1
) p(X,Y)p(Y,Z) = -1 = p(X,Z) = -1
9) p(X.Y) =a, p(Y,Z)=a = p(X.Z)=a
Diga falso verdadero. Demuestre en cada caso.
0) p(X,Y) = p(Y, X).
b) p(aX,Y)=ap(X,Y), a constante.
¢) p(X +a,Y)=p(X,Y), a constante.
d) p(aX +b,Y)=ap(X,Y)+b, a,b constantes.
e) p(X1+ X2,Y) =p(X1,Y) 4+ p(Xz,Y).
Sea a un numero en [—1,1]. Encuentre variables aleatorias X y Y tales que
p(X,Y) =
Sean X y Y independientes con distribucién Ber(p) con p = 1/2. Demuestre

que el coeficiente de correlacién entre X +Y y | X — Y| es cero, y sin embargo
estas variables aleatorias no son independientes.

Sean a y b constantes. Demuestre que
o) X, ) =
b) p(X, > 1.
c) p(X, aX—I—b) sia>0.
d) p(X,aX +b)=-1, sia<D0.
e) p(X,aX +b) = sia=0.

Demuestre que p

—~

signo(x)

{

aX +b,cY + d) = signo(ac) -

p(X,Y), en donde ac # 0 y

six >0,
six <O.

Calcule el coeficiente de correlacion de X y Y cuya funcién de densidad con-

junta esta dada por la siguiente tabla.

| X\y Lt [2]
1/8 | 1/4
1 1/2 1 1/8
Calcule el coeficiente de correlacion de X y Y cuya funcién de densidad con-
junta estda dada por la siguiente tabla.
| X\y Lt [2]3]
1/911/9 ] 1/9
4 1/911/9 ] 1/9
6 1/911/9 ] 1/9
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363.

364.

365.

366.

367.

368.

369.

370.

371.

372.

373.

Calcule el coeficiente de correlacién de X y Y con distribuciéon conjunta uni-
forme en el conjunto

a) {1,...,n} x{1,...,n}.
b) [—1,1] x [-1,1].

Sea X con distribucién bin(n, p) y sea Y = n— X. Demuestre que Cov(X,Y) =
—np(l —p) y por lo tanto p(X,Y) = —1.

Calcule el coeficiente de correlacion de X y Y cuya funcién de densidad con-
junta es

a) f(z,y) = gsin(z+y), paraz,ye[0,7/2].
b) f(z,y) =3¢, para |y <.
¢) f(x,y) =e *7Y, paraxz,y>0.

Sean X y Y independientes e idénticamente distribuidas. Demuestre que p(X +
Y X-Y)=0.

Sea (X,Y) un vector con distribucién normal bivariada N(ux,o%, uy, 0%, p).
Demuestre que p(X,Y) = p.
Distribucion multinomial

Demuestre que la funcion de densidad de la distribucion multinomial efectiva-
mente lo es.

Sea X = (X,..., X)) con distribucién multinomial(n, k, p1, ..., px). Demues-
tre que X; tiene distribucién marginal bin(n,p;), parai =1,... k.
Sea X = (X,..., X)) con distribucién multinomial(n, k, p1, ..., px). Demues-

tre que E(X) = (np1,...,npg) y que

npi(1—p;) sii=j,
Var(X i = .. .
[Var(X)]; {_npipj Gid

Distribucion hipergeométrica multivariada

Demuestre que la funcién de densidad de la distribucién hipergeométrica mul-
tivariada efectivamente lo es.

Sea X = (Xj,...,X}) con distribucién hipergeométrica multivariada con
pardmetros (N, Ni,..., Ng,n). Demuestre que X; tiene distribucién hiper-
geométrica univariada con parametros (N, N;,n), parai=1,...,k.

Sea X = (Xi,...,X%) con distribucién hipergeométrica multivariada con
Ny N
Wv o W)v y

parametros (N, Ni,...,Ng,n). Demuestre que E(X) = (n n
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374.

375.

376.

377.

378.

que

Ny N-N; N-n
"N TN ‘N-1 YT
[Var(X)}i; = NN N
N Ny ono oy
NN N1 it # J.

Distribuciéon normal bivariada

Demuestre que la funciéon de densidad de la distribucién normal bivariada
efectivamente lo es.

Sea (X,Y) un vector con distribucién normal bivariada N(ux, 0%, py, 0%, p).
Demuestre que X tiene distribucién marginal N(ux,0%), y Y tiene distri-
bucién marginal N(,UY,U}%). Véase el siguiente ejercicio para verificar que el
reciproco de este resultado es falso.

Sea f(x,y) la funcién de densidad normal bivariada estdndar con p = 0. Defina

| 2f(z,y) sizy <O,
g(w,y) = { 0 si zy > 0.

Demuestre que g(x,y) es una funcién de densidad bivariada que no es normal
pero cuyas densidades marginales son normales.

Sea (X,Y) un vector con distribucién normal bivariada (ux,o%, py, 0%, p).
Demuestre que E(X) = (ux, uy), y

2 . .
Var(X,Y)z( ox prox-ox >
p-OxX 0y oy

Sea (X,Y) un vector con distribucién normal bivariada N(ux, 0%, py, 0%, p).
Demuestre que la distribucién condicional de X dado que Y = y es normal
con media py + pgt(z — px) y varianza 02 (1 — p?), y que la distribucién
condicional de Y dado que X = z es normal con media ux + p‘;—)}f(y —py)y
varianza 0% (1 — p?)
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Capitulo 4

Esperanza condicional

En este capitulo se define el importante concepto de esperanza condicional de una
variable aleatoria respecto de una o-algebra, y se estudian algunas de sus propiedades
elementales.

4.1. Esperanza condicional

Definicién (Esperanza condicional). Sea X una variable aleatoria con espe-
ranza finita, y sea G una sub-o-dlgebra de .%. La esperanza condicional de X dado
¢, es una variable aleatoria denotada por E(X|G), que cumple las siguientes tres
propiedades:

1. Es ¥-medible.
2. Tiene esperanza finita.

3. Para cualquier evento G en ¥,

E[E(X|9) 1g] = E[ X - 1¢]. (4.1)

Es importante enfatizar que la esperanza condicional, a pesar de su nombre, no
es un numero, aunque puede serlo, sino una variable aleatoria. Usando el teorema
de Radon-Nikodym (véase por ejemplo [3]), puede demostrarse que esta variable
aleatoria existe y es Unica casi seguramente, esto significa que si existe otra variable
aleatoria con las tres propiedades de la definicién anterior, entonces con probabilidad
uno coincide con E(X|¥). Veamos algunas propiedades elementales de esta variable
aleatoria.
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Proposicion. La esperanza condicional cumple las siguiente propiedades.
a) E(E(X|¥)) = E(X).

b) Si X es ¥-medible, entonces E(X |¥) = X. En particular, si ¢ es una cons-
tante, E(c|¥Y) = c.

c) E(aX+Y|9)=aE(X|9)+E(Y|¥9), a constante.

Demostracion. La primera propiedad se obtiene tomando el caso particular G = 2
en la igualdad (4.1), y establece que las variables aleatorias X y E(X|¥) tienen la
misma esperanza. Para la segunda propiedad observe que si X es ¢-medible, enton-
ces X mismo cumple con las tres propiedades de la definicién de E(X|¥), por la
unicidad se obtiene la igualdad casi segura. La tercera propiedad es consecuencia de
la linealidad de la esperanza, de (4.1) y de la unicidad. (]

Cuando la o-dlgebra ¢ es la minima respecto de la cual una funcién Y : Q — R es
variable aleatoria, es decir 4 = o(Y’), entonces la esperanza condicional se escribe
simplemente como F(X|Y) en lugar de E(X|o(Y)). Si w es tal que Y(w) = y
entonces la variable aleatoria F(X|Y) evaluada en w es

e e}

E(X|Y)(w) = B(X|Y =) = / zdFypy (aly).

Los siguientes casos particulares relacionan a la esperanza condicional con los con-
ceptos elementales de esperanza y probabilidad condicional.

Proposicién. Sea X con esperanza finita, y sean A y B eventos con 0 < P(B) < 1.
Entonces

a) B(X|{0,Q}) = B(X).
b) E(14|{0,Q} )= P(A).
¢) E(14] {0, B, B¢,Q} ) = P(A| B)1p + P(A| B)1pe.

Demostracion. La primera igualdad se sigue del hecho que F(X|¥) es medible res-
pecto de ¢ y de que cualquier funcién medible respecto de ¢ = {0), Q} es constante.
La tercera condicién en la definicién de esperanza condicional implica que esta cons-
tante debe ser E(X). La segunda igualdad es evidentemente un caso particular de
la primera. Para demostrar la tercera igualdad observe que toda funciéon medible
respecto de 4 = {0}, B, B,Q)} es constante tanto en B como en B¢. Ademds,

E[E(14]9)-15] = E[14-1p] = P(AN B).
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Como la variable aleatoria FE(14|%) es constante en B, el lado izquierdo es igual
a E(14|G)(w) - P(B), para cualquier w en B. De donde se obtiene F(14 |¥)(w) =
P(A|B) para w en B. El andlisis es anélogo al considerar el evento B¢ y de esto se
obtiene la féormula de la tercera propiedad. O

Una introduccién a la esperanza condicional ligeramente més completa a la presen-
tada en esta seccién, aunque también sencilla y breve, puede encontrarse en [21]. Un
tratamiento mas completo y riguroso puede consultarse por ejemplo en [15] o [27].

4.2. Varianza condicional

Usando la esperanza condicional se puede obtener la varianza condicional respecto
de una o-algebra de la siguiente forma:

Definicién (Varianza condicional). Sea X con segundo momento finito, y sea
% una sub-o-dlgebra de .%. La varianza condicional de X dado ¥, denotada por
Var(X |¥), se define como la variable aleatoria dada por

Var(X |9) = E[ (X — BE(X|9))? |G].

Nuevamente cuando la sub-o-dlgebra ¢4 es o(Y'), para alguna variable aleatoria Y,
entonces Var(X|¥) se escribe Var(X|Y') y puede tomarse como definicién la igualdad

Var(X |Y)=E[ (X - E(X|Y))? |Y].

Se demuestran a continuacién dos propiedades sencillas de esta variable aleatoria.
Otras propiedades de la varianza condicional se encuentran en la seccién de ejercicios.

Proposicion. La varianza condicional cumple las siguientes propiedades.
a) Var(X |¥9) = BE(X?|¥9) — E*(X |¥9).
b) Var(X) = E[Var(X |¥)] + Var[E(X |9)].

Demostracion. La primera férmula se obtiene a partir de la definicién al desarrollar
el cuadrado y utilizar las propiedades de linealidad de la esperanza condicional. Para
la segunda propiedad, tomando esperanza en (a) se obtiene

E[Var(X |94)] = E(X?) — E[E*(X |9)]. (4.2)
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Por otro lado

Var[E(X |9)] = E[E*(X|9)] - E*[E(X |9)]
= E[F*(X|9)] - F*(X). (4.3)
Sumando (4.2) y (4.3) se obtiene (b). O
4.3. Ejercicios

379.
380.

381.
382.

383.

384.

385.

386.

Esperanza condicional

Demuestre que si X es ¥-medible, entonces E(X |¥4) = X.

Demuestre que si ¢ es una constante, entonces para cualquier sub-o-dlgebra

Y, E(c|9)=c
Sea A un evento y sea 4 = {0, Q}. Demuestre que E(14|¥) = P(A).

Sea X una variable aleatoria con esperanza finita y sea 4 = {(), Q}. Demuestre
que E(X |¥9) = E(X).

Sean A y B dos eventos, y suponga que 0 < P(B) < 1. Demuestre que

E(14|15) = P(A|B) - 15 + P(A| BY) - 15.

Sea (X,Y) un vector con funcién de densidad dada por fxy(z,y) = 3y
para 0 < z < y < 1. Compruebe que f(x,y) es efectivamente una funcién de
densidad y calcule

a) P(X+Y <1/2).

b) fx(x)y fr(y)
c) E(Y)y E(Y | X =x).

Sea (X,Y) un vector con distribucién uniforme en el conjunto {1,...,6} x
{1,...,6}. Calcule

) P(X =Y).

b) P(X +Y <6)

¢) fx(@)y fy(y).
)

(Xl -t]0]1]
1 | 3].05] .06
2 || 05| 2 .05
3 1] 1] 1

Calcule
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a
b
c

d

) P(X=2),P(X+Y =1)y P(Y <X).
) fx(@)y fy(y).

) fY|X(y| x) para x = 1,2, 3.

) B(Y|X =z) parax =1,2,3.
Varianza condicional

387. Demuestre que

a) Var(X [{0,Q}) = Var(X).
b) Var(1a | {0,9}) = P(A)(1 — P(A))
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Capitulo 5

Transformaciones

Sea X una variable aleatoria con distribucién conocida, y sea ¢ es una funcién tal
que Y = p(X) es otra variable aleatoria. ;Cudl es la distribucién de Y7. En este
capitulo se da respuesta a esta pregunta tanto en el caso unidimensional como en
el caso de vectores aleatorios. En particular, se encuentran férmulas explicitas para
la funcién de densidad de la suma, diferencia, producto y cociente de dos variables
aleatorias absolutamente continuas.

5.1. Transformacion de una variable aleatoria

Suponga que X es una variable aleatoria y ¢ es una funcién tal que Y = ¢(X) es
otra variable aleatoria. En esta seccion se estudian un par de resultados que proveen
de férmulas para la funcién de densidad de Y, en términos de la funcién de densidad

de X. Gréaficamente:
X 2

R —
Y = ¢(X)
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Teorema de cambio de variable 1. Sea X una variable aleatoria continua con
valores dentro de un intervalo (a,b) C R, y con funcién de densidad fx(z). Sea
¢ : (a,b) — R una funcién continua, estrictamente creciente o decreciente, y con
inversa diferenciable. Entonces la variable aleatoria Y = ¢(X) toma valores dentro
del intervalo ¢(a,b), y tiene funcién de densidad

fx(e™' () Id%sfl(y)l para y € ¢(a, b),

fr(y) =

0 otro caso.

Demostracion. Suponga primero el caso ¢ estrictamente creciente. Entonces para
y € ¢(a,b),

Fy(y) = P(Y <y

Derivando se obtiene fy(y) = fx (¢ (y)) - digp_l(y). Para ¢ estrictamente decre-
ciente Y
Fy(y) = P(Y <y)
= Pe(X) <)
= P(X>¢'(y)
= 1-Fx(p™ ()

d
Entonces fy (y) = fx(¢ ' (y))- [—d—ysﬁ_l(y)]. En cualquiera caso se obtiene el resul-

tado del teorema. O

Por ejemplo, la funcién ¢(z) = e®, definida sobre toda la recta real cumple muy
bien con las condiciones del teorema anterior. Usaremos esta funcién para mostrar
con dos ejemplos la forma de aplicar este resultado.

p(x) =e
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Ejemplo (Distribucién log normal). Sea X con distribucién N(u, 02), y sea ¢ la
funcién estrictamente creciente p(x) = €%, con inversa diferenciable ¢~!(y) = Iny.
Entonces la variable aleatoria ¥ = e toma valores en el intervalo (0,00), y su
distribucién se conoce con el nombre de distribucién log normal(u, o2). Su funcién
de densidad es

1 (Iny—p?
——— exp|[———=——] si y>0,
foly) =4 w02 207
0 si y<O0.

Ejemplo (Distribucién log gama). Sea X con distribucién gama(n,\), y sea
nuevamente () = e®, con inversa diferenciable ¢ ~!(y) = Iny. Entonces la variable
aleatoria Y = eX toma valores en el intervalo (0,00), y su distribucién se conoce
como distribucién log gama(n, A). Su funcién de densidad es

(Alny)"!

Ay AL 0
F(n) y S1 y > )

fr(y) =
0 si y<0.

El resultado anterior puede extenderse al caso en el que la transformacién ¢ sea
estrictamente mondtona por pedazos. Se enuncia y demuestra a continuacion este
resultado cuando la transformacién ¢ se descompone en dos partes monodtonas,
siendo facil la extensién cuando se tiene un mayor nimero de secciones en donde se
presente la monotonia estricta.

Teorema de cambio de variable 2. Sea X una variable aleatoria continua con
valores dentro de un intervalo (a,c¢) € R, y con funcién de densidad fx(z). Sea
¢ : (a,c¢) — R una funcién tal que admite la descomposicién

[ ei(z) si z€(a,b),
(@) = { pa(z) si z € (be),

en donde a < b < ¢, y cada una de las funciones ¢i(z) : (a,b) — Ry
wa(x) : (b,c) — R es continua, estrictamente creciente o decreciente, y con in-
versa diferenciable. Entonces la variable aleatoria Y = ¢(X) toma valores dentro
del intervalo ¢(a, c), y tiene funcién de densidad

) = el i) dilyso#(y)«lm,b)(y)

T fxler' @) di‘lysof(yn A )
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Demostracion. La prueba es analoga al caso anterior, inicamente hay que hacer el
andlisis sobre cada uno de los intervalos de monotonia estricta. Para cualquier y en

R,
Fy(y) = PY <y)
= Pe(X) <)
= Pllp1(X) <y)N (X € (a,0))] + Pl(p2(X) <y) N (X € (b,0))].
Nos interesa el comportamiento de estas probabilidades como funciones de y, puesto

que calcularemos la derivada de ellas para encontrar fy (y). Por ejemplo, la primera
probabilidad, vista como funcién de y, es

y — Pl(p1(X) <y)Nn (X € (a,b))],

que permanece constante para y ¢ ¢1(a,b), de modo que, suponiendo por ejemplo
(p1 creciente,

TP <P (XE@b)] = ZPli(X) <9)0 (X € @) Louia )
= P <600 (X € @] L)
= P <X 20 0] Lagan )
= P 0) L

= Fxler' W) d%so;l(y) ) (4).

De manera analoga se procede respecto del segundo sumando, considerando también
el caso cuando se presenta la monotonia decreciente. De esta forma se obtiene la
férmula enunciada. O

Ejemplo. Sea X continua con funcién de densidad fx(x). Considere la transfor-
macién ¢(z) = 22, la cual es estrictamene decreciente en (—o0,0), y estrictamente
creciente en (0, 00).

p(r) ==
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Defina entonces las funciones monétonas o1 (x) = 22 sobre (1—00, ), v pa(z) = 22
L

sobre (0, 00). Entonces sus inversas son gol_l(y) = —\/Y,y v; (y) = /y. La variable
Y = X? tiene por lo tanto funcién de densidad

fx(—va) % (VD) 2—% Sy >0,

0 otro caso.

fy(y) =

5.2. Transformacion de un vector aleatorio

Suponga ahora que (X, Y) es un vector con funcién de densidad conocida, y ¢ es una
funcién tal que (U, V) = p(X,Y) es otro vector aleatorio. El problema es encontrar
la funcién de densidad del nuevo vector (U, V). Gréaficamente

(U7 V) = @(Xv Y)

Teorema de cambio de variable 3. Sea (X,Y’) un vector continuo con valores
en I C R?, y con funcién de densidad fx y(z,y). Sea p(z,y) : I — R? una funcién
continua con inversa ¢! (u,v) diferenciable. Entonces el vector (U, V) = ¢(X,Y)
toma valores en ¢(I) y tiene funcién de densidad

fxy (@ (u,v)) | (u,0)|  para (u,v) € (1),
fuv(u,v) = (5.1)
0 otro caso,

en donde )

Una prueba rigurosa de este teorema resulta ser un tanto elaborada, y por sim-
plicidad se omite. Sin embargo, puede usarse el siguiente argumento intuitivo para
encontrar la férmula enunciada. Sea

(U,V) = o(X,Y) = (¢1(X,Y), 0a2(X,Y))

con inversa

(X,Y) = HU,V) = (¢7 (U, V), 03 (U, V).
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Sea A el cuadrado de drea infinitesimal de esquinas con coordenadas (zx,y), (x +
dz,y), (z,y + dy) y (z + dx,y + dy). Bajo la transformacién ¢ las coordenadas de
las esquinas del cuadrado A se transforman en las siguientes coordenadas

(z,y) = (p1(z,y), p2(z,y)).

(iL’ + dx,y) = ((')01(3j + d$7y)7(102($ + d$7y))
= ((701(33,2/) + 8:8901 ($ay)d$7 P2 ($ay) + 8&2(702($)y)dx

(x,y+dy) — (e1(z,y+dy),e2(z,y + dy))
= (p1(x,y) + Oyp1(z,y)dy, p2(x,y) + Oyp2(z, y)dy.

(x+de,y+dy) — (p1(x+de,y+dy),p2(x+dz,y + dy))
= ((701 (1’, y) + 8:8901 ($a y)d$ + 83;901 ($a y)dyv
©a(,y) + Oup2(x, y)dx + Oyp2(z, y)dy).

Graficamente la transformacién de estos puntos se muestra a continuacién.

(1 + Oyp1, 2 + Oyp2)
duy b
y+dy L (¢1 + Owp1 + Oyep1,
A —_— P2 + g2 + Oyp2)
y ......
(@17@2)
: : (p1 + Ozp1, P2 + Ozp2)
T x+dz

Entonces P((X,Y) € A) = P((U,V) € p(A)). Por lo tanto
Fxy(x,y) dzdy = fuy(u,v) x “Area de p(A)”.

En donde
“Area de SD(A)” = ’896901 8y‘PQ - 896902 : ayﬁpl‘ dxdy
m902 yQDZ
= |J(z,y)|dxdy.
1
Ademas |J(z,y)| = T Por lo tanto
dxdy
fxy(z,y)dedy = fuy(u,v) :
| (u,v)|
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De esta ecuacién se obtiene

fU,V(u’ U) = fX,Y((pl_l(uv U)v ‘p;l(u’ U))|J(u’ U)|

Como ejemplo de aplicacién de la proposicién anterior, en las secciones siguientes
utilizaremos la férmula (5.1) para encontrar expresiones para la funcién de densidad
de la suma, diferencia, producto y cociente de dos variables aleatorias. Las férmulas
generales sobre transformaciones encontradas en estas dos primeras secciones se
resumen en la siguiente tabla.

Transformaciones

Y=oX) = fr)=ixe@'W) ;—yw’l(y)L
UV)=0(X,Y) = fov@o)=fryle(wv) 7o)
Oupr Oupr?

en donde J(u,v) = 6u<p51 avso;l

Distribucion de la suma

Fl siguiente resultado proporciona una férmula para la funcién de densidad de la
suma de dos variables aleatorias absolutamente continuas.

Proposicién. Sea (X,Y) un vector continuo con funcién de densidad conjunta
fxy(z,y). Entonces X +Y tiene funcién de densidad

fxqv(u) = /_OO fxy(u—v,v)dv. (5.2)

Demostracion. Sea ¢ : R? — R? la transformacién o(z,y) = (z +¥,), con inversa
¢ 1 (u,v) = (u — v,v). El Jacobiano de la transformacién inversa es

| duert Bt
J(U,’U) - 3u902_1 81)%02—1

_‘1—1

0 1 ‘:1'

Por la férmula (5.1), fxiv,y(u,v) = fx,y(u — v,v). Integrando respecto a v se ob-
tiene (5.2). O
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Observe que haciendo el cambio de variable z(v) = u — v en (5.2) se obtiene la
expresion equivalente

fx+y(u / fxy(z,u—2)dz (5.3)

En particular, cuando X y Y son independientes, la férmula (5.2) se reduce a

fxav(u / fx (= v) iy (v) do (5.4)

Se puede demostrar la proposicién anterior mediante el procedimiento usual de en-
contrar primero la funcién de distribucién de X +Y y después derivar para encontrar
la funcién de densidad. Por definicién,

Fx+y(u) = X—I—Y<u)
- // fxy (e, y) dy de
z,y) | +y<u }

- /_oo /_;fo,Y(x,y)dydx.

La regién de integracion es la siguiente:

X

Derivando respecto a u se obtiene

fx+y(u / Ixy(x,u—z)d,

que corresponde a la expresion (5.3) equivalente a (5.2).
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Convolucion

Definicién (Convolucién). La convolucién de dos funciones de densidad conti-
nuas f1 y fo, es una funcién de densidad denotada por f; * fo, y definida como
sigue

(fy* f2)(@) = / " e — )@y

Mas generalmente, la convolucién de dos funciones de distribuciéon F; y Fb es la
funcién de distribucion

o0

(F1 * Fy)(z) = / Fi(x — y)dFs(y).

—00

En consecuencia, si X y Y son dos variables aleatorias continuas independientes
con correspondientes funciones de densidad fi(z) y f2(x), entonces la funcién de
densidad de X + Y es la convolucién (f; * f2)(x). Observe que hemos denotado la
convolucién por el mismo simbolo, primero cuando los argumentos son funciones de
densidad y en el otro cuando son funciones de distribucién. Para el caso de funciones
de distribucion absolutamente continuas, se tiene la relacion

(R B)(@) = (% ) (o).

En el caso cuando X y Y son discretas, independientes y con valores enteros, en-
tonces es sencillo verificar que la funcién de probabilidad de X + Y es, en completa
analogia con (5.4),

Fxpy(u) =" fx(u— k) fy (k).
p

Distribucion de la diferencia

Se encontrard ahora una férmula para la funcién de densidad de la diferencia de dos
variables aleatorias.

Proposicién. Sea (X,Y) un vector absolutamente continuo con funcién de den-
sidad fxy(z,y). Entonces X —Y tiene funcién de densidad

feovtw) = [ fxr(u+ o) d (5.5)
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Demostracién. Procedemos como en la seccién anterior. Sea ¢ : R? — R? la trans-
formacién ¢(x,y) = (z —y,y) con inversa ¢~ !(u,v) = (u+ v,v). El Jacobiano de la
transformacién inversa es

] ettt Buprt
J(u’v)_‘ Oupy ' Oupy !

11
- ' bl ‘ 1
Por la férmula (5.1), fx_v,y(u,v) = fx,y(u+ v,v). Integrando respecto a v se ob-

tiene (5.5). O

Con el cambio de variable z(v) = u 4 v en (5.5) se obtiene la expresién equivalente
o0
fxy(u) = / Fxy (e — u)de. (5.6)
—00
Cuando X y Y son independientes la férmula (5.5) se reduce a

fx—v(u) = /_00 fx(u+v)fy(v)dv.

En el caso discreto cuando X y Y son independientes con valores enteros, la variable
X — Y también toma valores enteros, y tiene funcién de probabilidad

Fxy (W) = fx(u+k)fy (k).
k

Nuevamente se puede demostrar la proposicién anterior mediante el procedimien-
to usual de encontrar primero la funcién de distribucién y después derivar para
encontrar la funciéon de densidad. Por definicién,

FX_y(u) = P(X -Y < u)
= / / fxy(z,y)dydx
{ @y | z—y<u }

= / fxy(z,y)dydz.

oo JIT—U

La regién de integracion es la siguiente:
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Derivando respecto a u se obtiene (5.6) equivalente a (5.5). A partir de la férmula
para la suma de dos variables aleatorias se puede construir una tercera demostracién
de (5.5). Por la férmula para la suma,

fx—v(u) = fxiv)(u) = / fx—y(u—v,v)dv.
Haciendo el cambio de variable x = —wv, se obtiene
fX_y(u) = / fX7_y(u + x, —x) dx

— [ it

Distribucién del producto

Ahora se encontrara una féormula para la funcién de densidad del producto de dos
variables aleatorias absolutamente continuas.

Proposicién. Sea (X,Y) un vector continuo con funcién de densidad conjunta
fxy(z,y). Entonces XY tiene funcién de densidad

v = [ frxtufo.) H o (5.7

v

Demostracion. Se usa nuevamente la férmula (5.1). Sea ¢ : R? — R? la transforma-
cién p(z,y) = (xy,y) cuya inversa es, para v # 0, o~ (u,v) = (u/v,v). El Jacobiano
de la transformacién inversa es

1

-1 -1
J(U,U) _ 8u901 8Ugal ,U‘

T | Oupyt Ouipyt

v ufo?
10 1

Por la férmula (5.1), para v # 0, fxyy(u,v) = fxy(u/v,v) |1/v|. Integrando res-
pecto a v se obtiene (5.7). O

Haciendo z(v) = u/v en (5.7) se obtiene la expresién equivalente

Froy (1) = /_ I |§|dm. (5.8)

Cuando X y Y son independientes la férmula (5.7) se reduce a

fxy(u) = /_OO fx(u/v) fy(v) \%]dv.
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Usaremos el procedimiento usual de encontrar primero la funcién de distribucién de
XY y después derivar para encontrar la funcién de densidad. Por definicién,

Fxy(u) = P(XY <u)
= / / Ixy(z,y)dydx
{(z,y) :zy<u}

0 00 oo pu/x
= / fxy(z,y) dyde + / / fxy(z,y)dydz.
_ 0 —00

oo Ju/x

La regién de integracion para u > 0 es la siguiente:

Derivando respecto a u,
0 [e%)
Fxy(u) = / ey (@, u/a)(—1/) dydz + /0 oy (@, u/z)(1/z) dyds.
_ /OO Fy (@ u/o)|1/2] dz,

que corresponde a (5.8), equivalente a (5.7).

Distribucion del cociente

Finalmente se encontrara una férmula para el cociente de dos variables aleatorias
absolutamente continuas.

Proposicién. Sea (X,Y) un vector continuo con funcién de densidad conjunta
fxyv(z,y) y tal que Y # 0. Entonces X/Y tiene funcién de densidad

fevw = [ " Pl o @ (5.9)
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Demostracién. Procederemos como en las secciones anteriores. Sea ¢ : R? — R? la
transformacion ¢(z,y) = (z/y,y) para y # 0, y con inversa ¢~ !(u,v) = (uv,v). El
Jacobiano de la transformacién inversa es

= .

U
1

_ | duprt duer! v
J(u,v) - ‘ 8uQ02_1 81)%02—1 0

Por la formula (5.1), fx v,y (u,v) = fxy(uv,v)[v], de donde se obtiene (5.9). [

Haciendo z(v) = uv en (5.9) se obtiene la expresién equivalente

fx/y(U)==L/fo!ﬁxyfx,x/ﬂJlx/ug|d$- (5.10)

Observe nuevamente que cuando X y Y son independientes el integrando en la
férmula (5.9) se escribe como el producto de las densidades marginales.

Ahora usaremos el procedimiento usual de encontrar primero la funcién de distri-
bucién y después derivar para encontrar la funcién de densidad.

Fxy(u) = P(X/Y <u)

= // Ifxy(x,y)dedy
{(xy):x/y<u}

0 00 00 uy
= [ [ totemdeays [ [ pevwpdedy.
— 0 —00

oo Juy

La regién de integracion para u > 0 es la siguiente:

Derivando respecto a u,

0 00
fxpy(u) = — /_ Ixy(uy,y)ydy + /0 fxy(uy,y)ydy

= / Ixy(uwy, y)lyl dy.
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A partir de la formula para el producto de dos variables aleatorias se puede construir
una tercera demostracién de (5.9) de la forma siguiente.

Ixy(w) = fx.q/v)(u) = /_oo Ix1v(u/v,v)

1
—‘ dv.
v
Haciendo el cambio de variable z = 1/v se obtiene
oy = [ fxarlun 1/l do
— [ rev(us ol d

Las férmulas encontradas se resumen en la siguiente tabla.

Foérmulas para la suma, diferencia, producto y cociente
de dos variables aleatorias absolutamente continuas

fxyy(u) = /00 Ixy(u—v,v)dv

— 00

fx—y(u) = /_OO fxy(u+v,v)dv

fxy(u) = /_Z fxy(u/v,v) ‘1‘ dv

v

el = / Fxy(uv, ) [o] do

5.3. Ejercicios

Transformacion de una v.a.

388. Sea X con distribucién unif(0,1) y sea A > 0. Demuestre que la variable
aleatoria Y = —(In X))/ tiene distribucién exp(A).

389. Sea X con distribucién exp(A). Encuentre la funcién de densidad y de distri-
bucién de Y =1 — exp(—AX).

390. Encuentre la distribucién de Y = 1/X cuando X tiene distribucién
a) unif(0,1).
b) exp(A).
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391.

392.

393.

394.
395.

396.

397.

398.

399.

400.

Sea X continua con funcién de densidad fx(z). Demuestre que

fix|(z) = { gx(_$) + fx(z) siz>0,

otro caso.

Sea X con distribucién uniforme en el intervalo (0,27). Encuentre la funcién
de densidad de

a) Y =sen(X).

b) Y = cos(X).
Encuentre la distribuciéon de Y = X" para cada n en IN, cuando X tiene
distribucién

a) unif(0,1).

b) unif(—1,1).

c) exp(A).
Sea X con distribucién unif(—1,1). Encuentre la funcién de densidad de X2.

Sea X absolutamente continua con funcién de distribucién F(z). Demuestre
que Y = F(X) tiene distribucién unif|0, 1].

Encuentre la funcién de densidad de Y = 1/X cuando X tiene funcién de
densidad

1/2 si 0<z <1,
fx(@) =14 1/(22%) si z>1,
0 otro caso.

Sea X con distribucién unif(a,b). Encuentre la distribucién de la variable
aleatoria Y = X/(b — X).

Transformaciéon de un vector aleatorio

Sean X y Y independientes ambas con distribucién unif(0,1). Encuentre la
funcién de densidad del vector

a) (X, X+Y).
b) (X +Y,X —Y).

Sean X y Y independientes ambas con distribucién unif(—1,1). Encuentre la
funcién de densidad del vector

a) (X+Y,X-Y).
b) Y — X|.
) (X -Y,Y — X).

Sea (X,Y) un vector con distribucién uniforme en el circulo unitario {(z,y) :
22 4+ y? < 1}. Encuentre la funcién de densidad del vector

(R,0) = (VX2 +Y? arctan(Y/X)).
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401.

402.

403.

404.

405.

406.

Distribucion de la suma

Encuentre la funcién de densidad de la suma de dos variables aleatorias cuya
funcién de densidad conjunta es

1
=—, para 0<zx<a, 0<y<b.

) fla,y) = —,
b) f(z,y) =e*7Y, para z,y > 0.
c) f(z,y)=e7Y, para 0 <z <y.
d) fxy(z,y) =8zy, para 0 <z <y < 1.
e) fxy(x,y) =4z(1l —y), para 0 <z,y <.

Encuentre la funcion de densidad de la suma de dos variables aleatorias inde-
pendientes cada una de ellas con distribucién

a) unif(0,1).

b) exp(N).
Encuentre la funcién de densidad de la suma de dos variables aleatorias inde-
pendientes cada una de ellas con funciéon de densidad

a) f(x) =2z, para0 <z < 1.

b) f(x) =62(1 —x), para0 <z < 1.

¢) f(x)=(1+=x)/2, para —1 <z < 1.

Encuentre la funcion de densidad de la suma de dos variables aleatorias inde-
pendientes X y Y, tales que

a) X ~unif(—1,0) y Y ~ unif(0, 1).
b) X ~ unif(0,1) y Y ~ exp(\).

Sea (X,Y,Z) un vector absolutamente continuo. Demuestre que X +Y + Z
tiene funcion de densidad

fxiviz(u) = / / Ixy,z(u—y—zy,z2)dydz.

Aplique esta férmula para encontrar la funcién de densidad de la suma de tres
variables aleatorias independientes, en donde cada sumando tiene distribucién
unif(0, 1).

Sea (Xq,...,X,) un vector aleatorio absolutamente continuo. Demuestre que
X1+ -+ X, tiene funcién de densidad

f(u):/ / Ixi, o xn(W—v2— - —p,U2,...,0) dvg - - - dUp,.

Aplique esta férmula para encontrar la funciéon de densidad de la suma de n
variables aleatorias independientes, en donde cada sumando tiene distribucién
unif(0, 1).
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407. Encuentre la funcién de densidad de la suma de dos variables aleatorias con
distribucién conjunta uniforme en el cuadrado (—1,1) x (—1,1).

408. Encuentre la funcién de densidad de la suma de tres variables aleatorias con
distribucién conjunta uniforme en el cubo (—1,1) x (—1,1) x (—1,1).

409. Encuentre la funcién de densidad de la suma de n variables aleatorias con
distribucién conjunta uniforme en el hipercubo

(=1,1) x--- x (=1,1).

n

410. Demuestre que la suma de dos variables aleatorias independientes, cada una
de ellas con distribucién normal, tiene nuevamente distribuciéon normal, con
media la suma de las medias, y varianza la suma de las varianzas.

411. Sean Xi,..., X, independientes en donde X}, tiene distribucién N (g, a,%) para
k=1,...,n. Sean ¢q,...,c, constantes dadas, no todas cero. Demuestre que

n n n
Z kX ~ N(Z Ch ks Z o).
k=1 k=1 k=1

412. Sean X1,..., X, independientes y con idéntica distribucién N(u, o?). Demues-
tre que el promedio (X + --- 4+ X,,)/n tiene distribucién N(u,o?/n).

413. Demuestre que la suma de dos variables aleatorias independientes, cada una de
ellas con distribucién exp(\), tiene distribucién gama(2, ). Mas generalmente,
demuestre que la suma de n variables aleatorias independientes, cada una de
ellas con distribucién exp(\), tiene distribucién gama(n, \).

414. Demuestre que la suma de dos variables aleatorias independientes con distri-

bucién gama(n, ) y gama(m, ), tiene distribucién gama(n + m, \).

Distribucion de la diferencia

415. Sea (X, Y, Z) un vector absolutamente continuo con funcién de densidad fxy z(x,y, 2).
Demuestre que X — Y — Z tiene funcién de densidad

fx—y—z(u) =/ / Ixyz(u+y+ 2y, 2)dydz.

Aplique esta formula para encontrar la funcion de X — Y — Z, cuando esta
variables son independientes y cada una de ellas tiene distribucién unif(0, 1).

416. Encuentre la funcién de densidad de X —Y', para (X,Y’) un vector con funcién
de densidad conjunta

1
a) f(a:,y):%, para 0<z <a, 0 <y<bh.

b) f(x,y) =e *7Y, para z,y > 0.
¢) f(z,y)=e7Y, para 0 <z <y.
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417.

418.

419.

420.

421.

422.

423.

d) fxy(xz,y) =8zy, para 0 <z <y<1.

6) fX,Y(x>y) = 433(1 - y)v para 0< T,y < 1.
Encuentre la funcién de densidad de X — Y, cuando X y Y son independientes
y ambas con distribucién

a) unif(0,1).

b) exp(N).
Encuentre la funciéon de densidad de X — Y, cuando X y Y son independientes
y ambas con funcién de densidad

a) f(x) =2z, para0 <z < 1.

b) f(x) =62(1 —x), para0 <z < 1.

¢) f(x)=(1+=x)/2, para —1 <z < 1.
Encuentre la funciéon de densidad de X — Y, cuando X y Y son independientes
y tales que

a) X ~unif(0,1) y Y ~ unif(1, 2).

b) X ~unif(0,1) y Y ~ exp(A).
Demuestre que la diferencia entre dos variables aleatorias independientes am-

bas con distribucién uniforme en el intervalo (a — 1/2,a 4+ 1/2) tiene funcién

de densidad
I—|ul si —1l<u<l,

flu) = { 0 otro caso.

Demuestre que la diferencia de dos variables aleatorias independientes, cada
una de ellas con distribucién normal, tiene nuevamente distribucién normal,
con media la diferencia de las medias, y varianza la suma de las varianzas.

Distribucion del producto

Encuentre la funciéon de densidad del producto de dos variables aleatorias
independientes ambas con distribucién

a) unif(0, 1).
b) exp(A).
c) N(0,1).

Encuentre la funcién de densidad del producto de dos variables aleatorias cuya
funcion de densidad conjunta es

1
a) f(a:,y):%, para 0<z <a, O0<y<bh.
b) f(l'vy) =e " y7 para x,y>0
¢) f(z,y)=e7Y, para 0 <z <y.
)
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424.

425.

426.

427.

428.

429.

430.

431.

6) fX,Y(xay) = 433(1 - y)v para 0< T,y < 1.

Encuentre la funciéon de densidad del producto de dos variables aleatorias
independientes cada una de ellas con funcién de densidad

a) f(xr) =2z, para0 <z < 1.

b) f(x) =62(1 —x), para0 <z < 1.

¢) flx)=(1+2z)/2, para—1 <z <1.
Encuentre la funciéon de densidad del producto de dos variables aleatorias
independientes X y Y, tales que

a) X ~unif(—1,0) y Y ~ unif(0, 1).

b) X ~unif(0,1) y Y ~ exp(\).

Distribucion del cociente

Encuentre la funcién de densidad de X/Y para (X,Y) un vector con funcién
de densidad

a) f(a:,y)z% para O0<z <a, 0<y<b.
b) f(z,y) =e*7Y, para z,y > 0.

¢) f(x,y)=e7Y, para 0 <z <y.

d) f(z,y) =8zxy, para 0 <z <y <1l

e) f(x,y) =4z(1 —y), para 0 <z,y < 1.
f) flz,y) =2e7"7Y, para 0 <z <y.

Encuentre la funcién de densidad de X/Y cuando X y Y son independientes
y ambas con distribucién

a) exp(A).

b) unif(0,1).
Encuentre la funcién de densidad de X/Y cuando X y Y son independientes
y ambas con densidad

a) f(x) =2z, para0 <z < 1.

b) f(x) =6z(1 —x), para0 <z < 1.

¢) flx)=(1+2z)/2, para—1 <z <1.
Encuentre la funcién de densidad de X/Y cuando X y Y son independientes
y tales que

a) X ~unif(-1,1) y Y ~ unif(0, 1).

b) X ~unif(0,1) y Y ~ exp(]).

Sean X y Y independientes con distribucién exp(A). Encuentre la funcién de
densidad de X/(X +Y).

Sean X y Y independientes ambas con distribucién normal estandar. Demues-
tre que la variable aleatoria X/Y tiene distribucién Cauchy.
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Capitulo 6

Distribuciones muestrales y
estadisticas de orden

Se estudian ahora algunas distribuciones de probabilidad que surgen en la estadistica
y otras areas de aplicacién de la probabilidad.

Definicién (Muestra aleatoria). Una muestra aleatoria es una coleccién de va-
riables aleatorias X7, ..., X,, que cumplen la condicién de ser independientes y de
tener cada una de ellas la misma distribucién de probabilidad. Al namero n se le
llama tamano de la muestra aleatoria.

A menudo se escribe m.a. para abreviar el término muestra aleatoria, y se usan las
siglas v.a.i.i.d. para denotar el término variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas. Por lo tanto, una m.a. es una coleccién de v.a.i.i.d.

Definicién (Estadistica). Una estadistica es una variable aleatoria de la forma:
9(X1,...,X,), en donde X;,..., X, es una muestra aleatoria, y g : R® — R es
una funcién Borel medible.

Ejemplo (Media y varianza muestral). La media muestral es una estadistica
denotada por X y definida como sigue

X =

S|

n
ZXi.
=1

Observe que X es una combinacién lineal de los elementos de la m.a. y por lo tanto
es una v.a. Otro ejemplo importante de estadistica es la varianza muestral, denotada
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por S? y definida como sigue

sr— 1 (X - X)%

n—1+4
i=1

Observe que en el denominador aparece el numero de sumandos menos uno. o

La media y la varianza muestrales tienen la caracteristica de ser estimadores insesga-
dos para la media y la varianza, respectivamente, de una distribucién cualquiera. En
particular, cuando la muestra aleatoria proviene de una distribuciéon normal, resulta
que la media y la varianza muestrales son variables aleatorias independientes. Utili-
zaremos este interesante e inesperado resultado mas adelante, y cuya demostracién
puede encontrarse en [17].

Proposicién. Sea X1,...,X,, una m.a. de la distribucién N(u,o?). Entonces las
estadisticas X y S? son independientes.

Este resultado no es valido para cualquier distribucién de probabilidad, por ejemplo,
no es dificil verificar esta afirmaciéon para una muestra aleatoria de la distribucién
Bernoulli. En la siguiente seccion se estudian algunas distribuciones de probabilidad
estrechamente relacionadas con la media y la varianza muestral.

6.1. Distribuciones muestrales

Se estudian a continuacién algunas distribuciones de probabilidad que surgen en la
estadistica al considerar funciones de una muestra aleatoria.

Distribucién ji-cuadrada

La variable aleatoria continua X tiene una distribucién ji-cuadrada con n > 0 grados
de libertad, si su funcién de densidad es

1 <1>n/2 /21 —x/2
= A six >0,

0 six <0.

La grafica de esta funcién es

162



Funcién de densidad x?(n).

En este caso se escribe X ~ x%(n), y puede demostrarse que E(X) = n, y Var(X) =
2n. Observe que la distribucién x?(n) con n = 2 se reduce a la distribucién exp(\)
con A = 1/2. La distribucién ji-cuadrada puede encontrarse como indican los si-
guientes resultados.

Proposicién. Si X ~ N(0, 1), entonces X2 ~ x2(1).

Demostracion. Para x > 0,

1 1

NG
1

NG
Ll
Vor.  Vm

_ 1 1 12 p1/2-1 /2

r(1/2) \2 ‘

Esta expresién corresponde a la funcién de densidad de la distribucién x2(1). O

fx2(z) = fx(Vr)s7—=
= fx(Va)—=

La suma de dos o mas variables aleatorias independientes con distribucion ji-cuadrada
es nuevamente una variable aleatoria ji-cuadrada, y sus grados de libertad son la
suma de los grados de libertad de cada uno de los sumandos. Este es el contenido
de la siguiente proposicién.
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Proposicion. Sean X, ..., X, independientes tales que cada X; tiene distribu-
cion x%(n;), para i = 1,..., m. Entonces

m
37 I
i=1

Demostracion. Es suficiente demostrar el resultado para el caso de dos variables
aleatorias. Sean X y Y independientes con distribucién ji-cuadrada con grados de
libertad n y m, respectivamente. Este ligero cambio en la notacién evitara el uso de
subindices. Por la férmula (5.2), para u > 0,

frov(w) = /0 " fx(u - 0) fy (o) dv

u n/2
- [ mm(a) oot
0

1 1 /2 Um/2—1e—v/2 dv
T(m/2) \ 2

B 1 1 (n+m)/2 w2
~ T(m/2)0(m/2) <5> ‘

/ (u - v)n/2—lvm/2—1 dv.
0

Haciendo el cambio de variable w(v) = v/u en la integral se obtiene

1 1 (n+m)/2
fX-i—Y(u) < > e—u/2u(n+m)/2—1

L(n/2)T(m/2) \ 2

1
/ (1 - w)n/2—1wm/2—1 duw.
0

La integral resultante es B(n/2,m/2). Entonces

_ B(n/2,m/2) (1\"t™P2 —w/2, (nfm)/2—1
Do) = w6 ) 2 ©
(nt+m)/2
= ; 1 e—u/2u(n+m)/2—l‘
I'((n+m)/2) \ 2
Esta tltima expresion es la funcién de densidad de la distribucién x?(n +m). O

El resultado anterior puede demostrarse de una manera mas simple y elegante usan-
do la funcion generadora de momentos o la funcién caracteristica, presentadas en el
siguiente capitulo.
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Proposicién. Sean X1, ..., X, independientes con distribucién N(u, 02). Entonces
n

L 2
ZLZ 2M) ~ x*(n).

(o
i=1

Demostracion. Esto es una consecuencia sencilla de las dos proposiciones anteriores.

Como cada X; tiene distribucién N(u,o?), para i = 1,...,n, entonces (X; — u)/o
tiene distribucién N(0, 1). Por lo tanto,

X; —p)?

( 202 ) ~ X2(1)-

En consecuencia

O

Ahora se enuncia una proposicién cuya demostracién se pospone hasta que se cuente
con la poderosa herramienta de las funciones generadoras de momentos. Este es el
contenido del Ejercicio 538 en la pagina 217.

Proposicién. Sean X y Y independientes tales que X tiene distribucién x2(n), y

X +Y tiene distribucién x?(m). Suponga m > n. Entonces Y tiene distribucién
2

x“(m —n).

Con ayuda de esta proposiciéon se demuestra ahora el siguiente resultado de parti-
cular importancia en estadistica.

Proposicién. Sean X, ..., X, independientes con distribucién N(u, 02). Entonces
n—1
5% ~ x%(n —1).
= X (n—1)
Demostracion.
n n B B
Y Xi—p? = DX - X)+ (X —p)?
i=1 i=1
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Diviendo entre o~,

St (GE)

El término del lado izquierdo tiene distribucién y?(n) mientras que el segundo su-
mando del lado derecho tiene distribucién y?(1). Por la proposicién anterior, y re-
cordando que X y S? son independientes, se concluye que el primer sumando del
lado derecho tiene distribucién x?(n — 1). (]

Distribucion t

La variable aleatoria continua X tiene una distribucién ¢ de Student con n > 0
grados de libertad si su funcién de densidad estd dada por
r 1)/2
f(z) = Ln+1)/2) (14 22/n)~ D2 para — oo <z < o0,

Vnm L(n/2)

cuya grafica es:

—4 -3 -2 -1

Funcién de densidad t(n).

En este caso se escribe X ~ t(n). Esta distribucién aparecié por primera vez en
1908 en un trabajo publicado por William Gosset bajo el el seudénimo de Student.
Se puede demostrar que E(X) =0, y Var(X) = n/(n — 2), para n > 2. La primera
igualdad establece que la distribucién t(n) se encuentra siempre centrada en cero
para cualquier valor del pardmetro n. Se muestran a continuacién algunas formas
en las que surge esta distribucién.
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Proposicién. Sean X ~ N(0,1) y Y ~ x?(n) independientes. Entonces
X

VY/n

~ t(n).

Demostracion. Por independencia, la funcién de densidad conjunta de X y Y es,
para y > 0,

ey = e L (LY
XY NGz I'(n/2) \ 2 '

Se aplica la férmula (5.1) para la transformacion

p(z,y) = (z,2/\/y/n),

con inversa ¢~ 1(s,t) = (s,ns%/t?). El Jacobiano de la transformacién inversa es

Ox/ds 0Ox/0t ‘ B 1 0

_ 2 /43
E?y/i?s 8y/8t 2sn/t2 —2ns2/t3 = —2ns /t .

J(s,t) =

Por lo tanto
fsr(s,t) = fX(s)fy(ns2/t2) . 2n32/t3

2 “1.n—
_ 1 6_52/2 . 1 1 n/ nn/2 lsn 2 e—n52/2t2 ' 2n82/t3.
V21 I'(n/2) \2 tn—2
Integrando respecto a s,
1 nn/2 00 _2(lpn
T = 7 iyt /0 ore” 8 o

Ahora efectuamos el cambio de variable r(s) = s2 (% + %;), de donde obtenemos
dr = 2s (% + %) ds, y entonces

1 nn/2 ()
fr(t) = [ ar
V2m on/2-17(nj2)tn+12 (4 4 %)( /2 J,
I'((n+1)/2) 1
vnrL(n/2) (1+t2/n)m+1)/2’

correspondiente a la funcién de densidad de la distribucion t(n). (]

El siguiente resultado es de importancia en estadistica para efectuar estimaciones
del pardmetro g de una poblacién normal cuando la varianza o2 es desconocida.

Proposicién. Sea Xi,..., X, una m.a. de una distribucién N(u, o). Entonces
X —p
S/\/n

~t(n—1).
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Demostracion. Use la proposicién anterior aplicada a las variables aleatorias inde-
pendientes

Distribucion F

La variable aleatoria continua X tiene una distribucién F de Snedecor con parame-
tros m > 0y m > 0 si su funcién de densidad es

nm+mvm<gwam4<ykg@*”“” siz>0,

fz) = I'(n/2) T(m/2) \m

0 siz <0.

Se escribe X ~ F(n,m). En la siguiente figura se muestra el comportamiento de
esta funcion de densidad.

f(z)
3/4 — "4
m = 100
n=1
=5
f f f f x
1 2 3 4
Funcién de densidad F(n,m).
Puede demostrarse que
m
EX) = —— > 2
(X) = " pwam>2,
2m? —2
y Var(X) = m7(m +n —2) para m > 4.

n(m —2)2(m — 4)
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Los siguientes resultados indican la forma de obtener esta distribucion.

Proposicién. Sean X ~ x?(n) y Y ~ x%(m) independientes. Entonces

X/n

Y/m ~ F(n,m).

Este resultado se obtiene directamente de la aplicacién de la férmula para la funcién
de densidad del cociente de dos variables aleatorias. Los detalles se dejan como
ejercicio.

Proposicién. Si X ~ t(m), entonces X2 ~ F(1,m).

Para demostrar este resultado aplique la férmula general para la densidad de X2,
es decir, para x > 0,

freo () = mm% + m—mﬁ.

6.2. Estadisticas de orden

Dada una muestra aleatoria X1,..., X,,, podemos evaluar cada una de estas varia-
bles en un punto muestral w cualquiera y obtener una coleccién de ntimeros reales
X1(w), ..., Xy (w). Estos nimeros pueden ser ordenados de menor a mayor incluyen-
do repeticiones. Si X(;)(w) denota el i-ésimo niimero ordenado, tenemos entonces la
coleccién no decreciente de nimeros reales

Xapyw) <+ < Xpy(W).

Ahora hacemos variar el argumento w y lo que se obtiene son las asi llamadas
estadisticas de orden. Este proceso de ordenamiento resulta ser de importancia en
algunas aplicaciones. Tenemos entonces la siguiente definicién.
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Definicién (Estadisticas de orden). Sea Xi,...,X,, una muestra aleatoria. A
las variables aleatorias ordenadas

X = min {X1,..., X},
min  {X1,..., Xo} \ {X)},
X = min {Xi,..., X} \ {Xq), X2}

by

)

©
[

X(n) = max {Xl,...,Xn},

se les conoce con el nombre de estadisticas de orden. A X(y se le llama primera
estadistica de orden, a X(y) se le llama segunda estadistica de orden, etc. A X;
se le llama i-ésima estadistica de orden, i =1,...,n.

Observe que, aunque los elementos de la muestra aleatoria son variables aleatorias
independientes, las estadisticas de orden no lo son, pues deben mantener la relacién
Xy < Xg) <+ < X(p). Observe ademas que la i-ésima estadistica de orden X(;
no necesariamente es igual a alguna variable de la muestra aleatoria en particular,
sino que, en general, es una funcién de todas las variables de la muestra aleatoria.
Nuestro objetivo en esta seccidon es encontrar algunas férmulas relacionadas con
las distribuciones de probabilidad de las estadisticas de orden, cuando se conoce la
distribucién de cada variable de la muestra aleatoria.

Distribuciones individuales

Comenzamos encontrando la distribucién de la primera y de la ultima estadistica
de orden de manera individual.

Proposicion. Sea Xi,..., X,, una m.a. de una distribucién continua con funcién
de densidad f(z), y funcién de distribucién F(z). Entonces

L. fxo, (@) = nf(@) [L - F@)]".

2. fX(n) (z) =nf(z) [F(x)]n_l

Demostracion. Para verificar la primera férmula se calcula primero la funcién de
distribucién
FX(l)(x) = P(X(l) < z)
P(min{X;,...,X,} <z
= 1—P(min{Xy,...,X,} >x)
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= 1-P(X;>2,..., X, > 1)
1—[P(X;>a2)]"
1-[1— F(z)]".
Entonces fx,,(z) = nf(z)[1 - F(z) "1 Para demostrar la segunda férmula se
procede de manera analoga,

Fx., () = P(Xq) <)

P(maX{Xl,.. Xn} <)

P(X, , X <)

[P (X1 < ﬂf)]
[F()]" .
Por lo tanto fx,, (z) = nf(x) [F(z)]" O

Ahora se presenta el resultado general de la funcién de densidad de la i-ésima es-
tadistica de orden.

Proposicion. Sea Xi,..., X,, una m.a. de una distribucién continua con funcién
de densidad f(x), y funcién de distribucién F'(z). Entonces la funcién de densidad
de la i-ésima estadistica de orden es

n

fro@ = ( 1 )if@IFEI - PP,

Demostracion. Sea Y; la variable aleatoria dada por

3 1 siX<ua,
Yi = Lcooa)(Xi) = { 0 siX; >z,
en donde Xj; es el i-ésimo elemento de la muestra aleatoria. Las variables Y7,...,Y,

son independientes y cada una de ellas puede considerarse un ensayo Bernoulli con
probabilidad de éxito, es decir tomar el valor 1, igual a P(X; < x) = F(z). Entonces
la suma Y7 + - -- 4+ Y,, corresponde al niimero de v.a.s X; que cumplen la condicién
X; < z,y por lo tanto esta suma tiene distribucién bin(n, p), con p = F(x). Entonces

FX(Z.)(:E) = P(X(Z)SJE)

n

+
= (%) warn - For.

j=i
Derivando y después simplificando,

n

frg@ = % ( n ) F@F@P L~ F@ (- Fa) — (n— )F()

— \ j
j=t
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O

Observe que la férmula recién demostrada se reduce a las encontradas antes, cuando
el indice ¢ toma los valores 1 y n.

A continuacién se presenta un argumento corto e intuitivo que nos lleva al mismo
resultado. Sea h > 0 arbitrario, y considere los siguientes tres intervalos ajenos
(—o0,z], (z,z+h]y (z+ h,o0).

La probabilidad de que 7 — 1 variables de la muestra tomen un valor en el intervalo
(—o0, ], una de ellas en (z,2 + h], y el resto n —i en (z + h,00) es, de acuerdo a la
distribucién multinomial,

i F@ T @ ) — @l - P+ b,

Esta probabilidad es, aproximadamente, fX(l.) (z)h. Dividiendo entre h, y después
haciendo h tender a cero se obtiene nuevamente

n

fro@ = (1 )if@IFE@I 0 - o,

Definicién (Rango). Sea Xi,...,X,, una muestra aleatoria. A la variable alea-
toria R = X(,) — X(1) se le conoce como el rango de la muestra.

El siguiente resultado provee de una férmula para la funcién de densidad de esta
variable.
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Proposicion. Sea Xi,..., X,, una m.a. de una distribucién continua con funcién
de densidad f(z), y funcién de distribucién F(z). Entonces para r > 0,

far) =n(n=1) [~ fE)0+OFC+0) - FOI" 2 do

Demostracion. Para x <y,

FX(U,X(”) (:E?y) = P(X(l) é xyX(n) S y)
= P(Xu) <y)—P(Xu) <y, Xa) > 1)
= [Fy|"-Plre<Xi<y,...,.z < X, <y)
= [F|" - [F(y) — F(x)]"

Por lo tanto, fx,,, x,,(@:4) = n(n — (@) f@F(y) — F@)]"2, paran > 2.
Ahora se usa la férmula

fy—x(u) = /_OO fxy(,u+v)dv

equivalente a (5.5) para la diferencia de dos variables aleatorias. Entonces para r > 0,

Py, ) =00 =1) [~ J) 4 0IF(r+0) ~ F)" 2 do,

Distribuciones conjuntas

Se presentan a continuacién dos resultados acerca de la distribucién conjunta de las
estadisticas de orden. Kl primer resultado trata acerca de la distribucién conjunta
de todas ellas, y después se considera la distribucién conjunta de cualesquiera dos.

Proposicion. Sea Xi,..., X,, una m.a. de una distribucién continua con funcién
de densidad f(x). Entonces

nlf(xy) - flan) sizg < < xp,

fX(l),...,X(n) (xla © 0o 7:1:71) =
0 en otro caso.

Demostracion. Se considera la funcién de distribucion conjunta de todas las estadisti-
cas de orden, y después se deriva n veces para encontrar la funciéon de densidad. Para
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1 < Tog < - < Ty,
FX(l),...,X(n) ($17 cee axn) = P(X(l) < ﬂj‘l,X(g) < T2, aX(n) < xn)
Como (X(9) < x2) = (21 < X(9) < 72) U (X(2) < 71), se obtiene la expresién

Fx gy Xy (@15 20) = P(X) S@1,21 < X(g) S @250, Xy < )
+ PX(l) < l‘l,X(Q) <zy,... ’X(n) < gjn)

Observe que el segundo sumando no depende de x9, asi es que al tomar la derivada
respecto de esta variable, este término desaparece. De manera analoga procedemos
con los eventos (X(3) < x3) hasta (X(,,) < x,). Al final se obtiene

FXysenX gy (@15 20)
o
— mP(X@) <z1,71 < X(g) <Toy oo, Tp_1 < X(n) < xn)

Como ahora los intervalos involucrados son disjuntos, la distribucién multinomial
asegura que

P(Xqy < 21,01 < Xg) S22y, 201 < Xy < )
=n! P(Xl <z,21 < Xo<Zo,...,xp_1 < Xy an)
= nl F(z1)[F(22) — F(z1)] - [F(zn) = F(@n-1)],
en donde la ultima igualdad se sigue de la independencia e idéntica distribucién

de las variables de la muestra. Ahora solo resta derivar para encontrar el resultado
buscado, siendo mas sencillo encontrar las derivadas en el orden inverso. O

La siguiente demostracién es una prueba corta pero no formal del mismo resultado.
Sea r1 < 19 < --- < my,, y h > 0 suficientemente pequeno tal que los intervalos
(x1,21 + R], (2,22 + hl, ..., (xn,zy + h] son ajenos.

xl x2 ...... :L'n

La probabilidad de que las variables aleatorias tomen valores, cada una de ellas, en
uno y sélo uno de estos intervalos es, de acuerdo a la distribucién multinomial,

n!

T Fl+h) = Faa)] [Fan + h) = Fan)).

Esta probabilidad es, aproximadamente, fX(1),...,X(n) (z1,...,2p)h---h. Dividiendo
entre h", y después haciendo h tender a cero se obtiene, una vez mas,

fX(l)v"'vX(n) (‘Tlv s 7‘Tn) = n'f(xl) T f(xn)
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Ahora nos interesa encontrar una férmula para la densidad conjunta de cualesquiera
dos estadisticas de orden.

Proposicion. Sea Xi,..., X,, una m.a. de una distribucién continua con funcién
de distribucién F'(z), y funcién de densidad f(z). Sea i < j. Para = < y,

P = (; _t,_; )iG-05@10)

J—t4 n—j
[F@) T F(y) = Fa) ™1 = Fy)]" ™.

Para este resultado se presenta unicamente un argumento intuitivo. Sean = < y y
considere los intervalos ajenos (—oo, x|, (x,z + h|, (x + h,y], (y,y +h], y (y + h, 00)
para h > 0 suficientemente pequena.

La probabilidad de que i — 1 variables de la muestra tomen un valor en (—oo, x|,
una de ellas en (z,z + h|, j — i + 1 variables en (x + h,y], otra en (y,y + hl, y el
resto, n — j variables, tomen un valor en (y + h,c0) es, de acuerdo a la distribucién
multinomial,

n!
G- IG—i— DIl (n—j)
[F(y) = F(z+Rh) - [F(y+h) — F(y)] - [1 = F(y + h)]" .

[F(@))™" - [F(z + h) — F(x)]

Esta probabilidad es aproximadamente igual a f X1, X(5) (z,y)-h-h. Dividiendo entre
h?, y después haciendo h tender a cero se obtiene la férmula anunciada.

6.3. Ejercicios

432. Sea Xq,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién con media p y va-
rianza o2. Demuestre que F(X) = u y E(S?) = o02. Estos resultados son de
importancia en estadistica y muestran que X y S? son estimadores insesgados

para la media y varianza de la distribucién.
433. Sea Xi,...,X, una m.a. de una distribucién con media p y varianza o?.

Demuestre que Var(X) = ¢2/n. ;Cuanto vale Var(5?)?
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434.

435.

436.

437.

438.

439.

440.

441.

442.

Sea Xi,..., X, una m.a. de una distribucién Ber(p). Demuestre que las es-
tadisticas X y S? no son independientes.

Distribucién x?
Demuestre que la funcién de densidad de la distribucién x?(n) efectivamente

lo es.

Demuestre que la distribucién y?(n), con n = 2, se reduce a la distribucién
exp(A) con A = 1/2.

Demuestre que la distribucién gama(n/2,\), con A = 1/2, se reduce a la
distribucién x?(n).

Sea X con distribucién x?(n). Demuestre que

a) B(X)=n.
I'(m+n/2)
b) E(X™)=2"m———~ =1,2,...
c¢) Var(X) = 2n.
Sean X1,...,X, independientes con distribucién N(yu,o?). Demuestre que
(X - M)2 2
W ~ x“(1).
Sean Xj,..., X, independientes con distribucién N(0, 1). Demuestre que
n
> X7~ (n).
i=1
Sean X1, ..., X, independientes tales que cada X; tiene distribucién N(p;, 0?)
para ¢ = 1,...,n. Demuestre que
n
Xi — i 2
S &I )
i=1 i
Sean X y Y independientes ambas con distribucién normal estandar. Sean

R=vVX2+Y2y 0 =tan }(Y/X). Demuestre que

a) R? tiene distribucién x?(n) con n = 2 grados de libertad.
b) tan@ tiene distribucién Cauchy.

¢) Ry 0 son independientes.
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443.

444.

445.

446.

447.

448.

449.

450.

451.

452.

Distribucion ¢

Demuestre que la funcién de densidad de una distribucién t(n) efectivamente
lo es.

Sea X con distribucién ¢(n). Demuestre que
a) E(X)=0.
b) Var(X) = %, para n > 2.

Demuestre que la distribucion ¢(n + 1) tiene momentos finitos de orden menor
o igual a n, pero ningun otro momento de orden superior.

Distribucion F

Demuestre que la funcién de densidad de la distribucién F(n, m) efectivamente
lo es.

Sea X con distribucién F(n, m). Demuestre que

a) E(X):%, para m > 2.
2m?(m +n — 2)
n(m —2)2(m —4)’

b) Var(X) = para m >4 .

Sea X con distribucién F(n,m). Demuestre que Y = 1/X tiene distribucién
F(m,n). Observe el cambio en el orden de los parametros. Este resultado es
util para obtener valores de F' que no aparecen en tablas de esta distribucién
que son comunes en textos de estadistica.

Sea X con distribucién F(n,m). Demuestre que cuando m tiende a infinito la
funcién de densidad de nX converge puntualmente a la funcién de densidad
de la distribucién x?(n).

Sean X ~ x2(n) y Y ~ x?(m) independientes. Demuestre que

X/n

Y/m ~ F(n,m).

Demuestre que si X ~ t(n), entonces X2 ~ F(1,n).

Estadisticas de orden: distribuciones individuales

Sea Xj,..., X, una m.a. de una distribucién continua F'(x) con funcién de
densidad f(x). Las funciones de densidad de la primera y ultima estadisticas
de orden son

a) Fxo (@) =nf(@) [1 = F@)"
) (@) = nf (@) [F@)"
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Demuestre que estas funciones son efectivamente funciones de densidad.

453. Sea X1,...,X, una m.a. de una distribucién continua F(z) con funcién de
densidad f(x). La funcién de densidad de la i-ésima estadistica de orden es

n

Pro@ = (1 )i @@ - P

Compruebe que ésta es efectivamente una funcién de densidad, y que esta
expresion se reduce a la féormulas encontradas antes, cuando ¢ = 1 e ¢ = n,
respectivamente.

454. Sea Xi,...,X, una m.a. de una distribucién unif(0,1). Demuestre que la i-
ésima estadistica de orden tiene distribucién beta(i,n + 1 — ). Encuentre por
lo tanto su esperanza y varianza.

455. Sea X1,..., X, una m.a. de una distribucién exp(A). Encuentre la funcién de
densidad de la i-ésima estadistica de orden.

456. Sean X(1), X (o) las estadisticas de orden de una m.a. de tamano dos de una
distribucién N(y, 02). Demuestre que E[X )] = p—o/\/7.

457. Sean X(1), X(2) las estadisticas de orden de una m.a. de tamano dos de una
distribucién N(y, 02). Calcule E[X 5)].

458. Sea Xi,..., X, una m.a. de una distribucién F(x). Sea z un nimero real
cualquiera, y para cada i = 1,...,n defina

Demuestre que las variables Y7, ..., Y, son independientes, y cada una de ellas
tiene distribucién Ber(n,p), con p = F(z). Este hecho fue utilizado en el
procedimiento para encontrar la funcién de densidad de la i-ésima estadistica
de orden.

459. Sean X y X5 absolutamente continuas e independientes, y defina Y = max{ X1, X2}.
Demuestre que

a) Fy(y) = Fx,(y)Fx,(y).
b) fy(y) = Fx, (1) fx2(y) + fx: (¥) Fx, (y)-
¢) fy(y) =2F(y)f(y), cuando X3 y Xs tienen la misma distribucién.

460. Use el ejercicio anterior para encontrar la funcién de densidad de Y = max{X;, Xs}
cuando X7 y X3 son independientes cada una con distribucién

a) unif(0, 1).
b) exp(N).

461. Sean X y Xs absolutamente continuas e independientes. Defina ¥ = min{X;, Xs}.
Demuestre que

a) Fy(y) =1—[1—Fx,(y)][1 - Fx,(y)]-
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462.

463.

464.

465.

466.

467.

468.

469.

b) fr(y) =1[1—Fx,(W]fx.() + fx, W)l — Fx,(v)]-
¢) fy(y) =2[1 - F(y)]f(y), cuando X7 y X5 tienen la misma distribucion.

Use el ejercicio anterior para encontrar la funcién de densidad del minimo de
dos variables aleatorias independientes cada una con distribucién uniforme en
el intervalo (0, 1).

Demuestre que el minimo de n variables aleatorias independientes con distri-
bucién exponencial es nuevamente exponencial con parametro la suma de los
parametros.

Sea X1,...,X, una m.a. de una distribucién continua F'(x) con funcién de
densidad f(r). Sea R = X(;;) — X(1) el rango de la muestra. Demuestre que
parar >0y n > 2,

fur) =nin-1) [ T @)y — PF() - Fly— "2 dy.

Se escogen n puntos al azar con distribucién uniforme en el intervalo unitario
(0,1). Demuestre que la funcién de densidad de la distancia maxima entre
cualesquiera dos puntos es

Fr) = { nin—1)r"2(1-r) si0<r<l,

0 otro caso.

Estadisticas de orden: distribuciones conjuntas

Sea X1, ..., X, una m.a. de una distribucién continua con funcién de densidad
f(x). Se ha demostrado que para z1 < z3 < -+ < Zp,

IX 0y Xy (@1,...,2n) = nlf(z1) - f(zn).
Compruebe que ésta es efectivamente una funcion de densidad.

A partir de la férmula para fX(1),...,X(n) (x1,...,2y), calcule la funcién de den-
sidad marginal de X (1), encontrando nuevamente que

fxo (@) =nf(@)[1 - Fz)"

A partir de la férmula para fX(1)7~~~7X(n) (x1,...,2y), calcule la funcién de den-
sidad marginal de X,), encontrando nuevamente que

X (@) = nf(@)[F ()"

A partir de la férmula para fX(1)7~~~7X(n) (x1,...,2p), calcule la funcién de den-
sidad marginal de X;), para ¢ = 1,...,n, encontrando nuevamente que

n
1

F, () = ( ) (@) P - P,
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470.

471.

472.

473.

474.

475.

476.

477.

Sea Xq,...,X, una m.a. de una distribucién continua con funcién de distri-
bucién F(x), y funcién de densidad f(x). Sea i < j. Se ha demostrado que
para x < v,

i, J—1t, n—]
[F(2)]" [F(y) = F(@)) ™1 = Fy)" 7.

P = (4t )ii=0f@10)

Compruebe que ésta es efectivamente una funcién de densidad bivariada.

A partir de la férmula para fx, x; (z,y), calcule la funcién de densidad
marginal de X(;), encontrando nuevamente que

n

Pro@ = (1 )if@IF@I - P

Sea X1,...,X, una m.a. de una distribucién unif(0, 1). Encuentre la funcién
de densidad de

a) Xy y X() conjuntamente.

b) R= X — Xq)-
Mediana muestral. La mediana de una muestra aleatoria X1, ..., X,,, denotada

por Med(X1,...,Xy,), se define del siguiente modo: Considere las estadisticas
de orden X1y £ Xg) < -+ < X(p). Entonces

X(nTH) si n es impar,
Med(Xl,...,Xn): 1
B [X(%) + X(%—H)] si n es par.
Encuentre la funciéon de densidad de la mediana de una muestra aleatoria de
la distribucién unif(0, 1), primero suponiendo que el tamano de la muestra n
es impar, y después para n par.

Sea Xi,...,X, una m.a. de una distribucién unif(0, 1). Encuentre la funcién
de densidad del vector (X(y),..., X))

Sea Xi,..., X, una m.a. de una distribucién unif(0, 1). Calcule el coeficiente
de correlacion entre X ;) y X(j).

Sea Xj,...,X, una m.a. de una distribucién continua F'(x) con funcién de
densidad f(x). Demuestre directamente que para = < y,

FX X (2:y) = n(n = 1) f (@) f(y)[F(y) — F ()"

Encuentre la funcién de densidad conjunta de X(;) y X(,) para una m.a. de
tamano n de una distribucién

a) unif(0,1).

b) exp(A).

180



478. Calcule la covarianza entre X(1) y X(,) para una m.a. de tamano n de una
distribucién

a) unif(0,1).
b) exp(N).
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Capitulo 7

Convergencia

En este capitulo se presenta una introduccién al tema de convergencia de variables
aleatorias. Se estudian distintas formas en que una sucesién de variables aleatorias
puede converger.

7.1. Convergencia puntual

Sea X1, Xo,... una sucesién infinita de variables aleatorias. Al evaluar cada una de
estas variables en un elemento w de 2 se obtiene la sucesién numérica X; (w), X2 (w), . ..
Suponga que esta sucesién converge a un cierto nimero real denotado por X (w).
Si lo anterior se cumple para todos y cada uno de los elementos de §2, entonces se
dice que la sucesién de variables aleatorias converge puntualmente, y su limite es la
funcién X : 2 — R definida naturalmente por
X(w) = lim X, (w).
n—oo

Se ha demostrado antes que en esta situacién la funcion limite X es efectivamente
una variable aleatoria. Formalmente se tiene entonces la siguiente definicién.

Definicién (Convergencia puntual). La sucesién X7, Xo,... converge puntual-
mente a X si para cada w en (2,

lim X, (w) = X(w).

n—oo

Ejemplo Considere el espacio medible ([0, 1], #[0,1]), y defina la sucesién de varia-
bles aleatorias X, (w) = w™. Como en este caso el espacio muestral es un subconjunto
de numeros reales, podemos graficar las variables aleatorias de la siguiente forma:

182



Grafica de la variable aleatoria X,.

Entonces para w € [0,1), X,,(w) — 0. Mientras que para w = 1, X,,(w) = 1. De esta
manera la sucesion converge puntualmente a la variable aleatoria

[0 st wel0,1),
X(“)_{l siow=1.

En algunas situaciones la convergencia puntual resulta ser muy fuerte pues se pide
la convergencia de la sucesién evaluada en todos y cada uno de los elementos de
Q. Se puede ser menos estricto y pedir, por ejemplo, que la convergencia se efectiie
en todo el espacio §2 excepto en un subconjunto de probabilidad cero. Este tipo de
convergencia menos restrictiva se llama convergencia casi sequra, y se estudia en las
siguientes secciones junto con otros tipos de convergencia.

7.2. Convergencia casi segura

Definicién (Convergencia casi segura). La sucesiéon X, X»,... converge casi
seguramente a X, si

Plwe: lim X, (v)=X(w)}=1.

n—oo

Por lo tanto, en la convergencia casi segura se permite que para algunos valores
de w, la sucesién numérica X;(w), Xo(w),... pueda no converger, sin embargo el
subconjunto de €2 en donde esto suceda debe tener probabilidad cero. Para indicar

. . . C.S. . ’
la convergencia casi segura se escribe X,, —> X, o bien lim X, = X c.s. A menudo
n—oo

se utiliza el término convergencia casi dondequiera, o bien convergencia casi siempre
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para denotar este tipo de convergencia. Observe que omitiendo el argumento w, la
condicién para la convergencia casi segura se escribe en la forma més corta:

P(lim X, =X)=1,

n—oo

o simplemente P(X,, — X) = 1. Observe que el conjunto (X,, — X) debe ser
medible para que tenga sentido aplicar la probabilidad. Puede demostrarse que bajo
este tipo de convergencia, el limite es tinico casi seguramente.

Ejemplo. Considere el espacio de probabilidad ([0, 1], £[0, 1], P) con P la medida
uniforme, es decir, P(a,b) = b — a. Defina la sucesién de variables aleatorias

1 si 0<w<1/n,

otro caso.
Cuyas graficas son:
X (w)
1 ¢——o
} w
1/n 1

Grafica de la variable aleatoria X,,.

Observe que X, tiene distribucién Bernoulli con pardmetro p = 1/n. La sucesién
X, converge casi seguramente a la variable aleatoria constante cero. Para demostrar
esto se necesita verificar que P(X,, — 0) = 1. Pero esta igualdad es evidente a partir
del hecho de que

{weQ: nlin;oXn(w) =0} = (0,1],

cuya probabilidad es uno. El punto w = 0 es el Unico punto muestral para el cual
X,,(w) no converge a cero. Esto demuestra que X,, <% 0. °
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7.3. Convergencia en probabilidad

Definicién (Convergencia en probabilidad). La sucesién X7, Xo, ... converge
en probabilidad a X, si para cada ¢ > 0
lim P{w € Q: | X, (w) — X(w)| > €} =0.

n—oo

Para denotar la convergencia en probabilidad se escribe X,, - X, y omitiendo el
argumento w la condicién se escribe

lim P(|X, — X|>¢)=0.

n—oo
Mais adelante se demostrara que la convergencia en probabilidad es un tipo de con-

vergencia ain menos restrictiva que la convergencia casi segura. Veamos ahora otras
maneras en que una sucesién de variables aleatorias puede converger.

7.4. Convergencia en media

Definicién (Convergencia en media). La sucesién X7, Xs, ... converge en me-
dia a X, si
lim E|X, —X|=0.

n—oo

Observe que para este tipo de convergencia tanto los elementos de la sucesiéon como

el limite mismo deben ser variables aleatorias con esperanza finita. A este tipo de
. ., . 1 m

convergencia también se le llama convergencia en L+ y se le denota por X,, — X,

1
o X, 1. x.
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7.5. Convergencia en media cuadratica

Definicién (Convergencia en media cuadrética). La sucesién X, X, ... con-
verge en media cuadratica a X, si

lim E|X, — X|>=0.

n—oo

En la convergencia en media cuadratica se presupone que tanto los elementos de la
sucesién como el limite mismo son variables aleatorias con segundo momento finito.
A este tipo de convergencia también se le llama convergencia en L?, y se le denota

2
por X, ™% X, 0 X,, =5 X.

7.6. Convergencia en distribucién

Definicién (Convergencia en distribucién). La sucesién X7, Xs,... converge
en distribucién a X, si para todo punto = en donde Fx(z) es continua, se cumple
que

lim Fx,(z) = Fx(z).

n—oo

. d . . .,
En este caso se escribe X,, — X. A este tipo de convergencia se le conoce también
con el nombre de convergencia débil, y ello se debe a que esta forma de convergencia
es la menos restrictiva de todas las mencionadas anteriormente.

Ejemplo. Considere la sucesion Xq, Xo,..., en donde cada X,, tiene distribucién

N(0,02%/n). Demostraremos que X, ~%, 0. Como

1 /x 2 2
Fx () = —— e~ W2/ gy,
X, (2) Gyl B
entonces
0 si x <0,
lim Fx, (x)=< 1/2 si =0,
e 1 si x>0
Graficamente,
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7 xT

Sucesion y limite de las funciones de distribucién Fx, (x).

Observe que la variable aleatoria constante X = 0 tiene funcién de distribucion

0 si x<0,
FX(:”):{ 1 si x>0

Tenemos entonces que X, 40 pues lim Fy,(z) = Fx(z) para todo punto z
n—oo

donde Fx(z) es continua, esto es, para todo x en el conjunto R \ {0}. Observe que
las funciones Fx, () no convergen a F'(z) cuando x = 0. o

A manera de resumen se presenta en la siguiente tabla las definiciones de los distintos
tipos de convergencia mencionados. En la siguiente seccién se estudian las relaciones
entre estos tipos de convergencia.

Convergencia Definicion

puntual X, (w) — X (w) para cada w en Q.
casi segura P(X,—X)=1

en media E|X, — X|—0.

en media cuadratica E|X, - X|>?—0.

en probabilidad P(|X, —X|>e¢€) —0.

en distribucién Fx, (x) — Fx(x) en puntos de

continuidad x de Fx.

7.7. Relaciones generales entre los tipos de
convergencia

En esta seccién se establecen algunas relaciones generales entre los tipos de conver-
gencia de variables aleatorias mencionados en la seccién anterior. En la siguiente
figura se ilustran de manera gréafica estas relaciones:
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Conv. en probabilidad

Conv. en distribucién

Relacién entre los tipos de convergencia.

En este diagrama la contencién se interpreta como implicaciéon, por ejemplo, la
convergencia casi segura implica la convergencia en probabilidad, y ésta a su vez
implica la convergencia en distribucion. Estos y otros resultados se demuestran a
continuacién.

Proposicion. Convergencia c.s. =- convergencia en prob.

Demostracion. Suponga X, == X. Sea € > 0 y defina los eventos

[e.e]
An = (X — X| > 0).
k=n
Esta sucesion es decreciente y su limite es entonces la intersecciéon de todos los

eventos. Como (|X,, — X| > €) C A, entonces P(|X,, — X| > ¢) < P(A,). Por lo
tanto,

lim P(|X, — X|>¢) < lim P(4,)
n—oo

n—oo

= P(lim A,)

= P(m An)
n=1

= P(|X, —X|>e¢ paracadan>1)
— P(lim X, #X)

= 0.

188



El reciproco de la proposiciéon anterior es, en general, falso, es decir, la convergen-
cia en probabilidad no implica necesariamente la convergencia casi siempre. Para
ilustrar esta afirmacion se proporciona a continuacién un ejemplo.

Ejemplo (En general, convergencia en prob. == convergencia c.s.). Consi-
dere el espacio de probabilidad ((0,1), %(0,1), P), con P la medida uniforme. Defina
los eventos

A1 =1(0,1/2), Ay =(1/2,1),
Az = (07 1/3)7 Ay = (1/372/3)7 As = (2/37 1)7
Ag = (07 1/4)7 A7 = (1/47 2/4)7 Ag = (2/473/4)7 Ag = (3/47 1)7

Graficas de las primeras variables aleatorias X,.

Entonces X,, — 0 pues para cualquier € > 0,

lim P(|X, — 0] >¢€) = lim P(4,)=0.

n—oo n—oo

Sin embargo la sucesion no converge casi seguramente pues

{weQ: lim X, (w) existe } = 0.

Ejemplo (En general, convergencia en media =~ convergencia c.s.). Con-
sidere la sucesién de variables X,, del ejemplo anterior. Entonces X,, — 0 pues
E|X,—0| = P(A,) — 0. Sin embargo esta sucesién no converge c.s. pues P(lim X,, =
0)=P(®) =0. o

El ejemplo anterior sirve también para mostrar que, en general, la convergencia en
media cuadratica no implica la convergencia casi segura. Veamos otra no implicacién.

Ejemplo (En general, convergencia c.s. == convergencia en media). Con-
sidere el espacio ((0,1),%(0,1),P), con P la medida de probabilidad uniforme.
Defina la sucecién X;, = n -1 1/,). Entonces X;, converge a cero casi seguramente
pues P(lim X,, = 0) = P(Q2) = 1. Sin embargo no hay convergencia en media pues
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E|X, — 0| = B(X,) =1 -/ 0. o

Estos ejemplos pueden ser usados también para demostrar que la convergencia casi
segura no implica necesariamente la convergencia en media cuadrética.

Proposicion. Convergencia en m.c. = convergencia en media.

Demostracion. La desigualdad de Jensen establece que para u convexa,
w(B(X)) < B(u(X)).

Tomando u(x) = 22 se obtiene E?|X, — X| < E|X,, — X|?, de donde se sigue el
resultado. Alternativamente la 1iltima desigualdad es consecuencia de la desigualdad
de Cauchy-Schwarz. O

Ejemplo (En general, convergencia en media == convergencia en m.c.).
Sea Xy, = n-1(g 1/n2) sobre el espacio ((0,1), %(0,1), P), con P la medida uniforme.
Entonces X,, converge a cero en media pues

E|X, -0 =E(X,)=n-1/n*> - 0.
Sin embargo, no hay convergencia en media cuadratica pues

E|X,—02=EX2)=n?-1/n*=1-/>0.

Proposicion. Convergencia en media = convergencia en prob.

Demostracion. Para cada € > 0 defina el evento A4,, = (|X,, — X| > ¢). Entonces

EB|IX, = X| = E(Xn—X|-14,) + E(|X5 — X[ 1ag)
> E(Xn - X[ 14,)
> eP(| X, — X| >e).

Por hipoétesis, el lado izquierdo tiende a cero cuando n tiende a infinito. Por lo tanto
P(| X, — X|>¢) —0. O

El reciproco del resultado anterior es, en general, falso.

Ejemplo (En general, convergencia en prob. == convergencia en media).
Considere nuevamente el espacio ((0,1),%(0,1), P), con P la medida uniforme, y
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defina las variables X, = n - 1(g1/,). Entonces X;, converge en probabilidad a cero
pues para cualquier € > 0, P(|X,, — 0] > ¢) = P(X,, > ¢) = 1/n — 0. Sin embargo,
la sucesién no converge en media pues E|X,, — 0| = E(X,) =1 /- 0. o

Proposicion. Convergencia en prob. = convergencia en dist.

Demostracion. Suponga que X, AN , vy sea z un punto de continuidad de Fx(z).
Para cualquier € > 0,

Fx,(x) = P(Xn<w)
= PX,<uz |[X,—-X|<e¢)+P(X,<uz |[X,—X|>¢€)
< PX<z+e+P(X,—X|>e).

Por hipétesis el segundo sumando del lado derecho tiende a cero cuando n tiende a
infinito. Entonces para cualquier € > 0,

limsup Fx, () < Fx(z +¢).

n—oo

Por la continuidad lateral,

limsup Fx, () < Fx(z).

n—oo

Ahora se demuestra la desigualdad inversa. Para cualquier ¢ > 0

Fx(z—¢) = P(X<z—¢)
= PX<z—¢ | Xp,—X|<e)+P(X<z—¢ |X,—X|>¢)
< P(X, <z)+ P(X,—X|>e).

Nuevamente el segundo sumando tiende a cero cuando n tiende a infinito. Entonces

Fx(z —¢€) < liminf Fx, (x).

n—oo
Por la continuidad en z,
Fx(z) <liminf Fy, (z).

n—oo

En resumen,

Fx(z) <liminf Fx, () < limsup Fx, (z) < Fx(z).

n—oo n—00

O

El reciproco de la proposicién anterior es falso, es decir, la convergencia en distri-
bucién no siempre implica la convergencia en probabilidad.
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Ejemplo (En general, convergencia en dist. == convergencia en prob.).
Sea X con distribucién normal estandar, y sea

Xn:{ X si n es par,

—X sin esimpar.

Entonces claramente cada X,, también tiene distribucién normal estandar y por lo

. ” . d .
tanto para cualquier nimero real z, Fyx,(z) — Fx(x), es decir, X;, — X. Sin
embargo la sucesién no converge en probabilidad a X, pues para valores impares de
n y para valores pequenos de ¢ > 0,

P(|X, — X|>¢)=P2|X|>¢€) >1/2.

Lo anterior demuestra que lim P(|X,, — X| > ¢€) # 0. o
n—oo

7.8. Dos resultados importantes de convergencia

Sea X1, Xo,... una sucesion de variables aleatorias con esperanza finita. Supon-
ga que X, converge puntualmente a X. Es natural preguntarse si la sucesién de
nimeros E(X,,) converge a E(X). Tal convergencia numérica equivaldria a poder
intercambiar las operaciones de limite y esperanza, es decir,

lim E(X,)=FE(lim X,) = E(X).

n—oo n—oo
En esta seccién se estudian dos resultados que establecen condiciones bajo las cuales
es valido este intercambio.

Teorema de convergencia mondétona. Sea 0 < X; < Xy < --- una sucesion de
variables aleatorias convergente puntualmente a una variable X. Entonces

lim E(X,) = B(X).

n—oo

Demostracion. Como 0 < X,, < X, entonces 0 < E(X,) < FE(X). Por lo tanto
lim,, . F(X,) < E(X). Ahora resta demostrar la desigualdad contraria. Primero
se aproxima a X de la siguiente forma: Sea ¢ > 0 arbitrario, y para cada entero
k > 0 defina el evento

A = (ke < X < (k+1)e).

Esta es una coleccién disjunta de eventos, cuya unién es 2. Defina ahora la variable
aleatoria discreta aproximante

Y(w)=Fke si ke<X(w)<(k+1e
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Observe que Y aproxima a X de la siguiente forma: ¥ < X < Y + €. O bien
X —e<Y < X. Por lo tanto,

E(X) —e< E(Y) < B(X).

Para cada nimero natural n defina el evento B,, = (X, > Y). No es dificil comprobar
que B, / . Por lo tanto, para k fijo, A, N B, / A; cuando n — oo, y entonces
P(Ap N By) / P(Ag). Ahora considere la variable aleatoria discreta Y - 15, dada
por

Y(w) si weB,,

Entonces 0 <Y -1p, < X, y por lo tanto 0 < E(Y - 1p,) < E(X,,). Entonces

lim E(X,) > lim E(Y-1gz,)

n—oo n—oo

o0
= lim %E(Y “1p,04,)

= 1fm Y ke- P(B, N A)
k=0

v

lfim ke P(B, N Ay)
k=0

= > ke-P(Ag)

k=0

Como esta desigualdad es valida para cualquier m > 0, entonces

n—oo

lim E(X,) > i ke P(Ay) = E(Y) > B(X) —e.
k=0

Dado que € > 0 es arbitrario, se tiene que
lim F(X,) > E(X).
n—oo

O

El siguiente resultado establece otro tipo de condicién suficiente para obtener la
misma conclusién.

Teorema de convergencia dominada. Sea X, Xo,... una sucesién de variables
aleatorias para la cual existe otra variable Y integrable tal que |X,| < Y, para
n>1.Si lim X,, = X puntualmente, entonces X y X,, son integrables y

n—~0o0

lim E(X,) = B(X).

n—oo
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Demostracion. Sea Y, = inf{X,,, X;,+1,...}. Entonces Y,, /* X cuando n — oc. Por
lo tanto (Y, +Y) /(X +Y), en donde Y,, +Y > 0, pues como —X,, <Y, entonces
X, > =Y para toda n, y por lo tanto Y,, > —Y. Por el teorema de convergencia
monétona, E(Y, +Y) / E(X 4+Y). De donde se obtiene

E(Yy) / E(X).

Sea ahora Z, = sup{X,,, Xp+1,...}. Entonces Z,, \, X cuando n — oo. Por lo tanto
Y-Z2,) /' (Y—X),endonde Y —Z, > 0, pues como X,, <Y para toda n, entonces
Zn, <Y. Por el teorema de convergencia monétona, E(Y — Z,,) /" E(Y — X). De
donde se obtiene

E(Zn) \ E(X).

Ahora observe que Y,, < X,, < Z,. Por lo tanto E(Y,,) < E(X,) < E(Z,). Al hacer
n tender a infinito se obtiene el resultado. O

Estos dos teoremas son herramientas fuertes en la teoria de la probabilidad. En
particular, se usaran en la ultima parte del curso para formalizar algunas demostra-
ciones.

7.9. Ejercicios

Convergencia casi segura

479. Demuestre que en la convergencia casi segura, el limite es Unico casi segura-
. . C.S. C.S.
mente, es decir, si X;, — X,y X,, — Y, entonces X =Y c.s.

480. Sean a y b constantes. Demuestre que si X,, —> X, entonces

aX, +b =5 aX + b

481. Suponga que X, —> X y Y, =5 Y. Demuestre que

a) Xop+Y, 5 X +Y.
b) X,Y, <% XY,

482. Considere el espacio de probabilidad ([0, 1], 2|0, 1], P), con P la medida de
probabilidad uniforme. Demuestre que

nl[o,l/n) L5 0.

Convergencia en probabilidad

483. Demuestre que en la convergencia en probabilidad, el limite es tinico casi se-
. D P
guramente, es decir, si X,, — X,y X,, — Y, entonces X =Y c.s.

484. Sean a y b constantes. Demuestre que si X, 2. x , entonces

aX, +b-2aX +b.
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485.

486.

487.

488.

489.

490.

491.

492.

493.

494.

495.

Suponga que X, Lz y Y, 2, y, en donde z y y son dos numeros reales
fijos. Demuestre que

a) Xpn+Y, La:—ky.
b) X,Y, = zy.

¢) Si g es continua en z, entonces g(X,,) —— g(z).
Demuestre que si X, Lox v Y, L,V entonces

X, +Y, 2 X +Y.

Sean X7, Xo, ... variables aleatorias independientes cada una con distribucién
unif(a, b). Demuestre que cuando n tiende a infinito

a) min{Xy,...,X,} 2> a.

b) méx{X1,...,X,} == b.

Convergencia en media

Demuestre que en la convergencia en media, el limite es tinico casi seguramente,
. . m m
es decir, si X;, — X,y X,, — Y, entonces X =Y c.s.

Sean a y b constantes. Demuestre que si X, — X, entonces
aX, +b -5 aX +b.
Suponga que X,, — X y Y, — Y. Demuestre que
X, +Y, S X+Y.
Proporcione un contraejemplo para la siguiente afirmacion:

X, Y, = XY.

Demuestre que si X,, — X, entonces E(X,) — E(X).

Convergencia en media cuadratica

Demuestre que en la convergencia en media cuadratica, el limite es tinico casi
o . m.c. m.c.
seguramente, es decir, si X,, — X,y X,, — Y, entonces X =Y c.s.

. m.c.
Sean a y b constantes. Demuestre que si X,, — X, entonces

aX, + b5 aX +b.

Use la desigualdad de Cauchy-Schwarz para demostrar que si X, —— X y
Y, ™5 Y, entonces
Xn+Y, ®5 X +Y.

Demuestre que si X, =% X, entonces E(X?2) — FE(X?).
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496.

497.

498.

499.

500.

501.

502.

503.

504.

205.

Convergencia en distribucién

Demuestre que en la convergencia en distribucion, el limite es Unico en distri-
., . d d . .
bucién, es decir, si X,, — X,y X,, — Y, entonces X y Y tienen la misma

distribucion.

Considere el espacio de probabilidad ([0, 1], [0, 1], P) en donde P es la medida
de probabilidad uniforme. Sea X, = 1j91/241/n) ¥ X = 1j9,1/2]- Demuestre que

X, -4 x.

Sea X, con distribucién uniffa — 1/n,a + 1/n], en donde a es una constante.

d
Demuestre que X,, — a.

Sea X, con distribucién uniforme en el conjunto {0, 1,...,n}. Demuestre que

1

~ X, —% unif[0, 1].
n

D . . . d
Sea ¢ una constante. Demuestre que X,, — c¢ si, y sdlo si, X,, — c.

Relaciones generales entre los tipos de convergencia

Otro ejemplo de que la convergencia casi sequra no implica la convergencia en
media. Sea X1, Xo,... una sucesion de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas tales que para cada numero natural n,

P(X,=0) = 1/4,
P(X,=1) = 1/2,
y P(X,=2) = 1/4.

Defina Y,, = X7 - X5 -+ X,,. Demuestre que Y,, converge a cero, casi segura-
mente, pero no asi en media, ni en media cuadratica.

Sea Aj, As, ... una sucesién de eventos tal que lim A, = A. ;En qué sentido
n—oo

la sucesién de variables aleatorias 14, converge a 147
. d d .
Demuestre que si X,, — X y Y,, — Y entonces no necesariamente

a) cXp <, c¢X, c constante.
b) Xn+Y, 5 X +Y.

Sea X,, con distribuciéon N(j,,02) y X con distribucién N(u,o?). Suponga
fn — py 02 — 02 con 02,02 > 0. ;En qué sentido X,, — X?

Suponga X, %, X en donde X, y X son variables aleatorias absolutamente
continuas. ;Bajo qué condiciones fx, (z) — fx(z)?
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Capitulo 8

Funciones generadoras

En este capitulo se estudia la funcién generadora de probabilidad, la funcién genera-
dora de momentos y la funcién caracteristica. Estas funciones son transformaciones
de las distribuciones de probabilidad, y constituyen una herramienta muy 1til en la
teoria moderna de la probabilidad.

8.1. Funcion generadora de probabilidad

Definicién (Funcién generadora de probabilidad). La funcién generadora de
probabilidad de X es la funcién

G(t) = B(),

definida para valores reales de ¢ tal que la esperanza sea convergente absolutamen-
te.

Cuando sea necesario especificarlo se escribe Gx(t) en lugar de G(t), y se usan
las letras f.g.p. en lugar de funcion generadora de probabilidad. Esta funcién se
utiliza principalmente, aunque no unicamente, en el caso de variables aleatorias con
valores enteros. Por comodidad supondremos que éstas toman valores en el conjunto
{0,1,...}, que corresponde al caso de las variables aleatorias discretas estudiadas en
este curso. En tal situacion,

G(t) = itk -P(X =k).
k=0

Por lo tanto la f.g.p. es una serie de potencias en t, con coeficientes dados por la
distribucién de probabilidad, por ende el nombre. Es importante observar que el

197



radio de convergencia de esta serie es por lo menos uno, pues para |t| < 1,

|G(t)] = \itk-P(X =k)| < iltlk-P(X =k) < iP(X =k)=1.
k=0 k=0 k=0

Ejemplo. Sea X con distribucién Poisson(\). Entonces la f.g.p. de X puede calcu-

larse de la siguiente forma:

A
- S
i
k=0 k
e (AP
>
k=0
SV
o A1-1)

Observe que en este caso la f.g.p. se encuentra definida para todo valor real de t. o

En la siguiente tabla se muestran ejemplos de funciones generadoras de probabilidad
para algunas distribuciones discretas.

Distribucién

unif{z,...,2,}
Bex(p)

bin(n, p)

geo(p)
Poisson(\)

bin neg(r, p)

Funcién generadora de probabilidad

Git) =L@+ +to)
G(t)=1-p+pt
G(t)=(1—-p+pt)"

G(t) =p/[1 —t(1 —p)]
G(t) = e 2171

G(t) = (p/1 -t —p)])"

La funcién generadora de probabilidad determina de manera tnica a la distribucién
en el siguiente sentido: si X y Y tienen la misma distribucién de probabilidad, en-
tonces naturalmente Gx (t) = Gy (t), para valores de t donde esta esperanza exista.
Inversamente, sean X y Y tales que Gx(t) y Gy (t) existen y coinciden en algin
intervalo alrededor del cero, entonces X y Y tienen la misma distribucién de proba-
bilidad. Estas y otras propiedades generales de la f.g.p. se estudian a continuacion,
y més adelante se ilustran estos resultados con algunos ejemplos.
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Proposicién (Propiedades de la f.g.p.).

1. Sean X y Y variables aleatorias con valores en {0,1,...} tales que Gx(¢t) y
Gy (t) existen y coinciden en algin intervalo alrededor de t = 0. Entonces X
y Y tienen la misma distribucién de probabilidad.

2. Si el n-ésimo momento factorial de X existe, entonces
m

iy %Gx(t) CEX(X —1)-- (X —n+1)].

3. Si X y Y son independientes y cuyas f.g.p. existen, entonces

GX_H/(t) = Gx(t) . Gy(t).

Demostracion. (1) Sean ap = P(X = k) y by = P(Y = k), para cada k > 0. La
igualdad Gx (t) = Gy (t) se escribe entonces de la forma siguiente:

o) o)
Z tkak = Z tkbk.
k=0 k=0

Para que estas dos series de potencias en ¢ coincidan en algin intervalo no trivial
alrededor del cero, sus coeficientes deben forzosamente coincidir, es decir, ai = by,
para cada k > 0. Esto significa que las distribuciones de probabilidad coinciden. (2)
Como las series de potencia se pueden derivar término a término conservandose el
mismo radio de convergencia, se tiene que

/ _ i - k _
G'(t) = dtZt P(X =k)
k=0
= > it’fP(X = k)

dt
k=0

o
= ) kFIP(X = k).
k=1
Por lo tanto, suponiendo que la esperanza existe, por el lema de Abel,

}f% G'(t) = kz_l kP(X = k) = E(X).

Para la segunda derivada se tiene
G"(t)=> k(k—1)t"2P(X = k),
k=2

de modo que cuando el segundo momento existe,

%i/rr} G"(t) = kz_zk(k ~1)P(X = k)= E(X(X —1)).
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De manera anédloga se demuestra para las derivadas superiores. (3) Cuando X y Y
son independientes,

Gxty(t) = E(tX+Y

(I
o
e
k=
o X
=

O

Debido a la segunda propiedad, a la f.g.p. también se le conoce como funcion gene-
radora de momentos factoriales.

Ejemplo. Se habia encontrado que la f.g.p. de una variable aleatoria X con distri-
bucién Poisson(\) es

G(t) = e M),

Usando esta funcién encontraremos la esperanza y varianza de X. Al derivar una
vez se obtiene G/(t) = Ae 171y al evaluar en t = 1,

B(X)=G'(1) = \.

Derivando por segunda vez, G”(t) = A2e=*1=%)  y en t = 1 se obtiene F(X (X —1)) =
G"(1) = A% Por lo tanto

Var(X) = B(X?) - F*(X) = X2+ A= A2 =\,

Ahora se muestra el uso de la f.g.p. para determinar la distribucién de una variable
aleatoria.

Ejemplo. Suponga que X y Y son independientes con distribucién Poisson(A1) y
Poisson(Az), respectivamente. Entonces

Mxyy(t) = Mx(t)  My(t)
e~ M(1=1) | =2 (1-1)

e~ (Ai+A2)(1-1)

Esta expresion corresponde a la f.g.p. de la distribucién Poisson con pariametro
A1 + Ao. Debido a la unicidad, se concluye entonces que X + Y tiene distribucién
Poisson(A; + A2). o

8.2. Funcion generadora de momentos

La funcién generadora de momentos es otra funcién que se puede asociar a algu-
nas distribuciones de probabilidad, su existencia no estd garantizada en todos los
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casos. Cuando existe, determina de manera unica a la distribucion de probabilidad
asociada, y tiene propiedades semejantes a las de la f.g.p. estudiada en la seccién an-
terior. La funcién generadora de momentos se utiliza tanto para variables aleatorias
discretas como continuas.

Definicién (Funcién generadora de momentos). La funcién generadora de
momentos de X es la funcién

M(t) = B(e"),

definida para valores reales de t tales que esta esperanza sea absolutamente con-
vergente.

Nuevamente, cuando sea necesario especificarlo se escribe Mx(t) en lugar de M (),
y se usan las letras f.g.m. en lugar de funcion generadora de momentos. La parte
importante de esta funcién es su existencia en una vecindad no trivial alrededor
del cero. Observe que la f.g.m. y la f.g.p. estan relacionadas, cuando existen, por la
igualdad M (t) = G(e).

Ejemplo. Sea X con distribucién gama(n, A). Entonces la f.g.m. de X puede calcu-
larse de la siguiente forma:

[e'9) n—1
M(t) = / e Q)" Ae ™ dx
0

I'(n)
A e (O L7 e —(—t
= A\t "/ 2o (A —t)em T gy
e
= AM(A—t)
Observe que M (t) esta definida para t < \. o

La siguiente tabla muestra algunos otros ejemplos de funciones generadoras de mo-
mentos para ciertas distribuciones.

Distribucién Funcién generadora de momentos
unif(a, b) M(t) = (et — et)/ (bt — at)

exp(A) M(t) =A/(A=1)

gama(n, A) M(t) = [A/(A=1)]"

N(u,0?) M (t) = exp(ut + ot?/2)

x2(n) M(t) = (1 —2t)~"/2

t(n) M (t) no existe para t # 0
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Se demuestran a continuacién algunas propiedades basicas de la f.g.m., y después se
muestra su utilidad mediante algunos ejemplos.

Proposicién (Propiedades de la f.g.m.). Sea X tal que su f.g.m. M(¢) es finita
para cada t € (—s, s), con s > 0. Entonces

1. Todos los momentos de X son finitos.
o tn
2. M(t) =Y —E(X").

|
ne0 n:

3. M(t) tiene derivadas continuas de cualquier orden en (—s, s), y se cumple

dn
— M(t = E(X").
0| =B
Demostracion.
(1) La prueba se basa en las identidades:
00 0
E\X|" = n/ (1—F(x))z" tde + n/ F(x)|z|" du,
0 —00

oo 0
y M) = 1+t/0 (1—F(3:))emdﬂ;—t/ F(z) e du,

— o0

en donde, por hipdétesis, las dos integrales de M (t) son finitas para cualquier ¢ €
(—s,s). Para > 0 se toma cualquier ¢t € (0, s), y entonces

(tz)"

n! —

Es decir, 2" < (n!/t")e!®. De modo que, salvo constantes, la primera integral de
E|X|™ es menor o igual a la primera integral de M (t), siendo ésta ultima finita, la
otra también.

Para z < 0 conviene tomar ¢t € (—s,0), pues en tal caso tz > 0 y entonces

[t

< e\t:c| — el
n! '

Es decir, |z|* < (n!/[t|")e!®. Ahora la segunda integral de E|X|™ es menor o igual
a la segunda integral de M(t), siendo ésta tltima finita, la otra también. De esta
forma todos los momentos de X existen cuando M (t) es finita en algin intervalo no
trivial alrededor del cero.

(2) Se usa la férmula

oo 0
E(X™) :n/o (1—F(z))a" ! dm—n/ F(z)z" 'da.

—00
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Entonces para cualquier ¢t € (—s,s), y m > 1,

m

ZgE(X”) = 1+Z_:ln—7;-n/ooo(1—F(g;)).x"—1dx

n=0
m tn 0 -
— E n F(z) 2" ' dx

n!

n=1 %
(3] m_ltn
= 1+t/ (1—F(m))zmx"da:
0 n=0
0 m_lt’n
_t/—ooF(:E)ZH:E dz.

Usando el teorema de convergencia mondtona, o el de convergencia dominada, de-
pendiendo de los valores de t y x, cada una de estas integrales es convergente, para
cualquier ¢t € (—s, s), cuando m — oo. De modo que

o)

" n & tx 0 tx
nZ:;)mE(X) = 1+t/0 (1-F(x))-e d:n—t/_ooF(x)-e dx

= M(@).

(3) Dado que M (t) se puede expresar como una serie de potencias en ¢, diferenciando
y evaluando en cero se obtienen los coeficientes E(X"). (]

Si el n-ésimo momento de una variable aleatoria existe, no implica que éste puede
ser hallado a través de la n-ésima derivada de la f.g.m. evaluada en cero. Es decir,
es necesario conocer la existencia de la f.g.m. para que pueda ser utilizada para
obtener los momentos. Por ejemplo, una variable aleatoria con distribucién ¢(n)
tiene esperanza cero pero su f.g.m. M () no existe para t distinto de cero.

Ejemplo. Sea X con distribucién gama(n, A). Entonces hemos encontrado antes que
parat < A,
M(t)=A"(A—t)™™

Calcularemos ahora la esperanza y varianza de X con ayuda de la f.g.m. Derivando
una vez,

M'(t) = \'n(A — )L,

Al evaluar en t = 0 se obtiene F(X) = n/\. Derivando nuevamente,
M"(t) = X'n(n+ 1)(A — )2
Por lo tanto E(X?) = M"(0) = n(n + 1)/\%. Entonces

Var(X) = n(n+1)/A2 = n?/\2 = n/)\2
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Ejemplo. Suponga ahora que X y Y son independientes cada una con distribucién
gama(n, \) y gama(m, \), respectivamente. Entonces la f.g.m. de X +Y es

Mx4y(t) = Mx(t)- My(t)
= AN"A=t)"" AT (A=)
)\n—i-m()\ _ t)—n—m.
Esta es nuevamente la expresion de la f.g.m. de la distribucién gama, ahora con

pardametros n+m y \. Se concluye entonces X +Y tiene distribucién gama(n+m, A).
o

Nuevamente, en el caso de independencia la funcién generadora de la suma es el
producto las de funciones generadoras individuales.

Proposicion. Sean X y Y son independientes, y cuyas f.g.m. existen en una
vecindad no trivial alrededor del cero. Entonces para cualquier ¢t € (—s,s) para
algin s > 0,

Mx .y (t) = Mx(t) - My (t).

Demostracion. Bajo la hipdtesis de independencia,
Mxyy(t) = B(eXH)
BE(etX . etY)
E(eX) . B(etY)
— Mx(t) - My ().

O

Es interesante observar que la condicién Mx 1y (t) = Mx(t) - My (t) no es suficiente
para concluir que X y Y son independientes. En el Ejercicio 542 se pide dar los
detalles de tal afirmacién.

Como hemos mencionado antes, no todas las distribuciones de probabilidad permi-
ten calcular la funcién generadora de momentos dentro de un intervalo no trivial
alrededor del cero, ni todos los calculos son tan sencillos como en el ejemplo mostra-
do. Por ejemplo, la f.g.m. de la distribucién Cauchy estandar no existe para valores
de t distintos de cero como se pide comprobar en el Ejercicio 543.

Cuando se tienen dos variables X y Y con la misma distribucién, entonces sus
funciones generadoras de momentos coinciden pues éstas de obtienen a través de la
funcién de distribucién comin. Por el contrario, si Mx (t) = My (t) en una vecindad
no trivial alrededor del cero, entonces puede demostrarse que sus distribuciones
coinciden, éste resultado y otro relativo a convergencia es el contenido de la siguiente
proposicién, cuya demostraciéon omitiremos.
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Proposicién (Otras propiedades de la f.g.m.).

1. Las variables X y Y tienen la misma distribucién si, y s6lo si, Mx (t) = My (t)
para valores de t en una vecindad no trivial alrededor del cero.

2. Sea X1, Xo,... una sucesion de variables aleatorias cuyas funciones genera-
doras de momentos existen todas ellas en algtin intervalo no trivial alrededor

del cero. Entonces X, % X si, y sélo si, Mx, (t) — Mx(t).

En la seccion de ejercicios se pueden encontrar las funciones generadoras de momen-
tos de algunas otras distribuciones de probabilidad, tanto discretas como continuas,
asi como en el primer apéndice al final del libro.

8.3. Funcion caracteristica

En esta ultima seccién se estudia la funcién caracteristica y se enuncian algunas de
sus propiedades. Esta es una funcién definida para cada distribucién de probabilidad,
y a diferencia de las funciones generadoras de probabilidad y de momentos estudiadas
antes, siempre existe. Su definicién es la siguiente.

Definicién (Funcién caracteristica). La funcién caracteristica de X es la fun-
cién

o(t) = E (%),
definida para cualquier niimero real ¢. El nimero ¢ es la unidad de los nimeros
imaginarios.

Observe que la funcién caracteristica es una funcién de los nimeros reales en los
numeros complejos, y puede escribirse en la forma siguiente:

¢(t) = E(costX) + iE(sentX).

Nuevamente se escribe ¢x(t) cuando sea necesario especificar que se trata de la
funcién caracteristica de X. Se escribe simplemente f.c. en lugar de funcion carac-
teristica. Observe que la f.c., la f.g.m. y la f.g.p. estan relacionadas, cuando existen
las dos tltimas, por las igualdades ¢(t) = M (it) = G(e'). Se muestran a continua-
cién algunos ejemplos de la forma de encontrar la funcién caracteristica a partir de
una distribucién de probabilidad.

Ejemplo. Sea X con distribucién bin(n,p). Entonces

o(t) = E(Y)
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Ejemplo. Sea X con distribucién Poisson(\). Entonces ¢(t) = e

(1)

D

z=0

(1 —p+ pe)™.

n

itx n T n—x
> (2)ra-n
r=

n

(%) o —pr

o
—M1-€") Ep efecto,
E(eitX)
— ieit:v[e—)\ﬁ]
= x!
© it\x
_ = (Ae")
= € Z !
=0
— e—)\(l—e“)'
o

Otros ejemplos de funciones caracteristicas de distribuciones discretas se muestra

en la siguiente tabla:

Distribucién discreta

Ber(p)
bin(n, p)
Poisson(\)
geo(p)

bin neg(r, p)

Funcién caracteristica

(t) =1—p+ pe®

o(t) = (1 —p+pe’)"

$(t) = e 1=

¢(t) =p/(1 - (1 —p)e*)
o(t) = [p/(1 = (1 = p)e)]"

Ahora se mostrard la forma de encontrar la funciéon caracteristica para dos distri-
buciones continuas: la distribucién normal y la distribucién gama.

Ejemplo. Sea X con distribucién N(y,0?). Entonces

E(eitX)

00
— / eitx .
—00

¢(t)

L —@w2/20 g,

V2ro?
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o0 1 _ 2_2 _ity2 2 2 2
_ / o~ (@222 (uito?) +4?) /20 5.
_ 2mo?
L (umite)?) /207 / Tl p-eite?)/20? g,
—o V27102
eitu—t202/2'

Observe que el ultimo integrando es la funcién de densidad normal con media el
nimero complejo p —ito?, y varianza 2. El hecho de que esta integral también vale
uno es consecuencia del principio de continuacion analitica de la teoria de variable
compleja. o

Ejemplo. Sea X con distribucién Gama(z, \). Entonces ¢(t) = (,\i\-t)z- En efecto,

ot) = B(e")
o] z—1
/ eitx [ ()‘x) )\e—)\:c ] dr
0

I'(2)
_ [T A et gy
el !
_ A > (A —at)a)! i) it gy
B (A—z‘t)Z/o I'(z) A-it)e a
- (/\:\it)z'

El tltimo integrando es la funcién de densidad de la distribucién gama(z, A — it).
Usando la teoria de variable compleja puede demostrarse que esta integral vale uno. o

La siguiente tabla muestra algunos otros ejemplos de funciones caracteristicas para
variables aleatorias continuas:

Distribucién continua ~ Funcién caracterfstica
unif(a, b) B(t) = (e — eiot) /(ibt — iat)
exp(A) o(t) = A/(A —it)

gama(n, A) o(t) = [A/(A —it)]”

N(p,0?) ¢(t) = exp(iut — 0°t?/2)
X*(n) $(t) = (1 — 2it)~"/?

t(n) o(t) = e, cuando n = 1.

La existencia de la funcién caracteristica se sigue del siguiente resultado.
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Proposicién (Existencia de la f.c.). Para cualquier nimero real ¢,

o(t)] < 1.

En particular, ¢(0) = 1.

Demostracion. Para cualquier nimero real ¢,
o .
ol = |~ e ar)
—0o0
Sy .
< [ levlare)

= dF (z)

= 1.

O

De modo que ¢(t) es un numero complejo de médulo menor o igual a uno, para
cualquier valor de t. Veremos a continuacién algunas otras propiedades de esta im-
portante funciéon. En particular, demostraremos que los momentos de una variable
aleatoria X pueden ser generados, cuando existen, con la f.c. a través de la férmula
#™(0) = i" - B(X™), y como en el caso de las funciones generadoras anteriores,
cuando X y Y son independientes se cumple que ¢x4y (t) = ¢ox () - oy (t).

Proposicion. Si X tiene n-ésimo momento finito, entonces

d" :

= B(t) = BGX)" - "X ],
En consecuencia,

d’n

— o(t =" - EB(X"

g 0| =i B

Demostracion. Para cualquier h distinto de cero,

(b(t + h) _ ¢(t) B /OO ei(t-l—h)m _ itz
Y =/ - dF (z)
oo thz _ 1
= /_OO eite . © - dF(x)
thX
ax €7 —1
= Ele - ]
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ithx

Como }Lim = ix, entonces, puntualmente,
—
0
ihX
, , et —1 ,
lim X . ——— = — X . X
h—0 h

Se comprueba que las variables aleatorias de esta sucesién, parametrizada por h,
son uniformemente dominadas por una variable aleatoria integrable, en efecto,

ihX_l
h

’ ux € eihX -1
e .

h
I :
= —/ iX - e X ds|
h Jo
1 g is X
< 1X|-= le"** | ds
h Jo
RY

Por hipétesis, E|X| < oo, entonces por el teorema de convergencia dominada,
d o0 . .
L) = / iz ¢t dF(z) = B[iX - ],
dt oo
Usando el mismo procedimiento, se encuentra que
d" < it . it X
ol = /_oo(m)" et AP (2) = B (iX)" - X ],

Tomando el limite cuando ¢ — 0, y usando nuevamente el teorema de convergencia
dominada,

dTL
— o(t =1"- E(X™).
g O] =i B
O
Proposicion. Si X y Y son independientes, entonces
dx+y (t) = ox(t) - Py (2).
Demostracion. Por independencia,
¢X+Y(t) — E( it( X+Y)
— E(ezt . th)
- E eti) ( th)
= ox(t)- oy (t).
O
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En particular, este resultado establece que el producto de dos funciones caracteristi-
cas es nuevamente una funcién caracteristica. Por otro lado, es necesario senalar
que, en general, el reciproco de la dltima propiedad es falso. En el Ejercicio 565 se
pide demostrar que la condicién ¢x1y (t) = ¢x(t) - ¢y (t) no es suficiente para con-
cluir que las variables aleatorias X y Y son independientes. Otra de las propiedades
fundamentales de la funcién caracteristica es su capacidad de determinar de manera
Unica a las distintas distribuciones de probabilidad. A este respecto se tienen los
siguientes resultados.

Proposicién (Férmula de inversién de Lévy). Sea X con funcién de distri-
bucién F(x), y funcién caracteristica ¢(t). Si < y son puntos de continuidad de
F', entonces

T _—itx _ —ity
F(y) — F(z) = lim — /_ T%-(ﬁ(t)dt.

Cuando x y y no necesariamente son puntos de continuidad de F', el lado izquierdo
es 3 (F(y) + Fly-)) — 3 (F(z) + F(z-)).

Demostracion. Sea

1 T e—itx_e—ity
nr)y = — — (1) dt
@ = 5 [ e
1 T _—itr _ ,—ity oo
= | ——° / ¢l dF(z)] dt
27 =T —0o0

27 -T J—00

1 oo T eit(z—x) _ eit(z—y)
= — tdF(z).
27 /—oo /—T it ard (Z)

El cambio en el orden de integracién es permitido pues el integrando es una funcién
continua y acotada en t € [-T,T] y z € R, incluyendo cuando ¢t = 0, pues puede
definirse esta funcién de acuerdo a su comportamiento limite en ese punto, es decir,

it
1 T poo it(z—z) _ Lit(z—y)
/ ¢ ,te dF(z)dt
(3

eit(z—m) _ eit(z—y)
lim - =y—x.
t—0 it

Desarrollando las exponenciales en términos de senos y cosenos se obtiene
1o T
IT) = —/ / —[cost(z —z) +isent(z — x)
2T —00 J=T it

—cost(z —y) —isent(z —y) | dtdF(z),

en donde para cualquier ntimero real a, por ser coseno una funcién par, y seno una
funcién impar,




T T
/ sen(at) g = 2/ sen(at) Qb
t ot

=T

Por lo tanto

& T sent(z — x T sent(z —
I(T):%/_ [2/0 #dt—2/0 Mdt]dzr(z).

El siguiente paso consiste en aplicar el teorema de convergencia dominada cuando
T — oo. La integral I(T") es la esperanza de la variable aleatoria

T _ T _
X — 1 [ 2/ sent(X — ) gt — 2/ sent(X —y) it .
2T 0 t 0 t

Nos interesa encontrar el limite de esta variable cuando T' — oo. Para ello se hace
uso del siguiente resultado:

T sia >0,

T
sen at
Th’m2/ ; dt = -1 sia <0,
- Jo 0 sia=0,

= 7 -signo(a),

en donde la funcién signo es

+1 sia>0,
signo(a) = ¢ —1 sia <0,
0 sia=0.

Entonces, puntualmente,

TIEI;OXT = % [ 7 signo(X —z) — 7 - signo(X — y) |
0 si X <,
1/2 si X ==z,
= 1 siz < X <y,
1/2 siX =y,
0 si X >y.
= 5 () 1y (X))

Estas evaluaciones pueden encontrarse facilmente usando el siguiente diagrama:

W‘SignO(X*I): — T e 0 ....... R T T

T - Signo (X — y) ........................... — T e 0 ........ TToeeeeeeen
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Ademas las variables X7 estan acotadas en valor absoluto por una constante pues
para cualquier nimero real a,

T

sen at

|/ dt] < sup |
0 13 T>0

T sent

ST gt < .
t

0

Por lo tanto

lim I(T) = /OO[

T—o00 — oo

Lz (2) + 1(ay) (2) | dF(2)

N =

= SP(X =)+ P(X =y)+ Pz < X <y)
= Pl <X <y +PX =2) - P(X=y)

= Fly) - F(z)+ %P(X =) - %P(X =)

= S (F) + Fy-)) — 5 (Fa) + Fa-))

En particular, si x y y son puntos de continuidad de F', entonces la integral vale
F(y) - F(x). O

Como corolario del teorema de inversion probaremos que las funciones de distribu-
cién determinan de manera unica a las distribuciones de probabilidad.

Teorema de unicidad. Si X y Y son tales que ¢x(t) = ¢y (t) para todo valor
real de ¢, entonces X y Y tienen la misma distribucién.

Demostracion. Sea ¢(t) la funcién caracteristica comun, y sea z cualquier nimero
real. Escoganse x y y tales que x < z < y. Haciendo x tender a —oco, y y "\ 2, en la
férmula de inversién de Leévy, se obtiene una tnica funcién de distribuciéon dada por

1 T e—itx _ e—ity
F(z)=1lim lim lim — / T st)dt
yN\z z\\—oco T—oo 2T -7 1t

En el caso absolutamente continuo se tiene la siguiente férmula.

Proposicién (Férmula de inversién en el caso abs. continuo). Sea X ab-
solutamente continua con funcién de densidad f(z), y funcién caracteristica ¢(t).
Entonces

f) = / it () dt.

:% .
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Demostracion. Para x < y, dos puntos de continuidad de F', por el teorema de
inversién de Leévy, y después usando el teorema de Fubini,

. 1 T e—itw _ e—ity 4
Fly) = Fa) = Jim 5= [ S oty
1 o) e—itx e—ity
= - () dt
27 J_ it o(t)
— 1 > /y —itx d ¢(t) dt
= w) ) e x
Y 1 * —itx
= — e o(t)dt| dx
Por lo tanto el integrando debe ser la funcién de densidad de X. O

Es necesario senalar que el uso de esta férmula requiere conocer de antemano que
la funcién caracteristica proviene de una variable aleatoria absolutamente continua.
Surge entonces el problema de encontrar condiciones sobre ¢(t) que garanticen que
la correspondiente variable aleatoria sea absolutamente continua. Ahora se demues-
tra un resultado que sera de utilidad en la tltima parte del curso y que establece
que la convergencia en distribucion es equivalente a la convergencia puntual de las
correspondientes funciones caracteristicas.

Teorema de Continuidad. Sean X, X;, X5,... variables aleatorias. Entonces
X, 5 X si, y s6lo si, dx, (£) — ¢x (2).

Demostracion. Suponga que ¢x, () — ¢x(t). Entonces para dos puntos de conti-
nuidad z < y de Fl, el teorema de inversion de Levy establece que

) 1 T e—it:c _ e—ity
Fxly) = Fx(o) = Jim o [ =5 oar
1 T e—itm _ e—ity
= lim — [ ———— [ t)] dt.
fim o /_ . m [lim_¢x, (1)]

T _—itex _ —ity
— lim lfm i/ C T by, (b)) dt.

n—o00 T—oo 27 _T 1t

Haciendo x tender a —oo se obtiene Fx(y) = lim Fk, (y). O

n—~o0
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8.4.

506.

207.

508.

509.

510.

o11.

012.

513.

514.

515.

Ejercicios
Funcion generadora de probabilidad

Sea X con varianza finita y con f.g.p. G(t). Demuestre que
a) BE(X)=G'(1).
b) E(X?) =G"(1)+G'(1).
¢) Var(X) = G"(1) + G'(1) — [G'(1)]2.
Sea X con f.g.p. Gx(t), y sean a y b dos constantes. Demuestre que

GaX—l—b(t) = tbGX ().

Sea X con distribucién Ber(p). Demuestre que
a) G(t)=1—p+pt.
b) E(X) =p, usando G(t).
¢) Var(X) = p(1 —p), usando G(t).

Sea X con distribucién bin(n, p). Demuestre que
a) G(t) =(1—p+pt)".
b) E(X) = np, , usando G(t).
¢) Var(X) =np(1l —p), usando G(t).

Sean Xi,...,X, independientes, cada una con distribucién Ber(p). Use la
f.g.p. para demostrar que Xj + --- + X, tiene distribucién bin(n, p).

Sean X y Y independientes con distribucién bin(n, p) y bin(m, p), respectiva-
mente. Use la f.g.p. para demostrar que X +Y tiene distribucién bin(n+m,p).

Sea X con distribucién bin(V,p), en donde N es una v.a. con distribucién
bin(m,r). Use la f.g.p. para demostrar que X tiene distribucién bin(m, rp).

Sea X con distribucién geo(p). Demuestre que
a) G(t) =p/[1 —t(1 - p)].
b) E(X)=(1—-p)/p, usando G(t).
¢) Var(X) = (1 —p)/p?, usando G(t).
Sea X con distribucién Poisson(\). Demuestre que
a) G(t) = e 1Y),
b) E(X) = A, usando G(t).
¢) Var(X) = A, usando G(t).
Sean X y Y independientes con distribucion Poisson con parametros A1 y Ao

respectivamente. Use la f.g.p. para demostrar nuevamente que X + Y tiene
distribucién Poisson(A; + A2).
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516.

o17.

518.

o19.

520.

021.

022.

923.

524.

Sea X con distribucién bin neg(r, p). Demuestre que
a) G(t) =[p/(1 —t(1 —p))]".
b) E(X)=r(1-p)/p, usando G(t).
¢) Var(X) =r(1 —p)/p?, usando G(t).

Sean Xi,...,X, independientes tales que Xj tiene f.g.p. Gi(t), para k =
1,...,n. Demuestre que

Gxypaxa(8) = [] Gr ().
k=1

Investigue si la condicién Gxyy (t) = Gx (t)Gy (t), valida para valores de t en
algun intervalo no trivial alrededor del cero, es suficiente para concluir que X
y Y son independientes.

Sea X7, Xo,... una sucesion de v.a.i.i.d. con f.g.p. Gx (). Sea N otra variable
aleatoria con valores en IN, independiente de la sucesién y con f.g.p. Gn(t).
Sea Y = X7 + -+ + Xu. Demuestre que

a) Gy (t) = Gn(Gx (1))
b) E(Y)=E(N)E(X), usando Gy (t).
¢) Var(Y) = E%(X)Var(N) 4+ E(N)Var(X), usando Gy (t).

Funcion generadora de momentos

Sea X con varianza finita y con f.g.m. M (¢). Demuestre que

a) E(X)= M'(0).
b) E(X?) = M"(0).
¢) Var(X) = M"(0) — (M'(0))%.

Sean X y Y independientes e idénticamente distribuidas con f.g.m. M ().
Demuestre que Mx_y (t) = M(t) - M(—t).

Sea X con f.g.m. Mx(t), y sean a y b dos constantes. Demuestre que

MaX+b(t) = ethX (at).

Sea X con f.g.m. Mx(t). Diga falso o verdadero. Demuestre en cada caso.
(1) Mx (t) > 0.
b) Mox(t) = Mx(2t).
Sea X con distribucién Ber(p). Demuestre que
a) M(t)=1-p+ pe.
b) E(X)=p, usando M (t).
¢) E(X™) =p, usando M(t).
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925.

526.

027.

528.

529.

530.

931.

5932.

533.

d) Var(X) = p(1 —p), usando M (t).
Sea X con distribucién bin(n, p). Demuestre que
a) M(t) = (1 —p+ pet).
b) E(X)=np, usando M (t).
¢) Var(X) = np(1l —p), usando M(t).

Sean X1, ..., X, independientes cada una con distribucién Ber(p). Use la f.g.m.
para demostrar que X; + --- + X, tiene distribucién bin(n, p).

Sean X y Y independientes con distribucién bin(n, p) y bin(m, p) respectiva-
mente. Use la f.g.m. para demostrar que X +Y tiene distribucién bin(n+m, p).

Sea X con distribucién geo(p). Demuestre que
a) M(t) =p/[1—(1—p)e'].
b) E(X)=(1-p)/p, usando M(t).
¢) Var(X) = (1 —p)/p? usando M(t).

Sea X con distribucién Poisson(A). Demuestre que

a) M(t) = exp[A(e! —1)].
b) M"(t) = M'(t) + Ne' M'(t).
¢) E(X) =\, usando M (t).
d) Var(X) = A, usando M (t).
e) E[(X — N3] =\, usando M(t).
Sea X con distribucién unif(a, b). Demuestre que
ot _ pat

b) E(X) = (a+b)/2, usando M(t).
¢) Var(X) = (b—a)?/12, usando M (t).
Sea X con distribucién exp(\). Demuestre que
a) M(t)=XA/(A—1t), parat <\
b) E(X)=1/X, usando M (t).
c¢) Var(X) = 1/)\2, usando M(t).
Sea X con distribucién N(ju, 0?). Demuestre que
a) M(t) = exp(ut + 302t2).
b) E(X) = p, usando M(t).
¢) Var(X) = o2, usando M(t).

Sean X y Y variables aleatorias independientes con distribucién N(uq,0?)
v N(ug,03) respectivamente. Use la f.g.m. para demostrar que X + Y tiene
distribucién N(uq + pg, 0? + 03).
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534.

935.

536.

937.

538.

539.

540.

541.

042.

043.

Sea X con distribucién gama(n, A). Demuestre que
a) M(t)=[N\/(AN—1t)]", parat <\
b) E(X)=mn/\, usando M (t).
¢) Var(X) =n/A?, usando M(t).

Sean X y Y independientes ambas con distribucién exp(\). Use la f.g.m. para
demostrar que X + Y tiene distribucién gama(2, \).

Sean X y Y independientes con distribucién gama(n,\) y gama(m,\) res-
pectivamente. Use la f.g.m. para demostrar que X + Y tiene distribucién
gama(n + m, A).

Sea X con distribucién y?(n). Demuestre que

a) M(t) =[1/(1 —2t)]*/?, parat < 1/2.
b) E(X)=mn, usando M (t).
¢) Var(X) = 2n, usando M (t).

Use la f.g.m. para demostrar que si X y Y son independientes tales que X
tiene distribucién x%(n) y X +Y tiene distribucién x2(m) con m > n, entonces
Y tiene distribucién x?(m — n).

Sean X y Y independientes con distribucién x2(n) y x?(m) respectivamente.
Use la f.g.m. para demostrar que X + Y tiene distribucién x?(n + m).

Sea X con distribucién N(u, 0?). Use la f.g.m. para demostrar que

a) —X tiene distribucién N(—pu,o?).
b) aX + b tiene distribucién N(ay + b, a?c?), con a # 0.
c¢) X? tiene distribucién x?(1).

Sean Xi,..., X, independientes tales que Xy tiene f.g.m. My(t) para k =
1,...,n. Demuestre que

My, g x, (8) = [ ] Mi(®).
k=1

Demuestre que la condicién Mx .y (t) = Mx(t)My (t) no implica, necesaria-
mente, que X y Y son independientes. Considere la distribuciéon conjunta

1
f(z,y) = Z[l +a:y(x2 — y2)] para —1<uz,y<1.

Sea X con distribucién Cauchy estandar. Demuestre que

1 sit=0,
MX(t)_{ oo sit#D0.
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544. Sea X con distribucién t(n). Demuestre que

1 sit=0,
MX(t)_{ oo sit#0.

545. Demuestre que la f.g.m. de la siguiente funcién de densidad, en donde n es un
numero natural, no existe.

n .
W SIZE>1,
flx) =

0 otro caso.

Funcion caracteristica
546. Encuentre la f.c. de una v.a. con funcion de densidad

—m s parax:1,2,...

b) f(x) = %e_m , para —oo < z < 00.
547. Sea X con funcién caracteristica ¢ x (t), y sean a y b dos constantes. Demuestre

que '
Pax1o(t) = € ox (at).

548. Sea F' una funcién de distribucién con funcién caracteristica ¢. Demuestre que
F(z) es simétrica si, y s6lo si, ¢(t) es real.

549. Demuestre que la funcién caracteristica es una funcién uniformemente conti-
nua.

550. Demuestre que la f.c. satisface ¢(—t) = ¢(t), en donde Z denota el complejo
conjugado de z.

551. Sean ¢1(t) y ¢2(t) dos funciones caracteristicas, y sea a € [0, 1]. Demuestre
que ¢(t) = a1 (t) + (1 — a)pa(t) es también una funcién caracteristica.

552. Sean X y Y independientes y con idéntica distribucién. Demuestre que ¢px_y (t) =

|6 (t)]>.

553. Sea X con distribucién Ber(p). Demuestre que

) ¢(t) =1—p+pe.

) E(X) =p, usando ¢(t).

) Var(X) = p(1 —p), usando ¢(t).

d) E(X™)=p, usando ¢(t), con n > 1 entero.

a
b

&

554. Sea X con distribucién bin(n,p). Hemos demostrado que la funcién carac-
terfstica de esta distribucién es ¢(t) = (1 — p + pe)™. Usando ¢(t) demuestre
ahora que

a) E(X) = np.
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955.

956.

957.

958.

559.

560.

o61.

962.

b) Var(X) = np(1 —p).

Sea X con distribucién Poisson()). Hemos demostrado que la funcién carac-
teristica de esta distribucién es ¢(t) = exp[—A(1—e")]. Usando ¢(t) compruebe
que

a) BE(X) =M\

b) Var(X) = A

Sea X con distribucién geo(p). Demuestre que

a) ¢(t) =p/(1 — (1 —p)e").
b) E(X)=(1—p)/p, usando ¢(t).
¢) Var(X) = (1 —p)/p?, usando ¢(t).

Sea X tiene distribucién bin neg(r, p). Demuestre que
a) ¢(t) = [p/(1 = (1 - p)e")]".
b) E(X)=r(1—-p)/p, usando ¢(t).
¢) Var(X) =r(1 —p)/p?, usando ¢(t).

sen at
Sea X con distribucién unif(—a, a). Demuestre que ¢(t) = ral
a

Sea X con distribucién unif(a, b). Demuestre que

a) o(t) = [ — e™]/[it(b - a)].

b) E(X) = (a+0b)/2, usando ¢(t).

¢) Var(X) = (b—a)?/12, usando ¢(t).
Sea X con distribuciéon N(u,c?). Hemos demostrado que la funcién carac-
terfstica de esta distribucién es ¢(t) = exp(iut —o*t?/2). Usando ¢(t) demues-
tra ahora que

a) B(X) = p.

b) Var(X) = o2
Sea X con distribucién exp(\). Demuestre que

a) () = (A — i),

b) E(X)=1/X, usando ¢(t).

¢) Var(X) = 1/A2, usando ¢(t).

Sea X con distribucién gama(n, ). Hemos encontrado que la funcién carac-
teristica de esta distribucién es ¢(t) = [A\/(A — it)]". Usando ¢(t) compruebe
nuevamente que

a) E(X)=mn/\.

b) Var(X) =n/\2
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563.

564.

965.

566.

967.

568.

569.

Sean X y Y independientes ambas con distribucién exp(\). Use la f.c. para
demostrar que X + Y tiene distribucién gama(2, \).

Sean X y Y independientes con distribucién gama(n, \) y gama(m, \) respec-
tivamente. Use la f.c. para demostrar que X + Y tiene distribucién gama(n +
m, ).

Se sabe que si X y Y son independientes, entonces ¢ x4y (t) = ¢px (t)-py (). Sin
embargo la condicién ¢xy(t) = ¢dx(t) - ¢y (t) no es suficiente para concluir
que X y Y son independientes. Demuestre esta afirmacién considerando la
siguiente distribuciéon conjunta:

1+azy@?—y?)] para —1<az,y<l.

] =

flz,y) =

Sea X con funcién de distribucion

T

F(x)

T 1ter

Demuestre que F(x) es efectivamente una funcién de distribucién, y calcule
¢(t). Con ayuda de ésta encuentre E(X) y Var(X).

Sean X y Y independientes. Demuestre que
oxv(t) = [ évlta)ax(@) = [ ox(endry )

Mediante el cdlculo de residuos de la teoria de variable compleja puede demos-
trarse que la distribucion Cauchy estandar tiene funcién caracteristica

B . _
¢(t)—/_ooet A+ 22 dx = e 1,

Suponiendo este resultado, encuentre el error en el siguiente argumento para
encontrar la f.g.m. de la distribucién Cauchy: “Como ¢(t) = e !l y M(t) =
$(—it), entonces M(t) = e~ |7 = =l »

Sean X1,..., X, v.a.i.i.d. con distribucién Cauchy estandar, es decir, la funcién
caracteristica de cada una de estas variables es
B(t) = e V.

Use este resultado para demostrar que la v.a. S, = (X1 + -+ + X,,)/n tiene
distribucién Cauchy estandar para cualquier valor de n.
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Capitulo 9

Teoremas limite

En este ultimo capitulo se estudian dos de los teoremas mas importantes en proba-
bilidad: la ley de los grandes ntiimeros y el teorema central del limite. Antes de ello
se revisan dos desigualdades de interés general.

9.1. Desigualdad de Markov

Proposicién (Desigualdad de Markov). Sea X > 0 con esperanza finita. Para
cualquier € > 0,
EX)

—

P(X >¢) <

Demostracion.

&
s
I

E(X 1xsg+X - 1x<q )
X - 1(X>e) )

E(e 1ixse )

eP(X >e).

VIV
— E —

O

En palabras, este resultado establece que la probabilidad de que X exceda un valor
€ positivo estd acotada superiormente por la media entre e. Existen otras versiones
equivalentes de esta desigualdad. Por ejemplo, la desigualdad de Markov aplicada
a la variable aleatoria no negativa |X| establece que P(|X| > ¢) < E|X|/e, y para
|X|™ con n cualquier nimero natural, P(|X| > ¢€) < E|X|"/e™.
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9.2. Desigualdad de Chebyshev

La desigualdad de Chebyshev es un resultado de bastante utilidad en algunas situa-
ciones, en particular se usard en la siguiente seccién para demostrar la ley débil de
los grandes nimeros.

Proposicién (Desigualdad de Chebyshev). Sea X con media p y varianza
0% < 0o. Para cualquier € > 0,

o2

P(|X —u|l>¢) < = (9.1

Demostracion.
o° = B[(X-p)’]
= B[(X = 1ox—psea + (X = 1) L(x—p<o]
> B[(X—u)? 1ix—pso]
> E[€-11x—pp0)
= EP(IX — | > e).

O

En palabras, la desigualdad dice que la probabilidad de que X difiera de su media
en mas de € estd acotada superiormente por la varianza entre €2. A este resultado se
le conoce también con el nombre de desigualdad de Chebyshev-Bienaymé. Existen
otras versiones de esta desigualdad equivalentes a la demostrada, por ejemplo,

a) P(|IX — | > e0) < 1/€%.

b) P(|X — pu| <eo) >1—1/€.

¢) P(IX —p| <e)>1—0%/.

Proposicién (Desigualdad de Chebyshev extendida) Sea X una variable
aleatoria, y sea g > 0 una funcién no decreciente tal que g(X) es una variable
aleatoria con esperanza finita. Para cualquier € > 0,

Elg(X)]

P(X>€)§W

(9.2)
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Demostracion.

=
=
=
VoIV
&

I
)
=
)
~
Vv
o

Pafnuty Lvovich Chebyshev Andrei Andreyevich Markov
(Rusia, 1821-1894) (Rusia, 1856-1922)

Profesor y alumno.
Fuente: Archivo MacTutor, Universidad de St. Andrews.

A partir de la desigualdad de Chebyshev extendida y con una funcién g adecuada se
pueden obtener tanto la desigualdad de Chebyshev como la desigualdad de Markov.
En resumen se tiene la siguiente tabla:

Versiones de las desigualdades de Markov y de Chebyshev

Markov: Para € > 0,
a) X >0=P(X >¢) < E(X)/e.
b) P(|X| >¢€) < E|X]|/e.
¢) P(IX| > ¢) < E|X|"/e".

Chebyshev: Para € > 0,
a) P(|X — p| > €) < Var(X)/é2.
b) P(X >¢) < E[g(X)]/g(€), con g > 0 no decreciente.
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9.3. Ley de los grandes numeros

En esta seccion se estudia uno de los teoremas mas importantes de la teoria clasica
de la probabilidad. Este interesante resultado se conoce como la ley de los grandes
numeros y establece que, bajo ciertas condiciones, el promedio de variables aleato-
rias converge a una constante cuando el niimero de sumandos crece a infinito. Mas
precisamente el resultado es el siguiente.

Teorema (Ley débil de los grandes niimeros). Sean X7, Xo, ... independientes
tales que F(X;) = u. Entonces

1n
_E Xz‘i’,u-
n <
=1

Demostracion. (Suponiendo segundo momento finito.) Sea S,, = (X7 +---+ X,,)/n.
Entonces E(S,) = p y Var(S,) < o%/n, suponiendo Var(X;) < 0% < oco. La de-
sigualdad de Chebyshev aplicada a S,, asegura que para cualquier € > 0 se cumple
P (|S, — u| > €) < 0%/ne’. Basta ahora tomar el limite cuando n tiende a infinito
para obtener el resultado requerido. O

La ley débil de los grandes ntmeros establece entonces que la variable aleatoria
Sp = (X1+---4+ X,,)/n converge en probabilidad a la media comun p. Observe que
para la demostracion de este resultado no hemos supuesto idéntica distribucién para
las variables aleatorias involucradas, inicamente que tengan la misma media, que
sean independientes y aunque las varianzas pueden ser diferentes, se ha necesitado
que sean uniformemente acotadas. Damos a continuaciéon un ejemplo sencillo de
aplicacién de este resultado y méas adelante demostraremos una versién mas fuerte.

Ejemplo (Definicién de probabilidad frecuentista). Considere un experimento
aleatorio cualquiera y sea A un evento. Se efectiian realizaciones independientes del
experimento, y se observa en cada ensayo la ocurrencia o no ocurrencia del evento
A. Sea X}, la variable que toma el valor uno si en el k-ésimo ensayo se observa A, y
cero en caso contrario. Entonces X7, Xo,... son variables aleatorias independientes
con distribucién Ber(p), en donde p es la probabilidad desconocida del evento A.
Por lo tanto E(X) = p y Var(Xx) = p(1 — p). La ley débil de los grandes nime-
ros asegura que la fraccidon de ensayos en los que se observa el evento A converge,
en probabilidad, a la constante desconocida p cuando el nimero de ensayos crece
a infinito. Esta es la definicién frecuentista de la probabilidad, y hemos entonces
corroborado su validez con ayuda de la ley de los grandes nimeros. o

La siguiente versién de la ley de los grandes niimeros asegura que bajo ciertas con-
diciones la convergencia de la variable aleatoria (X;+-- -+ X,,)/n a la media comin
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1 es mas fuerte, es casi segura.

Teorema (Ley fuerte de los grandes ndmeros). Sean X, Xs, ... independien-
tes e idénticamente distribuidas, tales que E(X;) = u. Entonces

n
Lyox, o
n -

=1

Demostracion. (Suponiendo cuarto momento finito.) Dada la idéntica distribucién
de los elementos de la sucesion, cualquier elemento de ésta se denota simplemente
por X. Suponga que E|X — u|? = 02 y observe que E(X — u) = 0. Entonces por
independencia,

n
E) (X — p)|* =nE|X — p|* + 3n(n — 1)o*

Por la desigualdad de Chebyshev (9.2) aplicada a la variable | Y7 | (X; — p)| y la
funcién g(z) = 2* se obtiene, para € > 0,

(ne)*

nE|X — p* 4+ 3n(n — 1)0?
(ne)*

Sea el evento A, = (|2 Y% | X; — p| > €). Entonces > o0 | P(A,) < cc. Por el lema
de Borel-Cantelli la probabilidad de que ocurra una infinidad de eventos A,, es cero,
es decir, con probabilidad uno, sélo un nimero finito de estos eventos ocurre. Por
lo tanto con probabilidad uno, existe un nimero natural n a partir del cual ningin
evento A,, se verifica. Es decir,

R
P(nh—{go‘ﬁZX’ —pul<e)=1
i=1
Como esta afirmacién vale para cualquier € > 0, se cumple que
P( Jim Z Xi=

O

Ejemplo (El problema del mono, nuevamente). Usaremos la ley fuerte de los
grandes nuimeros para dar otra solucién al problema del mono. Considere entonces
un mono que escribe caracteres al azar. Nos interesa encontrar la probabilidad de
que el mono eventualmente escriba las obras completas de Shakespeare, las cuales,
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supondremos, tienen una longitud total de NV caracteres. Nuevamente se consideran
bloques de longitud N de la siguiente forma

Lly+ey TN, TN41y -+ L2Ny - - -

Sea Ay, el evento correspondiente a que en el k-ésimo bloque el mono ha tenido éxito,
y sea Xj la variable aleatoria indicadora del evento Ag, es decir,

1 si Aj ocurre,
X = .
0 si Aj no ocurre.

Se tiene entonces una sucesién de variables aleatorias X1, Xo, ... independientes e
idénticamente distribuidas Bernoulli(p), con p = P(A;) = (1/m)", suponiendo que
el total de caracteres disponibles es m. En particular, la media de cada una de estas
variables es F/(X}) = p. Considere ahora la suma X; + X9+ -- -+ X,,. Si para algin
valor de n esta suma es positiva, significa que alguno de los sumandos es distinto
de cero, y por lo tanto que el mono ha tenido éxito. Pero esto es justamente lo que
garantiza la ley fuerte de los grandes niimeros pues

o 1¢
P(JL%OH;X’f =p)=1
Es decir, con probabilidad uno la suma de esta ecuacién es positiva. Esto implica
que debe existir un valor de k tal que X = 1, y esto a su vez significa que en el
k-ésimo bloque jel mono ha tenido éxito! Mds aun, para que el promedio que apa-
rece en esta ecuacion sea positivo necesariamente la suma debe ser infinita, y por
lo tanto, deben existir una infinidad de valores de k tal que X; = 1. Esto quiere
decir que con probabilidad uno jel mono escribird una infinidad de veces las obras
completas de Shakespeare! o

9.4. Teorema central del limite

Concluimos el curso con el célebre y famoso teorema central del limite. Este resultado
es de amplio uso en estadistica y otras ramas de aplicacién de la probabilidad, y una
de sus primeras versiones tiene el nombre de teorema de De Moivre-Laplace, que se
enuncia a continuacion.

Teorema de De Moivre-Laplace. Sea X, X5,... una sucesiéon de variables
aleatorias independientes tal que cada una de ellas tiene distribucién Bernoulli
con pardametro p € (0,1). Entonces para cualesquiera nimeros reales a < b,

X1+ 4+ X,)— i
lim P(a<( 1t o+ Xn) np<b):_ e 12 dg.
n—00 np(l — p) V2r Ja
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En palabras este resultado establece que la variable aleatoria ((X; + -+ X,,) —
np)/+/np(l — p) converge en distribucién a una variable aleatoria normal estdndar.
Una demostraciéon directa del teorema de De Moivre-Laplace puede ser encontrada
en [5]. Este teorema fue descubierto por De Moivre alrededor de 1733 en el caso
cuando las variables aleatorias tienen distribucién Bernoulli con p = 1/2. Anos des-
pués Laplace demostro el mismo resultado para valores arbitrarios de p. El teorema
de De Moivre-Laplace es una caso particular del siguiente resultado fundamental.

Teorema central del limite. Sea X1, X5... una sucesiéon de varaibles aleato-
rias independientes e idénticamente distribuidas tales que para cada natural n,
E(X,) = py Var(X,,) = 0% < oo. Entonces

(Xi4-+X,) —np d
Vno

N(0,1).

Este resultado fue demostrado rigurosamente por Lyapunov alrededor de 1901, aun-
que Laplace habia dado antes argumentos intuitivos que mostraban su validez. Ob-
serve que no hay ninguna hipdtesis adicional sobre la distribucién de las variables
de la sucesién, es decir, éstas puede tener cualquier distribucién, sélo requiriendo la
existencia de la media y la varianza. El resultado es valido como esta enunciado, sin
embargo, a fin de dar una demostracion simple, supondremos adicionalmente que
los elementos de la sucesién tienen momentos finitos de cualquier orden. La demos-
tracién que se presenta hace uso de esta hipétesis y de la funcién caracteristica.

Demostracion. (Suponiendo todos los momentos finitos.) Observe que

(Xt X) = (G =)o+ + (X = p)/o
Vno Vn ’
en donde cada sumando del numerador en el lado derecho es una variable con media

cero y varianza uno. Asi pues, sin pérdida de generalidad, supondremos que cada
variable de la sucesion tiene media cero y varianza uno, y consideraremos la suma

Xt X

Zn
NG

Se desea probar que Z, <, N(0,1). Para ello es suficiente demostrar que ¢z, (t) —
e=t*/2, Por independencia e idéntica distribucion,

07, (1) = B | "X XN = [ (t/vm) ]

Por lo tanto,

it i%t? 9
ez, () =nln(1+ %E(X) + EE(X )+

i3t3

S B + 0.
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1 1
Usando la férmula: In(1+z) =z — ~2° + =2°

5 3% T y factorizando potencias de it

se obtiene

gz, (t) = [BE(X?) - E*(X)]i*?/2
+[E(X3) E(X)E(X?)  E3(X),d

NN R Vo Y

El primer sumando es —t2/2, y todos los términos a partir del segundo sumando se
anulan cuando n tiende a infinito. Por lo tanto,

lim In ¢y, (t) = —t2/2.
n—oo
Como la funcién logaritmo es una funcién continua se tiene que

In( lim ¢z, (t)) = —t%/2.

De donde se obtiene ,
lim ¢z, (1) = e+ /2.

n—oo

El teorema central del limite establece entonces que para cualquier x en R,

Xi 4+ X,) —
lim P[( 1t 4 Xn) n“g
n—00 Vno

en donde Z tiene distribucién normal estandar. Observe que la suma X7 + - - -+ X,
tiene media nyu y varianza no?, de modo que la expresién de arriba es una especie de
estandarizacién de esta variable. Equivalentemente este resultado puede enunciarse
del siguiente modo:

z] = P(Z < xz),

L(Xi 4+ X)) —p
N N(O, 1).

9.5. Ejercicios

Desigualdad de Markov
570. Demuestre la desigualdad de Markov siguiendo los siguientes pasos: Suponga

X >0, y para € > 0 defina

€ siX >e
XE_{O si X <e.

Compruebe que X, < X. Ahora tome esperanza de ambos lados y calcule
E(X,).

571. Demuestre directamente las siguientes versiones de la desigualdad de Markov.
Para cualquier € > 0,
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D72,

o73.

o74.

D75,

D76.

D77,

o78.

o79.

580.

o81.

582.

E|\X" o
b) P(|X|>¢€) < ———, con n cualquier nimero natural.
€

Use la desigualdad de Markov para demostrar que si X es una variable aleatoria
no negativa con esperanza cero, entonces X = 0 casi seguramente.

Demuestre que la convergencia en media implica la convergencia en proba-
bilidad usando la desigualdad de Markov aplicada a la variable aleatoria no
negativa | X,, — X|.

Desigualdad de Chebyshev

Use la desigualdad de Chebyshev (9.2) para demostrar directamente que la
convergencia en media cuadréatica implica la convergencia en probabilidad.

Demuestre la desigualdad de Chebyshev (9.1) usando la desigualdad de Markov
aplicada a la variable aleatoria no negativa | X — pul.

Use la desigualdad de Chebyshev para demostrar que si X es una variable
aleatoria tal que E(X) = a y Var(X) = 0, entonces X es constante casi
seguramente, es decir, P(X =a) = 1.

Sea X con media p y varianza o?. Use la desigualdad de Chebyshev para
estimar la probabilidad de que X tome valores entre y — eo y @ + €0 para
cualquier € > 0 constante.

A partir de la desigualdad de Chebyshev extendida (9.2) demuestre la de-
sigualdad de Chebyshev (9.1) y la desigualdad de Markov.

X

E
Demuestre que P(|X| > ¢€) < ‘—, para € > 0,
€

a) usando la desigualdad de Chebyshev extendida.
b) de manera directa.

RIS

Demuestre que P(|X| > ¢€) <

parae >0y n €N,

e’
a) usando la desigualdad de Chebyshev extendida.

b) de manera directa.

etX )

Demuestre que P(X > ¢€) < parae >0yt >0,

eet

a) usando la desigualdad de Chebyshev extendida.

b) de manera directa.

Sea X con funcién de densidad

1/18 six=-1,1,
f(z) =4 16/18 siz =0,
0 otro caso.
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5983.

o84.

585.

586.

o87.

o88.

589.

Demuestre que P(|X — p| > 30) y la estimaciéon dada por la desigualdad de
Chebyshev para esta probabilidad coinciden. Este ejercicio demuestra que en
general la cota superior dada por la desigualdad de Chebyshev es éptima, es
decir, no puede establecerse una cota superior mas pequena.

Considere la siguiente versién de la desigualdad de Chebyshev
P(X —p|<er)>1—1/€

Encuentre el minimo valor de € > 0 de tal modo que la probabilidad de que
una variable aleatoria tome valores entre y — €0 y p + €0 sea al menos 0.90.

Desigualdad de Cantelli. Demuestre que si Var(X) < oo, entonces para cual-
quier € > 0,

P(X — E(X)| > ¢) < %

Ley de los grandes niimeros

Use la ley débil de los grandes nimeros para demostrar que si X, tiene distri-
bucién bin(n, p), entonces cuando n — oo,

1
—Xn P, p.
n

Ley de los grandes nimeros en media cuadrdtica. Demuestre que si X, Xo, ...
es una sucesiéon de v.a.s independientes con media p y varianza o2, entonces

1 n
=1

Observe que no se pide la hipétesis de idéntica distribucion para las variables
aleatorias y que este resultado no es consecuencia de la ley fuerte.

Sean X1,...,X, independientes con distribucién N(u,0?). Para cualquier va-
lor de n el promedio (X; + --- + X,,)/n tiene distribucién N(u,o?/n). ;Con-
tradice esto la ley de los grandes nimeros?

En el Ejercicio 569 se pide usar la f.c. para demostrar que si X1,...,X, son
v.a.ii.d. con distribucién Cauchy estdndar, entonces el promedio S, = (X7 +
-+++ X,,)/n tiene distribucién Cauchy estandar, independientemente del valor
de n. ;Contradice esto la ley de los grandes nimeros?

Se lanza una moneda equilibrada 2n veces. Calcule la probabilidad de que am-
bas caras caigan el mismo nimero de veces. ;Qué le sucede a esta probabilidad
cuando n tiende a infinito?. ; Contradice esto la ley de los grandes nimeros?.
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590.

991.

992.

Teorema central del limite

Use el teorema central del limite para estimar la probabilidad de obtener mas
de 520 aguilas en 1000 lanzamientos de una moneda honesta.

Sea X1, Xo,... unasucesion de v.a.i.i.d. con distribucién Poisson(A) con A = 1.
Use el teorema central del limite para demostrar que

) 1 —nF 1
w2 Ty

La probabilidad de ocurrencia de un evento en un ensayo es de 0.3. ;Cuél es
la probabilidad de que la frecuencia relativa de este evento en 100 ensayos se
encuentre entre 0.2 y 0.57
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Apéndice A
Distribuciones de probabilidad

Se presenta a continuaciéon una lista con algunas distribuciones de probabilidad
univariadas de uso comun. Como es costumbre, la funcién de probabilidad o de
densidad se denota por f(x), y la funcién de distribucién por F(x). Ademads, se
recuerda la notacién para las siguientes funciones asociadas a una distribucion.

G(t) : Funcién generadora de probabilidad.
M(t) : Funcién generadora de momentos.

¢(t) : Funcién caracteristica.

DISTRIBUCIONES UNIVARIADAS DISCRETAS

Distribucion uniforme

X ~unif{zy,...,z,} conn e N.
f(z)=1/n parazxz=2x1,...,2,.

E(X) = g(z1+ -+ xp).

Var(X) = 5(z1 = p)? + - + (@0 — p)?].
G(t) = L(t™ + ... 4 o).

M(t) = %(exlt + oo 4 et

Distribucion Bernoulli

X ~ Ber(p) conp € (0,1).
f(x) =p*(1—p)'~* paraz=0,1.
E(X) =p.
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Var(X) = p(1 — p).
G(t) =1—p+ pt.
M(t) =1—p+pe'.

Distribucion binomial

X ~ bin(n,p) conneNype(0,1).

flx) = ( Z )px(l—p)"_x paraxz =0,1,...

E(X) = np.

Var(X) = np(1 — p).
G(t)=(1—p+pt)"
M(t) = [1 - p+ pe]".

Distribuciéon geométrica

X ~geo(p), con pe (0,1) yqg=1—p.
f(xz)=p(1 —p)* paraz=0,1,...
E(X) =q/p.

Var(X) = q/p”.

G(t) =p/[1 — (1 - p)].

M(t) =p/[1 - (1 —p)e'].

Distribucion Poisson

X ~ Poisson(A), con A > 0.

flx) = e_)‘% parax =0,1,...
E(X)=\

Var(X) = \.

G(t) A(l—t)'

M(t)_: exp[A(ef —1)].
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Distribucién binomial negativa

X ~ bin neg(r,p) conr e Ny pe(0,1).
fx) = ( T+i_1 >p’"(1—p)x parax =0,1,...

E(X)=r(1-p)/p.
Var(X) = r(1 — p)/p>.
G(t) =[p/(1—t(1—p))]".
M(t) = [p/(1 - qe")]".

Distribucién hipergeométrica

X ~ hipergeo(N,K,n) con NK,ne Nyn<K <N.

= (Y (Y)Y smarmoten

E(X)=nK/N.
Var(X) = n%%%:rf

DISTRIBUCIONES UNIVARIADAS CONTINUAS

Distribucion uniforme continua

X ~ unif(a,b) con a < b.
f(x)=1/(b—a) parax € (a,b).
F(z)=(x —a)/(b—a) paraz € (a,b).
E(X)=(a+b)/2.

Var(X) = (b—a)?/12.

M(t) = (e? — ) /(bt — at).

Distribucién exponencial

X ~exp(A) con A > 0.
f(z) = Ae™** para z > 0.
F(z) =1— e para z > 0.
E(X)=1/\

Var(X) = 1/)2.
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M(t) =A/(A—t) parat <\

Distribucién gama

X ~ gama(n,\) conn >0y A > 0.

_ ()\‘T)n_l —Az
flz) = () e para x > 0.
n—1
Flz)=1—e?" Z()\w)k/k!, para x > 0 y n entero.
k=0
E(X)=n/\.

Var(X) = n/\2.
M(t) =[N (A =1)]" parat < A
Distribucion beta

X ~ beta(a,b) con a>0,b>0.

f(z) =291 — 2)*71/B(a,b), parax € (0,1).
E(X)=a/(a+D).

Var(X) = ab/[(a + b+ 1)(a + b)?].

Distribucion normal

X ~N(p,0?) conp € Ry o?>0.

—_

—_ —(z—p)? /202
x) = e .
H@) = 7=
E(X) = pu.
Var(X) = o2

M(t) = exp(ut + o?t2/2).
o(t) = exp(iput — ot2/2).
Cuando p = 0 y 0% = 1 se obtiene la distribucién normal estandar.

Distribucién ji-cuadrada

X ~x2%(n) conn>0.
1 1

n/2
flz) = Tn/2) <§> 2?7 1e™®/2 para x > 0.
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E(X)=n.
Var(X) = 2n.
M(t) = (1 —2t)"? parat<1/2.

Distribucion t

X ~t(n) conn > 0. )
I'((n+1)/2) L7\ —(n+1)/2
fe) = VT /2) ) |
(X)
Var(X) = n/(n —2) paran > 2.
M (t) no existe para t # 0.

o(t) = exp(—|t]) , cuando n = 1.
La expresion de ¢(t) resulta complicada para valores n > 2.

Distribucién log normal

X ~ log normal(p,0?) con u € Ry oa? > 0.

flx) = :m/217r7 exp[—(Inz — p)?/20?% para z > 0.
E(X) = exp(u + 0%/2).

E(X™) = exp(nu + n?0?%/2).

Var(X) = exp(2u + 202) — exp(2u + 02).

Distribucion Pareto

X ~ Pareto(a,b) con a,b > 0.
ab®

f(z) = ot 2)orT

F(z)=1—-[b/(b+ x)]* para x > 0.

E(X)=0b/(a—1) paraa> 1.

Var(X) = ab?/[(a — 1)*(a — 2)] para a > 2.

para x > 0.

Distribucion Weibull

X ~ Weibull(r,\) con r, A > 0.
f(@) = e O XTgm 1 para x> 0.
F(z)=1-—e )" paraz > 0.
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E(X)=T0+1/r)/A
Var(X) = [[(1 +2/r) — T2(1 4+ 1/7)]/\2.

Distribucién Cauchy

X ~ Cauchy(a,b) cona>0yb>0.

A= e p—ye
La esperanza y varianza no existen.
M (t) no existe para t # 0.
o(t) = exp(—iat — b|t]).
Cuando a =0y b= 1 se obtiene la distribucién Cauchy estandar, y coincide con la
distribucién t(n) con n = 1. En este caso,
B 1
f(:E) - 7T(1 —|—l’2)'
F(x) =1/2 4+ (arctanz) /7.
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Apéndice B

Formulario

B.1. El alfabeto griego

A« alfa 1. iota P p,0 rho
B beta Kk kapa ¥ o,¢ sigma
'y gama | A X lambda | T 7 tau
AS§ delta My mu T v upsilon
Eee  épsilon | Nv nu ® ¢, phi
ZC zeta = xi X x ji 6 chi
Hn eta O o omikron | ¥ % psi

© 0,9 theta IIw pi Quw omega,

B.2. Notacion

#(R) : Conjuntos de Borel de R.

aVvb : méax{a,b}.

aNb : min{a,b}.

A1 B : Elevento A es independiente del evento B.

|x] : Parte entera de x.

F(z+) : Limite por la derecha de la funcién F' en el punto x.
F(z—) : Limite por la izquierda de la funcién F' en el punto x.

B.3. Limite superior e inferior

Sea {a, : n > 1} una sucesién de nimeros reales. Para cada m natural defina

by, = inf {am,ams1,...},
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Y Cm = sup {am,Qmi1,---}

Entonces claramente b, < bpq1, vV € > Cmy1- Es decir, ambas sucesiones son
monotonas, una no decreciente y la otra no creciente. Por lo tanto estas sucesiones
son convergentes, no excluyendo con ello el valor infinito. Entonces sean

b = lim by,
m—o0

y ¢ = lim cp.
m—o0

Al valor b se le llama limite inferior, y a c se le llama limite superior de la sucesion,
y se denotan de la forma siguiente:

b = liminf a,,
n—oo

y ¢ = limsup ay.
n—oo

No es dificil demostrar que

liminf a, <limsup a,,
n—0o0 n—00

y que la sucesién es convergente si, y solo si, liminf a,, = limsup a,,.
n—oo n—oo

B.4. Imagen inversa

Sean A y B dos conjuntos. Considere una funcién X : A — B. La imagen inversa de
B C B es un subconjunto de A, denotado por X !B, y definido como sigue:

X 'B={acA:X(a) € B}

Observe que X es una funcién puntual, es decir, lleva puntos de A en puntos de B,
mientras que X! es una funcién conjuntista, es decir, lleva subconjuntos de B en
subconjuntos de A. No es dificil verificar que la imagen inversa cumple las siguientes
propiedades.

1. X~ 'B=A.

2. X 1B =(X"'B).

3. Si By C By, entonces X 'B; C X! B,.

4. XY (By—By)=X"1'By - X7 'By.

5. X‘l([j By) = Cj X 'B,.
k=1 k=1

n

n
6. X '((\Br) =) X 'Bx
k=1 1
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7. X(X7'B) C B [igualdad si, y sélo si, X es sobre ].
8. X 1YXA)C A [igualdad si, y sélo si, X es inyectiva ].

Si se tienen dos funciones X : A - By Y : B — C entonces para cualquier C' en C,
se cumple (X o Y)™1C = X~ }(Y~10).

B.5. Funcion indicadora

La funcién indicadora de un conjunto A C €2 es la funcién 14 : Q — {0,1} dada por

1 si weA,
1A(w)_{ 0 si wé¢A.

De este modo la funcién 14 toma el valor uno dentro del conjunto A, y cero fuera de
él. Es sencillo verificar que esta funcion resulta ser una variable aleatoria cuando el
conjunto A es un evento. La funcién indicadora cumple las siguientes propiedades.

a) lyup =méx{lg,1p}=1a+1p—14-15.
b) 1anp =min{lg, 1} =14-15.
¢) lge =1—14.

d) 1a_p=14—14-1p.
e) lapp=|1la— 1| =|la— 12 =1a4+1—-2-14-1p.
)

fy ACB=14<1p.
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B.6.

Tabla de la distribucién normal estandar

x
1 —t2/2
O(x) = — e V24t
V2T J o

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359

0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753

0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141

0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517

0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8399
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
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