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I11.- Distribucion de funcion de variables
aleatorias (Teoria de la distribucién)

3.1 Introduccion.

En este capitulo se tratara el estudio defunciones de variables aleatorias, en
forma general podemos decir que para Xi, Xo, ..., X, variables aleatorias, estaremos
interesados en conocer la distribucion conjunta de Y1=h (X1, Xo, ..., X,), Y2=h (X1, Xo,

ces X”), ceey Y,e:/%(X1, DCRI Xﬂ) La distribucién de Y, Yo, ..., Yg, satisface:

FYIYZ...Y,C O Vareeor D) TP g1, Yo g2,y Y pe)
=Ph(X1, Xo, ooy Xn)S 1, (X, X2y ooy Xn)S 925000, he(X, Xo, ovey X)) 98)

El calculo de la anterior probabilidad al depender de la X/s, se reduciria a
integrar o sumar la densidad conjunta sobre la regiéon que determina estas nuevas
variables, pero en muchas ocasiones sera de mucha utilidad saber explicitamente la
distribuciéon conjunta de estas nuevas variables, como lo es en el uso de la inferencia
estadistica.

3.2 Técnica de la funcion de distribucion acumulativa.

Para Xi, Xo, ..., X, varaibales aleatorias, definimos las siguientes variables de la
siguiente forma, Y1=mh(X1, Xo, ..., X»), Yo=hXi, Xz, ..., Xp), ..., Ye=hX1, Xo, ...,
X,). La distribucion de Y1, Yo, ..., Yg, satistace:

Foy, v, 00 D20ee s 9) P15 91, Yo gy, Y )
=Ph(X1, Xo, ooy Xn)S 1, (X1, X2y ooy X)) 92500y he(X1, Xo, .oy X)) 90)
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Es decir, los eventos { Yi<y1, Yo< 2,0, Yo ge by {01(Xy, Xo, ..., X0)Z 1, h2(X1, Xo,
ooy XS e, Xy, Xo, ..., X,)S gk} son iguales, si conocemos la distribucion
conjunta de Xi, Xo, ..., X, podemos calcular la probabilidad del evento {h(Xi, Xo, ...,
X)Z g1, ha(X1, Xa, oovy X< 92,0, he(Xd, Xo, .., X))< i} vy por tanto también podemos
calcular Fyy y (0, J5,--+, 9,) A\ esta forma de obtener la distribucion conjunta de Yi,

Yo, ..., Y, se le denomina #éenica de la funcidn de distribucion acumulativa.

Veamos unos ejemplos para ver como se aplica dicha técnica.

Ejemplo 3.1. Sea X ~ N(0,1), y Y= h(X) = X2 Apliquemos la técnica de la funcién de

distribucion acumulativa, para encontrar la distribucion de Y.

Fr() = P(Y <))

La anterior es la distribucion de una X(21) .

Ejemplo 3.2. Sea X1, Xa, ..., X, variables aleatorias independientes sea;

Y= (X1, Xo, ..., X,) = max(Xy, Xo, ..., X).
Busquemos la distribucién de Y, ptimero veamos que el evento { max(Xi, Xo, ...,
X,) <y} es equivalente a { Xi<y, X2 <y, ..., X, < y} luego entonces,
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Por ser independientes
=P(X, < y)P(X,<y)-P(X, <)

= HFx (7)

Si ademas de independientes asumimos que tienen la misma distribucién, tendriamos
entonces que

Para el caso de que las X/s sean variables continuas encontramos que

Fio, (D) =0(F () A ()

Ejemplo 3.3. Ahora busquemos la distribucion de  Ya) = min(Xy, X, ..., X,), los
eventos { min(Xi, Xo, ..., X,)> y} es equivalente a { X1 >y, X2 >y, ..., X, > y} luego

FY“) (J’):l_P( (ﬂ)>ﬂ)
= 1—P(X1 > 9,X,>79,...,X, >j/)

Por ser independientes
=1- [(1-P(X, < y))(1-P(X, < y))-+(1-P(X, < y))]

T O)

Si ademas de independientes asumimos que tienen la misma distribucién, tendriamos
entonces que

n

FY(l)()/)Zl—O—FX(J/)) .

Para el caso de que las X/’s sean variables continuas encontramos que

Foy () =1(1=F (1) A ()
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Ejemplo 3.4. Ahora sean X y Y dos variables aleatorias continuas distribuidas
conjuntamente, busquemos la distribucion de Z = X + Y.

F,(z) =P(Z<3)=PX+Y<Q)

= [ far (5 0)dix

x+ )<y
© f{*x}
= [ ] far(x0)dax
Haciendo # = y + x o
w0
= J. IfXY (20, 2 — x ) dudx

Ahora derivando con respecto a g

dI:Z
a3

J %
d_z". J-fXY(x,ﬂ—x)d%dx

—00 —00

= j fxy (x,{—x)dx

—_

?)

Iz (%) -

8

De forma similar podemos encontrar que para V=X-Y

£000)= [ g =)

Si ambas variables son independientes loa anterior nos queda como:

JR= | f (%) Sy (3 =) dx

fv(”):_]gfx(x)fY(X_”)dX
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Ejemplo 3.5. Ahora sean X y Y dos variables aleatorias continuas distribuidas
conjuntamente, busquemos la distribucion de Z = XY.

F,(3) =P(Z<3 =PXY<Q)
= J-J. Jxy (X) ])@/dx

EIESe

= wa %, djd%+”fm %, ) dyd

—0

:ﬁfw( j dx+Hfm( in[dx

Haciendo # = yx

:I_jffxy(xf j dX+J.J.f‘(Y(X’ jfjdx
:ijxy(x, j dx+jjfx\(x, jf/dx
= T jﬁfm (x,ﬁjd%dx
Entonces
7=
_d b Tl
Tl
_‘[OmeY (x,%jdx

De forma similar podemos encontrar que para V = }%{

o0

fv(”): j|x|f‘(Y (x,yx)dx

—00
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3.3 Técnica de la funciéon generadora de momentos.

Para X, Xo, ..., X, variables aleatorias, con funcién de densidad conjunta
Jxx,. x, (,%5,...,x,)  definimos las siguientes variables de la siguiente forma,
Yi=mh(X1, X2, ..., X0), Yo=hX1, X2, ..., Xp), ooy V=X, Xo, ..., X,). La funcién
generadora de Y1, Yo, ..., Yk, si existe esta es:

s, (e £) = B4 = B 000000

— E(ebl(xl XX, )y (X X X g ey (X X X ) )

Como se puede verla generadora de momentos es una funciéon de las variables
X1, Xo, ..., X,, asi que esta la podemos calcular ya que conocemos su funcién de
densidad conjunta, una vez que se obtiene la generadora de momentos, después hay
que ver a que distribucién esta asociada, las limitantes de estas técnicas es que se
conoce la generadora de momentos de varias variables aleatorias para el caso univariado
pero parale caso multivariado son pocas las generadoras conocidas.

Ejemplo 3.6. Sea X ~ N(0,1), y Y= h(X) = X2 Apliquemos la técnica de la funcién
generadora de momentos, para encontrar la distribucion de Y.

m = E@)

1 _,ﬂ du

e

J on (1- 2;‘)/

I
_T 1 =02
e

(1—2;)%

La anterior es la generadora de momentos de una X(Zl) , asi X tiene distribucién X(Zl) .
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Ejemplo 3.7. Sea X1 y Xz dos variables aleatorias independientes con distribucion N(0,1),
sea Y1= X1 — Xo Yo= Xj+Xo Apliquemos la técnica de la funciéon generadora de
momentos, para encontrar la distribucién conjunta de Y1y Ya.

s (1) =B(%)
_ E(e(xlfxz)/l HX,X,) )
= (N0 en)

Como X y Xz son independientes
= (0B (0)

— e(’l +1 )2 6,(fz -4 )2

Tenemos que Yi y Y2 cada una se distribuye como una N(0,2).y ambas son
independientes.

Nota. Recordemos que para Y= aX+5, con 4, b constantes, tenemos que la generadora
de momentos de Y es: #v(9) = e mx(at)

n
St Xy, Xo, ..., X, son variables aleatorias independientes, definamos a S :ZXZ. la
i=1
generadora de momentos de S es:

ms(l) = E(e’s)

=F (61X1+tX2+~--+/X” )

::Zli[mx, (f)

Si ademas de independencia la X/’s son idénticamente distribuidas tenemos que

ms(l) = (my (7))
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Ejemplo 3.8. Sea X1, Xo, ..., X, son variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas (i.i.d), con distribucién Poi(A), busquemos la distribucion de S = ZXZ .

i=1

ms() = (my (1)) = ((;W‘l))” _ M)

esta es la distribucién de una Poi(#A).

Ejemplo 3.9. Sea X1, Xo, ..., X, son variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas (i.i.d), con distribucién Exp(A), busquemos la distribucion de S = ZX[. .

i=1

= () = ()

A+1

esta es la distribucion de una Gam(z, A).

3.4 Transformaciones.

Primero empezaremos viendo el uso de esta técnica para el caso de una sola
variable aleatoria, para después extenderlo, al buscar la densidad de una funcién de la
variable aleatoria lo que estamos haciendo es una transformacion, que es determinada

por Y=h(X).

Si X es una variable aleatoria discreta, si X toma a X1, X2,..., X; COMO Sus
posibles valores con probabilidad f(x1), /x(x2),..., fX(xx), los posibles valores de Y se
obtienen de sustituir los valores de X en /4( ), asi tendemos que varios valores de X
pueden dar el mismo valor de Y, asf la probabilidad de que salga el valor y; de Y serfa la
suma de las probabilidades de los valores de X que dan este valor, esto es:

rOY= D Alx)
{f’/’(xi ):J'/}
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Ejemplo 3.10. Supongamos que X es una v.a con valores —2, 0, 2 con probabilidad

AxE2) = pi, xO) = p2, x(2) = p3, con pit patps = 1y pi> 0,

sea Y = X2+ 1, es claro que Y es una variable discreta que toma los valores de 1 y de 5
y su funcién de probabilidad (funcién de masa de probabilidad)

A1) = Px{xr a2+1 = 1} = Pxfxc 52 = 0} = &(0) = p2
A(B) = Px{xr a2+1 = 5} = Pxfoc x =% 2} = K(-2)+ AQ2) = p1 + 3

Ahora si X es una variable aleatoria continua, con densidad fx( ), sea
Dx={x:/x(-)>0}, si a Dx lo podemos descomponer en un nimero finito de conjuntos
disjuntos Dy ,Dy ,...,Dy , tal que y=/(x) defina una transformacion uno a uno de

cada uno de los conjuntos Dy ,Dy ,...,Dy en Dy con y €Dy, entonces la densidad
conjunta de Y=A(X) se puede obtener. Sea x = 5" ( )/) denota la inversa de y=/(x) para
xen Dy, yla detivada de x = b ( y) con respecto a y es continua y no cero para y

€Dy, entonces la densidad de Y=/A(X) esta dada por:

ya

FO)=

i=1

P8 AGIOING

d)/ 2

Ejemplo 3.11. Supongamos que X es una v.a continua con distribucion U(0,1),
busquemos la densidad de Y=-InX. La densidad de X es

) = I(0,1)(X)
y
b=t (y)=e
Asi tenemos que
d _,
Lo

M) = & Ix (6—;) - 6_‘}’1(0)1)(6_’}’) - e‘»}'I(O,w)(J,)

Podemos ver que Y se distribuye como una Exp(1).

Ejemplo 3.12. Sea X ~ N(0,1), y Y= h(X) = X2Tenemos que por ser una normal X

toma valores en toda la recta real y nuestra funciéon deja de ser uno a uno en toda la
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recta pero si dividimos a Dx en DXI {x rxeDy,x< 0} y DXZ {x cx €Dy, x2 O} ,

obtenemos A, 1( y) =—\/; y /92_1( y) =,/ 7, son transformaciones uno a uno en las

regiones que definimos, asf tenemos que la densidad de Y es:

SO A (D) + 5D A (D)

:5%7&GJD+Z%44JD

Por ser X una normal

KO) =

Y como ya lo habiamos encontrado anteriormente Y es la distribucion de una X(zl) .

Ejemplo 3.13. Sea X una v.a continua, con densidad
2
x
~f><<><>=(gjl[m](x)

—2s1 X <2
seaY = <0si X=2 ,ladensidad de Y seria
281 X>2

Y 8
N2 :_([(3] 1[0,3](X)dx :2_7

A(0) =0
e _v
ﬁ@w—ﬂg)lmﬂxﬂx—y

2
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A continuacién enunciaremos un resultado muy importante, para la simulacion
de variables aleatorias.

Teorema 3.1. Si X es una v.a continua con funcion de distribucién Fx(x), entonces U=
Fx(x) se distribuye como U(0,1), Inversamente si U se distribuye como U(0,1), entonces

X= F'(U) tiene a Fx(x) como funcién de distribucién acumulativa.

Demostracion.

=)
PU<#) =P(Fx(x) <u) =P (X< F'(#)= F (F; (ﬂ))z u.
Esta es la distribucion de una U(0,1).

<)
P(X<x) =P (F (U)<x) = P(U < Fx(x) = Fx(x)

0

Nota. Al resultado anterior se le suele llamar como la transformacion integral de la

probabilidad.

Ahora extendamos el tema de las transformaciones para mas de una dimension,
empecemos con las discretas.

Sea fyx, x (x,%,,...,x,) la densidad conjunta del vector aleatorio discreto X = (X,
X, vy Xi), Sea Dx={(1, 22, ..y %) fyx, x, (5, X5,...,x,) >0}, estamos interesados

en conocer la densidad conjunta de Yi=h(X1, Xo, ..., X), Yo=hXi, Xz, ..., Xy, ...,
Yi=he(Xi, Xo, ..., X,). La densidad la podemos encontrar de la siguiente manera:

P(Y1= 1, Y2 = gy, Y= g0) = fY1Y2...Yk O Daseer ) = folxz...x,l (51 %5505 X, )

Donde la suma es sobre todos los posibles valores (x1, x2, ..., x,) que pertenecen a Dx
para los cuales (31, y2, ..., ye) = (Di((x1, X2, «ovy X)) 02((5¢1, X2, ooy X))y ooy De((1, X2, .oy

xn)))-

Ejemplo 3.14. Sea (X1, Xo, X3) con la siguiente funcién de densidad,
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(51,55, %3) (0,0,0) (0,0,1) (0,1,1) (1,0,1) (L1,0) (L1,1)

fxlxzxg(leXZJXQ B % B B + 3

Obtengamos la densidad conjunta de Y1= X1+Xo+X5y Y2 =| X5 — Xz |

1
fm{2 (O»O) - fX1X2X3 (0,0,0) - g
B 3
leY2 (1 >1) - f);p;zx3 (030’1) - g
1
fm{2 (2»0) - fxlxzx3 (O,l ,1) - g
2
fYIYZ (2>1) = fxp;p;3 (1 >Osl)—+_fx1x2x3 (1 )1 ,O) = g
1
fm{2 (3»0) - fxlxzx3 (1a1a1) - g

Para el caso continuo tenemos algo muy similar al caso univariado, primero
definamos un resultado que nos ayudara a encontrar la densidad conjunta de nuestras
nuevas variables.

Si X = Xy, X, ..., X,), es un vector de v.a continuas, sea Dx={(x1, x2, ..., X»):
Jxx,x (¥ x5,00,%,) >0}, sia Dx lo podemos descomponer en un niimero finito de
conjuntos disjuntos Dxl,DXZ,...,DXW , tal que ;=hi(x1, xo, ..., Xn), )2= ha(x1, X2, ...y X0),
e o In=hu(x1, X2, ..., X,) son transformaciones uno a uno de Dy . dentro de Dy, Y €Dy,

con = 1, 2, ..., m Sea x1=h Oy Voreees D) wee > X0=h 0y Vapeens 9,)  a

transformacion inversa Dy dentro de cada Dy con /=1, 2, ..., 7. Sea

b by
dy, Ay, dy,
Jf: @’1 @/2 4)’;7
by, dh,;  db,
dy Ay, dy,

para/=1,,2, ..., m. Asumimos que todas las derivadas parciales son continuas sobre Dy
y el determinante J; es distinto de cero, para todo 7, entonces
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fY1Y1...Y,€§y1’]2""’]/e):Z|J;|fxlxz...x/,(/71_;10/1)]2)"')J’n)}bz_;lo/v]zr--fJ/ﬂ):---:/7;1_;1@1)}2#--))’”))
para (y1, 92, ..., J») € Dv.

Ejemplo 3.15. Sea Xy y Xo dos variables aleatorias independientes con distribucion
N(0,1). Sea Y1= X1+ Xz y Y2= X1/Xz2.Entonces

2= 0 O =gy = B ) =
2 2
J> D
2
- I+y, (1+,) _ ()
1y 2 (1+5,) (1+,)
I+, (1"')’2)

1{(}1)’2)2 LIt }
|| e ey

fYIY2O’1)J/2)_ (1+j/2)2 o

De la suma de dos normales sabemos que es un normal, pero veamos cual es la
distribucion de Y2 obteniendo la marginal de la conjunta

Tl —;{Ef”z))}(lﬁ)z}

fyz(yz):_[mge Ty
1| (#03) 00
(1+;;/2)2

:%TUJBZ
2n(1+ y,)

1

&,

sea
1)
2 (1—!—)/2)2
entonces
1(1+
dn = _( 2)2J’1@/1
2(1+)/2)

y asi
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1 (1 JZ)Z T —u 1
) = 2 = ———
J3,0:) 27:(1+y2)2 1+j/§ ;!.e ! n(l+y§)

Que es la densidad de una Cauchy.

Ejemplo 3.16. Sea X1 y Xz dos variables aleatorias independientes con distribucion
Gam(n, A) con /i = 1,2, respectivamente. Supongamos que deseamos obtener la

1

distribucion de Y= n . Aqui solamente tenemos una funcion, lo que tenemos
1 2

que hacer es proponer otra, en el exponente tenemos que este depende de la suma de

las dos variables, ademas de que nos ayuda el saber que las suma de gammas nos da

otra gamma asi que parece ser que Y>= X1+Xo2 es una buena eleccién, luego entonces

tenemos que

X1 = /71_1(}1))’2):)/1]2 y X2 = bz_l(ﬂ/vﬂjz)zﬂ/z_ﬂ/d/z

y
J: JIZ ]1 _ J}Z
_,)}2 1_j/1
= _1 n+n - m=l _,
Sy, 00 02) =, F(” )F(” )k (i (%Jz) ](J/z _J/U/z) Y, MZI(M)(J’Jz)l(o,w)()/z _%J’z)
1 2
:L m=1 (1_ )/12—1 4,1 _7‘}21 ( )I ( )
r(”1)r(”z)y1 ) I o W) e (2

Tenemos que B(n,,n,)= FF(E%)F(%Z))
n, +ﬂ2

nytny
l 7\‘ 111+n2—1€—7g‘2:[

— - ny—1
Sy, 00 22) = W% (1-) I(w)(ﬂl)}{mk (0 (J2)

De aqui tenemos que Y1 y Y2 son independientes y que Y1, se distribuye como una
beta.
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3.5 Normal Multivariada

Definicion 3.1. S1 XtAX > 0 se dice que X*AX es definida positiva, para todo X # 0y A

es positiva.

Definicion 3.2. S1 XtAX = 0 se dice que X*AX es semipositiva, para todo X # 0 y A es
semipositiva.

Definicion 3.3. Si A es positiva o semipositiva A es no negativa.

Lema 3.1. La matriz A es positiva si, y sélo si todos los determinantes de sus matrices
angulares son positivos.

Lema 3.2. Si P es no singular PtAP es o no es definida positiva ( semi ) si A es o no lo
es.

Lema 3.3. Matrices definidas positivas son no singulares.

Lema 3.4. Matrices semipositvas son singulares ( el caso contrario no siempre ocurre es
decir una matriz singular no es siempre semipositiva.

Lema 3.5. Las raices de una matriz positiva ( semi ) son todas mayores que cero ( mayor
o igual a cero).

Lema 3.6. AAt es positiva cuando A es de rango completo por filas y semipositiva en
cualquier otro caso.

Lema 3.7. AtA es positiva cuando A tiene rango completo por columna y semipositiva
en cualquier otro caso.

Lema 3.8. Si A es simétrica de orden 7 y rango 7 puede escribirse como A = LL, L es de
n X rde rango r.

Lema 3.9. Si A es simétrica, es positiva si, y sélo si puede escribirse como PPt con P no
singular.
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Teorema 3.2. Si X es un vector de p x 1 con elementos x; y sea A un vector de p x 1 con

o
Ox,
: o0Z .
elementos «; y sea Z = X'A = A'X la derivada de Z con respecto a X es X = : |[=A
0Z
Ox,
Demostracion.
El /-ésimo elemento de — es;
>
0| ) ax,
oz  \'= Y
Ox, Ox,
. . 0 0Z
as{ que el 7~ésimo elemento de — es a;, por lo que — =A
X oX
O

Teorema 3.3. Sea A un vector de p X 1y B de ¢ x 1 y X una matriz de p X ¢ cuyo z-ésimo

n"nmTm

7.2 oz
elemento es x;. Sea Z= AXB = ZZa x b, entonces — =AB".
’ X

m=1 n=1

Demostracion.
El j-ésimo elemento de — es

o7 0 (Zq: Zp: aﬂxmbm]

m=1 n=1

Ox, Ox .

7 4

=aiby

or tanto se sicue que — = AB'".
p gue q ox

[

Teorema 3.4. Sea A una matriz simétrica de p X py X de p x 1. Sea Z= X'AX, entonces
o0z
N =2XX' - D(XX" , donde D(XX") es la matriz diagonal cuyos elementos son la diagonal de
XX

Demostracion.
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El j-ésimo elemento de — es
L2
o7 8[;;xnxwamﬂj
Oa, Oa,
sii=7j, % =x’ .Sii#) STZZ]: 2xg . Asi tenemos que 2—i:2XXt— D(XX’).

[

Teorema 3.5. Sea A una matriz simétrica de p x py X de p x 1. Sea Z= X'AX, entonces
o0Z

— =2AX.
19).¢
Demostracion.
El 7-ésimo elemento de — es
D3
0 XX a
az B el L n"m™ mn
Ox, Ox,
2 ) 9 P
a medﬂﬂﬂ +ZZ anmd”m
m=1 m=1 n=1
— m#*EN
Ox

7
2 2
= 2xaiit+ 2 Z xa, =2 Zxﬂdm
n=1 n=1
n#i

07
luego entonces — =2AX.

La generalizacion de la funcién de densidad de una distribucién Normal a varias
dimensiones juega un papel importante en el analisis de regresion.

Una ventaja de la distribuciéon normal multivariada parte del hecho de que es
matematicamente tratable y se pueden obtener resultados “buenos”. Frecuentemente
este no es el caso con otras distribuciones multivariadas.
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Antes de definir la distribucion Normal Multivariada, necesitamos definir
algunos momentos de un vector aleatorio, es decir, un vector cuyos componentes estan

X
distribuidos conjuntamente. L.a media o esperanza de un vector aleatorio X = - | de

m

mx1 esta definido por ser el vector de esperanzas:
E(x;)

EX) =
E(x,)

Mas generalmente, si Z = (g;) es una matriz aleatoria de pXxq, entonces E(Z), la
esperanza de Z, es la matriz cuyo 7-ésimo elemento es E(z;). Aunque no entremos en
detalle del desarrollo del siguiente resultado, es simple comprobar que si B, C y D son

matrices de constantes de #Xxp, gxn'y mXn respectivamente, entonces
EBzZC+D)=BEZ) C+D (1.1)

Si X tiene media W la matriz de varianza-covarianza(varcov) de X esta definida por la
matriz de

% = Cov(X) = B[ (X—w)(X-p)'].

El elemento 7-ésimo de X es

g, = E|:(XZ '/U/')(X/ -/”/)]’

la covarianza entre las variables x;y xj, y el 7-ésimo elemento es

T; = E|:(Xz' "/”;‘)2]:

la varianza de x;, la matriz de varianza-covarianza la podemos poner como

O, Op Oip

Op Op o,
2= . P

Op Op O pp

es decir, es una matriz de orden p y donde o; es la covarianza entre la variable j e 7,
como podemos ver los elementos de la diagonal de X son no negativos. 2 es simétrica,
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es decir, 2 = 2t Ademas, la clase de matrices de varianza-covarianza coincide con la
clase de matrices no-negativas definida. Recordemos que una matriz simétrica A de

mxm es no negativa definida si

atAa 20 paratoda o € Rm
y definida positiva si

atAo >0 paratoda o€ Rm.

Teorema 3.6. La matriz X de »Xm es una matriz de varianza-covarianza , si, y solo si es
no-negativa definida.

Demostracion.

Supongamos que 2 es la matriz de varianza-covarianza de un vector aleatorio X,
donde X tiene media Y, entonces para toda a.e Rext |

Var (ot X) =E [(ar X —otp) (o X —otp )i (1.2)
= E o X—p)(X-wral
—oa2a >0

luego X es no negativa definida.

Ahora supongamos que X2 es una matriz no-negativa definida de rango 7,
digamos (r < 7). Escribimos X = C Ct, donde C es una matriz de zxr de rango r. Sea

Y un vector de 7x1 de variables aleatorias independientes con media 0 y Cov (Y) =1
para X = CY. Entonces E (X) =0y

Cov (X) = E [XX{] = E[C YYC ]
=CE (Y Y 9)Ct
=CCt=3,

tal que X es una matriz varcov.
N

Comunmente hacemos transformaciones lineales de vectores aleatorios y
necesitamos saber como las matrices de varianza-covarianza son transformadas.

Supongamos que X es un vector aleatorio de 7x1 con media L y matriz de varianza-
covarianza Xy ysea Y = BX + b, donde B es de £x» y b es de £x1. la media de Y es,
ny= B px + b, y la matriz de varianza-covarianza de Y es;

S, =E[(Y v )(Y — v )] (1.3)
E [ (BX +b— (Bx + b)) (BX + b— By + b)) 1]
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= BE[(X = px) (X —px) B
=BXB

Recordemos que la distribucion normal univariada, con media x4y varianza o2,
tiene funcién de densidad:

1 ,l(ﬂjz
f(x) = g2\ o o< x< o
ahora considerando el exponente:

[X"“‘] = (e ) ()" (= 40
o)

podemos generalizarlo para un vector de las observaciones sobre varias variables, X de

px1 tal que tendriamos

X =)t 27 (X = p)

donde el vector pux de px1 representa el valor esperado del vector aleatorio X y la
matriz 2 es la matriz de varianza covarianza.

I.a constante de la normal univariada se sustituya por una constante

1
270’
mas general, la constante para la distribucién normal multivariada es (2 m)=2/2 |2 ]-12 ,
consecuentemente la densidad normal p—dimensional para el vector aleatorio X tiene la
forma:

1 () T (X

fx (X) - (27[);,/2 |2|1/2 ¢

donde - 00 < x; <o, 7=1,...,p. y 2 es de rango p. La media de X esta definida por
E[X] =, y la matriz de varianza covarianza por E [(X — ux)(X — ux) ] = 2.

Usualmente la densidad normal p-dimensional se denota por N, (U, %), la cual
es analoga al caso univariado.

Ahora daremos la definicion formal de la densidad normal multivariada.

Definicion 3.4. Si y1, y2,...,5, son p variables aleatorias y si Y es el vector px1 de estas
variables

(Y1) R(-)

tO1, y2,...,05) = Ke 00 <y <00, i=1,...,p

es la funcion de densidad de una normal multivariada si se cample
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a) R es una matriz definida positiva, 7; son constantes.
b) K es una constante positiva.

©) M;es el -ésimo elemento de W, 1 son constantes.

ko R
(211)”2

. 1 . ., . . .
Haciendo R = X7, tenemos la misma funciéon deducida anteriormente a partir
de la funcién de densidad normal univariada.

Otra definicién alterna es la siguiente.

Definicion 3.5. El vector aleatorio de 7zx1 X se dice que tiene una distribucién normal 7-
variada si, para cada oo € R™¥1| ]a distribucion de a'X es normal univariada.

A partir de las definiciones ahora estableceremos algunas propiedades de la
distribucién normal multivariada.

Teorema 3.7. S1 X es Nm (W, 2) entonces la funcion caracteristica de X es

Ox (v) = exp (ivip — Y2 vt Z v). (1.4)

= Rmxl
Demostracion.

Aqui
Ox (v) = E [exp(ivX)] = ¢ (1),
El lado derecho denota la funciéon caracteristica de la variable aleatoria v‘X
evaluada en 1. Ya que X es Nu(U, 2) entonces viX se distribuye como una normal
univariada, viX ~ N(vty, viZv) tal que

O (1) =exp Qv — V2 vt Z V).

lo cual completa la demostracion.
0

Siw, coni=1,2,...,r, sonv.aiid con distribucién normal estandar, si U es el

vector de 7x7 cuyos elementos son dichas variables.

¢u(v) = E [exp (ivU)]
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= HE[exp(iZ/ju/)} (por
/=1
independencia)

A 1
- H exp (— E p/,z j (por normalidad)
J=1

_ ( 1tj
= exp|——VV
P 2

X=CU+pn

Ahora si ponemos

donde C es una matriz de 7Xr de rango r tal que X = CCt y u € R™1, Entonces X
tiene funcién caracteristica (1.4),

E [exp 1vX)] = E[ exp (ivtCU) | exp (1viy)
= Gu(C) exp (i Vi)
= exp (- V2vCCt) exp (1 ptv)
=exp (ivipe — 2 vt X V).

Vale comentar que podriamos haber definido la distribucién normal

multivariada Nm(p, 2) por medio de la transformacion lineal sobre variables normal
estandar independientes. Tal que dicha representacion en la practica es muy util.

1.2.2 Formas lineales, Marginales y Condicionales.

Regresando a las propiedades de la distribucion normal multivariada, los
siguientes resultados muestran que cualquier transformacion lineal de un vector normal
tiene una distribucidén normal.

Teorema 3.8. Si X es Nm (W, X)) y B es una matriz de dimensioén £x, b es un vector de
£x1, entonces

Y =BX+b es Nk (Bu+b,BXBt).
Demostracion.

El hecho de que Y es normal A-variada es una consecuencia directa de la
definicién 3.5, puesto que todas las funciones lineales de los componentes de Y son
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funciones lineales de los componentes de X y estos son todos normales. La media y la
covarianza de la matriz Y estan claramente definidas.

U

Una propiedad importante de la distribucién normal multivariada es que 7odas las
distribuciones marginales son normales.

Teorema 3.9. St X es Nm ( W, X), entonces la distribuciéon marginal de cualquier
subconjunto de £ < 7 componentes de X es normal £-variada.

Demostracion.

Esto se sigue directamente de la definicién, o del teorema 3.8. Por ejemplo,
hacemos una particiéon de X, 1 y X como
Xl Ky 211

2
X= ; p= ; X=
X, W, 2 Zy

donde Xi y p1 son de £x7 y 211 es de £x4, poniendo
B=[Ik:0] esdedimension &xz y b =0

En el teorema 3.8 se muestra inmediatamente que X1 es Nm (11, 211).
O

Una consecuencia de este teorema es que la distribucién marginal de cada
componente de X es normal univariada. Lo inverso no es cierto en general; esto es, el
hecho de que cada componente de un vector aleatorio no es (marginalmente) normal
no implica que el vector tenga una distribucion normal multivariada. [Esta es una de las
razones por la cual el problema de pruebas (de hipotesis) de normalidad multivariada es
hasta cierto punto un tanto complicado en la practical.

Recordemos que la independencia de dos variables aleatorias implican que la
covarianza entre ellas, si esta existe, es cero, pero que el caso contrario en general no es
cierto. Esta caracteristica, para la distribucién normal multivariada, es como la muestra
el siguiente resultado.

Teorema 3.10. Si X es Nm (1, 2) y X, 1 y 2 es una particion como la siguiente:

X = X, , = Hy , E:(Zn leJ’
X, W, 2 Zy

donde X1y p1 son de £ x 1y 211 es de £ x £, entonces los subvectores Xi y X2 son
independientes si, y solo si 212 = 0.
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Demostracion.

212 es la matriz de covarianzas entre los componentes de X; y los componentes
de X», de tal manera que la independencia de X1 y X implica que X12 = 0.

Sea 212 = 0, la funcién de densidad de X es,

1 _l[XﬁM ]t[zn 0 (X
_ 20X )L 0 Ep) \Xp—m,
t(X) = e

= 1 e_%((xful)t211_1(x1_“1)"'(XZ_“Z)tZZZ_I(XZ_uZ))

RN

fXDfX2)

por lo tanto Xi, X2 son independientes.

Este teorema se puede extender al caso donde se hacen particiones de X en un
numero de subvectores. Lo importante de esto es que para determinar si dos
subvectores de un vector distribuido normalmente son independientes es suficiente
comprobar que la matriz de covarianzas entre lo dos subvectores es cero.

Teorema 3.11. Si los vectores aleatorios X y Y de » x 1 son independientes y X + Y
tienen una distribucion normal 7-variada, entonces X y Y se distribuyen como normal.

Demostracion.

Para cada a0 € Rmx1, Ia distribucion de at(X +Y) = atX + at Y es normal (por el

teorema 3.8, ya que X + Y es normal). Puesto que at X y at Y son independientes,
implica que ambas son normales, y por lo tanto X y Y son normal m-variada.

0

Una propiedad bien conocida de la distribucion normal univariada es que las
combinaciones lineales de wvariables normales independientes son normales. La
generalizacion a la situaciéon multivariada, es como se muestra a continuacion.

Teorema 3.12. S1 X1 , ... , XN son todas independientes, y X; es Nm (W , 2;) paraz=1,
..., N, entonces para cualquier constante fija o1,..., 0N ,
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iaixi es Nm(iaiyi,iaiﬁi].
i=1 i=1 i=1

La demostracion de este teorema se sigue de la definiciéon 3.5, o por inspeccion

< ;e N
de la funciéon caracteristica de ZHai X;.

X
Teorema 3.13. Si X ~ N(u, ), Xe R | con X = (XlJ , (X1, X2 son conjuntamente
2

normales) Xz | X1~ N(p, +2, 2 (Xl _Hl))zzz —X,Z02,).

Demostracion.

1 0
SeaA:( B j,esclaroque|A| =1,si
_221211 1

W:A(X—M):( I OJ(XFLHJ:( Xl_H1 ]
_22121_11 I Xz —H, _22121711 (X1 _H1)+ (Xz - uz)

Luego
w{a (D nnmn,)
Wz 0 ) 0 222—22121_11212
f\xqw2 (W1 >W2) -
1 e—%(W{& A\ ) 1 e_%(wzt (222 “EnZiE;, )71 sz
./ / ] _ 7
(27’5)/c 2|211|1 ’ (Zn)k~/2‘222 _22121112121 ’

fxlxz (Xl’XZ) - quwz (A(X‘H)) | I
- fwlwz (Xl'”v(Xz “H, ) - 2.2221_11 (Xl_}’tl ))
L

c
(2n)/€1/2|211|l/2 (27[)/62/2 ‘222 _22121_11212

1 e
(WfZ“*lWI) 1 _E(\WZL(ZZZ _2212111212) \WZJ
/2 ¢

fxz\x1 (X2|X1):
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1 _%(((Xz Ky )_22121711 (X1 ! ))t (zzz _2212;11212 )7I ((Xz —Hy )_221ZIE(X1 ! ))]

(2n)*"[2, -2, 205, e
22 21711712

Como podemos ver Xz | X1~ N(p, +Z, 2 (X, -1, ), 2, — 2,2, 2,).

Definicion 3.6. A Q = (X —u)'Z7 (X —p) se le denomina la forma cuadritica asociada a

1 =
Xy ) 2 (X )

la funcién de densidad fx(X) = Ke 2

Teorema 3.14. Sea X ~ N(u, 2 ) con forma cuadratica Q, el vector de medias [ es aquel

que da la solucién al sistema de ecuaciones — =0.

Demostracion.

1

La densidad la podemos poner como fx(X) = Ke A valor de X que
maximiza fx(X) es el valor de X tal que Q=0, como Q=(X-W) T (X-pn) y es
definida positiva, Q sélo puede ser cero en el punto X—p=0, es decir el punto en donde
X =W, por lo que podemos decir que 1 es el punto que maximiza a fx(X).

f (X
La solucion al sistema %:O da el punto maximo de fx(X) y por lo

mencionado anteriormente tal punto es . Pero como

Of (X) _

0
Se sigue que el vector que satisface 0, es el mismo que satisface % =0. Por

. . 0
tanto el vector W es la solucion al sistema aQ =0

Ejemplo 3.17.. Sea x1, x», dos variables distribuidos conjuntamente como una normal
multivariada con forma cuadratica
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Q = x7+2x7 — x1x0—3x1— 2x0+4

A partir de la forma cuadratica deseamos encontrar el vector de medias y la
matriz de varianza covarianza. La forma cuadratica la podemos escribir como

Q=X-WI'X-p =XTX-puT'X-XTu+pu=Tn

L. , . . , . 1 ,
El tnico término que tiene términos de segundo grado es X'Z™ X, asi tenemos que

1
t 1 S
X X
Xt271X: X12+2X§ — X1Xn = ( 1} 2 ( 1j
x) | 1 7 |\2
2
1 8 2
1 — I
asf tenemos que X! = 2 yZ= 7 7
1 2 4
— 2 z =z
2 7 7

ahora sélo nos hace falta obtener la media, por el teorema anterior esta la podemos

) ) 0
obtener resolviendo el sistema & =0.

0
Tenemos que Q. 2x1—x2—3=0
X

0
—Q: —x1+4x0—-2=0
Ox,

La solucion al sistema anterior es x2 = 1, x1 = 2 asi tenemos que 1 = 2y o =1.
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