1 Il Modelo de Regresion Lineal Mabhil Herrera M.

I.- Distribucion Normal Multivariada

1.1 Resultados de Algebra Lineal

Lema 1.1.1. A'y B son dos matrices cuadradas con inversa cada una entonces
(AB)1=B-1A1

Lema 1.1.2. a) tr(A+B)=tr(A)+tr(B)
b) tr(AB)=tr(BA) siempre que AB y BA puedan efectuarse

Lema 1.1.3.. Si una matriz A es simétrica entonces también lo es su inversa A-l. O sea, si
A es simétrica, (A1)t= AL

Lema 1.14.  a) |AB|=|A]|B]

1
B 1A= o

Lema 1.1.5. Las raices caracteristica de una matriz simétrica son reales.

Lema 1.1.6. Las raices caracteristicas de A distintas de cero son igual al rango de A.

Lema 1.1.7. Una matriz simétrica con raices iguales a cero o a uno es una matriz
idempotente.

Lema 1.1.8 Si A+ B =1y AB = 0, entonces A y B son idempotentes.

Lema 1.1.8. Si A es idempotente y simétrica de rango 7, existe una matriz ortogonal P tal
que PtAP = E, donde E, es una matriz diagonal con r elementos iguales a uno y el resto
a ceros.

Lema 1.1.9. 81 A es idempotente y simétrica de rango 7 entonces tr(A) = .

Lema 1.1.70 St A es idempotente y simétrica y P es ortogonal P*'AP es idempotente y
simétrica.
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Definicion 1.1.1. St XtAX > 0 se dice que X*AX es definida positiva, para todo X #0y A

es positiva.

Definicion 1.1.2. S1 XtAX = 0 se dice que X'AX es semipositiva, para todo X # 0y A es

semipositiva.
Definicion 1.1.3. S1 A es positiva o semipositiva A es no negativa.

Lema 1.1.11. La matriz A es positiva si, y s6lo si todos los determinantes de sus
matrices angulares son positivos.

Lema 1.1.12. 81 P es no singular PtAP es o no es definida positiva ( semi ) si A es o no lo
es.

Lema 1.1.13. Matrices definidas positivas son no singulares.

Lema 1.1.14. Matrices semipositvas son singulares ( el caso contrario no siempre ocurre
es decir una matriz singular no es siempre semipositiva.

Lema 1.1.15. Las raices de una matriz positiva ( semi ) son todas mayores que cero (
mayor o igual a cero).

Lema 1.1.16. AAt es positiva cuando A es de rango completo por filas y semipositiva en
cualquier otro caso.

Lema 1.1.17. A'A es positiva cuando A tiene rango completo por columna vy
semipositiva en cualquier otro caso.

Lema 1.1.18. Si A es simétrica de orden # y rango » puede escribirse como A = LLt, L es

de 7 x rde rango r.

Lema 1.1.79. S1 A es simétrica, es positiva si, y solo si puede escribirse como PPt con P
no singular.

Lema 1.1.20 (Lema de Loynes). Si B es simétrica e idempotente y QQ es simétrica y no
negativa y si I-B—Q es no negativa entonces BQ = QB = 0.

Dermostracion.
Sea Y = BX para algun X, entonces

Y'BY = Y'BBX=Y'BX =YY

Y I-B-QY=-Y'QY
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como I-B-Q es no negativa entonces Y' QY = 0, como Q es simétrica, Q =

LL,Y'QY=Y"' LL'Y = 0 implica que LY = 0y entonces LL'Y = 0, lo que es lo

mismo QY = QBX = 0 como es para algun X, QB = 0 y asi tenemos
@QB)=BQ=BQ=0

Teorema 1.1.1. Si A; son matrices de 7 x 7 simétricas de rango &, 7 = 1,..., p.

’
Sea A= ZAZ. , simétrica de rango £
i=1

Entonces las condiciones
a) A es idempotente para todo i

b) A:A;= 0 para todo 7 #/
c) A esidempotente

b
d) £=D %
i=1
I) Para alguna de las dos a), b) y ¢) implica a), b), ¢) y d).
IT) sic)yd) = a)yb)
II)si ¢) y A1, Ao, ..., Ap_7 idempotentes con A, no negativa implica A, idempotente
implica a) y por consiguiente b) y d).

Demostracion.

I) Si se cumple a) y ¢) = b)

’
Podemos observar que I-A es idempotente y por tanto no negativa y A—A~A; = Z A,

r=1
i#r# j

por a) es no negativa I — A+ A—-A;,—A;=1-A;—A;, entonces por Loynes A;A; = 0
parai Zj.

I) Si se cumple b) y a) = ¢)

I) Si se cumple b) y ¢) = a)

AA Y

v

Sea A1v = Av para todo A # 0, despejando v = , entonces Ay = i1
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Por b) Aw = 0, luego entonces tenemos que Av = A1v = Av, como A es idempotente,
entonces sus rafces deben ser 0 6 1, por lo tanto las raices de A1 son 0 6 1 lo que
significa que A; es idempotente haciendo lo mismo para el resto de las matrices
tenemos que a) se verifica.

I) Si se cumple a) y ¢) = d)

k= rango(A) = tr(A) = tr(zp:Al.j = itr(Ai)I Zp:/éj

i=1

II)Sic)yd) = a)yb)
Como A es idempotente A — 1 lo es y tiene rango #—4, tenemos que

(A —D)X = 0 tiene 7—£ ecuaciones linealmente independientes
AxX = 0 tiene 42 ecuaciones linealmente independientes

AyX = 0 tiene £, ecuaciones linealmente independientes

El nimero maximo de ecuaciones linealmente independientes del sistema anterior es
n—k1, el sistema anterior lo podemos reducir a A1X = X, tiene por lo menos #—(n—
k1)=+/1 ecuaciones linealmente independientes. Tenemos que 1 es una raiz caracteristica
de A1, con multiplicidad de al menos 41, pero como rango(A1) = 41 , asi tenemos Aj
que es idempotente, con lo que queda demostrado el punto II.

Ahora III) Si ¢) y A1, Az, ..., Ay s idempotentes con A, no negativa implica A,
idempotente que implica a) y por consiguiente b) y d).

Como A es no negativa entonces también lo es I-A, como A1, Az, ..., Apy
idempotentes, significa que son no negativas y como también es no negativa entonces

’
A-A~A; = z A, es no negativa

r=1
i#r#

Luego I - A+ A—-A;—Aj=1-A,— A, es no negativa entonces por Loynes A;A; = 0
para 7 #;. Con lo que b) se cumple y de ah{ todas las demas.
O

Teorema 1.1.2. Si X es un vector de p x 1 con elementos x; y sea A un vector de p x 1 con

0Z
Ox,
¢ : o0z .
elementos 4, y sea Z = X'A = A'X la derivada de Z con respecto a X es & =l |=A
0z
Ox,

Demostracion.
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El /-ésimo elemento de — es;
oX

0 a.x.
- (z / ]

Ox . Ox .

7 7

asi que el /~ésimo elemento de — es 4, por lo que — =A
oX oX

[]
Teorema 1.1.3. Sea A un vectorde p x 1y B de ¢ x 1 y X una matriz de p X ¢ cuyo z-ésimo

n"nm"m 2

g 2 o7,
elemento es x;. Sea Z= AXB = ZZa x b, entonces — =AB".
’ X

m=1 n=1

Demostracion.
o oz
El j-ésimo elemento de — es
q9 P
0 ZZaﬂxmbm
az m=1 n=1
= =aiby
ny. axy.

or tanto se sicue que — = AB".
p gue q ox

N

Teorema 1.1.4. Sea A una matriz simétrica de p x py X de p x 1. Sea Z= X'AX, entonces

o0Z
A =2XX' - D(XX") , donde D(XX") es la matriz diagonal cuyos elementos son la diagonal de

XX
Demostracion.
El 7-ésimo elemento de — es
)3
0 X X a
az _ m=1 n=1 e
aa;./ aa;./
., .. o , oz
sii=j,—=ux; .S1i#;] — = 2xix;. Asi tenemos que — =2XX' — D(XX).
ady 66@. OA

[]
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Teorema 1.1.5. Sea A una matriz simétricade p x py X de p x 1. Sea Z= X'AX, entonces
07

— =2AX.
oX
Demostracion.
El j-ésimo elemento de — es
PP
o3 mmee
az _ m=1 n=1 e
Ox, Ox,
4 ) 9 P
a Z‘xmﬂ;ﬂm +ZZ Xﬂxﬂlﬂfﬂﬂ
m=1 m=1 n=1
— mEN
Ox,

2P
= 2xa;+ 2 Z xX,a, = 2 an”m

n=1 n=1
n#i

o7/
luego entonces — =2AX.
oX

1.2 Normal Multivariada

1.2.1 Definicién y propiedades

La generalizacion de la funcién de densidad de una distribuciéon Normal a varias
dimensiones juega un papel importante en el analisis de regresion.

Una ventaja de la distribucion normal multivariada parte del hecho de que es
matematicamente tratable y se pueden obtener resultados “buenos ”. Frecuentemente
este no es el caso con otras distribuciones multivariadas.

Antes de definir la distribucién Normal Multivariada, necesitamos definir
algunos momentos de un vector aleatorio, es decir, un vector cuyos componentes estan
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Xy
distribuidos conjuntamente. La media o esperanza de un vector aleatorio X = © | de

m
mx1 esta definido por ser el vector de esperanzas:
E(x;)

EX) =
E(x,)

Mas generalmente, si Z = (g;) es una matriz aleatoria de px¢, entonces E(Z), la

esperanza de Z, es la matriz cuyo 7-ésimo elemento es E(z;). Aunque no entremos en
detalle del desarrollo del siguiente resultado, es simple comprobar que si B, C y D son

matrices de constantes de #Xxp, gxn'y mXn respectivamente, entonces
EBZC+D)=BEXZ)C+D (1.1)

Si X tiene media W la matriz de varianza-covarianza(varcov) de X esta definida por la
matriz de

% = Cov(X) = E[(X—p)(X—p) |.

El elemento 7-ésimo de 2 es

g; = E[(X; - /le')(x./ ) ﬂ/)]’

la covarianza entre las variables x;y xj, y el ~ésimo elemento es

T; = E[(Xj '/”;')2]:

la varianza de x;, la matriz de varianza-covarianza la podemos poner como

Oy Op O1p

(o2 O O

12 2 2
> = . P
Op Op O

es decir, es una matriz de orden p y donde o; es la covarianza entre la variable j e 7,
como podemos ver los elementos de la diagonal de X son no negativos. X es simétrica,
es decir, 2 = XZt. Ademas, la clase de matrices de varianza-covarianza coincide con la
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clase de matrices no-negativas definida. Recordemos que una matriz simétrica A de
mxm es no negativa definida si

atAa 20 paratoda o € Rm
y definida positiva si

atAa >0 paratoda o € R».

Teorema 1.2.1. La matriz 2 de »zx» es una matriz de varianza-covarianza , si, y solo si es
no-negativa definida.

Demostracion.

Supongamos que 2 es la matriz de varianza-covarianza de un vector aleatorio X,
donde X tiene media Y, entonces para toda e Rmx1 |

Var (ot X) =E [(0t X —atp) (ot X—atp )Y (1.2)
= BElot X—p)(X-ptof
=a2xa =20

luego X es no negativa definida.

Ahora supongamos que 2 es una matriz no-negativa definida de rango 7,
digamos (r < 7). Escribimos 2 = C Ct, donde C es una matriz de »xr de rango r. Sea

Y un vector de 7x1 de variables aleatorias independientes con media 0 y Cov (Y) =1
para X = CY. Entonces E (X) =0y

Cov (X) = E [XX{] = E[C YYC{
=CE (Y Y 9Ct
=CCt=3,

tal que 2 es una matriz varcov.
[]

Comunmente hacemos transformaciones lineales de vectores aleatorios y
necesitamos saber como las matrices de varianza-covarianza son transformadas.

Supongamos que X es un vector aleatorio de 7x1 con media px y matriz de varianza-
covarianza Xy ysea Y = BX + b, donde B es de £x» y b es de £x1. la media de Y es,
ny= B px + b, y la matriz de varianza-covarianza de Y es;

s,

E[ (Y — v )(Y = py )] (1.3)
E[(BX+b-Bux+b) BX+b-Bux+b))t]
BE[(X — px ) (X — pix ) [Br
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=BXBt

Recordemos que la distribuciéon normal univariada, con media uy varianza o2,
tiene funcién de densidad:

1 X—p 2
f(x):#ei") 0 < x<o0
ahora considerando el exponente:
2
X_
) = e @) -

podemos generalizarlo para un vector de las observaciones sobre varias variables, X de
px1 tal que tendriamos

X - )t 27 (X = py)

donde el vector pux de px1 representa el valor esperado del vector aleatorio X y la
matriz % es la matriz de varianza covarianza.

o 1 .
La constante de la normal univariada ———— se sustituya por una constante

\27o?

mas general, la constante para la distribucién normal multivariada es (2 m)=2/2 |z |12 ,
consecuentemente la densidad normal p—dimensional para el vector aleatorio X tiene la
forma:

1 (X)) =7 ()

M7

donde - 00 < x; <oo, 7=1,...,p. y 2 es de rango p. La media de X esta definida por
E[X] = u, y la matriz de varianza covarianza por E [(X — ux)(X — ux) ] = 2.

Usualmente la densidad normal p-dimensional se denota por N, (U, 2), la cual
es analoga al caso univariado.

Ahora daremos la definiciéon formal de la densidad normal multivariada.

Definicion 1.2.1. Si y1, y2,...,) son p variables aleatorias y si Y es el vector px1 de estas
variables

1 t —
_E(Y_“) R(Y-p) -00 < §; < 0O, 1=1, e p

t1, y2,...0p) = Ke
es la funcion de densidad de nna normal multivariada si se cumple

a) R es una matriz definida positiva, 7; son constantes.
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b) K es una constante positiva.

©) M;es el -ésimo elemento de W, 1 son constantes.
1/2
R

K= ——
(211)’1)/2

. _ —1 . ., . . .
Haciendo R = X7, tenemos la misma funciéon deducida anteriormente a partir
de la funcién de densidad normal univariada.

Otra definicion alterna es la siguiente.

Definicion 1.2.2. El vector aleatorio de 7zx1 X se dice que tiene una distribucién normal
m-variada si, para cada o0 € R™x1, la distribucién de atX es normal univariada.

A partir de las definiciones ahora estableceremos algunas propiedades de la
distribucién normal multivariada.

Teorema 1.2.2. Si X es Nm (1L, X) entonces la funcion caracteristica de X es

dx (v) = exp (ivipt — Y2 vt Z v). (1.4)
v € Rmxl

Demostracion.

Aqui
dx (V) = E [exp(vX)] = ¢ (1),
El lado derecho denota la funcién caracteristica de la variable aleatoria vtX
evaluada en 1. Ya que X es Np(U, 2) entonces viX se distribuye como una normal
univariada, viX ~ N(v'y, viZv) tal que

) ‘K(l) =exp (v — V2 vt 2 V).

v o2

lo cual completa la demostracion.
O

Siup conz=1,2,...,r, sonv.aliid con distribucién normal estandar, si U es el

vector de 7x7 cuyos elementos son dichas variables.

¢u(v) = E [exp (ivU)]
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= HE[exp(iﬁj.ﬂ].)J (por
J=1
independencia)

4 1
— H exp (— E ;;j,z j (por normalidad)
J=1

_ep( 1 )
= exp|——VV
2

X=CU+p

Ahora si ponemos

donde C es una matriz de 7xr de rango r tal que X = CCt y p € R™1, Entonces X
tiene funciéon caracteristica (1.4),

E [exp (vX)] = E[ exp (ivtCU) | exp (1v'p)
= hu(C) exp (i v
= exp (- V2vCCt) exp (1 1)
=exp (ivtip — 2 vt 2 v).

Vale comentar que podriamos haber definido la distribucién normal

multivariada Nm(p, 2) por medio de la transformacion lineal sobre variables normal
estandar independientes. Tal que dicha representacion en la practica es muy util.

1.2.2 Formas lineales, Marginales y Condicionales.

Regresando a las propiedades de la distribucion normal multivariada, los
siguientes resultados muestran que cualquier transformacion lineal de un vector normal
tiene una distribucién normal.

Teorema 1.2.3. Si X es Nm (1, 2 ) y B es una matriz de dimension £x, b es un vector
de £x1, entonces

Y =BX+b es Nk (Bpu+b,BXBt).
Demostracion.

El hecho de que Y es normal A-variada es una consecuencia directa de la
definicion 1.2.2, puesto que todas las funciones lineales de los componentes de Y son
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funciones lineales de los componentes de X y estos son todos normales. La media y la
covarianza de la matriz Y estan claramente definidas.

[

Una propiedad importante de la distribucién normal multivariada es que fodas las
distribuciones marginales son normales.

Teorema 1.2.4. Si X es Nm ( W, X), entonces la distribucion marginal de cualquier
subconjunto de £ < 7 componentes de X es normal 4-variada.

Demostracion.

Esto se sigue directamente de la definicién, o del teorema 1.2.3. Por ejemplo,
hacemos una particiéon de X, L y Z como
X = X, , = Ky ’ 2:{2” 212}
X, W, 2 Xy
donde Xi y p1 son de £x7 y 211 es de £xA, poniendo

B=[1k:0] esdedimension &xz y b =0

En el teorema 1.2.3 se muestra inmediatamente que X1 es Nm ( J1 , Z11).
O

Una consecuencia de este teorema es que la distribuciéon marginal de cada
componente de X es normal univariada. Lo inverso no es cierto en general; esto es, el
hecho de que cada componente de un vector aleatorio no es (marginalmente) normal
no implica que el vector tenga una distribucion normal multivariada. [Esta es una de las
razones por la cual el problema de pruebas (de hipotesis) de normalidad multivariada es
hasta cierto punto un tanto complicado en la practical.

Recordemos que la independencia de dos variables aleatorias implican que la
covarianza entre ellas, si esta existe, es cero, pero que el caso contrario en general no es
cierto. Hsta caracteristica, para la distribucién normal multivariada, es como la muestra
el siguiente resultado.

Teorema 1.2.5. S1 X es Nm (P ,2) y X, L y X es una particién como la siguiente:

X = X, , u= Ky , 2:(211 leJ,
X, W, 2 Xy

donde X1y p1 son de £ x 1y 211 es de £ x £, entonces los subvectores Xi y X2 son
independientes si, y solo si 212 = 0.
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Demostracion.

212 es la matriz de covarianzas entre los componentes de X; y los componentes
de X>, de tal manera que la independencia de X; y X implica que Z12 = 0.

Sea 212 = 0, la funcién de densidad de X es,
) = 1 A ()

/
(ZR)P/Z SO N
0 X,

= 1 eié((xlfm)t21171(X1*“1)*(Xz*HZ)tzﬂil(XZﬂLZ))

(Zn)p/z |211|1/2 |222|1/2

fXDfX2)

por lo tanto X1, Xz son independientes.

Este teorema se puede extender al caso donde se hacen particiones de X en un
numero de subvectores. Lo importante de esto es que para determinar si dos
subvectores de un vector distribuido normalmente son independientes es suficiente
comprobar que la matriz de covarianzas entre lo dos subvectores es cero.

Teorema 1.2.6. Si los vectores aleatorios X y Y de 7 x 1 son independientes y X + Y
tienen una distribucion normal 7-variada, entonces X y Y se distribuyen como normal.

Demostracion.

Para cada a0 € Rmx1, Ia distribucion de at(X +Y) = aX + at Y es normal (por el

teorema 1.2.3, ya que X + Y es normal). Puesto que af X y o' Y son independientes,
implica que ambas son normales, y por lo tanto X y Y son normal m-variada.

O

Una propiedad bien conocida de la distribucion normal univariada es que las
combinaciones lineales de wvariables normales independientes son normales. La
generalizacion a la situaciéon multivariada, es como se muestra a continuacion.

Teorema 1.2.7. 81 Xy, . .. ,XN son todas independientes, y X; es Nm (W , 2;) para ‘=
1, ..., N, entonces para cualquier constante fijja ot1,..., 0N ,
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iaixi es Nm(iaiyi,iaiziij.
i i=1 i=1

La demostracion de este teorema se sigue de la definicién 1.2.2, o por inspeccion

< ;. N
de la funciéon caracteristica de Zmai X;.

X
Teorema 1.2.8. Si X ~ N(u, X)), Xe RF7 | con X = (Xij , (Xi, X2 son conjuntamente

2

normales) Xz | X1~ N(p, +2, 2 (X1 _H1)1222 —X,Z0%,).

Demostracion.
I 0 _
Sea A = . ,es claro que |A| =1, st
_221211 I

_22121_11 I Xz -k, _22121_11 (X1 -y ) + (Xz - uz)

Luego
(MO0 sz
W, 0L 0 Z,-Z,Z.%,
fy, (W, W,) =
L ) 1 T
(2n) 7Pz, [ (2n)" [z, ~ 2,2z, ‘

fxlx2 (X1 ,Xz) - f\xqw2 (A(X‘H)) 1]
- fwlwz (X1 Ky (Xz K, ) - 2222‘1_1l (X1 My ))

1 - I 19 YV
1 75(\)672“ I\XH) 1 —E(Wz[(zzz_zmznlzlz) Wz]

€ 4
(27.5)/61/2 |2‘11|1/2 (Zn)kZ/Z ‘222 _22121_11212 v

fXZ\X1 (X2|X1):
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1 _1(((Xz —H2 )_2212;11(X 17H ))t (222 _2212I11212 )71 ((Xz —Hy )_2212;11 (X1 ! ))]

2
(2‘71:)/%2 ” ‘222 - Z2121_11212

172 ¢

Como podemos ver Xz | Xi ~N(p, +Z, 2 (X, -1, ),Z,, — 2,2,

Definicion 1.2.3. A Q = (X —p)'T7 (X —p) se le denomina la forma cuadratica asociada
1

a la funcién de densidad fx(X) = Ke ?

(X—pg) 27 (X))

Teorema 1.2.9. Si X ~ N(u , X ), XeR¥7 con forma cuadritica Q, el vector de medias

es aquel que da la solucion al sistema de ecuaciones X =0.

Demostracion.

1

La densidad la podemos poner como fx(X) = Ke 2° el valor de X que
maximiza fx(X) es el valor de X tal que Q=0, como Q=(X-p)'Z(X-n) y es
definida positiva, QQ sélo puede ser cero en el punto X—pu=0, es decir el punto en donde
X = W, por lo que podemos decir que W es el punto que maximiza a fx(X).

of (X
La solucion al sistema %):O da el punto maximo de fx(X) y por lo

mencionado anteriormente tal punto es p. Pero como

X)) _ Ke_éQ (_lja_Q
oX 2)0X

O (X) _

, : : , 0
Se sigue que el vector que satisface 0, es el mismo que satisface % =0. Por

. . 0
tanto el vector W es la solucién al sistema Q =0

Ejemplo. Sea x1, x», dos variables distribuidos conjuntamente como una normal
multivariada con forma cuadritica



16 | Distribucion Normal Multivariada Mabhil Herrera M.

= X2+ 2x7 — o= 3x1— 25x0+4
1 2

A partir de la forma cuadratica deseamos encontrar el vector de medias y la
matriz de varianza covarianza. La forma cuadratica la podemos escribir como

Q=(X-W'I'X-p) =XTX-pT'X-XZTu+pz'u

L. , . . , . -1 ,
El tnico término que tiene términos de segundo grado es XX X, asi tenemos que

1
N Q—
x x
XT'X = X12+2X§ — X1X2 = ( 1] 2 ( 1}
x, )l 1 5 [\
2
1 8 2
L2 77
asf tenemos que 21 = 2 yX = ’
1 2 4
-~ 2 2 Z
2 7 7

ahora sélo nos hace falta obtener la media, por el teorema anterior esta la podemos

) i 0
obtener resolviendo el sistema — =0.

0
Tenemos que Q_ 2x1—2x2—-3=0
Ox,

a—Q: —x1+4x2—-2=0
Ox,

La solucion al sistema anterior es x2 = 1, x1 = 2 asi tenemos que 1 = 2y 2 =1.

1.3 Distribucion de formas cuadraticas.

Recordemos que una funcién de densidad es un mezcla de funciones si:
fe(x) = Zp/.f/. (X)
/=1

con p;es tal que p; 20y ij =1 y f(x) son funciones de densidad, j =1, ..., z
J=1

Definicion 1.3.1 La funcién de densidad



Actuaria Andlisis de Regresion 17

x5 A ) = D P pun (X)
/=0

J

A
donde f2/(x) es la funcién de densidad de una y’p+2)y p;= ¢ > J=0,1,2,
J!

a la funcién de densidad anterior se le denomina * no central con pardametro de no

centralizad A y p grados de libertad (X(Z )

Teorema 1.3.1 El valor esperado y la varianza de la variable definida anteriormente son:
E(X) = p+2)
V(X) = 2(p+4r)

Demostracion.

E(X) = j XZp/ £,,,(x)dx = Ze p+2 J)=pron

= ie‘kﬂ(zwpz +(4+4p)/'+4/‘2)
0 J!
b+ pPP(E+4p) A +4(M+A2)
A2 +8N + 4ph + 2p+ p?
V(X) = EX?)- E(X)?
= 40248\ + 4ph + 2pt+ p2— (p+2M)2
= 2(p+4N)

Teorema 1.3.2 1a funcidn caracteristica de una X( »0) €S;

ox() = (1—2it)_§ ex(1—2it_1j

Demostracion.
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o0

ox(®) = [ Y p £, (x)x
0 J=0

= Ze_kL e f (x)dx

. ;!

pt2j

r+2j

_N —x}V/( 1 J 2
_Ze &
y T\ 1-2it

O

2 2
Corolario 1.3.2.1. Si X se distribuye como una X(p,x) ,si A =0 entonces X es una X(p) .

2 2
Definzcion 1.3.2. Si W ~ K5y U~ X(4,0) son dos variables independientes, la variable

v
V= LD , tiene funcién de densidad F no central con parimetro de no centralidad A y

Z

Py q grados de libertad en el numerador y denominador respectivamente ( Fyg) ).

2
Teorema 1.3.3. Si X ~ Ny(W,I) entonces XX ~ X ,2),con L =3I,

Demostracion.
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Si tomamos como A = Tu'W, hemos llegado a la funcion caracteristica de una X( P

con A = tu'n

2
Corolario 1.3.3.1 Si X ~ Ny(0, I) entonces XX ~ X 5.

2
Teorema 1.3.4. Si X~N,(1,X) entonces XIAX~ X, ), con rango(A)=py A= s AU, si

y solo si, AX es idempotente.
Demostracion.

La funcién caracteristica de XtAX es

P Ax J’ J' wxax 1 (X—u)'ZA(X—u) IX
1
W(“tz 1”) 1 _ i .
_e? — (X (1-2ivAD)s X s IX
=) 5[z (- 2ivaz) [ e ek

1 _lp[(l—(I—ZivAZ)il)Zilu

=|(1-2ivAZ)[ e 2

_H(l 2ivA . )

donde A; son las raices caracteristicas de AX, con AX es idempotente de rango p, p

[ Fewroar

p
valores de A, son uno y 7 — p son ceros y como (AZ) =AX

? L —h{—i(zwf }Azz'lu
ORI (V): H(l—ZiV) e 2 L
J=1

ipfAu(k(kziv)’l)

= (1 — 2iv)_%/’ e ?
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2
luego entonces X:AX ~ Xy, A= TUAD.

2
Ahora suponiendo que X'AX ~ X »)» hay que probar que AX es idempotente
con rango(AX)= p.

Tenemos que

() = fa-2ivaz) e 2 (g gy

(PX‘AX

Lo anterior es para cualquier p, sin perdida de generalidad tomemos a p=0,
substituyendo 1 = 0 en la igualdad anterior

(1-2iv) > =|(1-2ivAZ)[ "

haciendo u = 2iv
(1-u)’ =|(1-uAZ)

sean Ai,A2, ...,A, las raices caracteristicas de AX, entonces tenemos que

n

(l—u)/j :H(l—ulj)

=
para que la igualdad se cumpla debemos tener #—p raices caracteristicas iguales a cero,
luego entonces, nos queda que

’
(1-u)’=[J(1-w,)
=1
sacando logaritmo de ambos lados tenemos que los A, son iguales a uno, luego

entonces A2 es una matriz idempotente con rango(AX)= p.
O

2
Corolario 1.3.4..1 Si X ~ N,(0,I) entonces X*AX ~ A (¢, con rango(A) = £ ,siy sélo si A

es idempotente.

2
Corolario 1.3.4.2 Si X~N,(u,I) entonces XXAX ~ X, con rango(A)=p y A=F 1 AL,

si, y solo si, A es idempotente.

Teorema 1.3.5. Si X ~ N(u ,X) entonces X' AX y BX son independientes, si, y s6lo si
BXA=0.
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Demostracion.

Por ser A simétrica A=LLL, donde L es de rango completo .
Por lo que

Cov(BX, I!X) = EBX-Bu)(L'X —L p)t

= BE(BX-pmX-wL)
= Bx L.

Pero como tenemos que BEXA = 0 tenemos que BXLL =0, como L es de rango

completo L'L tiene inversa y
BX LL =0 implica BX L =0

Por lo que BX es independiente de 1" X. Entonces BX es independiente de X' LL'X =
X'AX.

Ahora demostremos que si X' AX y BX son independientes entonces BXA = 0.
Como X'AX y BX son independientes tenemos que Cov(BX, X' AX) =0

Cov(BX, X' AX) = E(BX-Bp)(X' AX —E(X' AX))!
= BEX-W)(X AX - p— prAp)
= BEX—)[X—p) AKX+ 2(X—) Al — 2]
= 2BXApn
lo que significa que BXA = 0.
0

Teorema 1.3.6. St X~N(W,X), A y B simétricas, X' AX y X'BX son independientes si y
solo, A2B=0 (o equivalentemente BXA= 0)
(Considerando que, AX y BX son idempotentes y el rango(A)=¢1 y rango(B)=¢»)

Denostracion.
Si X'AX y X'BX son independientes, tenemos que X'AX+X'BX =

2
X' (A+B)X se distribuye como una Y5y, con p=gitq y A = tu'(A+B)p.
Tenemos que (A+B)X debe ser idempotentes, luego entonces AXB=0.

Ahora demostremos que si AXB=0 entonces X' AX y X'BX son
independientes,
(A+B) 3) (A+B) ¥) = ASAS+ AYBY+ BEAY+ BEBY
= AX+ AXBXE+ BXAX+ BX
= (A+B)X
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2
Lo que significa que X' (A+B)X se distribuye como una X,y con py A

definidas como artiba , luego entonces X' AX y X' BX son independientes.
0

La demostraciéon del siguiente teorema se sigue a partir del teorema 1.1.1 y los
resultados de esta seccion.

Teorema 1.3.5. (Teorema de Cochran) Sea Y ~ N(u , 6?1 ) y A; son matrices de 7 X 7
simétricas de rango £; 7 = 1,..., p.
P "
y A= ZA,. , simétrica de rango 4, entonces las %Y'A_,YN ;((2 piy CON P = 7y
oy

i=1

1

20°

1
20°
y solo si
I) Si se cumplen alguna de las dos a), b) y ¢) implica a), b), ) y d).
I) ) yd)=a)yb)
III) ¢ y A1, Az ..., Aps idempotentes con A, no negativa implica Ap
idempotente y por tanto implica a) y por consiguiente b) y d).

A= A, seran independientes y %Y'AY~ ;((2;,’1) con p=ryi= LApR si
o)

a) A;esidempotente para todo i
b) A/A;=0 paratodoi#/

p
) A esidempotente con &= Y ki.

i=1
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II.- Modelo de Regresion Lineal.

2.1 Estimacion de los parametros.

Para el modelo lineal general con 7 observaciones y p coeficientes, en forma
vectorial tenemos

Y=XB+¢€
con
Y1 Toxy xy X1 B, €
v = Yo X = T x, x5 X,12 B = B, e e,
Yﬂ 1 Xlﬂ X2n Xp 1n qu en

Donde Y, X son conocidas y 3 desconocida, ademas €~ N(0, 621 ) y X de rango
completo,

1 —©(=1)e)
1 —(r=xB) (1) v-xp)

B (2nc’)!"?

£(€0,07) =

1 (VXY (v-Xp)

- X
(2nc” )" b

como los P’s son desconocidos, busquemos sus valores estimando por maxima
verosimilitud, la funcién de verosimilitud es;

1 (Y- XP) (¥-Xp)

L(GZ,B; C) = W exp

1
26°

La(L(’B:€)) = ~LZ(In2n+1n0*) ——(Y - XB) (Y - XB)

2
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dado que B'X'Y =Y'XPB

2

= —g(ln 2n+InG?) - ! (Y'Y —2B'X'Y +B'X'XB)

OLn(L() _ 1., . t
5 262( 2X'Y +2X'XB)
OLa(L()_  p 1 (oo oo o
P 7 T (Y'Y -2Y'XB+pX'XB)
— 2 4 (v xp)(Y-xp)

26> 20!
igualando a cero ambas ecuaciones,

1
267
= XY+X'XB=0

= f=(X'X) XY

(—2XY+2X'XB) =0

L (Y- XB) (v - Xp) =0
26° 20
o (YoxB) (v-xB)

P

Ahora obtengamos la esperanza de los estimadores.
E(ﬁ) = E((th)—l Xty) haciendo S = X'X y sustituyendo Y = X + e
E(ﬁ): ]E(Sfl}(t (XB+C)) = E(S*lxtXB_i_S—lXte) :B+ SilxtE(e) _ B

es decir, B es un estimador insesgado de B, ahora calculemos la esperanza de ¢

E(;):E (Y -xB) (v-xp)

sustituyendo el valor de B

E((Y ~XSTXY) (Y- XS”X‘Y))

S N

E(Yt (1-Xs7'X') (1-X87'X! )Y)
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Podemos ver que 1-XS™'X" es idempotente

E(Yt(I—XS‘lxt)Y)

=

Sustituyendo Y= XP + ¢
:% B((XB+€) (1-Xs7X')(Xp+€))
:%E(BtX‘XB —BXXSIXXB+BX(I-XSX )€ +€ (1-XS7X) XB+€ (1-XS'X')€)

Como E(€) =0
E(c?) =L E(e(1-xs7x')e)
P
Por lo demostrado en la tarea 4 (Si X es el vector p x 1 con X ~ N0, 62l ) y A es

idempotente de rango £ entonces E(X' AX) = £c2)
==0%n - 1
P

Luego entonces para poder tener un estimador insesgado de la varianza debemos
considerar a

- _ (Y-xB) (v-xf)
n-p

Ahora obtengamos la matriz de varianza covarianza de 3

V(B) = E(B-EP)(B-E®)
= E(B-B)(B-B)

sustituyendo el valor de Y y de B

E(S'X'(XB+€)-B)(S'X' (XB+€)-B)
=E(p+s'X'e-B)(p+s'X'€-B)
es claro que S = (S_1 )t
=E(s'x'ee’xs™)
=S"X‘E(ee’)xs”
= 028'X'XS"' = 028™"
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de aqui podemos deducir que f~N(B,625™).

2.2. Minimos Cuadrados y Proyeccion Ortogonal.

En esta seccion veremos la relaciéon que existe entre el método de estimacién de
minimos cuadrados empleado en el analisis de regresién con la mejor aproximacién a
un vector, empecemos con un ejemplo antes de empezar con el formalismo del tema.

Ejemplo. Un investigador recolecta informaciéon mediante la realizacion de mediciones

V15 )25+, Y €01 lOs Instantes #, f,...,4, respectivamente. Por ejemplo, pueden realizarse
mediciones sobre el desempleo en distintas fechas durante un periodo. Supongase que
se grafican los datos (#1,1),...,(Zx)») como puntos del plano. A causa de la distribucién
de tales puntos, él piensa que existe una correlacion lineal entre y y 7 tal como y=c+d .
El investigador esta interesado en encontrar los parametros ¢y o de tal manera que la
recta y=ct+d represente el mejor “ajuste” posible para los datos recopilados. Una
estimacion del ajuste es calcular el error e que representa la suma de cuadrados de las
distancias verticales de los puntos a la recta, esto es,

m

e= ~cli-d)?
> O
i=1

Asi, su problema es encontrar las constantes ¢y ¢ que minimicen a e . Esto lo
conduce a considerar el siguiente sistema de ecuaciones :

tictd=yi
l‘2€+d:]2

fmf—i_d:yﬂ/
Z, 1 ,
/1 ¢
o bien AX =y, donde A= 2 |, X= [d] y )= {2
z, 1 7,
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Por supuesto que pareceria irreal suponer que tal sistema tiene una soluciéon
puesto que en la practica , el nimero de ecuaciones excede con mucho al nimero de
incognitas, para resolver este tipo de problema veamos los siguientes resultados.

Para x, y en F7, denotaremos por {x,)), al producto interno canénico (ordinatio)
de x, y en F~.

Lema 2.2.1. Sean A una matriz de m x n sobre F, x esta en F7, y en F” . Entonces
(A=, A" )

Demostracion.

Sea Ax =c¢ donde ¢ €F” y ¢ esta definida por ¢= ZA;‘/X/ con 7 = 1,.., m, por

J=1
tanto;
(Axyy) = eyt + o :)/7(2/11/9«/) + .- +]M(ZAW.X/.
J=1 J=1

A

- Z;yi [Z;Ayij = ZZA;/X/%
pn p=

i=1 j=1

Por otro lado A"y=d donde d esta en F” y d esta definida por 4= ZA;, Y, = Z A,
i=1 i=1

con/=1,...,n. Ellado derecho de la igualdad queda como:

<X,Af)/>: dixrt o+ dyn = Xi(z/l“]i) + o +X”<ZAWJ/2)

i=1 i=1

- Z;X/ (ZAMJ - ZZAM;X/-
= P

=1 i=1

= 23 A, =)

i=1 j=1

O
Lema 2.2.2. Sea A una matriz de zxn sobre F. Entonces el rango(A*A)= rango(A).
Demostracion.

Sélo tenemos que demostrar que, para x en F7, A"Ax = 0 si y sélo si Ax = 0.
Claramente si Ax = 0 implica que A"Ax = 0. Por ello supongase que A"Ax = 0.
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Entonces 0=(A"Ax,x), =(Ax, A”x),—(Ax,Ax), de modo que Ax = 0.
O

Corolario 2.2.1. Si A es una matriz de mxn tal que el rango(A) = 7 , entonces A*A es
invertible.

Demostracion.
Como A es de rango # entonces por el lema anterior A"A es de rango # pero
como A*A es una matriz de 7 x # entonces A*A es invertible.

O

Teorema 2.2.1. Sea A una matriz de 7 x n sobre F, y en F” . Entonces, existe xo en F” tal
que

(A"A)xo = ATy
HAxO - yH S”Ax —y” para toda xel”.
Ademas, si rango(A)=x, entonces xp=(A"A)1A"y.
Demostracion.

Considérese a Ax = y, definimos a W={Ax: x eF”}. Haciendo a E la proyeccion
ortogonal sobre W, escojase a xp en 7 tal que E())=Axp. Entonces por

||E(y)—y||£||ﬂ—y” para toda # en W] esto es, |Ax0 —)/”S”Ax—y” para toda x en

F.

Observemos que como E es una proyeccion ortogonal, Axp—y =E())-y estan en

W, entonces (Ax,Axp— y),, = 0 para toda x en F. Luego por el Lema 1, tenemos que
(2,A"(Axo—9)),=0 para toda x en F7; esto es, A"( Axp— »)=0. Asi unicamente tenemos
que encontrar una soluciéon para A"Axp=A"y. Si ademas suponemos que rango(A)=n,
entonces por Leza 2 tenemos que xp=(A"A)1A"y.

O

El teorema anterior se mostré que , si rango(A)=7#, entonces existe un elemento

xoel” unico tal que Axp, es el punto en IV mas cercano a y. Por supuesto, si
rango(A) <z, existira un nimero infinito de estos vectores.

Esta forma de aproximacion es mejor conocida como minimos cuadrados es muy
util para resolver sistemas de ecuaciones cuyos problemas envuelvan en que el nimero
de ecuaciones exceda del niumero de incognitas, muy utilizado esto en la area de
estadistica.
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Regresando a nuestro ejemplo anterior, pero ahora con un ejemplo numérico.
Supongamos que el investigador recopilo los siguientes datos: (1,2), (2,3), (3,5) vy (4,7).

Entonces

1 1 2
|21 BE
A= | Y T
4 1 7
por lo tanto
1 1
. _(1 2 3 4} 2 1_(30 10}
A*A= =
1 11 13 1 10 4
4 1

y entonces

(A*A)lzL( 4 —10]
20 \-10 30

Por consiguiente

2

_(c]_ 1 (4 —10] (1 2 3 4) 3 _(1.7)

la) 2010 30/ 11 Uls| Lo )
7

Asi, la recta y=1.7t es la recta de minimos cuadrados. El error E puede calcularse

directamente como ||AX0 - y||2 =0.3

Pero que pasa si el rango de A es menor a n, este problema se resuelve por
medio de matrices pseudoinversas.

2.3 Intervalos de Confianza.

Para el modelo lineal general con 7 observaciones y p coeficientes a estimar, que en
forma vectorial tenemos

Y=XB+¢€
con
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30
Y4 I oxy xy X1 B, €
v = Yo < = T ox, xyp X2 B = B, . e,
Yn 1 Xln XZ}Z X])-ln B];1 en

Donde Y, X son conocidas y B desconocida, ademas €~ N(0 , 62 ) y X de

rango completo,

Recordemos que, los estimadores maximo verosimiles del modelo son;

p=(xX) XY
o = (¥ -xP) (Y_XB): Ly xex oy
n—p n-

en el caso de la varianza utilizaremos el insesgado.

De las ecuaciones anteriores hemos deducido que [AB~N(B,GZS’1) donde S =

~

2
XX, y también tenemos que (#- p)G—z ~X(n-p), ahora obtengamos algunos
c

intervalos de confianza.
2.3.1 Intervalos de confianza para [3,

La marginal del /~ésimo elemento de [§ es, [f')l ~N(B;,0%c;), donde c;i = (S 1) ,

entonces
7 = B,‘ _Bz’ ~N(0,1)
Gzczz'
y ~
T — BiA_ZBz ~ t(”-ﬁ)
O cC

Si buscamos el valor de 4 tal que P| —£< B":B" <k|=1-0, estées, k= Lo (7-p)
A~ 2
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A ~A2 ~ A2
P(Bi —t,_ (- 0O c; <P, <P, +t_, - 0O Cﬁj: 1-a

lo que acabamos de obtenet, es el intervalo de confianza para B; con el (1 —a)100%
de confianza.

2.3.2 Intervalo de confianza para ¢”.

o~

2
: . 9 2
Para obtener el intervalo de confianza de 62 usemos la pivotal (- p)—5 ~X(,- ) >
(&)

.
P{@ smw%S@]— 1-a
P{(ﬂ-p)%<cz <(ﬂ-]))%} S

o2 e (2—]3 o’ ,% 0'2) con una confianza del (1 — a)100%, con &1 = Xi/z(nfp) y
2 1

ko = Xia/z (n-p)

2.3.3 Intetrvalo de confianza para E(y) ( E(y | x;,X,, ...,X,1))-

E() = x-'P
p-1
= Z BiXi
=0
(queremos el valor esperado de y dado que conocemos xv = 1, x1, X2, ...,%xp.1).

1 B,
x, B,

x = . es una observacion de las vatiables independientes y 3 =

p By
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— A A
El estimador de E()) es E(y)= x+'B :ZBZ-XZ- .

=0

Sabemos que B ~N(B,025™) luego entonces x+* f ~N(x+«B,02x- S x").

Tenemos que

g X B-xB ~N(0,1)

2 -1 *
Vo'x ' STk

e <+ B—x+ B
82 (X*t Sf1x*)

~ tn-p)

A ~2 . A ~2 .
P(X*tB—tl_g(ﬂp) c (X*tsflx )SX*tBSX*tB‘Ftl_%(ﬂ—p%’G (X*tSlX )j=1—oc
& VP ~2 t o-1 & ~2 t o-1
] X — B ST x. + B LS )
; Bix; € (ZB}X} €y (n-p) \Jo (x S x ),;B[x/ €y (n-p) \Jo (x S x ) es el

=0

-1
intervalo de confianza de Z Bix; con una confianza del (1 — a)100%.
i=0

Nota. No hay que olvidar que xp = 1.

2.3.4 Intervalos de confianza para observaciones simultaneas.

Si  tenemosx, *,x, *,...,x, *  (vectores de px1), si quisiéramos inferir
simultineamente para x, ' B,x,* P, ... , x,*'B buscamos A-intervalos tales que,
x, < Bel ,x,* B €ly, ..., x,« Bels, si a cada uno de estos eventos los designamos
por A;, es decir, cada uno cumple con P(A1)= 1-ou, P(A2)= 1-0z, ... , P(Ay)= 1-0u
nosotros buscamos que el evento A1 M Az M---M Ag suceda con una probabilidad de
por lo menos 1 —a
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PAIN AN Ay =1-PAIN AzN--M Ap©
=1-PA]UASU---UA))

> 1 (P(A)+P(AS)+-+P(AS))  si P(AZ)Z%
>1-(2+2++D)=1-qa
E A £
. o o o
Haciendo P(A1)= 1—2, P(A2)= 1—2 yores P(AR)= 1—;, podemos obtener lo

que queremos. De aqui, podemos decir, que para obtener simultineamente £-intervalos

para x, < B,x, < B, ..., x,*' B tenemos que calcular los £-intervalos

~

~2

— t -1 * t , ~2 L
I= (X/.* B— t_o(1-2)4[O (x].S x/.), X B+ t o (- 2) 4O (x/.S x/.)>

Asi los -intervalos ocurren simultineamente con una confianza > (1 — a)100%
J=1, .k

Si ahora quisiéramos un intervalo de confianza no soélo para algunos si no para
todo x* lo que buscamos es algo como;

t A t
- Poxp

P
‘ 82 (X +f S_lx*)

<c|=1-o paratodo x*

buscando es valor de ¢, tenemos

~ ~2 .
x* B—x+ B‘Sq/c (x*t S7'x ) pata todo x*

~ 2 ~2 *
(X*t B—x+ B) <c’c (X*t S7'x ) para todo x*

A

0<x+ (czc’EZS_1 —(B—B)(B—B)t)x* para todo x*

A u
Sea W = ( . J
u cte

B |A| ‘cte — utAflu‘

| W]

|cte”A —ulu'
cte

W es semidefinida positiva si, y s6lo si cte—u'A™u>0 si,ysolosi A—uLu >0

cte
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Haciendo A = S, u= B—P ycte = 6 , W es semidefinida positiva si, y sélo si
'’ ~(B-B) S(B-B)20 siysolosi 87 ~(B-p)—(p-p) 20
Sabemos que B ~N(B,625™) luego entonces p—p ~ch0,02 )

= (x'x) (p-B)~N©.c2)

- é(xtx)z (B-B)~N@D

= L (iep) () (-0

- (BB xx(p- B%

Como (n- p)—5 ~X(s—p) , entonces —
o c
es el percentil de una F(p,»), el intervalo de confianza buscado es

A = -
X*tﬂe (X*tB— JPE (s n-p) 4|O (X*t S7'x ),
t @ [ bl
X * B + pFlfa(p , - p) (e} (X* S7x )) con

~F@p~p) , por tanto ¢

una confianza del (1 — a)100%.

2.3.5 Intervalo de confianza para y"©

Sean y;, yb, ..., y. observaciones independientes de una poblacién N(x 3,

02) (e independientes de yi, y2,...,y») es decit, y;, v, ..., y. no estan en la muestra

original con la que estimamos los coeficientes del modelo, aqui

Dy)

es un vector de px 1. Si definimos a y F=-=— ~N(x B, 62/5), anteriormente vimos
S

que x+ B ~N(x+B,62x+' S x"), luego entonces
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— A 1
y F— x+ B~N(O,Gz (—+X"‘t S_lx*jj
5

= y X" B N(O,1)
\/Gz(l—kx*ts_lx*j
k)
S
>3 XTB ey

~2(1 _
\/G {-I—X*ts 1X*j
5

luego entonces el intervalo de confianza para y Fes;

—F tA ~2 1 ¢ ol ¢ n ~2 1 o
yrelx<B—t ,op, o |—+x*Sx*| x+B+t ,0p, o |—+x*S x*

S S

es el intervalo de confianza de y I con una confianza del (1 — a)100%.

2.4 Pruebas de Hipoétesis.

241H,:B=0

Para el modelo lineal general con 7 observaciones y p coeficientes a estimar, que en
forma vectorial tenemos

Y=XB+¢€
con
Y1 Toxy xy X1 B, €
v = Yo X = 1 x, xy X2 B = B1 e e,
yﬂ 1 Xln XZﬂ Xp 1n Bp—l en

Donde Y, X son conocidas y B desconocida, ademis €~ N,(0 , 621 ) y X de
rango completo,
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Deseamos buscar la prueba para Ho:=0.

Usando el cociente de verosimilitud generalizada, lo que buscamos, es lo
siguiente, vamos a rechazar Ho, s,
SupL(,")
— 0€0,
SupL(6,-)
0O
donde L(0,") es la funcién de verosimilitud y 0€®y son los paraimetros desconocidos

<k, k una constante positiva

bajo la hipétesis nula y 0€® son todos los parametros desconocidos, la funcion de
verosimilitud del modelo es;

1 (VXY (¥-Xp)

L(c%B;€) = ( exp

2nG”)"?

pata encontrar el denominador de A, lo unico que se debe de hacer es sustituir los
estimadores maximos verosimiles del modelo en la funcién de verosimilitud, esto es:

- AZ(Y—Xﬁ)t(Y—Xﬁ)
SupL(e,) - A;Zz CXp 20
0c® (2nG )”/

donde B=(XX)'X'Yyo =

Ahora bien, bajo Ho tenemos que B = 0, asi tenemos que,
1 —Y'Y

L(GZ, C) - W €

n
Ln(.(6% €)) = ——(In2n+Ilnc’) ——= Y'Y
(L% €) = - )5
OLn(L(: 1
O SIS I
0G 26° 20
igualando a cero,
1 ~ Y'Y
Y'Y =0 = 60 =
26° 20 n

De aqui tenemos que el numerador de A es:
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Supl.(6,-) = -——;L———-exp 261

~2
60, (27‘[60)”/2

sabemos que Y'Y = ||Y||2 de manera semejante, (Y - XB)t (Y - XB) = HY - X[f’)

1 IV
SupL.(6,- ~2 exp *
L) angry
SupL(,-) 1 —fv-xaf
=C] Aizex 20
(2nc )'"?

Y
(0)
Oo
HY—X37 ’
- s n
2
HYL/
Y/j

HY—XB

"
2 2

- ~12 ~
YT =[] +[xp

2

A2 N
como HY — XBH = ||Y||2 —HXB , lo anterior nos queda como

r
2

2

=
p b
=i

2
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2

[
Rechazamos Hy si — >ko , ahora busquemos el valor de ko, es facil verificar
[y -xB
n-p
A2 A2
HY -Xp 2 ‘ Xp 2 .
que ————~ Ku-p) ¥ —5—~ X(p) y como ambas formas cuadriticas son
c c
independientes
A2
[
F= ol ~Fp
[y -xB
n-p

La probabilidad de cometer el error tipo I serfa P(F>ko) = a, esto bajo Ho, de aqui
podemos deducir que ko = Fi_ () .

Alo que hemos llegado, es que, rechazamos Ho si

HY—Tf > Fi o)

2

XB

n-p
Lo que hemos hecho se resume en la siguiente tabla denominada como la tabla de
Analisis de Varianza

Tabla de Analisis de Varianza

Variacion g/ Suma de Cuadrados Prueba F
Cuadrados. medios
Debido a B p ‘Xﬁz ‘Xﬁz ‘XQZ
? i
[y -xp
n-p
Error n—p HY_XB ? HY—XB 2
n-p
Total N [T ||Y||Z/
7
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242H,:B,=0

Para el modelo lineal general con 7 observaciones y p coeficientes a estimar, que en
forma vectorial tenemos

Y=XB+e€

1
El)@rx) , s decir 1 es un
2 —r)X

vector de 7 x 1 que contiene 7 coeficientes de B y P2 es un vector de (p-7)x1 que

Si realizamos la siguiente particién sobre B, B :(

contiene p—r coeficientes de B (diferentes de PB1 ). Podemos patticionar nuestro modelo
original de la siguiente forma

(i

Y =X X2) (B j +€,Xiesdenxr y Xoesde # x (p—7)

2

Deseamos buscar la prueba para Ho:31=0.
Usando el cociente de verosimilitud generalizada, lo que buscamos, es que,

SupL(6,-)
— 0€0,
SupL(6,-)

0O

<k, k una constante positiva

para poder rechazar Ho.

La funcién de verosimilitud del modelo es;

1 (VXY (¥-Xp)

L(GZ,B; C) = W exp

el denominador de A, seria,

1 ANt ~
—(v-xB) (v-xB)
SupL(0,) = ——— exp
0c® (2nG )”/

donde f=(XX)" XY yo =

bajo Ho tenemos que B1 = 0, asi tenemos que, la funcién de verosimilitud setfa,
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1 —ﬁ(v—xzﬁz ) (Y-X,8,)

L(c%B2; €) = 2ne?y exp

Es claro que, el numerador de A, es:

1 —ZEZ(Y—xzﬁz)t(v—xzﬁz)
Supl(8,) = ———7 exp
0€0, (ZTCGO)

donde [32 :(X;XZ)% X;Y v ai — (Y—Xzﬁz) (Y—Xzﬁz)

n

2

sabemos que (Y - X[A%)t (Y - XB) = HY - Xﬁ

Supl.(6,")
— 6<0,
Supl.(6,-)

0O

,1\2 Y-X, ﬁZHZ
200

: .
_(2rc0)"”?

1 A
1

2

S —
(2nc )"

n

~2\3
_ (e)
| A2
a2 5
HY—XE//
_ 7

2

HY_X2I32
n
B
. 1
- ~ (12 NTE
Y_X2B2 -y -XB
1+ T
Y -XB
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1
7\‘ - A2 A~ 2
XB - Xsz /
1+ ——r
o o
n=p
A2 A~ 12
xp] -[xs. /
Rechazamos Ho st —~—T— >kg ahora busquemos el valor de ko, tenemos que
[y -xB

n=p

A

xp| :(XB)t (xB) =vx(xx) XY

y de manera semejante

A

2 -1
X2B2 = YtXZ(X;XZ) X;Y

de las dos anteriores desigualdades

2 2

=Y (X(XX)1 X' =X, (X5X, ) X;)Y

XB| —[X,B,

por otro lado tenemos que X(XTX)f1 XX, =Xz, para la matriz de la forma cuadratica
anterior , si hacemos A = X(XtX)fl X' yB= X, (X;X’2 )71 X;.

(A-B)(A-B)=A2—-AB-BA +B2= A - AB - BA + B, pero AB = B lo que hemos
probado que A — B es idempotente, de aqui entonces podemos decir que,

2

1 . R N cor V1, 2 HY_XB 2
=Y (X(X X) X'-X,(XX,) XZ)Y ~Xy ¥ e X(»-p) ¥ como ambas
formas cuadraticas son independientes
A2 A |12
XB o Xsz/
F= — r ~F(r n-p)
[y -xp

n=p
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La probabilidad de cometer el error tipo I serfa P(F>ko) = a, esto bajo Ho, de aqui

podemos deducir que ko = Fi_ o (5n)

A lo que hemos llegado, es que, rechazamos Hy si

A2
8] -

X,B,

HY—XBHZ/
n=p

7
r >Fl—q

(rn—p)

Lo que hemos hecho, se resume en la siguiente tabla de Analisis de Varianza.

T'abla de Analisis de Varianza

Variacion g/ Suma de Cuadrados Prueba F
Cuadrados. medios
S R
r — 27
v - XBH/
n-p
A 12
e |y | kb
22 p-r
Error n—p HY _ XﬁHZ HY _ XﬁV
n-p
Total " ¥l IIYIIZ
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