Capitulo 2.

2.- Cadenas de Markov.

2.1. Introduccion.

Hay procesos estocasticos, tales que, la informacién de algun estado futuro
X1, dado que se sabe la informacion de los estados pasados Xo, Xi, ... , X, -1 y del
estado presente X, es independiente de los estados pasados y unicamente depende del
estado presente X, por su forma de comportarse, estos procesos se aplican en diversas
areas, aqui analizaremos aquellos que tienen un espacio parametral de tiempo discreto T’
y un espacio de estados E, finito o contable infinito.

Definicion 2.1. Un proceso estocastico {X, , » € T }, con espacio parametral de
tiempo discreto T y un espacio de estados E finito o contable infinito es una cadena de

Markov si

P{Xm=j|Xo=d,X1=d,..., X, =i} =P{ X =7 | X,=1i}=pi
i es la probabilidad de transicién o de paso, del estado 7 en el tiempo 7, al estado / en
el tiempo 7 +1, es decir, p; es la probabilidad de transiciéon o de paso del estado 7 al

estado j en un paso.

Sin pérdida de generalidad tomaremos a 1Ty E como subconjunto de los
numeros enteros.

Definicion 2.2. Si las p; no dependen de 7, se dice que la cadena de Markov es
homogénea.

La definicién 2.2 nos dice que
P{Xwi=j| Xu=i}=P{Xp1=j| Xu=1i}=pj conm#n.

supondremos siempre que p; no dependende n. A p; =P { X1 =, | Xo =17} también
lo podemos poner como
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P{Xi=/| Xo=i}= P{Xi=/)

Las probabilidades de transicion p; satisfacen

pi20, 4j20 y > p.=1.

JjeE

Podemos escribir todas las probabilidades de transicion del estado 7 en el tiempo
n, al estado j en el tiempo 7 +1, de la siguiente forma matricial

estados de X,+1

0 1 2
Of oo Pt Do
estados de X, 1 P Py Po | =P

2 p20 le pZZ

P es la matriz de probabilidades de transicion.

Definicion 2.3. Una matriz P se llama estocdstica si cada uno de sus elementos, p; = 0,

720 y Z p; =1, es decir cada uno de los elementos de la matriz es mayor o igual
JjeE
que cero y en cada renglén su suma es uno.

Definicion 2.4. Una matriz P se llama doblemente estocdstica si cada uno de sus elementos

P20, 4j20, Y p,=1y ) p=1

JjeE ieE

La definicion 2.4 nos dice que una matriz es doblemente estocastica si tanto sus
columnas como sus renglones suman uno.

Ejemplo 2.1. Supongase que la posibilidad de que el dia de mafiana llueva sélo depende
de la situacion climatolégica de hoy y no de dias previos, ademas supongamos que si
llueve hoy, la probabilidad de que mafiana llueva es o y si hoy no llueve, la
probabilidad de que llueva mafiana es 3, esto quiere decir que si hoy llueve, entonces
mafiana no llovera con probabilidad 1 — a y si hoy no llueve, la probabilidad de que
mafiana tampoco setfa 1 — 3, si consideramos que el estado 0 es que llueva y al estado 1
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que no llueva, claramente bajo los supuestos que hemos hecho éste ejemplo es una
cadena de Markov con la siguiente matriz de transicion,

a 1-a
p 1-P
Ejemplo 2.2. Un apostador tiene §N , en cada juego que apuesta tiene la probabilidad p

de ganar $1 o perder $1 con probabilidad 1 — p , el jugador se retirara cuando se quede
sin dinero o bien cuando haya duplicado su dinero original $N.

Si consideramos X, como el dinero que tienen el apostador después de la #-ésima
vez que apuesta, X, claramente es una cadena de Markov, ya que lo que va apostar
unicamente dependera del dinero que tenga actualmente y no de lo que haya jugado

antes, X, tienen espacio de estados E = {0, 1, 2, ... , 2N}, sus probabilidades de

transiciéon son
pi=p conj j=i+1,7=1,2,...,2N-1

pi=1—-pcon;j=i-1,:=1,2,...,2N-1 y

poo = panan =1

los estados 0 y 2N son estados absorbentes, este concepto lo definiremos mas adelante,

de aqui obtenemos la siguiente matriz de transicion

1 0
l=p 0 p
0 1- 0
e 20
1=p 0 p
0 1

Ejemplo 2.3. Sea {X,; =0, 1, ... } definido por

0 sin=0
X, = )
Y| +Y,+-+Y, stn=1,2,...
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con Yi, Y2, ..., Y, , variables aleatorias discretas, independientes e idénticamente
distribuidas, con distribucion de probabilidad { pe ; £ = 0, 1, 2, ... }. Dado que
X1=X, + Y41, tenemos que,

P{Xm1=j| Xo, X1, oo , Xo} =P{Yr1 =j=- X, | Xo, X1, ..., X0} = Pi-x

Claramente unicamente depende de X, . Asi tenemos que el proceso {X, , 7 € T }
define una cadena de Markov con probabilidades de transicion

pi=PiXon=/| X, =i} =p

y matriz de transicion

by P P2 P

Po P P

P=10 0 p p
0O 0 0 p

Teorema 2.1. Sea {X,; n € T, n2=0} una cadena de Markov, para todo 7, n € T, con
mn20y o, ....0, €E

P{ Xn+l - Zl, ceey X;H—m - Zm | Xn == Z()} - pi()i]pi1i2 "'pim_lim
Demostracion.

P{Xnﬂ :il,... ,X”er:im | X”:io}
:P{Xﬂ+2:i2,--- ,Xﬂ+”[:j}ﬂ | Xﬂ:ZO,Xn+1 :Zl} P{Xﬂ+1221| Xﬂ:ZO}

por ser {X; » € T, n> 0} una cadena de Markov y por definiciéon de probabilidad de
transicion
=P{ X2 = oy oo, Xt =l | Xo1 = i1}
repitiendo el primer paso
=P{ X3 = 05y oo, Xt = i | X1 = 0, X2 = 2} p;, PU X2 = 2| X = 41}
= P{Xs= 8, o, Xiww =l | X2 = 02} P P,
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y asi sucesivamente hasta llegar a

P{ X”+l - Zl’ trt o Xﬂ"‘/ﬁ - Zm | X” = ZO} = pi()jlpi1i2 ...pir//—li/n

Sean (/) = P{ Xo =7} la distribucion inicial de X, .
Corolario 2.1.1. Sea {X,; n € T, n2 0} una cadena de Markov, la ley de distribucion

de probabilidades del vector aleatorio ( Xo = 70, X1 = 21, ... , X, = 7, ) depende de las
probabilidades de transicion p; y de la distribucion inicial, es decir,

P{Xo=d, X1 =1, ..., Xu =i } =7 (d) Pii Pii, P

Demostracion.

P{X(): 20, X1 =71, eoe , Xp = Zn} :P{X1 =,y e, Xn = Iy | Xo = Zb} P{}((): z'()}
Del teorema 2.1 y de la definicion de distribucion inicial

P{Xo=ido, X0 =1, ... , Xy =ty §= 1 (00) py; Pii, " P i

Los p; para n,4,j2 0, son los elementos de la matriz P".

Teorema 2.2. Sea {X,;n € T, n2> 0} una cadena de Matkov, param € T, conm 20

P{Xpn=j| Xo= i} = pf

paratodosje E.
Demostracion.
Demostremos por induccion.
Para 7 = 1, por definicién, esto es claro.

Por hipotesis de induccién se cumple para » = /, ahora verifiquemos si se
cumple paraz=/+ 1.

P{Xﬂ+/+1 :]- | X”:Z} = ZP{Xn+/+1:j’Xn+/ :/é|Xﬂ :Z.}

keE
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= ZP{Xﬂ+/+1 :/ | Xﬂ+/ :/é’Xﬂ = Z}P{Xﬂ+/ :/é | Xﬂ = Z}

keE
- ZP{XnHH = /. | Xﬂ+/ = ’é}P{Xw/ =k | Xn = j}
keE
por hipétesis de induccioén
= z P@‘P;/e = Z Psz%’
kel kel

/+1

:py
0

Asi que para una cadena de Markov, la probabilidad de transicién en 7 pasos se
define como

P{Xﬂ+}7]:‘/.| Xn:Z} - P;ﬂ.
Teorema 2.3. Sea {X,;n € T, n2>0} una cadena de Markov

P{X,=j} =) P{X,=i}p}

ieE

paratodo; € E.

Demostracion.

P{X,=j}= Y P{X,=j,X,=i}

ieE

= 3 PIX, =IP{X, = j| X, =}

ieE

por el teorema anterior

= ZP{XO = Z}PZ
ieE

[

Teorema 2.4. ( Ecuacion de Chapman — Kolmogorov ) Sea {X,; 7 € T, n 2 0} una
cadena de Markov, para todo m, n € T, conm,n=>0 e i,j € E

n+m __ n VA
P = D ikl

keE
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Demostracion.

keE

=Y P{X,.,=j|1X,=kX,=iP{X, =k| X, =i}

keE

=2 P{X,., =J1X, =KPIX, =k| X, =4}

keE

— m n
- Z P P@'
keE

O
Ejemplo 2.4. Del ejemplo 2.1, consideremos que o = 0.7 (la probabilidad de que mafiana
llueva dado que hoy llueve) y B = 0.4 (la probabilidad de que mafiana llueva dado que

hoy no llueva), entonces la matriz de transicion es:
0.7 03
P=
04 0.6
¢Cual es la probabilidad de que llueva en 4 dfas dado que hoy esta lloviendo?

4 . .., 4
Tenemos que calcular p, , para obtenerlo calculemos la matriz de transicion P*,

luego entonces

bt ppo [061 039
~ T T 052 048 y

o B pt 0.5749 0.4251
a ~ 105668 0.4332

por tanto la probabilidad de que llueva dentro de 4 dias dado que esta lloviendo hoy es
0.5749.
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2.2. Clasificacion de estados.

Definicion 2.5. Si la probabilidad p); es no cero para alguna 7 2 1 se dice que el estado

¢/ lleva al estado j o también que j es alcangado o accesible desde el estado 7 se denota por
1>

Definicion 2.6. Se dice que los estados 7, / se comunican si i —>j y j—> i, se denota
por i<> .

Definicion 2.7. Una cadena de Markov es zrreducible si todos los estados se comunican.

La definicion anterior nos dice que una cadena de Markov es irreducible si cada
estado es alcanzado desde cualquier otro, en algun nimero de pasos.

Teorema 2.5. La comunicacion es simétrica y transitiva es decir para estados 7,/ y 4,

1) i<>)] = j<>i
2) sl i<>] Y jérk = ik

Demostracion.

1) se cumplen inmediatamente a partir de la definiciéon, probemos 2).

Si /<> entonces existe m >0, p;' >0y

J <> k& entonces existe 72 > 0, p;’;@ > ()

usando Chapman Kolmogorov

nmtny, noy Ny m 2
ik - sz'r rk 2 i pj/é>0’

reE

lo que significa que si existe un 73 tal que

P> 0.
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Definicion 2.8. Un estado j que se comunica nuevamente con €l, /<> /, se dice que es

un estado de retorno, es decir, jes un estado de reforno si pj./. >0, para alguna 7 > 1.

Definicion 2.9. Dado un estado ;j una cdase de comunicacion E; es definida como el
conjunto de todos los estados £ los cuales se comunican con j; es decir

ke E; si,ysolosi £<> ).

Podria pasar que E; sea un conjunto vacio, es decir, que puede existir un estado /
que no se comunica ni con el mismo, / es un estado de 7o retorno.

Teorema 2.6. Si Ey y E> son dos clases de comunicacion, entonces E1 y E2 son
disjuntos.

Demostracion.

Si para un estado que esté tanto en E; como en Ep, significa que E1 = Ep,
habremos probado que son disjuntos.

Supongamos que E1 y E2 tienen un estado 7 en comun. Sean j y £ dos estados
tales que Ei1 = E;y E2 = Ex, probemos que E; = Eq.

Verifiquemos primero que E;, < Ex seab € Ej,dadoque h<>,/ v j <> 7,
entonces / <>z, como 7 <>£ entonces / <>£, se cumple que E; C Eg, analogamente

podemos probar que Er < Ej, lo que significa que E1 = E» cuando tienen un estado en
comun.

[

Con la definicién de clase de comunicacion, tenemos que una cadena de Markov
es irreducible sila cadena consiste de una sola clase de comunicacion.

Podemos entonces decir que todo estado ; en una cadena de Markov o bien
pertenece a una clase de comunicaciéon o es un estado de no retorno. Podemos

enunciar el siguiente resultado.

Teorema 2.7. El conjunto de estados £ de una cadena de Markov puede escribirse
como la unién de un finito o contable infinito, de conjuntos disjuntos E,,

E=FEUEVU ... VE,U... y EFE=Oparai #

Donde cada conjunto E, es una clase de comunicacién o contiene exactamente un
estado de no retorno.
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Cuando un proceso entra a un conjunto C de estados y ya no puede salir nunca
de él, se dice que el conjunto C de estados es cerrado, un conjunto cerrado puede
contener uno o mas estados, definamos formalmente a un conjunto cerrado.

Definicion 2.10. Un conjunto C de estados se dice que es cerrado si pj; = 0, para alguna

nz1ly paratodo 7€ Cy j¢ C.

Definicion 2.11. j es un estado absorbente si, p’; =1y p’, = 0 paratoda n> 1y para

todo j # 4.

La definicién anterior nos dice que, si un conjunto cerrado C contiene solamente
un estado, entonces se le llama absorbente.

A partir de las definiciones es claro que si un proceso no contiene conjuntos
cerrados sera irreducible.

Definicion 2.12. El periodo d( 7)) de retorno al estado 7 es definido como
d(7):=m.cd {m: p; >0}.

Definicion 2.13. El estado 7 es aperiddico si d( i) = 1y periddico si d(7) >1.

Definicion 2.14. El tiempo de llegada a un estado j € E, se define como

T=inf(n21] X, =/}.

La probabilidad de empezar en el estado 7 y llegar al estado ; en » pasos es,
f;i =P{T= m }.

Definamos a

= AT <0} = YR =m =3 4

m=1
como la probabilidad de que el proceso esté en 7 y alcance alguna vez ;.
/i la podemos calcular teniendo en cuenta las siguientes opciones:

1) que de 7 pase a/ en el primer paso con probabilidad p; o
2) que la primera transicién sea a £ € {E —; } y después eventualmente pasar a /.
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De esto, podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 2.8. Para cada 7, j € E,

fi=tit D, bufy -

ke{E-j}

Del teorema anterior podemos también deducir

by m=1
fy B Z Pz/ef/;_l mz2
ke{E-}

Definicion 2.15. Sea {X,; n € T, n> 0} una cadena de Markov, definimos a

N;= ZI{X/é :/}
%=0

como el nzimero de llegadas al estado j

De la definicién antetior Pi{IN; = m } es la probabilidad, de estando en el estado
7 visitemos 7 veces el estado /.

Teorema 2.9. Sea {X,;n € T, n> 0} una cadena de Markov entonces

D EN=my=(f,) (1=f),m=1,2, ...
1—flj m=0

2) Pi{N;j=m }= _t
() (=r) m=12..

para i # .

m—1 .
Hacemos notar que . sionifica que f; esta elevado a la potencia » —1 ue es
q J g que Ji p > 9

muy diferente a como definimos /7.

Demostracion.

Demostremos 1), el que suceda el evento N, = » es equivalente a que ocurra
le < o0, Tﬁ < oo, ..., Tj. < o0, T/. = o, donde j,, representa la m-ésima llegada al

estado /.
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El tiempo entre las llegadas es independiente es decir,

{T/1<w}’{T/2 - T/'1<OO}’{T/'3 - T/.2<OO}’ ’{T - T, :OO}

Im+t In

son independientes, esto se debe a que Markov implica independencia de llegadas de / a
J» sus respectivas probabilidades asociadas son:

Lfisti-s1=f

la primera €S uno porque ya estamos enj, thgO entonces tenemos quc

PAN=m}=f i (1=f)= ()" (1=f).

Ahora demostremos 2), para 7 = 0, significa que 7 nunca sera alcanzado desde 4
es decir

PAN=0}= P T =0} = 1-PAT) <0} = 1-f,

Para » # 0, la diferencia con el inciso anterior es que ya estamos en el estado j ( con
probabilidad uno ) luego entonces sélo hace falta considerar la probabilidad de pasar
de 7 aj por primera vez, esto sucedera con probabilidad

Pi{T; <o} =

tenemos entonces que

A

PN =m3= (1) (1-4)

Definicion 2.16.

1) jes recurrente si P{ T; < oo } = 1 | significa que si estamos en el estado j, la
probabilidad de que el proceso regrese alguna vez al estado / es uno.

2) Si noes recurrente se dice que es #ransitorio. Es decit P{ T; = o0 } > 0.
3) Sijesrecurrentey E 1) = o0 se dice que jes cero recurrente o recurrente nulp.
4) Sijesrecurrente y E( T;) < oo se dice que es recurrente positivo.

Si fj = 1 entonces j es recurrente, que f; = 1 significa que tendremos un numero

infinito de llegadas a j, P{N; = oo} = 1 y que para todo », P{ N;= m }= 0, también
podemos ver que E( N;) = .
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Si fj <1, tenemos que Pi{ T; < oo } <1, lo que significa que P;{ T; = o } > 0, esto
significa que existe la probabilidad de nunca regresar a j, es decir, que / es transitorio.
También podemos ver que si f; <1, del teorema 2.9 es claro que la distribucion de NN;
cuando empieza en ; es una geométrica con parametro 1— f.

Teorema 2.10. Si f; <1 entonces N iniciando en ; se distribuye como una geométrica
con parametro 1— f;.

Definicion 2.17. Sea R, la matriz con elementos 7; = E( N;) con 7, j € E, a la matriz
R se le llama matriz potencia.

= E(N;) = E{ZI{XW =/}J

ZZ;B{X,, =/}

en forma matricial nos quedarfa que
R=I+P+P°+ ...

1
1-f,

2) 1= firy coni#].

Teorema 2.11. 1) r;=

Demostracion.

El inciso 1 sale de que la distribuciéon de N iniciando en ;j es una distribucion
geométrica, su valor esperado es

1
FAN) = 77—

— r

Probemos ahora 2,
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i = ZMR{N/ :777}

m=1

=S a-(1,)"

m=1

=i S mi-r)(r,)"

m=1

= i E(N)

= Ji ty

Podemos decir que / es recurrente si, y solo si E;( N;) = 00 y /es transitotio si, y
solo st E( N;) <co.

Teorema 2.12.

1) Si/ es transitorio o recurrente nulo, entonces para todo 7 € E

lim p; =0.

n—>0

2) Sij es recurrente positivo y aperiodico, entonces

lim p% =m (/) >0
n—>0

y también

lim p! = fm (/)
71—>0
para todo 7 € E.

Demostracion.

Aqui probaremos el caso cuando ; es transitorio, para una demostraciéon de ;j
recurrente nulo y el inciso 2 puede encontrarse en Cinlar [ 1975, p. 301].

Si/ es transitorio entonces 7; = E( N;) < o0, entonces

ri=Jity < 1y <0
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o0
—_ n
Tij _E’py<oo

n=0

luego entonces 7; es finito solamente si lim p; = 0.
n—>00 -

Teorema 2.13. Si j es recutrente y j—> kentonces £ —>/ v fo; = P {l;<o} =1.

Demostracion.

J —> £k significa que se puede pasar de j a £ sin visitar a /, a la probabilidad de
este evento le asignamos o > 0. Sean:

A = “nunca visitar a jdesde ;v
B = “Caminar de ja £y nunca regresar a j desde £

porser B un caso especial de A tenemos que P{ A } 2P { B }, ahora bien
P{A} =1-f; y  P{Bi=a(l-/fy)
Por ser j recurrente f; = 1, entonces
0=1-f=P{A}2P{B} =a (1—fy )20

entonces, o (1—-f )=0
como a > 0, entonces 1 —fi; =0, es decir, fr; = 1.

Significa también que £ —> /.

Teorema 2.14. Si j es recurrente y j — £ entonces £ es recurrente.

Demostracion.

Si j — 4 significa que existe un s > 0 tal que p;/ﬁ > 0, del teorema anterior
como / es recurrente y / —> £ entonces &£ —> j, es decir, existe un 7 > 0 tal que  p; >0,

es decir que p7, p; > 0.

Usando Chapman — Kolmogorov
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pZZMHZ - P’é{ Xm+ﬂ+/ = /é} - ZPZP;Z—[

ieE

. . +/
considerando un caso particular de p;

Dopip = prpipy

ieE ieE
ya que j € I, tomamos el elemento / de la suma, nos queda que

D Pibiby = bub by

ieE

es decir, que
mtntl

P (1)
por otro lado

rer = Ex(Ng) = ip,g {X, =4}

n=0
0
— ”
=2 ik
n=0
o0
”
2 Z Pre
n=m+/
)
_ n+m+/
—Zp/e/e
n=0
por (1)
0 0
n+m+/ m o, n 1
200"z PPy
n=0 n=0
o0
_ m n
= PP
n=0

= pu b E(N)

como ; es recurrente E( N;) = oo, luego entonces Ex( N ) = o0, luego entonces £ es
recurrente.
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[

Teorema 2.15. Si j es recurrente, entonces existe un conjunto C; cerrado e irreducible
que contiene a /.

Demostracion.

Sea C;:= {j e E, j—i},comoes recurrente entonces si / —>/ entonces por
el teorema 2.13 7—; entonces G = {ie€ E, j<>i}.
O

Con la demostracién de este teorema y el teorema 2.6. podemos enunciar el siguiente
resultado.

Teorema 2.16. Los estados recurrentes se dividen en una manera Gnica en conjuntos
cerrados e irreducibles.

Teorema 2.17. Si {X,; n € T , n > 0} es una cadena de Markov, con E irreducible
entonces.

1) Todos los estados son recurrentes.

2) Todos los estados son transitorios.

Demostracion.

1) Por el teorema anterior y el teorema 2.14 si j es recurrente y E es irreducible,
entonces todo elemento de E debe ser recurrente.

2) Por el teorema 2.14, sabemos que para j, £ € E, si ; es recurrente y / —>£ entonces £
es recurrente, negando ambas proposiciones, tenemos que, si £ es transitorio entonces ;

es transitorio, £ —> ;.
O

Teorema 2.18. Si {X,; n € T , n > 0} es una cadena de Markov, con E irreducible
entonces. Todos los estados tienen la misma periodicidad.

Demostracion.

Sea £ un estado con periodicidad 4( &), como E es irreducible £ <> /, entonces
existe >0y 7 >0, tal que p’, >0y p, >0,ahorabien,

s+r

P Z Py P >0
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para el estado /, sea d( /) su periodicidad, sea » un multiplo de 4( /), supongamos que 7
no es multiplo de 4( £), luego entonces para

s+r+n

S n r
p/é/é Zp/ejp// p‘/}é
como 7 no es multiplo de d( £ ), entonces p,. " = 0, lo que significa que
Py P Pl =0, pero como p,. p > 0 entonces p”; =0, es una contradiccién ya que #
kLG Lk kL jk VAR

es un multiplo de 4( /), entonces, por tanto d( £) = d( ).
O

Teorema 2.19. Si {X,; n € T, n > 0} es una cadena de Markov, y sea C < o un
subcojunto de estados irreducible, entonces no tiene estados transitorios, ni recurrentes
nulos.

Demostracion.
Demostremos que C no puede tener estados transitorios, el caso de recurrente

nulo es totalmente analogo.
Sea j un estado transitorio por el teorema anterior significa que todos los estados en C

son transitorios, ahora del teorema 2.12, si j es transitorio, entonces para algin 7 € C

lim p; =0

n—>0

. n o __
para cada 7 € C tenemos que Z ])y- = 1, entonces
jeC

1= lim 3 pj = > lim pj =0

"% eC jeC

es una contradiccion por lo que 7 no puede ser transitorio.

Ejemplo 2.5. Sea P la siguiente matriz de transicion.
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Dado que p13>0y p31 >0y p12 = p1a = p32 = p3s = 0, los estados {1, 3} son cerrados e
irreducibles, son recurrentes positivos por que son finitos, esto es por el teorema 2.19,
los estados 2 y 4 son transitorios.

0.8 :
0.3
0.3 :

Obtengamos los elementos de la matriz R, sea {X, } una cadena de Markov ,
con espacio de estados E y matriz de transiciéon P.

0.2

Sijes un estado recurrente significa que:
hi=1= 1=,

ahora bien, si 7 es cualquier estado, entonces

=] < >0 & p=fip=©

y si
iAo =0 & =0.

i/ es transitorio e 7 es recurrente, tenemos que / A J porquesii—>j e 7es
recurrente entonces / es recurrente, caerfamos en una contradiccion, asi que

r;=0 porque f;=0.
Por dltimo analicemos el caso en el que 7 / son transitorios, sea D el conjunto
de estados transitorios, sean Q y S las matrices que se obtienen a partir de P y R

respectivamente, al eliminar todos los renglones y columnas correspondientes a los
estados recurrentes, es decir, Q y S tienen elementos

qi= pi Y 5= rjcons,j € D.

la matriz de probabilidades de transicion la podemos particionar de la siguiente manera.
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K 0
P=
L Q
de manera similar tendriamos, para 7z = 0 en los enteros
o K™ 0
P" = ,
L., Q"

aqui K™ es la potencia 7 de K similar para Q pero Ly es dnicamente una mattiz. Por
definicién

0

2K 0 (K oj

R = ipm: m;O =

m=0 Z Lm Z m

m=0 m=0
con S= ZQm:I+Q+Q2+...
m=0

tenemos quec,

stQ.|_Q2 +Q3 +...=QS
SQ=QS=S-1
(1-Q)S=1ySI-Q =TI

Si D es finita entonces S es la inversa de I — Q . Si no es finita podemos tener muchas
soluciones.

Teorema 2.20. S es la soluciéon minimalde (I - Q)Y =1,Y = 0.

Demostracion.

Hay que demostrar que si hay otra solucion Y de (I — Q)Y =T entonces Y = S,
sea Y una solucion, Y 2> 0

(I-Q)Y=1= Y=1+QY
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=1+ Q(I+QY)
=I1+Q+ QY

y sustituyendo Y sucesivamente
_ 2 +1
Y=I+Q+Q+:--+Q"+Q"Y,
tenemos que

Y>I+Q+ Q'+ -+ Q"

s= Y Q<.

m=0

S1Y es una solucién y S es otra solucion, entonces, H= Y-S20,y

H=Y-S=I+QY-I-QS

=Q(¥-$)
= QH
cada columna h de H satisface
h=Qh2>0

por otro lado, de S
i = Jity S 17 < 0

porque 4 7 son estados transitorios, la tnica solucion de (I - Q)Y =1 es S, si, y s6lo
si, la solucion de h = Qh es h = 0.

Corolario 2.20.1. S es la unica soluciona (I-Q)Y =1,Y = 0si, ysélo si h = Qh,
0<h<1implicaqueh=0.

Ejemplo 2.6. X es una cadena de Markov con espacio de estados E = { 1,2, 3,4, 5,0,
7,8} y matriz de transicion
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04 03 03 0 O O O O
0O 06 04 O O O O O
05 05 0 O O O 0 O
P 0 0 1 0O 0 O
O 08 02 0 0 O
O 0 0 04 06 O
04 04 O 0 0.2
0t 0 03 O 0 06 O O
o bien,
04 03 03
0 06 04 0 0
05 05 0
P= 0 0 1 0
0.8 0.2
O 0 0 04 06 O
04 04 0 0 0O 0 02
01 0 03 0.6 0 O

Como podemos ver los estados 1, 2, 3 forman un conjunto irreducible, de
estados recurrentes positivos, los estados 4 y 5 forman otra clase de conjunto
irreducible de estados recurrentes positivos y los estados 6, 7, y 8 son estados
transitorios, los cuales unicamente pueden ir a los estados 1, 2 y 3, no tienen
comunicacion con los estados 4 y 5.

Calculemos R, para ; recurrente e /7 cualquier estado tenemos que 7; = 00, en
caso de que / A 7, tenemos que 7; = 0, unicamente nos hace falta calcular el caso en

el que tanto 7 como ; son estados transitorios (nos hace falta calcular la submatriz
inferior del lado derecho), obtengamos Q que se obtienen a partir de P, al eliminar
todos los renglones y columnas correspondientes a los estados recurrentes

04 06 O
Q=0 0 02
06 0 O
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tenemos estados transitorios finitos, luego entonces S (S que se obtienen a partir de R,
al eliminar todos los renglones y columnas correspondientes a los estados recurrentes)
eslainversade I - Q

1

06 -06 0 ) 125 75 15

1
S=1-Q)!=| 0 1 —02 =—| 15 75 15|,
06 0 1 75 45 75

asi tenemos que la matriz R para esta cadena de Markov es

© 00 0
© 00 0 0 0
©® 00 0
0 o
R = 0 0
0 o
125 75 15
o 0 ®© %() %6 %6
15 75 15
0 0O O 0 4(, 656 66
75 45 75
0 o o Y6 b6 s

Ahora calculemos los valores para la matriz F. Si 4, ;/ son recurrentes y
pertenecen al mismo conjunto cerrado e irreducible entonces f;= 1.

S1 7 es recurrente y / es transitorio entonces f; = 0.

Si 7,7 son recurrentes, / € E1 y j € Ez, E1M Ex = I entonces f; = 0.

Si 7, 7 son transitorios, entonces 7; < 00, del teorema 2.11.1
BT = (1= f) =1

= 1 =1 =1

1
= fi=1-—

Vi

y del teorema 2.11.2
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V

n=fiti = i =

. |\:‘

Teorema 2.21. Si i es transitorio y C es un conjunto cerrado e irreducible de estados
recurrentes

fi = fu paratodoj, h e C.
Demostracion.

Para j,h e C, fi = fiy =1, asi sila cadena llega a un estado de C, éste también
visita todos los otros estados, entonces f; = fi .

W

Sea i, (2, ... una clase de conjuntos cerrados e irreducibles y D es un
conjunto de estados transitorios, donde Pi, P>, ... son las matrices de transicion
correspondientes a los conjuntos C1, C2, ... y Q es la que estda formada por los
estados transitorios y Qi, Q2, ... son las matrices de transiciéon de los estados

transitorios a los estados de la clase de conjuntos cerrados e irreducibles Ci, 2,
respectivamente, la matriz P nos queda de la siguiente forma

o W o
N I — )

Q1 Q2 Q3 Q

Como estamos interesados unicamente en saber cuando el conjunto C; sera alcanzado,
sin pérdida de generalidad podemos considerarlos como estados absorbentes es decir
cambiemos a Py, P2, ... por 1, 1, ... , as{ nuestra matriz de transicion P la podemos
rescribir de la siguiente forma

0
0

P = 0
b1 b2 b3 Q
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donde el ~ésimo elemento de b, (b, es un vector columna ) es, la probabilidad de
estando en el estado transitorio 7 llegue al conjunto G,

b(i)= > py,conieD

ker/

- I 0
P =
B Q
con B = (by, by, ..., bm), los elementos de B son 4; = Z Pu» deaqui se sigue que

ker/

. (I 0)
P" =
B, Q"

donde B, = + Q + Q + - + Q“'l)B, los elementos b”i/ de la matriz By, nos

o mas simple

indican la probabilidad de que en # pasos vayamos desde el estado 7a C; o bien es la
probabilidad que desde el estado 7 el proceso entre al C; en un tiempo 7 o antes es decir
(lo podemos ver como Xop =7 queremos llegara X, = C; )

bﬂy :P;'{Tj" <ﬂ+1}

entonces la probabilidad de que alcancemos a (; a partir del estado transitorio 7 en
algin momento seria

PZ{T} <OO}:1isz‘{]}Sﬂ+1}

n—>0
— il_t)lgo bﬂ+1y
. RT . k
lim Bys1 = lim (kz_:?Q jB
k=0
=SB

luego entonces si 7 es transitorio, fx = (sb);, para todo £ € (;, por el teorema anterior
podemos definir
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& = Jie = (sb)i
como la probabilidad de alcanzar el conjunto C; desde el estado transitorio 2

De todo lo anterior podemos concluir que para cada estado transitorio 7 y una clase
recurrente C; la probabilidad de alcanzar el conjunto C; desde el estado transitorio 7, es

%7 = fx = (sb); paratodo £en (.

Lema 2.1. Sea 7/ un estado transitorio desde el cual unicamente un numero finito de
estados transitorios puede ser alcanzado. Ademas, supéngase que hay unicamente una
clase C de estados recurrentes, que puede ser alcanzado desde 7 Entonces f; = 1 para

todo j € C.
Demostracion.

Al existir unicamente un conjunto de estados recurrentes que son alcanzados a
partir del conjunto de estados transitorios D, tenemos que la matriz B se convierte en

un vector columna, por definiciéon Z py =1, es decit, si 1 es el vector columna
JjeE

formado por puros unos, por la definiciéon
P1=1
tenemos que, B+ Q1 =1,0bien B= 1-Q1, entonces,

B, =I+Q+Q*+ - +Q"")B
=0I+Q+Q°+ -+ Q") (1-Q1)
=11+ Q1+ Q*1+ --- + Q"1 - Q1- Q°1- --- — Q"1
=1-Q"1

Asi si tomamos el limite

lim Bn =lim (1— Q"1)

n—>0 71—»00

dado que ZQ" < o0, entonces lim Q" = 0, entonces el limite antetior nos queda
n—>0

como lim B, =1, obtenemos
71—>0
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%= Jfrx =1, paratodo £ € C.
U

Ejemplo 2.7.  Ahora calculemos la matriz F de la cadena del ejemplo 2.6, si 7, / son
recurrentes y pertenecen a la misma clase entonces f; = 1, cuando pertenecen a
diferentes clases f; = 0, sizes recurrente y ;jes transitorio f; = 0. Si 7, / son transitorios
usamos los resultados de R para calcular

1 7
]j/ =1-= —, f[} =7
i Ti
. . . . 75 75
por ejemplo sea 7 = 6, j =7, del ejemplo 2.6 77 = © y rm= © luego entonces

f(,7:1.

Y usando el lema 2.1 para el caso en que 7 es transitorio y jes recurrente f; = 1, asi

1 1 1
1 1 1 0 0
1 1 1
1 1
F = 0 0
1 1
1 1 1 0472 1 020
1 1 1 0 012 012 020
1 1 1 060 060 012

2.3 Distribucion estacionaria.

Definicion 2.18. Sea {X,; n € T , n 2 0} una cadena de Markov, con matriz de

transicion P, 7t es una distribucion estacionaria con respecto a P o {X; 7€ T,n20} si,y
solo si

1) m es una distribucion.
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2) m=nP,esdeci, n(;)= ZTC (1)p; paratoda; € E.

ieE

Teorema 2.22. Si {X,;n € T, n>0} es una cadena de Markov irreducible, aperiddica
entonces todos los estados son recurrentes positivos si, y solo si el sistema de
ecuaciones lineales

n(j) = D m(i)p; , paratodaje E

ieE

dor(j) =1

JjeE

tiene una solucién 7. Si existe una solucion T esta es positiva, T (7) > 0 para toda /, T
es unicay

n(j) = il_r)rolopZ pata todo 7,/ € E.

Demostracion.

Sij es recurrente positivo y aperiédico por el teorema 2.12
lim p; =1 (/) >0
71—>0 N
yaque paratodos; € E, =1,y

2.7() = Qlimpy = lim D pj =1

JjeE JjeE JjeE
T es una distribucion.

Sea pi™ =" plpy

keE

T(j) = lim p*'

n—>0

- il_rfolo Z P;P/ej

keE

= 2 lim plipy

keB”

= D t(k)py

keE
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T=1P

Todavia nos hace falta revisar su unicidad, sea 1 otra solucién

=x P"

n(j) = Dm(@)p, paratodoje E

ieE

. w
lim ;wm

= 2 m()lim pj

ieE

%1010,

ieE

=t (j) Y. m(d)

ieE

=1()

Ahora demostremos la otra parte del teorema, es decir, hay que probar que la

existencia de una soluciéon 7 al sistema de arriba implica que todos los estados son
recurrentes positivos.

Sea T una distribucion estacionaria
n=nP=xn P"

n(j) = Zn (z)p; pata todo j € E.

iekE
Supongamos que la cadena no es recurrente positiva por el teorema 2.12,

lim p; =0

n—>0
entonces

n(j) = lim Y m(i)p) = Y m(i)lim pj =0
ﬂ*)OOZGE 71—>0 N

ieE
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esto significa que Zn( 7) =0, esto es una contradiccioén, por tanto los estados son
JjeE
recurrentes positivos.

Ejemplo 2.8. Sea X una cadena de Markov, con matriz de transicion

0.2 0.8 0 O
0.7 0.3 0 0
0 03 05 02 0 O
P=| O 06 0 04 0 O
0 0O 04 06 0 O
0 01 01 02 02 03 0.1
01 01 01 O 01 02 04

podemos ver que los estados {0, 1} forman una clase de conjunto de recurrencia Ci, los
estados {2,3,4} forman otra clase de conjunto de recurrencia Ca, ambos conjuntos estd
formado por estados aperiddicos y los estados {5, 6} son transitorios. Calculemos la

matriz lim P”, para calcularla usamos el teorema 2.12.2lim p; = fim (/) y el resultado
n—>0 n—>0

del teorema 2.22.
Del primer conjunto calculemos su probabilidad cuando » —0, calculemos

lim P, donde
0.2 0.8
P] =
0.7 03

71—>0
para calcularla tenemos que resolver el siguiente sistema de ecuaciones

7(0) = 0.21(0)+0.77(1)
n(1) = 0.87(0)+0.3m(1)
n(0) + (1) =1

7
de la primera ecuacién w(0) = 08 7(1), sustituyendo en la dltima ecuacion
0.7
—n()+n(1) =1
og ")
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de aqui

R()=—= v 0)= =

para el otro conjunto de estados recurrentes tenemos la siguiente matriz de transicién

03 05 02
P.=({06 0 04
0 04 0.6

tenemos que resolver el siguiente sistema de ecuaciones
n(2) = 0.3n(2) + 0.67(3)
n(3) = 0.57(2) +0.47(4)
n(4) = 0.2n(2) + 0.41(3)+0.67(4)
y ademas
n2) + n(3) + n(4) =1

de la ecuacién uno y dos

"G) = In@) n<4>:§n<3>— %n@)

ya que los estados son recurrentes y aperiédicos, sabemos que el sistema tiene solucion

, 7
unica, hacemos m(2)=1, obtenemos que m3)=— vy n(4):?, sumamos las tres

23
cantidades m(2) + n(3) + n(4) =% y luego las dividimos entre la suma para hacer que

6 7 10
se cumpla la dltima condicién, obtenemos que n(2)=—, w(3) =— y n(4)=—, para
p que T2)=—2, TO) =2 y =25 p
calcular por completo la matriz lim P”, nos hace falta calcular la matriz F, para esto

71—>0

(03 01
Q= 02 0.4

calculemos primero R,.



Capitulo 2 2.3. Distribucion estacionaria 55

tenemos estados transitorios finitos, luego entonces S (S que se obtienen a partir de R,
al eliminar todos los renglones y columnas correspondientes a los estados recurrentes)
eslainversade I - Q

s=a_qy=| % " (15 025
= = 02 06/ |05 1.75)

asi tenemos que la matriz R para esta cadena de Markov es

0 o
0 0
0 o
©® 00 0
R= 0 00 00 0 0
0 00
oo o |0 o oo |1.5 0.25
o o o o oo (0.5 1.75

Ahora calculemos la matriz F,

1.5 0.25)(0.1 0.5 0.2 0.8
G =SB = =
05 1.75)10.2 0.2 04 0.6

entonces,
11
0 0
11
111
F=| 0 111 0
111
02 02| [08 08 08 |+ L
0.4 04| |06 06 06 |1 2

ahora si, ya podemos obtener P”
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7 3
5 15
5 15
10
23 23 23
: 7 — 6 7 10
ilggoP N 0 23 23 23 0
6 7 10
23 23 23
5 15| |23 25 23
5 15| |23 23 23

Veamos ahora que ocurre en caso de que los estados sean periédicos.

Teorema 2.23. Sea X una cadena de Markov, irreducible con estados periédicos y
recutrentes con periodo J, entonces los estados pueden ser divididos en 8 conjuntos
disjuntos By, Ba, ... ,Bs tal que p;=0anoserque/;e Biy je BooieBxy jeBso
...07€Bs y jeB.

Demostracion

Sin pérdida de generalidad tomemos los estados 0 y j, dado que la cadena es
irreducible 0=/ y 7 — 0, es decir, existen enteros 7, s tal que

20,20y B=pj >0

mts

Poo = P(;f/ P;oz P(})%/B

m+s

como el estado 0 tiene periodo 8, pg, >0 si m + 5= 43, si p;;>0 entonces m =kS —s
se cumple que p;; >0, sim =0, o +6, o + 29,... .

Definimos para todo ; € By ,como el conjunto de todos los estados que se
pueden alcanzar desde 0 sélo en los pasos o, o +8, o + 29, ... ya Bg+1 el conjunto
de todos los estados que se pueden alcanzados desde O en los pasos o +1, o +0 +1,
o+20+1, .... Entonces p; = 0 excepto si, 7 €By y j €Bg+1 paraa =1,2, ..., 0.

N

Teorema 2.24. Sea P la matriz de transicion de una cadena de Markov irreducible con
estados periddicos, con periodo & y By, Ba, ..., Bs definidos como el teorema antetior.
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. ... 5 8
Entonces en la cadena de Markov con matriz de transicion P = P° | las clases B1, Ba,
..., Bs son conjuntos cerrados e irreducibles de estados aperiddicos.

Demostracion.

En 0 pasos la cadena se mueve de B1 a By, de Boa B2, ..., de Bs a Bs, veamos esto
paso por paso, en un paso solo podemos llegar al conjunto inmediato a él, esto es, pj;

=0anoserque/e Biy jeBroieByy jeBso...o07eBs y j€Bi, en dos paso
ocurrirfa lo siguiente, p; =0anoserque;eBiy jeBsoieBy jeBso...07€B;

y j €Ba, en 8-1 pasos, ocurritfa lo siguiente, ])271 =0anoserque/e Biy je Bso
. . . ) 5
i€Byy je€Bio...0ieB;s y j €Bs, entonces como podemos ver en 8 pasos, p; =0

anoserque/€ Biy jeBioieBy jeBoo...07€Bs y j €Bs, como se asevero
al inicio, la matriz de transicion en & pasos la podemos poner de la siguiente forma,

P, 0

analicemos que ocurre con los estados de esta matriz de transiciéon, podemos ver que
cada una de las clases de conjuntos forman un conjunto cerrado e irreducible, ademas

son aperiodicos, p ; > 0 paras,;j € By, recordemos que ya no trabajamos con la matriz

P, ahora estamos trabajando sobre la matriz P.
]

A partir de la matriz P podemos calcular # —> 00, usando el teorema 2.22,
podemos ver también que ZR (/) = 6. Hay que ver que P” no tiene limite cuando
JjeE

n —>0 , excepto, cuando para todos los estados p; = 0 , sin embargo los limites de

P™*™ existen cuando #—>0, pero dependen del estado inicial 2 Con el siguiente

teorema terminaremos con el estudio de los estados periddicos, sélo se demuestra la
primera parte del teorema, la otra parte de la demostracion se puede consultar en Cinlar

[ 1975, p. 163].

Teorema 2.25. Sea Py B, definidos como en el teorema anterior y supongase que la
cadena es positiva. Entonces para »z € {0, 1, ...,0-1},
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lim p
n—>0

;75+m:{n(j) SijEBa>jEB]3>B:a+m(mOd6>

0 cualquier otro caso

n(7),/ € E, son la tnica solucion de

n(j)= Y m@i)p,, P m(j) =8, jeE.

‘el JjeE
Demostracion.

Del teorema 2.24 la cadena correspondiente a P° =P tene & clases de
conjuntos, de estados recurrentes positivos y aperiédicos. Sea T, T2, ...,Ts, la
distribucion limite correspondiente de B1, Bz, ... Bs y (/) = (/) sij € B,.

Sea m €{0,1,...,0-1} un valor fijo, supéngase que 7 € B, y sea B =a +z(modd ).
Tenemos,

nd+m _ m  np
py= DLl
&

m , md .
Z bby St JEBg

=4 4By
0 cualquier otro caso
dado que p), =0 exceptosi &£ € Bp, ypara £ € Bg, ij’ = 0 a no ser que ; € By
también. Para £, / € Bg , lim pzjﬁ. = n( /), independiente de 4, tomando el limite en
n—>0

ambos lados hemos demostrado que

lim by =

n—>0

n8+m_{n<j) SiZ.EBa>j€Bﬁ>B:a+”7(mOd8)

0 cualquier otro caso

Con este dltimo teorema y junto con el teorema 2.22 podemos enunciar el
siguiente resultado.

Corolario 2.25.1. Sea X una cadena de Markov, y consideremos el sistema de

ecuaciones lineales
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n(j) = D n(@)p;.j€ E

ieE
Entonces todos los estados son recurrentes no nulos o positivos, si, y sélo si, existe una

dor(j) =1

JjeE

solucién T con

y (/) >0, para cada j € E, y no hay otra solucion.

Hace falta completar nuestro estudio acerca de la relacion de los tipos de estados

y el limite de P” cuando 7 — 0. Si la cadena de Markov es finita, y ésta contiene estados
transitorios, hay un momento en el que la cadena de Markov sale de los estados
transitorios, pero si no es finita puede ocurrir que nunca salga de ellos.

Sea X una cadena de Markov, con matriz de transicion P, 4 es el conjunto de

estados transitorios de la cadena, tal que A < E, y sea Q la matriz que se obtienen a
partir de P, al eliminar todos los renglones y columnas correspondientes a los estados
recurrentes, es decir, Q tienen elementos

g;= pij coni,je A.

Q2 la obtenemos de la siguiente forma,

%2' - Z 9,9

ieA

y en general Q" seria,

%ﬂ' - Z Z"'Z%ﬂzlzz g

iieAieA i,eA

= Pz‘{Xl EA,XZEA,...,XH_1 EA,Xn:j}

D= P{XieAXoeA . Xo1edXoe A}

jeA

Si 7 crece, decrece z qZ. porque

JjeA
{(XieA,XeA .. . XpeA}o{XieAXoeA, .. XeAX, e A}
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Sea

f(i)y=1lm Y ¢/ =limP{XieAXoeA . . X1e4XeA}
n—>0 n—>0

jeA
la probabilidad de que la cadena de Markov nunca salga de A, dado que empez6 en 7

Teorema 2.26. f es la solucion maxima de

ademas f=0 o supf(7)=1.

ieA
Demostracion.

Sea f(i)=) ¢l = P{XieAXoeA ... X1€4X,eA}

JjeA

fi2fHh 212> ---

f = lim f,

n—>0

tenemos que

£ri(i) = D quf,(8)

keA
tomando el limite

fi) =) q,f#)

ke A

luego entonces f es una soluciéon a h = Qh, ahora probemos que es una solucién
maxima. Sea h otra solucién, h <1

h = Qh entonces h= Q"h< Q"1=H,

haciendo #» — o, h <f, por tanto f es una soluciéon maxima.
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Sélo hace falta probar la dltima parte, para f = 0 es trivial, sea ¢ = sup f( 7)
€A

f= Q"f <rQ"1=<d, paratoda 7,

tomando limite por ambos lados f< « entonces 1 <, por lo tanto sup f(7) = 1.
ieA

[

Teorema 2.27. Sea X una cadena de Markov irreducible con matriz de transicion P, y

Q es la matriz que obtenemos a partir de P al eliminar la fila y columna £, £ € E.
Todos los estados son recurrentes, si, y s6lo si, la unica soluciéon de h = Qh es h = 0.

Demostracion.

Sea A= E—{ £}, como la cadena es irreducible de £ podemos it a A, y sea

f(iYy=1lm P{XieAXoeA . XmedX,eA}
n—>0

Si h = 0 es la tnica solucién a h = Qh, f(7) = 0 para todo 7, esto significa que salimos
del conjunto A y regresamos a 4, entonces £ es recurrente y como la cadena es
irreducible todos los estados son recurrentes.

Ahora, si los estados son recurrentes significa que la probabilidad de quedarnos
en A es cero ya que tenemos que regresar a £, por lo tanto f( /) = 0 para todo 7 lo que
es lo mismo h = 0.

[

A continuacion veremos como clasificar los estados en base a calcular lim P”.
Hn—>0

Ejemplo 2.9. Sea X una cadena de Markov con espacio de estados E = {0, 1, ...} y
matriz de transicion

0
0
b

S N O
S O O

S

S O O oOoN O
S O ONn O -

donde 0 < p <1, g =1 — p. Esta cadena es llamada caminata aleatoria, si esta en la
posicion 7 en el #-ésimo paso, el siguiente paso es a la posicion ~1 o a /+1, con
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probabilidad ¢ y p respectivamente, excepto cuando esta en 7 =0 es seguro que va a 1.
Todos los estado pueden ser alcanzados uno del otro, lo que significa que la cadena es
irreducible, si empezamos en el estado cero podemos regresar a €él, en al menos 2

pasos, es decir el estado 0 es periddico con petriodo & = 2, lo que significa que la cadena

es periddica con periodo & = 2, lo que no podemos ver es si los estados son recutrentes
positivo o bien transitorios. Para saber como son los estados vamos a emplear la teoria
vista en esta seccion.

Resolvamos primero el sistema de ecuaciones que se obtienen a partir de © = 7P, el
sistema es el siguiente:

n(0) = gn(1)

(1) = n(0) + gn(2)
n(2) = pr(l) + ¢qn(3)
n(3) = pn(2) + qn(®)

y asi sucesivamente, poniendo a (1) en términos de 7(0) y luego a (2) en términos de
7(0) y asi sucesivamente tenemos que

n(1) = ~n(0)
q

@)= - 1n<O>—n<O>J=% 7(0)
q q

w3 = + %n(O)—ﬁn(O)J:% 7(0)
q q

en general tendriamos que

J

1 pY" /!
() = —[ﬁJ 70) = 2L n(0) para j=1,2,3, ...
7\ q q

St p < g, entonces 2 < 1y
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SO PR 72 I O PO | B _ %
;n(/)[nq;‘;(qJ Jn(@) [HQL%DMO) p (0)

haciendo Zn (/) =1, tenemos que

=0

n(0) = qz__p = l( _ﬂj (2.1)

Luego entonces para p < ¢,

n(j) = 2.2)

por el teorema 2.22. podemos decir que para p < ¢ los estados son recurrentes no nulos
O positivos.

Si p =g la serie converge unicamente si T(0) = 0, sabemos que para p = ¢ los
estados no son recurrentes positivos, entonces los estados deben ser, recurrentes nulos
o transitorios, para distinguir entre estos dos casos usaremos el teorema 2.27,
excluyendo de P la fila y la columna del estado cero, obtenemos la siguiente matriz

0 p 0 0 0
g 0 p 0 0
onq()po
0 0
0 0
0 0 0

el sistema de ecuaciones que se obtiene de h = hQ es:

(1) = ph(2)
h(2) = gh(l) + ph(3)
h(3) = qh2) + ph(4)
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en general tenemos h(7) = gh(i—1) + ph(i+ 1), de h(i) = qh(7) + ph( i), sustituimos

en la anterior ecuacion
ph(i+1)— h(i))=qb(i)-h(i-1)), i=2,3, ...

y de la primera ecuacién

pR)=I(D) = gh(1)

sustituimos para obtener 7 = 2,

w3 - b2 =L p@-h) = (ij h(1)
4 Y4

ahora lo hacemos para 7= 3

3

bA) — h(3) = (ij (b2 h(1)) = (ij h(1)
P P

y asi sucesivamente iteramos sobre 7, obtenemos que

Di+1)— h(i)= (ij (hQ2)= b(1)) = [ij ML), i=2,3, ...
b P

luego entonces,

h(i+1) = (h(i+1) = h(2)+(b( i) —h(i-1)) +---+(h2)— h(1))+h(1)
= E(ij +(1} +---+1+1le(l)
p p p

la solucion a h=hQ es de la siguiente forma

-1
O (ij veex Lyl i=1, 2,3,
P P

donde ¢ es una constante.
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Si p = ¢, entonces tenemos que /() = ic, paratoda 7 =1 ,la tnica forma de
que para toda /7 se cumpla, 0 < A(7) <1 es que ¢ =0. Por tanto si p = ¢, la Gnica
solucion de h = hQ es h = 0, por el teorema 2.27 significa que los estados son
recurrentes y como vimos ya anteriormente no son recurrentes no nulos, lo que
significa los estados son recurrentes nulos cuando p = ¢.

St p> g, entonces 0 <4 < 1, la suma de lo que esta dentro de los paréntesis

P
seria
S:(ij +...+i+1: ’
» » 4
P
tomandoa ¢=1- L , secumple que 0 < /(7)< 1,paratodaz=1,2,3, ... . Tenemos
que

Wiy = 1_(1), paratodai=1,2,3, ...
P

entonces en este caso por el teorema 2.27 los estados son transitorios.

En este ejemplo ya vimos como clasificar los estados, ahora calculemos la
distribucion limite para la cadena. Para p < ¢, ya vimos que los estados son recurrentes

no nulos y periédicos con periodo 6 = 2, tenemos dos clases de conjuntos Bi={ 0, 2,
4,...} yB2={1,3,5, ...}, ya resolvimos el sistema m = ©P, la Unica variante que habtia

que hacer, es que segin el teorema 2.25 Zn(j): 2 y no Zn(/')zl como lo

J=0 7=0
habiamos considerado, asi de lugar de tener (2.1) tendrfamos

n(@):ﬂ_ b

9 9

y de lugar de tener (2.2) tendriamos
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1-2
9

TE(/) - 1 J-1
—(1—£j[£} sij>1
7\ 9 )\q

luego entonces la distribucion invariante para B1 y Ba es:
3
bl ]
e
9

2 4
(n(1), n(3), 7 (5), ...) = (1—%(1,?—3,??} j

por tanto tendriamos que

st 7=0

(1(0), 7(2), ©(4), ...) = ( —5}(1,

QN|>~Q_

1o £ 0o & o0
g q
0L o0 &4 0 L
q q3 q»
1024 0 Z 0
lim P* = [1-2 ’ !
n—>0 q 0 1 0 P_Z 0 p_4
q 7 g
y usando el teorema 2.25, obtenemos también
0 1 o 2 o 2
q 7 q

71—»00

lim P> = ( _2

N—
e}
S
e}
L[
e}
S, |~b




2.4 Ejercicios.

Ejemplo 2.10. Un articulo se almacena en una bodega de tal manera que se pueda
satisfacer la demanda del articulo, la bodega puede almacenar hasta § articulos, si hay s,
articulos entonces se llena la bodega hasta S, si la cantidad de articulos esta entre
[s»+1,5] no se hace nada, la demanda de articulos en la semana 7 es de D, y
suponemos que {D,} son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas e independientes de la cantidad inicial Xy de articulos, la demanda de £
unidades en la semana sucede con una probabilidad pr y consideremos a X, como el
nivel de la bodega al principio de la semana, cada semana se realiza la inspeccion en la
bodega y en caso de que se requiera llenar la bodega, esta se llenara inmediatamente
para iniciar la semana 7 con la bodega llena si es necesario. Tenemos el siguiente
conjunto de estados E = {S, 5-1, ..., s,+1}, es decit, los valores que puede asumir el
proceso en la semana 7 + 1, es;

X -D X -D >s
Xn+l:
0y X -D, <s,

Es claro que X,+1 tnicamente depende de X, y D, es independiente de los niveles de la
bodega.

La probabilidad de pasar de tener X, =/ articulos en la semana # en la bodega
a tener X,+1 =/ articulos la calculamos de la siguiente manera:

Para 7+ §:

St s»+ 1< ; <i entonces tenemos que D, = X, — X,+1 = 7—j, por tanto pj;
= pi—; ypara X,+1 == S tenemos que, X, — D, < 35, obien X, —y5,<D,, esta
ocurra con la siguiente probabilidad

Pli—s,<D,}= > p,

k=i—s,

Para /="

Sisn+ 1< j<5—1 entonces tenemos que D, = X, — X,+1 = § —, por tanto
Pi=ps—; v para X,+1 = = § pueden pasar dos cosas si hay demanda, tenemos que, X,
— D, <35, obilen X, —ys,< D,, esto ocurre con la siguiente probabilidad

P{S—s5,<D,}= D p,

k25—,
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y la otra es que no tengamos demanda en toda la semana y esto ocurre con probabilidad
o ambos eventos son disjuntos, entonces la probabilidad de que X,+1 = § dado que
Xy=S8es:

P+ D p

(AR

Las probabilidades de transicion del estado 7 al estado j lo podemos poner de la
siguiente forma:

Siz#S:
pi-;  paras,Sjs<i
Pi= Zpk para j=§
k2i=s,,
Siz=§:
Ps-j paras, < j<5—1
Pr= Po+/€>sz P, para j=5

Por construccion todos los estados se intercomunican, todos son accesibles uno

del otro, tenemos que E < oo, cerrado e irreducible y los estados son por tanto
recurrentes positivos, esto es por el teorema 2.19.

Ejemplo 2.11. A Mark Goldman, vicepresidente de NBS TV, se le encargd determinar
una politica de programacion para la cadena. La NBS compite para captar televidentes
con las cadena ABS y CBC. Al principio de cada temporada cada una de las cadenas
intenta captar una mayor cantidad de televidentes, incluyendo nuevos programas y
volviendo a programar otros.

Goldman se encontraba en problemas por que la NBS habia tenido un mal
desempeno en las ultimas dos temporadas con el formato de sus programas. También
habian surgido criticas porque la cadena tendia a cancelar sus programas con mucha
rapidez si el niamero de televidentes era inicialmente bajo. Como resultado de las
criticas se habia decidido no cancelar ningun programa hasta que fuera evidente que
seguirfa teniendo un nimero reducido de televidentes.

Dado que los televidentes normales con bastante frecuencia tenderfan a cambiar
de cadena al principio de cada temporada con el objeto de ver programas nuevos o de
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volver a ver programas antiguos, Goldman ha decidido esperar a que se estabilice la
proporcion de televidentes que ven un programa determinado, para esto decidid
estudiar el periodo en el que cada cadena estara ofreciendo un programa nuevo para
que determine cudles seran las proporciones de televidentes finales. Si se pueden
predecir estos valores estara en posibilidades de tomar una decisién con respecto a un
nuevo programa “X” de la NBS, sin tener que esperar hasta que las preferencias de los
televidentes se vuelvan obvias a través de los datos de los “ratings” o recuentos de tasa
de audiencia.

Goldman considera que la selecciéon de un televidente se ve influenciada mas
que nada por el programa mas reciente que ha observado en ese periodo y que las
proporciones finales de la realidad son valores de estados estacionarios, con base en
esto, decide utilizar un enfoque de cadena de Markov para abordar el problema.
Considera que el problema de seleccion de los televidentes se ajusta a las
consideraciones de este modelo con suficiente cercanfa como para permitir aplicar el
modelo al problema.

El grupo de trabajo de Goldman ha elaborado la siguiente matriz de transicién
utilizando datos recopilados en afios anteriores y referentes a la forma en que los
televidentes tienden a cambiar de una cadena a otra, semana a semana, para el tipo de
programas que se considera:

NBS CBC ABS
NBS 02 04 04
CBC 03 03 04
ABS 02 02 0.

En esta matriz, los valores que se muestran son la fracciéon de televidentes que
veran el programa de cada cadena durante esta semana, dada la cadena que vieron la
semana pasada. También se supone que todos los televidentes que vieron la television
la semana pasada la veran esta semana.

Calculemos w = P, por definiciéon (/) = Zn (1)p; » obtenemos

ieb

(1) = 0.2 (1) + 0.3 n(2) + 0.2 n(3)

n2) =04 n(l) + 0.3 n2) + 0.2 n(3)

n(3) = 0.4 (1) + 0.4 n(2) + 0.6 = (3)

y ademas
n(l) + (2) + #(3) =1
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donde m(1) es la proporcion de televidentes que se mantendran viendo la cadena NBS,

7(2) es la proporcion de televidentes que se mantendran viendo la cadena CBCy m(3)
es la proporcion de televidentes que se mantendran viendo la cadena ABS.

Al resolver el anterior sistema de ecuaciones encontramos que

(1) = 0.227
n2) = 0.273
n3) = 0.5

lo que significa que una vez que los televidentes se han decidido con respecto a los
programas que les gusta ver, 22.7 % observara lo que la NBS le ofrece.

Ejemplo 2.12. Consideremos nuevamente el ejemplo 2.1 , en el cual se consideraba que
la posibilidad de que el dia de mafana llueva s6lo depende de la situacion climatologica
de hoy y no de dias previos, ademas supusimos que si llueve hoy la probabilidad de que

mafiana llueva es a y si hoy no llueve la probabilidad de que llueva mafiana es 3, esto
quiere decir que si hoy llueve entonces mafiana no llovera con probabilidad 1 — o y si

hoy no llueve la probabilidad de que mafiana tampoco setfa 1 — 3, consideramos que el
estado O es que llueva y al estado 1 que no llueva, luego entonces por la definicion 2.18

7 (0) y © (1) estan dadas por

m(0) =oam ) +pm (1)
) =0-a)mn©) +1-p)m 1)
con (O +m) =1

T O)1-a) =B )

Haciendo ©(0) = 1, tenemos que 7 (1) = , ambas deben sumar uno, sumamos las

+1-a o
dos y nos da ————, luego para que nos sumen uno las dividimos entre su suma,

nos queda,

B

T
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0=

que es la solucion a las tres ecuaciones que tenemos arriba.

Si consideramos que o = 0.7 y B =0.4 (como en el ejemplo 2.4), tenemos que la

4
probabilidad estacionaria de que llueva, es  (0) = - =0.571.

Ejemplo 2.13. Un apostador tiene $# , en cada juego que apuesta tiene la probabilidad p
de ganar §1 o perder §1 con probabilidad 1 — p, el jugador se retirara cuando se quede
sin dinero 6 bien cuando haya alcanzado a obtener en total $IN.

Si consideramos X, como el dinero que tienen el apostador después de la 7#-ésima
vez que apuesta, X, claramente es una cadena de Markov, ya que lo que va apostar
unicamente dependera del dinero que tenga actualmente y no de lo que haya jugado

antes, X, tienen espacio de estados E = { 0,1, 2, ..., N}, sus probabilidades de
transicion son

pi=p conj j=i+1,7=1,2,... N-1

pi=1l—pcon j=:i-1,:=1,2,..., N=-1y

poo = pan =1
Esta cadena de Markov la podemos separar en tres clases {0}, { 1, 2, ..., N—-1},y
{IN}, la primera y la ultima (el estado 0 y IN') son recurrentes y la otra es una clase de

estados transitorios, esto significa que en algin momento dado el apostador o bien se
queda arruinado o bien llega a ganar $NN y se retira del juego.

Sea 0; la probabilidad de empezar en 7 y que se alcance en algin momento el
estado N, es decir, 0; = P{Tn < o} = fiv, es claro que una vez que entremos al

estado 0 no podremos llegar nunca a N, por tanto 0o = 0, patra obtener 0 para el resto
de los estados usaremos el teorema 2.8 que nos dice que

SiN = pint z PieJan

ke{E-N}

si estamos en el estado 7 Gnicamente podemos ir al estado 7 + 1 6 al estado 7— 1 y la

unica forma de que piv # 0 es que 7 = N — 1 pero por ser N absorbente tenemos que
/an =1, luego entonces tenemos que:

0; :ﬁN :p;',;‘+1j§+1,j\]+pl‘,;'_7ﬁ_1,j\] para 7=1,2,..., N-1
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o bien

0; = pii+1041 + piic10i4
0, = p0i+1+ ¢g0u
dado que p + ¢ = 1 podemos ponerlo como sigue
P0i+4¢0; = pBir1 + ¢0i

entonces

0+1-0; = i(ez— 0:1)
P

dado que 0y = 0, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

0,—0; = 1(91— 60) = 191
P p

2
0;—0, = 1(62— 91) :iie1z[ij 01
P v

i-1
0i+1—0; = l(e; — 01 ) :[iJ 01
P p

N-1
On—On_1 = 1(9M1 - On-2) :(ij 01
? p

Ahora sumando las primeras 7/ —1 ecuaciones, nos da

2 i—1
ez'—el :61 i+[ij ++[ij
P\ P P

nos da que
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1
siiil,obienpia

1
iP, siL=10bien p=—
» 2

Ahora usando el hecho de que On =1, obtenemos

o)

1
N

1
#1,0bien p#—

1
sii=1,obienp=5

sustituyendo 01 en 6, nos queda como,

1
sii;tl,obienp;tg

ei_w ?

. sii=l,obienp:l
N 2

si hacemos que N — oo tendriamos que 0; tendetfa a

VAR

1
0 si p<—
’ 2

Gj:

Asi si p > V2, existe la probabilidad de que el apostador llegue a incrementar su fortuna
infinitamente, pero si p < 2, esté quedara quebrado.
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