Capitulo 3.

3.- Procesos de Markov.

3.1. Procesos de Markov.

En el capitulo anterior vimos procesos estocasticos, tales que, la informacion de
algun futuro estado X,+1, uUnicamente depende del estado presente X, aqui
analizaremos aquellos que tienen un espacio parametral de tiempo continuo 1T con

TeR* =[0,00) yun espacio de estados E, finito o contable infinito.

Definicion 3.1. Un proceso estocastico Y = {Y;, # € R*}, con espacio parametral de
tiempo continuo T" y un espacio de estados E finito o contable infinito es un proceso de
Marfkov si
P{Yie=/| Yur u<t}=P{Yi=/| i}

para 7, s € R™.
Definicion 3.2. Si la probabilidad condicional enunciada en la definicién anterior es
independiente de 7 es decir,

P{Yu=j|Yi: u<t} =P{Yius=;| Y, =i} = P(s)
se dice que es un proceso de Markov con empo honogéneo.

Nosotros consideraremos procesos de Markov con tiempo homogéneo.

Para valores fijos de 7,/ € Ey #2 0, a la funcién # —> P, (#) la llamaremos funcion

de transicion.
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Definicion 3.3. A la familia de matrices P, de la funcién de transicidon Py (z‘) se le

denomina funcion de transicion del proceso de Markov.

Es claro que la funcién de transicion Pﬁ(z‘) cumple con Pﬁ(z‘) >0y

ZPM« (z‘):1, a continuaciéon tenemos las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov
kel
considerando el tiempo continuo.

Teorema 3.1. SiY = {Y;, t € R*} es un proceso de Markov con tiempo homogéneo
se cumple que

Zpie(f)P/ej(f): Pg‘(f+‘)

keE

Demostracion.

D P (1)Py(s) =D PAY, = k| Y, =i}P{Y,, = j| Y, = &}

keE keE
= Y P{Y, =k|Y, =iP{Y,, = j|Y, = kY, =i}
keE
= D P, =Y, =k|Y, =4}
keE

:Py(z‘+s)
[]

De forma analoga podemos probar el siguiente resultado que corresponde al
teorema 2.1 de cadenas de Markov

Teorema 3.2. Paran e N,0<H<n<...<t en R yestados 7,7, ...,75 € E, se

cumple

P{Y,l :il>""Ylﬂ =1, |Y,O =iy = Pz“,il (f1 _fO)Pz‘lz‘z (fz _f1)"'pi”,1z;, (fn _tﬂfl)'

Entonces la distribucién conjunta de on , ..., Y, esespecificada por la distribucion

inicial 7de Yoy la funcién de transicién , esto es;

P{Y;“ :Z.O’Ytl =z'1,...,YZ” =i} = Zﬂ(j)l)ii(, (fo)Pz‘ﬂz‘l (f1 _fo)"'pfﬁ,lz;, (fn _tﬂfl)

ieE
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esto significa que la distribucion inicial 7y P, caracterizan al proceso {Y;, # € R*} por
completo.

Ejemplo 3.1. Sea N = {N;; >0 } un proceso Possion, entonces por el corolario 1.10.2.

ko —\s
P{Nu—N,= £ }= Oo) e oo
s — t— }— ,él 5 — U, 1, ...

Ahora bien, si sabemos que N; =

P[l\fﬂrI = J,N ;u St]
P[N,;u<t]

P{Nf+~f:j.|Nﬂ;%£f} =

El evento {Nps; =/, N,; #< ¢t} esiguala {Nus—N;=j—7 ,N,;u<t} pero por la
definicién de proceso Poisson (definiciéon 1.6 ) {Nws— N; =/ —i} es independiente de

{N.; #<1t},conlo que

. R 0¥
P{Nfﬂ:j | Nﬂ;%gf} :P{Ntﬂ—N/:j—Z} = ﬁ ] — 1 :0,1,... .
J—1i)!
podemos decir que
. . L)Y
P{Nu:=j| Nu;u<t}=P{Nus=j| Ni=i} = oy =0,1,....

(/=2)
lo que significa que IN es un proceso de Markov.

Si hacemos £ = j — 7, tenemos que la funcidn de transiciéon de este proceso de Markov
es:

2.0) p (D) p(2)
0 20 »®
0 0 p(0)
. : 0

Ps:

ks
e

(%)
donde pi(k)= T, £=0,1,....
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Ejemplo 3.2. Sea X = {X,,, n € T }, una cadena de Markov, donde T es un espacio
parametral discreto, con espacio de estados E y matriz de transicién Q, y sea N = {N;
t2 0} un proceso Poisson con tasa A el cual es independiente de X. Consideremos un
sistema tal que, un movimiento de un estado E a otro forman una cadena de Markov y
el tiempo que el sistema tarda en cambiar de estado sigue un proceso Poisson.
Entonces N; es el nimero de transiciones (o cambios que tiene la cadena) durante el
tiempo (0, 7], el sistema se encuentra en el estado Y; = X en el iempo 7. En otras

palabras, si Ti, T2, ... sonlos tiempos de llegada de N y Tp = 0, entonces Y;= X,
para toda zen [T,, Tu+1).

Ahora supongamos que estamos interesados en predecir Y, dado que conocemos
el proceso hasta el tiempo 7 st Y; =/ y si suponemos que ocurren Nps; — Ny =z
transiciones durante el intervalo de tiempo ( 7 #+s ] , entonces la probabilidad de que
Y+ =, es la probabilidad de que la cadena de Markov X se mueva del estado Y; =7, al

estado / en exactamente # pasos esta probabilidad es ¢;. El nimero de transiciones que

ocurren durante el tiempo ( 7 #+s | son independientes de lo que ocurrié hasta 7 por ser
N un proceso Poisson. Dado que, sabemos que ocurri6 hasta 7 la probabilidad de que

) e
ocurran # transiciones durante el tiempo ( % 7+s5] es % Tenemos que si Y; = 4,
n!
entonces
2 (As e
P{Yu=j|Ys: uSt}=P{Yu=j| Y=} = P,(s)= ZTQZ
n=0 :

Lo que significa que {Y7, 7 € R*} esun proceso de Markov.

Ejemplo 3.3. ( Sistema de colas M/M/1). Supongamos que la llegada de clientes a un
servicio sigue un proceso Poisson. Si un cliente llega y encuentra el servicio vacio la
atencion al cliente empieza inmediatamente, en caso contrario, si estd ocupado, €l
espera hasta que le toque su turno. El tiempo de atencién a un cliente es independiente
del tiempo de atencién de cualquier otro cliente e independiente de cualquier nueva
llegada al servicio. Supondremos que el tiempo de servicio sigue una distribucién
exponencial.

Sea {Y;; #+ 2 0} el proceso donde Y, representa el numero de clientes en el
sistema en el tiempo 7 Supongamos que hemos observado el proceso hasta el tiempo 7,
para predecir el nimero de cliente en el servicio al tiempo 7 +s tenemos que encontrar
Y5 Y es igual al nimero de clientes en el servicio al tiempo % mas el numero de
llegadas en el tiempo ( 7 #+s ] menos el nimero de clientes atendidos durante el tiempo
(4 t+s].
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El numero de llegadas durante el tiempo ( 7 #+s | es independiente del numero
de clientes que habia antes de # Los clientes atendidos durante el tiempo ( 7 745 ] es
independiente de los clientes atendidos hasta antes del tiempo % Luego entonces el
namero de clientes atendidos durante el tiempo ( # #+s ], depende unicamente de Y,y
de las llegadas que ocurren durante el tiempo( 7, #+s ], con el analisis que acabamos de

hacer podemos decir que {Y7; 7= 0} es un proceso de Markov, después de que veamos
la seccién 3.4, esto quedara mucho mas claro.

Definamos a W} := el tiempo en el que Y se queda en el estado donde esta al
tiempo 7,

W= inf {s>0 | Y, # Y}

Teorema 3.3. Paratodo i € E, 120, existe M(7) € [ 0, 00), tal que
P{W:;>u| Y, =i} =exp M
Demostracion.
Y es homogéneo en el tiempo, entonces P{ W;>u | Y, =i} no depende de 7 sea
fn)=PLWi>u| V.= i)
Dado que el evento {W;> u+ v } esigual al evento {W;>u, W,> v} tenemos

Ru+o)=P{W,>u+v | Yi=i}
=P{W:>u,Wri>v| Y:i=17}
=P{Wu,>v | Y, =i, Wi>uy P{W:>u| Y, =i}
=P{Wsi>v| Yeu=i} P{W,>u| Yi=1i}
= o) )

luego, entonces, / tiene que ser de la forma

Au)=exp para ¢20

Del teorema también podemos ver que

P{W, S u| Y, =i} =1— exp-Mu
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es la probabilidad de que el proceso se quede en el estado 7 hasta un tiempo menor o
iguala # .

Definicion 3.4.

1) Unestado7 e E con A7) = 0, se llama estado absorbente.
2) Unestado7 e E con 0 <A(7) < oo, se llama estable.
3) Unestado/ e E conA(7) = oo, se llama zustantineo.

3.2. Estructura de un proceso de Markov.

Vamos a suponer que los estados son estables, To, 11, ... , T, son los tiempos
de transicion del proceso de Matkov Y = {Y;, 7 € R} y Xo, Xi, ..., X, son los
estados visitados en Y, en términos de W, definimos

To=0; T =1T,+ LVI},’ neN
Xi= Y , neN

Enunciaremos el siguiente resultado sin demostracion, para ver una demostracion del
siguiente teorema se puede consultar Cinlar [ 1975].

Teorema 3.4. Para alguna n € N, j € E, y # € R" | tenemos que
P {Xﬂﬂ =7, Tw1=T,>u | X0, X1, o, X, Xp=17,T0,Th, ..., T, }: gii €Xp —Mi)u

con ¢;20,4:=0y Z%‘ =1.
J
O
Como se puede ver un proceso de Markov esta formado por una cadena de
Markov y el tiempo en que permanece en el estado. La cadena de Markov, nos va
indicar la probabilidad de pasar de un estado 7 a un estado ; y cada vez que entra a un

estado 7, permanece en / por un periodo de tiempo exponencialmente distribuido con
tasa A( 7), es decir,

P{W,< u|Y,=i}=1— exp-Hin
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A continuacién vamos a enunciar una serie de resultados que pueden ayudar a
ver con mejor claridad esto.

Del teorema anterior también podemos obtener
P{Xﬂ+] :j’ Tn+l — Tn S U | XO, ...,Xn_l,Xn = Z’, TO, Tl, cee s Tﬂ }: qy ( 1 —eXp_k(Z)”)

es la probabilidad de, dado que conocemos lo sucedido en el proceso hasta la #-ésima
transicion, la siguiente transiciéon ocurra en un tiempo mMenor a .

Si del teorema anterior hacemos # = 0, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.4.1. 1.a sucesioén de variables aleatorias Xy, X, ..., X, es una cadena de
Markov con matriz de transiciéon Q, con elementos ¢;, 4,7 € E.

Demostracion.
Haciendo # = 0 del teorema anterior, tenemos
P{Xw1=7, T =T,>0 | Xo, X1, .., X1, X =7, To, Th, ..., Ty } = gyexp — )0

Si conocemos el proceso hasta Y. , conocemos Xo, Xi, ..., Xp1, X, =17, To, 11, ...,

T, podemos poner la probabilidad anterior como
P{Xmi=j|Yi=i:t="T,}=g;
pero por definicion X, = YT” = 7, es decir,
P{Xm=j| Xu=1i}=qy
O

Corolario 3.4.2. El tiempo de cambio entre el estado 7 a otro estado ; € E, no

depende de ;.
Demostracion.
P{Xﬂ+l :j, ’1—‘)/+1_’1—‘)l>” |Xﬂ: Z.}:P{Tn+l_Tﬂ> u |Xn: Z.,X/Jrl :j}P{Xﬂ+l :./ | X/: Z}

= P{Tﬂ+1_'1"”>” |Xﬂ: Z.’Xfﬂrl :]}qﬁ
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del teorema anterior
esto nos da,

P{T”‘H - Tn > u |Xl1 = Z'3Xv;7+1 :/} = eXp_X(j)”
0

Corolario 3.4.3. Paraalgunan e N, wm,m, ..., un, € R* yestados a, 7, ...,74 € E,

tenemos

PN -Ty>m, T,=-T\>un, ..., T,y =T, >u, | Xy =40, ..., X, = in}

—M(éy)m .. —M(i,)n,

exp -exp
Demostracion.

Demostremos, usando induccion.

Por el corolario anterior para 7 = 1, ya esta demostrado, vamos a probar para » = £ +1
Pl -Ty>u oo T =T o>,y Ty =Ty >t | Xy =0y ey Xy = dpy Xpy = 2641}

= P{T1—To> " |Xo =0, Xert =1, o=T1>m, ..., Té+2—T/€+l > %/gﬂ}
P{Tz— T >w, ...,TMZ— Tk+l > %/g+1|X0 =0, e Xer = Z.,é+1}

:P{T1—To>%1 |X0:io,X1 =7 }P{Tz—T] >, ... :T,é+2_T/<+l >Mk+1|>(():i0, ,X,ég+] :i/€+1}

por hipdtesis de induccién se vale para £ entre llegadas, luego entonces

P{T =T,>um . To =T >, Ty =T > | Xy = 20, oy X, = 2k, Xpoy = 41}

=iy v —MZ ) e

— CXp

exp
[l

Del resultado anterior podemos decir que los tiempos entre las transiciones son
condicionalmente independiente una de la otra dado los sucesivos estados visitados. Y
cada tiempo de cambio entre los estados tiene una distribucién exponencial con
parametro que depende del estado en el que esté, esto junto con el hecho de que los
estados visitados sucesivamente forman una cadena de Markov, nos hacen ver como es
la estructura de un proceso de Markov.

Supondremos siempre que ¢; = 0 cuando A(7) > 0 para todo -
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Ejemplo 3.4. Consideremos el proceso mencionado en el ejemplo 3.3, los tiempos de
transicion ocurren cuando ocutrre un cambio en el tamafio de la cola, si el cambio es
originado por una llegada entonces la cola se incremente en uno y si el cambio es
debido a una salida entonces dectrece en uno.

Si X, = 0 entonces el proximo cambio debe ser debido a la llegada de un cliente,
lo que significa que X,+1 = 1, lo cual ocurre con probabilidad 1, T,+1 — T, tiene una
distribucién exponencial con parametro « ( los tiempos de las entre llegadas de un
proceso Poisson tienen una distribucion exponencial), asi

}\(O) =a;qon = 1’4002 go2 = - = 0

El tiempo de servicio sigue una distribuciéon exponencial con parametro b. Si
X,=i,sea A el tiempo desde T, hasta la préxima llegada y B el tiempo desde T, hasta
que sale el proximo cliente, A4 y B son variables aleatorias exponenciales con
parametros 'y b y ademas son independientes entre ellas. Por tanto

Tw1—T,=min( A, B),
lo que significa que
P(T=T, >t | X, =i)=P(A>1tB>1t)=expexp¥

esdecit M(7) =a+ b parai=1,2,3, ...

Si X+1 = 7 +1 significa que B> A y si X,+1 = 7—1 entonces B < A, luego entonces
tenemos que

P( X1 =i+1|X,=i)=P(B>A)
=E(P{B>A| A}
:E(exp*b/l)

o0
- b
= J-czexp “exp " dx
0

a

a+b

de manera totalmente aniloga podemos obtener P( X,+1 = 7 —1|X, = 7), asi obtenemos
g
paraz=>1
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T sij=i+1
si j=1¢
a+b 4
b
gi = st j=7—1
' at+b
0 C.0.C

Definicion 3.5. La tasa de transicion de i a j, indicada por A(z, j) es definida por:
Mog) = qih( 1)

Definicion 3.6. Para i, j € I, ala matriz A, asociada con un proceso de Markov, con
elementos

Moj) = qih(7)
MG i) =— A(i)

es, la matriz de intensidad.

Observemos que la suma por renglén de la matriz de intensidad suma cero
Vamos a suponer que la funcién de transicion P, (#) es continua y diferenciable

para 72 0.

Teorema 3.5. Sea Y = {Y;, e R*} un proceso de Markov con funcién de transicién

%. (i) , entonces

2) hmiﬁ(/y): A7)

h—0 h

b) lim Pﬁéb) = gih( i)

h—>0

Demostracion.

a) La probabilidad de que ocurran dos o mas transiciones en un tiempo 4, para » — 0 es
o(h).

La probabilidad de estar en el estado 7/ y que ocurra la siguiente transicion al estado /
en un tiempo menor a 4 es
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P{Xmi=j, Timi=T,<h | Xoy.oo, Xomt, X =7, To, T1y oo, T }= gy (1 —exp — Mh)

la probabilidad de estar en el estado 7 en el tiempo 0 y salir de 7 antes de un tiempo 4 es

D P{X = AT <h| Xy =i =Yg, (1—exp i) = 1—exp =0

J#i J#i

sabemos que
exp M =1— }\(Z.)/y + %7»(2')/92— %k(i)/ﬂ + ..

para una 4 suficientemente pequefia, Pi( /) es la probabilidad de permanecer en 7 hasta

un tiempo 4 , luego entonces, tenemos que

1-Pi(h)y=1-{1- 1) + Zl!x(z)/ﬂ_%x(z')/f + o b+ o(h)
. Loz, 13
=1(i)b — 2—!x(z)/y - Ex(z)/y R ()

dividiendo entre 4, y haciendo 4 — 0

1-P.(h
tim =) ):x(g)
h—0 /i
Para el inciso b) tendriamos que
/ ; 1 -\ 72 1 A\ 73
Pg‘(/ﬁ) =g; ( 1 —expfk(z)h) = gj [ X(z)/ﬂ — E)\(l)/y + gk(z)/y — . ]

dividiendo entre 4, y haciendo 4 — 0

P.(h
lim 7( )
=0 )

= qiM(7)
N

Teorema 3.6. (Ecuacion atrasada de Kolmogorov) Para todos los estados 7, / y tiempo
t20,

k#i

RO an, ()] -0, (0
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Demostracion.

Usando la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov , podemos ver que

R R ()= TR0 0f - 20

keE

k#i

i {ZBk(b)P@(f)}%(’ﬂ)Py(f) -50)

k#i

{Zp,k } (1= Pih)] By (%)

dividiendo entre 4, y haciendo » — 0

. P, (t+h)—P,(2)

iy AR - ) (5222000 (][ 0g )

_ {Z M) Py (;)} ~M9)P,(#)

ki

obtenemos

ki

f)=>\<z‘>{ZqikP@v(f)}—X<z'>Py(f)
]

Teorema 3.7. (Ecuacion adelantada de Kolmogorov) Para todos los estados 7, j y
tiempo 72 0,

P(7) {ZM%&&)} AP, (#)

k%]
Demostracion.

Usando la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov, podemos ver que

R0 B 0)={ T, ) - R ()

keE
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k# ]

- Enon @ on0- 10

= Y P (1)P,(h) ~[1 = Pi(h)] Py(2)

k# ]

dividiendo entre 4, y haciendo 4 — 0

Liop (;+/92 0 MHZ”* ;)}[1?(5)%(;)}

= {Z M(£)q,, Dy (z‘)}k(/'ﬂ’y (7)

k# ]

obtenemos

= {Z ME)q P (1 )} —MP (7)

El resultado de los dos teoremas anteriores lo podemos poner en forma
matricial, de la siguiente forma

Pt, = PtA = APt

Ejemplo 3.5. Consideremos un proceso de Markov con dos estados E={0,1},
permanece en 0 con tasa exponencial o y después cambia a 1, permanece en 1 con tasa
exponencial B y después cambia a 0.

0 1
Tenemos que Q = [1 OJ y M0) = ayA(1) = B, obtengamos P a partir de las
ecuaciones de Kolmogorov , usemos la ecuacién adelantada para obtener

By (1)= {ZWemo By (2 )}—wﬂ’w(r),

k20

como soélo hay dos estados

Poy(#) = M1 groPor(#) = M0)Poo(r)
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= BPou(#) — oPoo(?)
=Bl 1-Poo(#) | — aPoo(7)
=— (@+B)Poo(r) + B
B () + @+B)Pu(r) = B
Multiplicando ambos lados por (e , tenemos
ARG (1) + @ BPu() ]= B

que es igual a

%VWW%WH:Be

(oc+§)t

integrando de ambos lados

e(“ﬂ%)l Poo(z) = i 6’(“%)’ + ¢
o+

dado que Poo(0) = 1, tenemos que,

o«
6‘ pu—
ot+B
Por lo tanto tenemos que
* (s
Poo(l‘) = +—0 (=+8)
ot otp

Po1(z‘) =1- Poo(z‘)

= * + * e—(oc+ﬁ)t

atB ot

- Caad

de manera semejante podemos obtener

Pu(t) = +i ,(etB)
atB ot
y
Pio(z) = i +-X ¢ (He)
o+l atP

UNAM-Acatlan-Mahil Herrera Maldonado



88 Procesos de Markoy Capitulo 3

3.3. Teoremas limites.

En analogia con las cadenas de Markov, con respecto a la distribucion
estacionaria que vimos en el teorema 2.21 para cierto tipo de cadenas de Markov,
tenfamos que

n(j)= Zﬂ(i)p;; , paratodaj € E

ieE

> () =1

JjeE
y 7 es la distribucion estacionaria y ademas 77 era igual a
7(j) = lim p; para todo 7,/ € E.
n—>0

Tenemos un resultado similar para procesos de Markov, a continuacién se enuncia sin
demostracion.

Teorema 3.8. Sea Y un proceso de Markov, recurrente positiva e irreducible, entonces
paraalgin/ € E,
7(j) = lim P, (#)
t—>0

existe y es independiente del estado inicial 7,

L es la solucién a

v=0Q

y Q es la matriz de transicion de la cadena de Markov asociada al proceso.

De este resultado podemos obtener
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Corolario 3.8.1. Sea Y un proceso de Markov, recurrente e irreducible. Entonces el
sistema de ecuaciones lineales

pA =0

tiene una solucién unica K que es estrictamente positiva. La probabilidades limites 7( /)
estan dadas por

)
7(j) S (i)’

ieE

Jj e E.

Demostracion.

Dado que v = VQ, tenemos

v(j) = D V(i)g;.j€E

i*]

de la definicion 3.6 y de uA =0

> 1M — M () =0

i*]

DN = M), j€ E

i*)
podemos ver que para que ambas igualdades se cumplan,
v(j) =M)M7), j € B,

por las propiedades de U tenemos que g es positiva, despejando de la igualdad anterior
y del teorema anterior, tenemos que

”m:f%>

ieE

Del corolario anterior podemos ver que se cumple que

HP, =
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para todo 72> 0, tenemos que 1 (7) = 7 () Z u(7), por tanto para probar la igualdad
ieE
anterior es equivalente a

.= (3.1)
P =Y (k)P (?)

keE

del teorema 3.8 tenemos
7 (j)= lim Py (y)
§—>0

= Z(hmPk( ))ij(f)

keE =

=lim ) P, (s) P, ()

T keE

usando la ecuacion de Chapman-Kolmogorov

= lim P, (z‘+s)
§—>00
=T

es decir, 7P, = 7, lo que significa que también se cumple yP; = .

De las ecuaciones de Kolmogorov Pt' = PA = AP, podemos ve que cuando

t—0 la derivada se hace cero es decir tenemos que
P,A=AP,=0
a partir de aqui podemos también probar el corolario 3.8.1.
Definicion 3.7. Un vector p que satisfaga 4P, = p es lamada wedida invariante.

Si Y) tiene distribucion 7, entonces de 1a ecuacién (3.1) tenemos que

P{Y;=jy=n(j),j€kE
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para todo # De ahf que a veces se use el término de distribucién invariante para hablar

de 7.

Ejemplo 3.6. Sea Y un proceso de Markov con

-5 2 3
A= -3 1
2 4 -6

las ecuaciones de A = 0 , son

5u(1)+2u2)+3u(3) = 0
24(1) = 3p(@)+4u(3) = 0
3+ (2) - 6p(3) = 0

Una de las ecuaciones es combinacion lineal de las otras dos, quitamos del
sistema la tercera ecuacion,

—50(1)+2p(2)+3u(3) = 0
20(1) = 3u(2)+4p(3) = 0

el sistema va a depender de alguno da las g 7), haciendo (1) = 42, tenemos

2u(2)+3u(3) = 210
“3p(2)+4u(3) = -84

al resolver el sistema obtenemos w(2) = 72 y u(3) = 33. Entonces una solucién de
UA=0 y uP, = u es p = (42,72, 33), y alguna otra solucién es una constante maltiplo

3
de esta, dividiendo a 4 entre Z (7)), obtenemos

=1
(14 24 11)
ﬂ.: _7_>_
4949’ 49
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3.4. Procesos de nacimiento y muerte.

Los procesos de nacimiento y de muerte son una clase muy importante de
procesos de Markov. En estos procesos Y, describe el tamafio de una poblacion al
tiempo £ con E ={ 0, 1, 2, ... . }. Un nacimiento incrementa en uno el tamafio de la
poblacién y una muerte la hace decrecer en uno. Es decir un proceso de nacimiento y
muerte es un proceso de Markov con cambios sélo a través de transiciones desde un
estado a sus vecinos inmediatos.

Definicion 3.8. Un proceso de Markov {Y;, # € R*}, con espacio de estados E ={ 0,

1,2, ... .} y probabilidades de transicién homogéneas se denomina proceso de nacimiento y
de muerte st sus intensidades de transicion satisfacen las condiciones siguientes: si 7y

son estados tales que |7—/| = 2, entonces:

Az 7) =0
y
Bi=Nii+1) parai=0
0=Mié4i—1) paraix1 (3.2)
B+ 6 =Mi) para i=0
con & = 0.

De la definicion S es la intensidad de nacimiento del proceso y O; es la intensidad de
mierte.

Podemos poner las igualdades de 3.2 mas explicitamente de la siguiente forma
usando la definicién 3.6 y el teorema 3.5

: P/‘/‘+1(b)_ .
Eﬂ ) =5
hm 13[[—1 (b) — é‘l
h—0 b

h—0

hm%ﬁ(b):ﬂﬁ- O
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Luego entonces podemos decir que un proceso de nacimiento y de muerte es un
proceso de Markov {Y;, # €R*}, donde Y’ es el tamafio de la poblacién al tiempo % En
un intervalo de tiempo (4 ¢ +5) pequefio, Y, se incrementa en uno con probabilidad
Bh + o(h) y decrece en uno con probabilidad &/ + o(h), o no cambia con probabilidad
1 —(Bi+ &)+ o(h), esto lo podemos poner de la siguiente forma, para b — 0

B.b+o(h) j=i+1
1=(0; + B)bh+o(h =1
P{Yus=j| Y= i} = (6;+ B)b+o(h) /'_.
0+ o(h) Jj=i—-1
o(h) cualquier otro caso

A partir de la definicién de un proceso de nacimiento y de muerte podemos ver
que la matriz de intensidad asociada con un proceso de nacimiento y de muerte es

_ﬁo ﬂo 0 0
51 _51 - ﬁ1 ﬂ1 0

A=
0 52 _52 - ﬂz ﬂz

Usando el teorema 3.5, obtenemos la matriz de transicion asociada al proceso de

nacimiento y de muerte

Q =
O 52 IBZ
8, + P, 6, + P,
hacemos
_ B
b=
B+
. 5i
R
Ejemplo 3.7. Un modelo para el cual
pi=if+806, i>0
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5=i8, i>1

es llamado un proceso de crecimiento lineal con inmigracion. Cada individuo se asume que nace

a una tasa £, ademas hay una tasa exponencial € de crecimiento de la poblacién ,
debido a una situaciéon externa, por eso la tasa total de nacimientos cuando hay /

petsonas es i3 + 6 . Las muertes ocurren con una tasa exponencial & para cada
miembro de la poblacién y entonces & = 75 .

Un proceso de nacimiento y de muerte se dice que es, un proceso de nacimiento puro

si, 0 = 0, para todo 7 Un ejemplo de un proceso de nacimiento puro es el proceso
Poisson.

Teorema 3.9. La cadena de Markov {X}, asociada al proceso de nacimiento y de

0 51-'-5}1 :iql-..qﬂ :w.

muerte, es recurrente si, y solo si, Z

ﬂ=1ﬂ1- ﬂn ﬂ=1pl-..pﬂ
Demostracion.

Aplicamos el teorema 2.25 quitamos la fila y la columna asociados al estado 0 de la
matriz Q.

0O p 0 0
62720])20

0 g5 0 p,

resolvamos el siguiente sistema h = Qh, si h = 0 son recurrentes los estados pero si

h#0 seran transitorios, resolvamos el sistema, para cada 7 # 0.

hi= Z%‘/b/
J#0
n = prhz
ha = q2in + pob3
by = q3ha + p3ba

by = qﬂbﬂ -1 +pﬂbﬂ+1
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como b, = (g, + p»)hs aplicando lo anterior a la primera ecuacién
(g + 1) = pr
qih1 = p1 (b2 — )

ﬂ/?l =h—h
2

en general
(Qﬂ +pﬂ)bﬂ = qﬂbﬂfl +pn/9n+1
gn (bﬂ — bna ):pn (bﬂ +1— bﬂ)
ﬁ (bi’l — by ) =hy+1— hu
P

n

tenemos una férmula de recurrencia, asi que

bﬂ+]_bﬂ = 9 (bﬂ_bl’l—l)
P

n

—9n M(/yﬂ_l — hi2)

pn pnfl

— qnqﬂ—l'..QZ (bz _ b1)
pﬂpﬂ—1 “.pZ

— D91 "% h
Pulya P2 Py

Entonces hay una solucién acotada, no cero si, y sélo si, sup b, < o, como se puede
n

observar /, es una sucesion creciente, por lo que sup 4, = lim 4, luego

0
” n—>

lim 4, = b1 + i(/yﬂ+1 —h,)

7n—>00
n=1

_ SRR
— bl + Z /61
n=1 Pﬂpﬂ—l “.p2pl

— b] (1_'_2 QﬂQﬂ—l.“q291 ]

n=1 pﬂpﬂ—l'anPl
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como sup 4, < o0 esto se cumple solo si Dot "9 o, lo que significa que esto
n PuPua P21

sucede si, y solo si, los estados son transitorios, lo que significa que los estados son

recurrentes si, y s6lo si, Z Ny

}lel pn

= oo, por ultimo de

tenemos quc

por lo tanto

Z Z% D — o

}Zlﬂl IBn }lel pn

Teorema 3.10. Para un proceso de nacimiento y de muerte hay una solucién g o

proporcional a ella para,

UA =0
By B
=20 Dl 0y n=1,2, ...
y () 55 ZON

Demostracion.

Haciendo el producto de A, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones
HO)So = u(1)on

(O + Bu(n) = Brapu(n=1) + Smipu(nt+1) paran=1,2, ...

luego

_ﬂo

1

p(1) = - w(0)
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Soer (1) = S,a(n) = Popa(n) - Prapa(n-1)

como se puede ver tenemos un sistema recursivo, cuya soluciéon depende de £(0), dado

1(0) el sistema tiene una y solamente una solucion.

Probemos por induccién que p( 7 ) = P ;‘ '85 uO n=1,2,... ,

Paran=1, (1) = % 1(0), se cumple, ahora verifiquemos si se cumple para 7 = £ +1
1

Orr1 (k1) — Oepa(k) = Prpi(k) — Perpu(k=1)

por hipétesis de induccion

5/€ﬁ ﬂk 1 2(0) = ,B ﬂo ﬂk 1 20 Pl 140) — ,B,é’ . ﬂo"'ﬂk—z

o) k1) —
kﬂﬂ( ) 51 5& 5 5 1"'5/€1

se eliminan entre si los dos términos con signo negativo

Sk 1) = ﬂé% )

luego entonces

ﬂo U ﬂ/«—1ﬂk

p(k+1) =
51 o '5/65/“1

#(0)

es la unica ya que para cualquier ¢(0) seguira siendo proporcional.

Corolario 3.10.1. Sea {Y;, t € R*} un proceso de nacimiento y de muerte, si la cadena

de Markov {X, }n>1 asociada al proceso es recurrente, la medida estacionatia de {X,} a1
es

o) = LLt ) n=1, 2,
o

Demostracion.

Del corolario 3.8.1
v(n) = Mn)p(n), n € E,

y del teorema anterior
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Hn) = == p(0)

BB,
5,6,

luego entonces

0(r) = M@ﬂ'—glu@

n

y como A#n) = B+ O,

—<ﬂ+5)ﬂ°"ﬂ5 7o)

1..

_ By B, v(0)
=B+ 3) 5,8, MO0)

n

_ ﬂo"'ﬂ;H U(O)
_(IB”+5”) 51“'5;7 ﬂo

= (B, + 5W)P1"'Pn—1 v(0)

91" 9 5n
_ P P
= - v(0)
7 P S,
B,+9,

porlo tanto v() = LBt oy a=1,2, ..
74,

SeaS_l+zﬂ0 s
)

n

Corolario 3.10.2. Sea {Y;, t € R*} un proceso de nacimiento y de muerte, {Y;, 7 €

R+} tiene una distribucion estacionaria si, y s6lo si, S < 0o, y en este caso

m0) = <
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_ 1By
=S s s,

Demostracion.

Para poder obtener una distribucién estacionaria del corolario 3.8.1,

D m(n) <oo,

nekE
D u(m)y=p() + Y pu(n)
— BB
H(0) + Z 5 MO
= u0)s

n

entonces {Y;, # € R*} tiene una distribucién estacionaria si, y solo si, S < oo,

Del corolario 3.8.1 (/) = M j € E ydel teorema 3.10 u(n) = Lo b 2(0)
D H() 8,79,
ieE
n € E, tenemos que
1
0) = —
(0) S
1 8.
7[(7]) - _ IBO ﬁﬂ—l
S 6,0,
0

3.5. Ejercicios.

Ejemplo 3.8. (M/M/1/% ) Del ejemplo 3.3 y 3.4, la llegada de los clientes se comporta
como un proceso Poisson con parametro « y el tiempo de los servicios sigue una
distribucion exponencial con parametro 4, consideramos que sélo hay un servicio y no
hay ninguna restriccién con respecto al nimero de clientes permitidos en la espera del
servicio (en la cola). El proceso Y = {Y;, # € R*} nos indica el nimero de clientes en la
cola al tiempo #, como podemos ver es el proceso Y es un proceso de nacimiento y de
muerte con
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ﬂozﬂl:.:dy&:&::b
y
0 1 0 0 0
0 ? 0 0
a+b a+b
a
= 0 0 0
Q a+ a+b
0 0
0

haciendo r= %, teneos que S (del corolario 3.10.2) es:

© siazb

=0 sta<b
1—r

Entonces si » < 1, tiene el proceso una distribucion limite, usando el resultado del
corolario 3.10.2

my)=(1=ryr/,  j=0,1,2, ..

Si r2 1, entonces P[ Y; =] = 0 cuando # —> 0. La razén r es llamada la intensidad de
trdfico del sistema.

Ejemplo 3.9. (M/M/1/7 ) Vamos a considerar el sistema de colas del ejemplo anterior
pero con una variante, que tiene una capacidad finita de unicamente » clientes
(incluyendo el que esta siendo atendido), lo que quiere decir esto es que si en el sistema
hay 7 clientes, entonces al llegar el proximo cliente no se quedara a esperar, el cliente se
va y no regresa. Los elementos de la matriz de intensidad son:

ﬂ0:ﬂ1:--- :ﬂm—lzﬂ,ﬂmzo y 51: :6m:b

. . , a
la intensidad de trafico es r = —,
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Va 1— m+1
r .
s=3r =10 <
=0 1_7‘

Entonces si » < 1, tiene el proceso una distribucion limite, usando el resultado del
corolario 3.10.2.

. 1 ,
”(/):WN
1—r
1_
:T—éﬁn/, j=0,1,2, ...
-7
sir=1
L1 .
ﬂ(/)—m, j—O,l,Z,...

Ejemplo 3.10. ( M/M/m/o ) Consideremos un proceso igual al del ejemplo 3.8, pero
ahora consideremos que de lugar de un servidor se tienen 7, es decir, las llegadas al
servicio son un proceso Poisson con parametro « y los tiempos de los servicios se
distribuyen como una exponencial con parametro 4, hay 7 servidores, el tiempo que
tarda cada uno en atender a un cliente son independientes uno de los otros.

Si hay 7 < m clientes en el sistema entonces 7 servidores estan trabajando
independientemente uno del otro, entonces

Mi)=a+ ib

si 7 = m entonces 7 servidores estan ocupados y

Mi)=a+ mb
y
Po=p==ay 0=b&n=2b,...,0,=mb, 01 =mb,...
o bien, para la intensidad de salida
i sii<m
0 = .
mb sii2m
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la intensidad de trafico r = £L seria

7

a ..
— Stz<m
ib

a ..
— siz2m

b

usando el teorema 3.9, el proceso es recurrente, si, y solo si

25 5_@@27‘_”:
=1 M1’ ﬁﬂ

< r<1

Por otro lado

@

@;Q oa%

‘Q

n—1

m—1 ” m
a
zf"w
mlb”
n=m
m— n ”/

=1+ Zﬂlb” w!b’” Zli"ﬂ

a
S<w<< r<1,renestecasoesr= —
mb
m—1 ﬂ” d/ﬁ 1
S=1+4 ) -+ ——
ol m\b” 1—r

5}71 +1

-0

n

%)

w1’

RS
S
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l ? 0Z<nm
S n!b"
m=1
a a
— m<n <o
S m‘bw (ﬁib)”_m

%T[/ 0Znlm

7!

7 n)= i
1 a
————— m<n<®
S m\wm""b"

Ejemplo 3.11. En una central telefénica, con » lineas, las llamadas llegan a la central
telefénica como un proceso Poisson con parametro 4, el tiempo que dura cada llamada

tiene una distribucién exponencial con media y , las llamadas que llegan cuando las 7

lineas estan ocupadas se pierden, consideramos el proceso Y = {Y;, # € R*}, donde Y,
representa el numero de lineas que estan ocupadas al tiempo #, el espacio de estados de

este procesos es E = { 0,1, ..., m}, bajo las hipdtesis que se han hecho, es claro que el
proceso Y, es un proceso de nacimiento y de muerte, con

po=p==Pur1=a,Br=0y 6 =b =2b,...,0,=mb
k k n
By B a
sS=1+ S L P
255 s Tl

Luego entonces su distribucion estacionaria es;

1 4

Sl

m(n)

la igualdad anterior se denomina férmula de pérdida de Erlang.

Asi conociendo 7 podemos saber cual es la probabilidad estacionara de que el sistema
se encuentre lleno

m

7[( 777) _ mlb”

T+ a4/ 4ot

mlb”

UNAM-Acatlan-Mahil Herrera Maldonado



104 Procesos de Markoy Capitulo 3

Ejemplo 3.12. Una fabrica consta de 7 maquinas y una sola persona para repararlas, el
tiempo que tarda una maquina antes de descomponerse sigue una distribucion

exponencial con media y , cada maquina funciona sin fallas independientemente una
a

de la otra, cuando esta falla se manda a reparar el tiempo de reparaciéon se comporta

como una distribucién exponencial con media % El proceso Y = {Y,, t € R*},

donde Y, representa el nimero de maquinas que se encuentran descompuestas al

tiempo # el espacio de estados de este procesos es E = { 0,1, ..., m}, si Y, =
significa entonces que hay » — 7/ maquinas funcionando, el tiempo de la proxima falla
serd una exponencial con parametro (7 — 7 )a. Es claro que el proceso Y, es un proceso
de nacimiento y de muerte, con

Po=ma, pr=mVa,...pr1=a,B,=0 y i=&=-=05,=b
El proceso Y es finito y por tanto recurrente,
S=1+ ZIBO“.ﬂﬂ—l
n=1 51.”5n

2
_ 1_'_%_’_7%(/77 Da

s VAN U ik 0 1)
b b”

Entonces Y tiene la siguiente distribucion limite

() 2(3 (#(%)/J F=0,1, . m

De aqui podemos calcular el numero promedio de maquinas que estaran
descompuestas

jz:/z( j) = ;} /(é [ﬁ@]

(U225
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Ejemplo 3.13. Sea Y = {Y;, t € R*}, un proceso de nacimiento y de muerte tal que,
Pi=ia,i=0
0; = 0 para toda 7
como se puede observar es un proceso de nacimiento puro, aqui cada uno de los
miembros de la poblacién actua independientemente y los nacimientos ocurren con una
tasa exponencial a. Este proceso de nacimiento puro se le denomina proceso de Yule.
Supongamos que el proceso de Yule empieza con un individuo al tiempo cero es decir
Yo=1yseaT;,721 el tiempo entre el (/1)-ésimo nacimiento y el /-ésimo nacimiento,

por como hemos planteado nuestro proceso, tenemos que, los T; son independientes
con distribucién exponencial con parametro za. Luego entonces

P{T1 < Z‘} =1—exp™

t
P{Th+ o<z} = _[P{T1 + T, <t|T, =xtaexp “ dx

0

j(l - exp_za(t_x) )cl exp “dx
0

a

(exp_” —exp Y exp™ )dx

O Cm—

= (l —exp ” )2

I3
PUTy+ To 4TS £} = [PAT + T, + T, 4| T, + T, = x}2aexp™ (1—exp ™ )d
0

= j(1 —exp™ ) 2aexp™ (1—exp™ )dx
0

y en general se puede demostrar por induccion
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PiTi+ Te+Ts+ - + i< 15 = (1—exp_“t)j

El evento {T1 + To+T5+ -+ + T; <t } es igual que el evento {Y;=/+1| Yo =1}, es
decit, P{T1 + To+T3+ --- <t} =P{Y,2j+1| Yo = 1}, de aqui obtenemos

Py(t) = (1 —exp )j_l - (1 —exp )j
= exp (1 _ exp_‘” )/'_1

Asi hemos encontrado que, cuando la poblacién comienza con un individuo, el
tamafo de la poblacién al tiempo 7 tiene una distribuciéon geométrica con media exp”.
Entonces si la poblaciéon comienza con 7 individuos el tamafio de la poblacién a tiempo
¢t es la suma de / variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
geométricamente, lo que nos da una binomial negativa,

—1 i
Py 1) = (i_ljexpﬂ’i (1mexp™) " Jjzizi

Si usamos las ecuaciones adelantadas de Kolmogorov (teorema 3.7)

P/(2) {Zx(/e)q@lzé(z‘)} M)E; (7)

oy
para el proceso de Yule obtendriamos que

P (#)= ~ia Pi( 1)

Bi(#)= (G=1)a Pa(#) —ja Pi( 1)
para la primera ecuacién, multiplicando ambos lados por exp™ | tenemos

exp [ Pi() +ia Pi( 1) ]=

que es igual a

d iat
— i) | =
” [exp™ Pi( #) ]
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integrando de ambos lados
exp“ Pi(1) =¢

como P;(0) =0 entonces ¢ =1,
Pi(t) = exp
Para la siguiente ecuacién, multiplicando ambos lados por exp”’”, tenemos

exp™ [ Pi(#) +jaPy(#) |= exp™ (j—1)aPyi(2)

que es igual a
d Jat _ Jat .
lexp” P 1)] = exp™ (j=1)aPya(s)

integrando de ambos lados

?

o i1 = fosp ™ (1) 1
0

?

Pi(2)=(j—1)a exp ™ JexpﬂI Py (s)ds

0

Podemos obtener Pj( # ) recursivamente, y podemos verificar que este resultado
coincidira con

Py(z) = (] 1jexp—ﬂﬂ' (1 —exp )j_i jzix1

7 —

obtenido anteriormente.
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