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Algunas definiciones y notaciones

Definicion 1 La parte derech& del sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden se de-
nominacampo vectorial

X =00, % F F = (F00, %)+, £,06,+,%,))
X =F(X)

El sistema de ecuaciones asi representado se dergistémaa dinAmico auténornias solucio-

nes de este sistema de ecuaciones representadaspacb de fasese denominatrayectorias

de fases o flujpsGeométricamente el campo vectorial indica la direccidon tangente en cada punto
de las trayectorias de fases.

Definicién 2 Los puntos estacionarios del sistema dinamico son aquellos puntos donde el campo
vectorial se anul& (X)) = F(x0,,..., xQ) = 0. Son los puntos donde las derivadas temporales d

dt = 0 y por tanto no evolucionan permanecen estacionarios.

Definicion 3 El punto estacionario se denomina fuente si todas las trayectorias de fases salen de
este punto y desaglie cuando todas las trayectorias convergen a él.

Para clasificar los puntos estacionarios se utilida@bianoDF(X) del campo vectorial eva-

luado en dicho punto:

oF _
aixxo = le(Xo)

Definicion 4 Un punto estacionario )6e denomina hiperbolico siiHpX ) no posee valores pro-
pios nulos o imaginarios puros.
Definicion 5§ Dado el sistema dinamico lineal no autbnomo (dependiente del tiempo) de la forma

X = Alt)X (1)

DondeA(t) es una matrimxny X: R— R". Se define la matriz fundamental de solucioriegt)
como la matriz cuyas columnas susoluciones linealmente independientes del sistema anterior:

oft)= (X(l)X(Z) X‘”))
Esta matriz satisface la ecuacion:

I = Ao 2)



Todas las soluciones del sistema dinamico se pueden expresar como combinacion lineal de las n solu-
ciones que forman la matriz fundamental de soluciones:

X =o)X,
El determinante de la matriz fundamental de soluciones es el Wronskiano:
W) =W(X® X®, . X")=det(d(t))

El Wronskiano evoluciona temporalmente segun la formula de Ostrogradski- Liouville:

t
TrA(s)ds

W()=w, ) 6)

Geomeétricamente el Wronskiano representa el volumen de fase de un paralelegipeisional
subtendido por los vectores solucion del sistema dindmico.
En general para sistemas dinamicos mas generales de la forma:

X =F(X)

El volumen de fase evoluciona temporalmente en la vecindad de un punto estaXjogratéeofor-
ma:

d\ét(t) = 5[div(lf)olx (4)

DondeD(0) =D, es cierta region del espacio de fases localizada en la vecindad del punto estaciona-
rio y V(t) = Volumen(D(t))

Definicién 8 Los sistemas dindmicos se denominan conservativos si el volumen de fase se conserva,
y dispersivos 0 no conservativos si el volumen de fase se contrae con el tiempo.

Supongamos ahora que tenemos el sistema:

X = Alt)X

Con la condicion de periodicidad(t +T) = A(t), donde T es el periodo.
Los valores propios de la matrizb(T) se denominan multiplicadores de Floquet; estos se pueden
escribir de la formal = exp¢T) dondes se denomina indice de Floquet.

Supongamos que el sistema dindmico:
X =F(X)
Posee una érbita periddidd(x,t) como solucion es decir:
U=FU)

ConU(t + T) =U(t). Podemos estudiar el comportamiento del sistema en la vecindad de la oOrbita
periodica, usando para ello el sistema lineal periodico

v=DFUMxt=AltN (5



Dondev es una perturbacion de la orbita periddica. El estudio del comportamiento de esta perturba-
cion se realiza usando la mat#i¢l). La perturbacion en cada periodo se comporta segun la relacion:

v(mT)=o(nT )y,
Si algunos de los multiplicadores de Floquet son mayores que 1 (algun indice de Floquet positivo)
entonces la perturbacion crece y la drbita es inestable.
Uno de los multiplicadores de Floquet siempre es 1, e indica una perturbacién a lo largo de la érbita.
En dos dimensiones ya que 1 siempre es valor propk¢Tdes] otro multiplicador coincide con el
wronskiano, por tanto se puede determinar usando la relacion:

t
divF (U (s))ds

A=w()=¢ (6)

Donde hemos usado: divk = of, , of,

Xly

+ =TrA(t)

Yl

El indice de Poincaré es un “invariante” que caracteriza las curvas cerradas (n0 necesariamente tra-
yectorias) en el plano de fases. Puede usarse para determinar la existencia posible de oOrbitas periodi-
cas. Consideramos el siguiente sistema dinamico:

0= 1,(x.y)
= f(xy)
El campo vectoridt = (f,(x,y),f,(x,y)) define un angulo mediante la relacion:

— tan-l fz(XA/)
v fl(x,y)E

Definicién 7 Seal” una curva simple cerrada en el plano, moviéndonos a lo largo de esta curva
cerraday cambia continuamente, asi cuando regresamos al punto de partida el yahar de
cambiado en un multiplo der2Este multiplo que puede ser negativo o positivo se dendmina

dice de Poincaré
_ f,df, — f,df,
=00 = o e [
of.

Donde: df, = 'dx+ 'dy
ox oy

Lema 1
o SiI” esuna curva cerrada obtenidd deediante una deformaciéon continua entorces
=Ir.
o Elindice de una érbita periddica es +1.
o El indice de un nodo, foco, o centro es +1.
o Elindice de un punto de ensilladura es —1.



o Elindice es aditivo, di, =I", + T, entoncestr, = Ir, +1r..

o Elindice de una curva cerrada es la suma de los indices de los puntos estacionarios conte-

nidos dentro de ella.
o Elindice de una curva cerrada que no contiene puntos estacionarios es cero.
o Elindice de una curva no cambia si reemplazammosy),f,(x,y)) por (£,(x,y),-f,(x,y))

El corolario de la pregunta (7), permite establecer un instrumento Util para detectar posibles 6rbi-

tas periddicas en sistemas dindmicos. Otro criterio importante es el llamado “Criterio de Dulac”.
Este criterio se basa en el teorema de la divergendiaesSuina curva cerrada con vector normal
n que apunta hacia fuera y que encierra una rdgjidfi R>-> R2 es un campo vectorialg R?>—

R es una funcién continuamente diferenciable entonces:

El criterio de Dulac es:

Lema 2 Si existe una funcion continuamente diferenciaplB8?- R tal queV(gF) es continua y
no nula en una region simplemente cori@xantonces no hay orbitas peridédicas que estén ente-
ramente contenidas &n

Definicién 8 Una funcién ER™— R se denomina constante de movimiento si:

QE(X,.... % t) _OE , & 0E  _OE L OE , _
SNy BT E o
dt ot 2ok ST o 2ok

En pocas palabrdses constante de movimiento si su derivada total con respecto al tiempo es
nula. Es decir mantiene un valor constante a lo largo de las trayectorias de fase o flujo.

Preguntas:

1) Dado el sistema dinamico definido por:

o GR R
[y =cx+dy ' d

a) Encuentre todas las posibles matrisegie den como resultados comportamientos
cualitativamente diferentes en el plano de fase.

b) Clasifique los comportamientos de acuerdo con: puntos de ensilladura, nodos, cen-
tros, focos etc. Y relacidonelos con los valores propios de la matriz

c) Calcule la traza en cada caso y determine usando la formula de Ostrogradski-
Liouville como se comporta el Wronskiano.



2) Verifique la veracidad del siguiente grafico:
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3) Muestre que la matriz fundamental de solucidné$ del sistema (1) con la condicién peri6-
dica A(t + T) =A(t) satisface las siguientes relaciones:

a) t+T)=o(T)o(t)
b) &(mT)=o"(T)
4) Muestre usando las relaciones (1) y (2) que el Wronskiano satisface la ecuacion:

aw =TrAWV
dt

Nota Esta relacion se cumple para toda dimensién, sin embargo es suficiente probarla en dos di-
mensiones.
a) Usando la relacion anterior obtenga la formula de Ostrogradski-Liouville.

5) Dada una Orbita periodit#(x,t) muestre que:
V(0)=(T)V(0)

Lo que implica que uno de los valores propios de la matfi) esA = 1.
a) Calcule usando (6) que la oOrbita periddica del siguiente sistema es estable:

7 = r(l—rz)
b=1
6) En mecanica cuantica es fundamental el estudio de la ecuacion de Schrddinger:

_ndY
2m dx?

+V (X = Ey

Dondem es la masa de la particulaes la energia totah, es la constante de Plank/{x) es el po-
tencial. Introduciendo las magnitudes:

2mE u(x)= 2mV (x)

A=k? B2 72

, Y=Y



Esta ecuacion toma la forma:
=2 +u(x)ly

a) Demuestre que el Wronskiano de esta ecuacion es constante.
Demuestre que la solucion general cuan@d= 0 es.

y = Ae™ + Be™ ™

a) Para obtener una solucion particylar coshk) tomeA =1,A =B = 1/ 2. Muestre que:

z=y -y yl%
Vi

es solucién general de la ecuacion:

7= l/\ - 29ech2sz
d) Demuestre qug= cosli"*Y(x) es una solucién particular de la ecuacion:

y'= [}\ +n(n +1)sech2ny

parad = (n+ 1Y

7) Usando el lema 1 demuestre el siguiente corolario:
Si I' es una Orbita periddica entonces debe encerrar al menos un punto estacionario. Si los puntos
estacionarios samperbdlicos entonce$’ encierra 2n + 1 puntos estacionarios (para algin n ma-
yor o igual a cero), n de los cuales son ensilladuras y el restoestas desagies
8) Demuestre el lema 2.
Consideremos el siguiente modelo de Lotka — \olterra:

o= x(A-ax+hy)
g
oy = y(B-a,y +b,x)
Dondea > 0. Demuestre usando el criterio de Dulac que no existen érbitas periddicas en el pri-
mer cuadrante. (Sugerencia: Tome la fungén(xy)?)
9) Consideremos ahora el sistema anteriorecer0 yb. > 0.
a) Encuentre los puntos singulares y clasifiquelos.
b) Resuelva el sistema de ecuaciones dividiendo una ecuacion por otra, obteniendo una
sola ecuacion de la forma:

l (B bx)
< x(-A+hy)



Separe las variables e integre. Demuestre que:

E(x,y)=~Alogy+by-Blogx+b,x
es una constante de movimiento
10) Use coordenadas polares para hacer un bosquejo de las trayectorias de fase del sistema:

Ex=xy-x’y+y®
':y2+x3—xy2

11) Localiza los puntos estacionarios del sistema:

x=x(2-y-x)
Ey: ylax-x2-3)  xy=0

Usandaog = (xy)* en el criterio de Dulac muestre que este sistema no pose Orbitas periddicas



