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NOTAS DE AULA DE CALCULO NUMERICO

O que é o Calculo Numérico?

O Calculo Numérico corresponde a um conjunto de métodos usados para se obter a solu¢do de

problemas cientificos na maioria das vezes de forma aproximada, usando técnicas matemadticas e o
computador.

Porém, o profissional que se defrontar com o problema terd que tomar uma série de decisdes antes

de resolvé-lo. E para tomar essas decisdes, € preciso ter conhecimento de métodos numéricos. O

profissional terd que decidir, dentre outras coisas:

v
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Pela utilizacao ou ndo de um método numérico ( se existirem métodos numéricos para se resolver
o tal problema. );

Escolher o método a ser utilizado, procurando aquele que € mais adequado para o seu problema.
Analisar quais vantagens cada método oferece e as limitagdes que eles apresentam;

Saber avaliar a qualidade da solug@o obtida. Para isso, € importante ele saber exatamente o que
estd sendo feito pelo computador ou calculadora, isto €, como determinado método é

operacionalizado.

Os principais objetivos do nosso curso sao:

e Apresentar diversos métodos numéricos para a resolucdo de diferentes problemas matematicos.

Pretende-se esclarecer a importancia desses métodos, mostrando:
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a esséncia de um método numérico;

a diferenca em relag@o a solugdes analiticas;

as situacdes em que eles devem ser aplicados;

as vantagens de se utilizar um método numérico;

as limita¢des na sua aplicacdo e confiabilidade na solugdo obtida.

e Melhorar a familiarizac¢do e “intimidade” do aluno com a matemética, mostrando seu lado pratico e

sua utilidade no dia-a-dia de um cientista. Rever conceitos, exercita-los e utiliza-los de maneira

prética.



Erros Numeéricos

Vamos supor o seguinte problema: como calcular o valor de V2 ( ou, por exemplo uma dizima
2 . N . .
como 3 )? Provavelmente, a primeira resposta que vem a mente de qualquer pessoa esclarecida sera:

utilizando uma calculadora ou um computador. Indiscutivelmente, essa € a resposta mais sensata e pratica.
Porém, um profissional que utilizaré o resultado fornecido pela calculadora para projetar, construir ou
manter pontes, edificios, maquinas, sistemas, dispositivos eletronicos, etc., ndo pode aceitar o valor obtido
antes de fazer alguns questionamentos ( pelo menos uma vez na sua vida profissional! ). Sera que esse

resultado € confidvel? ( por exemplo, serd que a ponte pode desabar? )

Essa pergunta faz sentido pois V2 é um ndmero irracional, isto €, ndo existe uma forma de

representd-lo com um ndmero finito de algarismos. Portanto, o nimero apresentado pela calculadora é

uma aproximacao do valor real de J2 , j4 que ela ndo pode mostrar infinitos algarismos. E quao

proximo do valor real esta o resultado mostrado?

O erro cometido ao se calcular o valor de /2 , se refere a inevitdvel limitacdo na representacdo de
numeros irracionais e € apenas um tipo de erro que pode surgir ao se resolver um problema real. Esse tipo
de erro € chamado de erro de arredondamento.

Outros tipos de erros também podem aparecer devido a outros tipos de problemas ou limitacgoes.

Tipos de Erros

A solu¢@o matemdtica de um determinado problema envolve diversas etapas. A solucao do

problema se inicia com a criacdo de um modelo matemdtico que melhor se ajuste ao problema em

questdo. Esse modelo sempre apresentard aproximagdes e limitagdes. Esse tipo de erro € chamado de erro

na simplificacdo do modelo matematico. Além disso, na grande maioria das vezes, dados experimentais

( alguns autores o chamam de erro inerente a0 modelo matematico utilizado ) serdo utilizados para se
obter a solucdo. Como toda medida experimental apresenta uma incerteza, a solucio do problema serd
influenciada pela mesma. Esse tipo de erro € chamado de erro de entrada de dados. Portanto, logo de
inicio, existem diversos fatores que introduzem erros na solu¢do numérica do problema.

Vamos considerar um outro tipo de erro que pode surgir ao realizarmos determinadas operacoes.

Digamos que precisamos calcular o valor de e*. Mais uma vez, iremos utilizar uma maquina digital
( calculadora ou computador ). Como esse equipamento ird realizar essa operacao?

Sabemos, do Calculo Diferencial, que a exponencial € uma funcdo que pode ser representada por uma

2 3 n

e e X x X e .
série infinita dada por: e* =1+ x+ o + N +- 4 — +--- e na pratica € impossivel calcular seu valor



exato. Portanto, mais uma vez, teremos que fazer uma aproximacao, que levard a um erro no resultado

final de e".

xZ
Por exemplo, se considerarmos e =1+ x+— estaremos fazendo um truncamento dessa série, € 0 erro
21

gerado no valor de ¢* é chamado de erro de truncamento ( € claro que estamos nos referindo a func¢io

¢ de um modo geral, pois para x =0 nao ha erro algum ).

Podemos criar algumas definicdes a fim de facilitar as discussdes e trocas de informagao sobre
esse problema. Vamos definir o médulo da diferenca entre o valor real da grandeza que queremos
calcular e o valor aproximado que efetivamente calculamos como sendo o erro absoluto , ou seja:

Erro Absoluto = E4 = | valor real — valor aproximado |

Quanto menor for esse erro, mais preciso serd o resultado da operacao.

Porém, se estivermos trabalhando com nimeros muito grandes, o erro pode ser grande em termos
absolutos, mas o resultado ainda serd preciso. E o caso inverso também pode ocorrer: um erro absoluto
pequeno, mas um resultado impreciso. Por exemplo, digamos que o resultado de uma operacao nos
forneca o valor 2.123.542,7 enquanto o valor real que deveriamos obter € 2.123.544,5. O erro absoluto
neste caso € /,8. Comparada com o valor real, essa diferenca ( o erro absoluto ) € bem pequena, portanto,
podemos considerar o resultado preciso. Em um outro caso, digamos que o resultado da operagado seja
0,234 e o resultado correto era 0,128. Desta vez o erro absoluto serd igual a 0,106, porém o resultado é
bastante impreciso.

A fim de evitar esse tipo de ambigiiidade, podemos criar uma nova defini¢cdo. Podemos definir o
erro relativo como sendo o quociente entre o erro absoluto e o valor real da grandeza a ser calculada, ou
seja:

valor real —valor aproximado

erro relativo =
valor real

O erro relativo € uma forma mais interessante de se avaliar a precisao de um célculo efetuado. No
exemplo acima, teremos um erro relativo de 0,0000008 ou 0,00008% no primeiro caso e um erro relativo

igual a 0,83 ou 83% no segundo caso.

Propagacao e Condicionamento de Erros Numéricos

3 . .
Vamos supor que queremos calcular o valor de J2 —¢’. Como vimos anteriormente, ao
calcularmos o valor de \/E , teremos que realizar um arredondamento, que leva ao um resultado

aproximado de J2, ou seja, existe um erro de arredondamento associado ao resultado. Para
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calcularmos o valor de e’ teremos que fazer um truncamento, que também ira gerar um erro de

truncamento ( ao usarmos a funcdo e* ) no resultado obtido. Portanto, o resultado da operacdo de



~ 3 . ‘ . 3
subtracdo entre J2 e e apresentara um erro que € proveniente dos erros nos valores de J2 e e

separadamente. Em outras palavras, os erros nos valores de V2 e’ se propagam para o resultado de V2
3 . ~ .

— e”. Podemos concluir entdo que, ao se resolver um problema numericamente, a cada etapa e a cada

operacao realizada, devem surgir diferentes tipos de erros gerados das mais variadas maneiras, e estes

erros se propagam e determinam o erro no resultado final obtido.

Representacao Numerica

Introducao

A fim de realizarmos de maneira pratica qualquer operacao com nimeros, nds precisamos
representd-los em uma determinada base numérica. Podemos escrevé-lo na base decimal, por exemplo,

que € a base mais usada atualmente pela humanidade ( gracas a nossa anatomia ).
Voltemos ao niimero +/2 . O valor de +/2 na base decimal pode ser escrito como 1,41 ou 1,4142

ou ainda /,41421356237. Qual € a diferenca entre essas varias formas de representar V29

RESPOSTA: A diferenca € a quantidade de algarismos significativos usados em cada representacao.
Em uma maquina digital, como uma calculadora ou um computador, os niimeros nao sao

representados na base decimal. Eles sdo representados na base bindria, ou seja, usam o nimero 2 como

base ao invés do nimero 10.

EXERCIcCIOS

1) Converta os nimeros da base 10 para a base 2:

a)2 b) 5 c) 10 d) 15 e) 25 f) 37 g) 347
h) 2345 1) 0,1875 j) 0,6 1) 13,25 m) 3,5 n) 0,1

2) Converta os nimeros da base 2 para a base 10:

a) 101 b) 1000 ¢) 1001 d) 1011 e) 1111
f) 10100 g) 10101 h) 0,10 1) 0,11 j) 0,101
1) 1,01 m) 1,001 n) 1,011



Ponto Fixo e Ponto Flutuante

A principio, toda vez que escrevemos um nimero, deveriamos mencionar a base numérica a qual
estamos nos referindo. Obviamente, isso ndo se faz necessdrio na pratica, pois estamos sempre
representando os nimeros na base decimal, portanto sabemos exatamente o seu significado. Por exemplo,
quando escrevemos o nimero 1532, o que realmente queremos dizer? Estamos dizendo que esse niimero
representa uma quantidade equivalente a 1x1000 + 5x100 + 3x10 + 2, ou, escrevendo a base de outra
forma, 1x10° + 5x10% + 3x10" + 2x10°. Essa é a chamada representacio posicional de nimeros.

Na base bindria, 0 mecanismo € o mesmo, porém, ao invés de poténcias de 10, utilizamos
poténcias de 2. Portanto, um nimero bindrio como 1011 ( lembre-se, do gindsio, que na base bindria s
existem os algarismos 0 e 1 ) significa 1x2° + 0x2% + 1x2" + 1x2° que na base 10 é 8+2+1=11.

Um ndmero inteiro apresenta a chamada representacdo de ponto fixo, onde a posicao do ponto

“decimal” esté fixa e todos os digitos sdo usados para representar o nimero em si, com excecao do

primeiro digito usado para representar o sinal desse nimero. A figura abaixo ilustra essa representagao.

Sinal | Digitos

Para um nudmero real qualquer ( inteiro ou ndo inteiro ) é utilizada a representacdao de ponto

flutuante normalizado ( ou simplesmente, representacao de ponto flutuante ), que € dada pela
expressio: * (0.d;d,ds...ds) X S° onde:

0.d;d>d3...d; € uma fragdo na base [, também chamada de mantissa, com 0 <d; < S - 1, para todo
i=123..ted #0 sendo ¢ o nimero méximo de digitos da mantissa ( também chamado de nimero de

algarismos significativos ) que é determinado pelo comprimento da palavra do computador; e é um
expoente que varia em um intervalo dado pelos limites da maquina utilizada, assim —m <e <M , onde m
€ o limite inferior e M € o limite superior da maquina.

Esse tipo de representacdo é chamado de ponto flutuante, pois o ponto da fragcdo “flutua”
conforme o nimero a ser representado e sua posi¢ao € expressa pelo expoente e .

Alguns exemplos da representacao de ponto flutuante podem ser vistos na tabela a seguir:

Nimero na base decimal | Base | Representagdo em ponto flutuante Mantissa Expoente
1532 10 0.1532x10" 0.1532 4

15.32 10 0.1532x10° 0.1532 2
0.00255 10 |0.255x10” 0.255 -2

10 10 |0.10x107 0.10 1

10 2 0.1010x2* 0.1010 4




Arredondamento em Ponto Flutuante

Introducao

Chamamos atencdo para o fato de que o conjunto dos numeros representaveis em qualquer miquina é
finito, e portanto discreto, ou seja ndo € possivel representar em uma maquina todos os nimeros de um

dado intervalo [a,b]. A implicagdo imediata desse fato € que o resultado de uma simples operacdo

aritmética ou o cédlculo de uma fungio, realizadas com esses nimeros, podem conter erros. A menos que
medidas apropriadas sejam tomadas, essas imprecisdes causadas, por exemplo, por simplificacdo no
modelo matematico ( algumas vezes necessdrias para se obter um modelo matematico solivel ); erro de
truncamento ( troca de uma série infinita por uma finita ); erro de arredondamento ( devido a propria
estrutura da maquina ); erro nos dados ( dados imprecisos obtidos de experimentos, ou arredondados na
entrada ); etc, podem diminuir e algumas vezes destruir, a precisao dos resultados.

Assim, nosso objetivo aqui serd o de alertar o aluno para os problemas que possam surgir durante a
resolucdo de um problema, bem como dar subsidios para evitd-los e para uma melhor interpretacdo dos
resultados obtidos.

Sistema de Numeros Discreto no Computador

Inicialmente, descreveremos como os nimeros sao representados num computador.

Representacao de um Numero Inteiro
Em principio, a representacdo de um nimero inteiro no computador nio apresenta dificuldade.
OBSERVACAO:

O nimero zero pertence a qualquer sistema e é representado com mantissa igual a zero e ¢ =—m.

Representacao de um Numero Real
Fundamentado no que vocé aprendeu até aqui, resolva o exercicio abaixo
EXERCICIO:

Escrever os numeros: x; = 0.35; x, = —5.172; x3=0.0123; x4 =5391.3 ¢ x5 =0.0003, onde todos
estdo na base =10, em ponto flutuante na forma normalizada.

Para representarmos um sistema de nimeros em ponto flutuante normalizado, na base £, com ¢ digitos

significativos e com limites do expoente m e M , usaremos a notagdo: F ( B.t,m,M )
Assim um ndmero nao nuloem F ( B.t,m,M ) serd representado por:

+0.did2d3...d¢ x S, onde 0 <dis f-1,d,#0e —-m<e<M



EXERCICIO: Considere o sistema F( 10, 3, 2, 2 ). Represente nesse sistema os nimeros do exercicio
anterior X3 = 0.35; x, = —5.172; x3=0.0123; x4=5391.3 ¢ x5=0.0003.

Veja abaixo um exercicio resolvido bastante interessante.

Seja f(x) uma fungdo continua real definida no intervalo [a,b], a<b e sejam f(a)<0 e f(b)>0.
Entao de acordo com o teorema do valor intermediério, existe x, a<x<b, tal que f (x) =0.

Seja f(x)=x’—3. Determinar x tal que f(x) =0.

SOLUCAO: Para a fungio dada , consideremos 1 =10 e S =10. Obtemos entdo ( nio se preocupe como
conseguimos o resultado abaixo, pois vocé s6 aprenderd mais tarde ):

£(0.1442249570x 10" ) = —0.2x10°;
£(0.1442249571x 10") = 0.4x 10* .

Observe que entre 0.1442249570x 10" e 0.1442249571x 10" nio existe nenhum nimero que possa ser
representado no sistema dado e que a fun¢do f muda de sinal nos extremos desse intervalo. Assim,

esta maquina ndo contém o ndmero x tal que f(x)=0 e portanto a equa¢do dada ndo possui solugdo

nessa maquinaem que t=10¢e f=10.

Representacio de Numeros no Sistema F(3,1,m,M )

Sabemos que os nimeros reais podem ser representados por uma reta continua ( isto €, numa reta ).
Entretanto, na representagcdo em ponto flutuante podemos representar apenas pontos discretos na reta real.
Para ilustrar este fato consideremos o seguinte exemplo.

EXEMPLO: Quantos e quais nimeros podem ser representados no sistema F(2,3,1,2)?

SOLUCAO: Temos que =2 entio os digitos podem ser 0 ou 1; m=1e M =2 entio —1<e<2 e

t =3. Assim, os numeros sao da forma:

+ 0.d;d,d; x ,Be .

Logo temos: duas possibilidades para o sinal, uma possibilidade para dy, duas para d; , duas para d3

e quatro para as formas de £° . Fazendo o produto 2 x 1 X 2 x 2 x 4 obtemos 32. Assim neste sistema
podemos representar 33 nimeros visto que o zero faz parte de qualquer sistema.

Para responder quais sdo os numeros, notemos que as formas da mantissa sao: 0.100, 0.101, 0.110
e 0.111 e as formas de B¢ sdo: 2~ 1, 20, 21, 22, Assim, obtemos os seguintes nimeros:



(0.25)10
(0.5)10
(1.0)10
(2090 .

(L1000 = o

o)
i

desde que (01001 = (0L5)4;

(0.3125)4
(0.625 14
(1.25h0
I:Q.EI:HU i

0101 %4 =

desde que (L1017 = (0.625] 4

(0.375)10
(0.75)1
(1.5)1
I::g.[]:llu .

0110 % 4 2

descde que (0011072 (.75 0

(0.4375)10

{[]STrJ:' 10

0111 = o

I[]f::ln-':ll 10 -

desde que (1111172

EXERCICIO:

Considerando o mesmo sistema do exemplo acima, represente os nimeros: x; =0.38, x,=5.3 e
x3 = 0.15 dados na base 10.

As operacoes num computador sao arredondadas. Para ilustrar este fato, consideremos o seguinte
exemplo.

EXEMPLO: Calcular o quociente entre 15 e 7.
SOLUCAO:

Usando a calculadora deste computador no qual estou trabalhando neste instante, temos:
2,1428571428571428571428571428571.

Suponha agora que s6 dispomos do total de 4 digitos para representar o quociente 15/7.
Dai, 15/7=2,142

Mas nao seria melhor aproximarmos 15/7 por 2,1437 A resposta é sim e isso significa que o nimero foi
arredondado. Isto sugere a seguinte...

DEFINICAO: Arredondar um niimero x, por outro com um niimero menor de digitos significativos,

consiste em encontrar um ndmero x, pertencente ao sistema de numeragao, tal que ‘ xX— x‘ seja 0 menor

possivel.



IMPORTANTE!
Assim, em linhas gerais, para arredondar um nimero, na base 10, devemos apenas observar o

primeiro digito a ser descartado. Se este digito é menor que 5 deixamos os digitos inalterados e se é
maior ou igual a 5 acrescentamos uma unidade ao dltimo algarismo remanescente.

Arredondamento

Trataremos o arredondamento em ponto flutuante com o exemplo abaixo, use os conhecimentos
adquiridos até aqui e o seu bom senso e resolva-o.

EXEMPLO: Considere uma maquina que utiliza o sistema F (10,3,5,5), isto € os nimeros tem a

seguinte forma 0,d,d,d;.10° com —5<e <5 . Represente neste sistema os nimeros:
X, =1234,56; x, = — 0,00054962; x, =0,9995; x, =123456,7 ¢ x5 = —0,0000001.

RESPOSTA:

x, =0,123.10%; x, = - 0,550.10°; x, =0,1.10";
x, € impossivel, pois o expoente € 6, acima da capacidade da mdquina ( overflow );

X5 € impossivel, pois o expoente € —6, abaixo da capacidade da midquina ( underflow ).

OPERACOES ARITMETICAS EM PONTO FLUTUANTE

Considere uma maquina qualquer e uma série de operagdes aritméticas. Pelo fato do arredondamento ser
feito apos cada operacdo temos, ao contrdario do que € valido para nimeros reais, que as operagoes
aritméticas ( adicao, subtracao, multiplicac@o e divisdo ) ndo sdo nem associativas e nem distributivas.

Ilustraremos esse fato através de exercicios, os quais vocé deve tentar fazer.

Nos exercicios abaixo considere o sistema com base =10, e com 3 digitos significativos.
Efetue as operacoes indicadas:

1)(11,4+3,18)+5,05 e 11,4 + (3,18 +5,05)

RESPOSTAS: 19,7 ¢ 19,6

i) 3,18x1L 4 o 3,18 11,4
5,05 5,05

RESPOSTAS: 7,19 ¢ 7,18
11) 3,18 x (5,05 +11,4) e 3,18 x 5,05 + 3,18 x 11,4 .

RESPOSTAS: 52,5 e 52,4

10



BIBLIOGRAFIA:

HUMES, A. F. P. C.; MELO, I. S. H.; YOSHIDA, L. K;MARTINS, W. T: Nocoes de Calculo
numérico. Sio Paulo: McGraw-Hill, 1984.

RUGGIERO, M. A. G.;LOPES, V. L. R. Calculo numérico: aspectos tedricos e computacionais. Sao
Paulo: Makron Books, 1996.

MARCELO GAMEIRO E ANTONIO CESAR GERMANO. Apostila de Complementos de Cédlculo
Numérico.

ARTIGOS E LIVROS ENCONTRADOS NA INTERNET

11



ZEROS REAIS DE FUNCOES REAIS

Dizemos que & € um zero ( ou raiz ) de uma funcdo real de varidvel real y= f (x) se e somente se

f(a)=0.
Usaremos muitas vezes o seguinte teorema ( que localiza os possiveis zeros de uma fungdo ):

TEOREMA DE BOLZANO: Seja f uma fungdo continua em [a,b] com f(a).f(b)<0 entdo a

fungdo f tem pelo menos um zero em [a,b].

EXEMPLO: Seja a fungdo f (x)=x.Inx—3,2. Podemos calcular o valor de f(x) para valores

arbitrarios de x, como mostrado na tabela abaixo ( usando apenas duas casas decimais ):

X 1 2 3 | 4
f(x) [-3,20|-1,810,10 2,36

Pelo Teorema de Bolzano, concluimos que existe pelo menos uma raiz real no intervalo [2, 3] .

Seja f uma fungdo continua em [a,b] com f(a).f(b)<0 e suponha ainda que & seja seu dnico zero

em [a,b] ( mais tarde veremos alguns processos para nao sé localizar zeros de fungdes mas também para

isolar esses zeros ).

METODO ITERATIVO: Um método & dito iterativo ( e ndo interativo!!! ) basicamente quando para
calcularmos uma nova aproximacao, usamos uma aproximacao anterior, obtida por algum método.
Estudaremos trés métodos para determinar alguns zeros reais de funcdes reais, sao eles:

1) Método da bissec¢ao ou dicotomia;

2) Método de Newton-Raphson;

3) Método das aproximacdes sucessivas ou iteracao linear.

RESUMO E ALGUMAS OBSERVACOES

Graficamente, os zeros de uma fungao f{(x) correspondem aos valores de x em que a fun¢ao intercepta o

eixo horizontal do grafico, como mostrado na figura abaixo.

A funcdo g(x) da figura abaixo tem 5 raizes no intervalo [a,b]: xj, X2, X3, X4, X5.

12



al X X X X b! X

As vezes as raizes de uma funcido podem ser encontradas analiticamente, ou seja, resolvendo a equacao

f{x)=0 de maneira exata, como mostrado nos exemplos a seguir:

I-) f(x)=x-3
x=3¢&raizde f(x) pois:
f(3)=3-3=0

2-) g(x) =§x—4

§x—4:0:>§x:4:>x:2:
3 3 8

N | W

x=—¢&araizde g(x) pois:

3-) h(x)=x*-5x+6
x> =5x+6=0
A=25-24=1

5+41
x:

tanto x = 2 quanto x = 3 sa0 solu¢des de /(x) pois :
h(3)=3>-53+6 h(2)=2%-52+6
h(3)=15-15=0 h(2) = 10-10=0



Porém, nem sempre € possivel se encontrar analiticamente a raiz de uma funcio, como nos casos a seguir:

=) f(x)=x"+2x"—x+1
2-) g(x)=senx+e"

3-) h(x)=x+Inx

Nestes casos precisamos de um método numérico para encontrar uma estimativa para a raiz da fungao
estudada, ou seja, um valor tdo aproximado quanto se deseje.
Tais métodos devem envolver as seguintes etapas:
(a) Determinagdo de um intervalo em x que contenha pelo menos uma raiz da fungao f{(x), ou seja,
isolamento das raizes ( quando possivel ),
(b) Calculo da raiz aproximada através de um processo iterativo ( que serd explicado logo a seguir )

até a precisao desejada.

Processos lterativos

Existe um grande nimero de métodos numéricos que sao processos iterativos. Como o préprio
nome ja diz (consulte um diciondrio para verificar o significado de iterativo), esses processos se
caracterizam pela repeticao de uma determinada operacdo. A idéia nesse tipo de processo € repetir um
determinado célculo vdrias vezes obtendo-se a cada repeti¢do ou iteracdo um resultado mais preciso que
aquele obtido na iteragdo anterior. E, a cada iteracao utiliza-se o resultado da itera¢do anterior como
parametro de entrada para o cdlculo seguinte.

Alguns aspectos comuns a qualquer processo iterativo, sao:

v Estimativa inicial: como um processo iterativo se caracteriza pela utiliza¢do do resultado da
iteracd@o anterior para o cdlculo seguinte, a fim de se iniciar um processo iterativo, é preciso que se
tenha uma estimativa inicial do resultado do problema. Essa estimativa pode ser conseguida de

diferentes formas, conforme o problema que se deseja resolver;

v" Convergéncia: a fim de se obter um resultado préximo do resultado real, é preciso que a cada
passo ou iteragdo, o resultado esteja mais proximo daquele esperado, isto €, € preciso que o
método convirja para o resultado real. Essa convergéncia nem sempre € garantida em um
processo numérico. Portanto, € muito importante se estar atento a isso e realizar a verificagdo da

convergéncia do método para um determinado problema antes de tentar resolvé-lo;
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v Critério de Parada: obviamente ndo podemos repetir um processo numérico infinitamente. E
preciso pard-lo em um determinado instante. Para isso, devemos utilizar um certo critério, que vai
depender do problema a ser resolvido e da precisdo que precisamos obter na solugdo. O critério

adotado para parar as iteracdes de um processo numérico é chamado de critério de parada.

Para encontrarmos as raizes ou zeros de uma funcao iremos utilizar métodos numéricos iterativos. Como
ja mencionado, o primeiro passo para se resolver um processo iterativo corresponde a obten¢do de uma
estimativa inicial para o resultado do problema. No caso de zeros de fun¢des, usamos a operacao chamada

de isolamento de raizes:

Isolamento de Raizes

Para determinarmos o niimero e a localiza¢do aproximada de raizes de uma func¢do, a fim de obtermos
uma estimativa inicial a ser usada nos processo iterativos, podemos examinar o comportamento dessa
funcao através de um esboco gréfico.

Por exemplo, seja uma funcao f( x ) tal que:

flx)=g(x)-h(x)

As raizes de f( x ), sdo os valores de x tais que: g(x)—h(x)=0,ouaindag(x)=h(x)

Logo, os valores de x em que o grafico de g( x ) intercepta o grafico de 2( x ) é araiz de f( x ).
Passemos agora ao estudo dos métodos mencionados na pdgina 12, isto é:

1) Método da bissec¢do ou dicotomia;

2) Método de Newton-Raphson;

3) Método das aproximacdes sucessivas ou iteracao linear.
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METODO DA BISSECCAO OU DICOTOMIA

O método da bissecgdo consiste em dividir o intervalo [a,b] ao meio, obtendo assim os intervalos [a, x|

e [x.b], onde x, :a_—;b.

f (%) =0, assim x, = & € a raiz procurada ( fim!)
Vamos analisar o que pode ocorrer: § f(x,) >0 ouf (x,) <0 nestes casos, comparamos com f (a)

ef (b) para podermos aplicar o teorema de Bolzano...

Se, por exemplo, f(a)<0,f(b)>0ef(x)>0, araiz procurada & estiver entre a ¢ x,, repetimos o

processo acima para o intervalo [a, xl], encontrando o ponto x, € assim sucessivamente ... “espremendo”

araiz cada vez mais.

Veja o gréfico abaixo e o exemplo que segue.

A
y
f(b)
f(x1)
a X2 o
1 b »x
f(a)
. , —-a . , b—a ,
Note que o primeiro erro que se comete ¢ menor que ,isto € |x, — a| < , 0 segundo é
b—a b-a . g . . ~ .
|x2 — Ot| < > = T, em geral, na “quebra” do intervalo ( ou seja, na iteracdo ) de ordem 7, o erro é
- ) b—a
menor que , assim |x —Ot| < .
n n 2n
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EXEMPLO: Determine o zero positivo de f (x)= x> -3, com seis iteragdes ( critério de parada ).

RESOLUGCAO: ¢ claro que estamos procurando o valor de NEY

Inicialmente vamos isolar a raiz em um intervalo.

Os métodos cldssicos sdo

i) O método grafico;

No caso em questao, o grafico € bastante conhecido, uma parabola, que intercepta o eixo Ox em dois
pontos simétricas em relacdo a origem. Investigando um pouco concluimos que existe um zero da fungdo

no intervalo [1,2].

ii) Dando valores a x e estudando certas caracteristicas da funcao

( uma delas, por exemplo, a derivada ).

Atribuindo valores a x, teremos:
£(0)=0*-3=-3<0
f(1)=1?-3=-2<0 .Desde que f(1) épositivoe f(2) € negativo, pelo teorema de Bolzano, hd, no
f(2)=2-3=1>0

minimo, um zero de f no intervalo [1,2]. Considerando que f(x)=x>—3= f'(x)=2x e restringindo

o estudo da derivada ao intervalo [1, 2], vemos que a derivada € positiva, isto €, f'>0 entdo, com certeza

ha apenas uma raiz nesse intervalo. Portanto o intervalo inicial que usaremos para aplicar o método da

bissecgdo € [1,2]. Veja a tabela abaixo:

n a, b, X, f(x,) Erro (menor que)
! 1,00000 2,00000 1,50000 -0,75000 0,50000
2 1,50000 2,00000 1,75000 0,06250 0,25000
3 1,50000 1,75000 1,62500 -0,35938 0,12500
4 1,62500 1,75000 1,68750 -0,15234 0,06250
> 1,68750 1,75000 1,71875 -0,04590 0,03125
6 1,71875 1,75000 1,73438 0,00806 0,01563

Concluimos que a melhor estimativa para a raiz é 1,73438.
OBSERVACAO: Alguns critérios de parada sio:

1) Nuimero de iteracdes;

2) |£(x,)

< &, onde € € atolerancia exigida, a depender de cada problema;
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1) Ache o zero da fun¢do f (x)= x’ —9x+3 no intervalo [0,1] , pelo método da bissec¢ao, utilizando

cinco casas decimais e ‘ f (xn )‘ <0,0001 como critério de parada.

2) Encontre o zero da fungdo f(x)= 2x’ —Inx+3, pelo método da bissecgio, utilizando cinco casas

decimais e como critério de parada Erro menor que 0,03125.

3) Determine o zero da funcdo f (x) =x—¢"%, usando x, =0,4, pelo método de Newton-Raphson,

utilizando cinco casas decimais e trés iteragdes como critério de parada

18



METODO DE NEWTON-RAPHSON

Suponha que ocorra a seguinte situacao:
4

Jix.)

(x., f(x.) )

X

[

| -
‘ /n+l k”l
o

) _ S

= X, =X
xn _xn+1 ! ! f '('xn)

De um modo geral:

180 =f'(x,)=

Seja f uma fungdo continua em [a,b] e @ seu Gnico zero em [a,b], suponha que f e C* (isto é

f'e f" sejam continuas ) e ainda, considere que f'#0 em [a,b] . Com o objetivo de determinar uma

L . . . (x,)
aproximagao para a raiz ¢, usamos O processo iterativo: x,,, = x _Sx)

EEVACH

. (Que, ®, nem sempre

converge! ). Veja algumas outras possiveis situacdes abaixo:
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a) Caso em que x, “cai” fora do intervalo [a,b] (aescolha do x, ndo foi legal! Possivelmente x, =b era

uma escolha melhor...)

yt f(x)

v

X
reta tangente
b) Casoem que f'(x,)=0 ( péssima escolha!)
yA
reta tangente
» X
a X0

¢) Caso do “loop” infinito

VA reta tangente 1

X0=X2 ... / X1 =X3 ...

—

reta tangente 2

Portanto, de um modo geral, a depender de x,, o processo pode convergir ou nao!
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Critério enunciado por Barroso, pagina 125:

Se f'e f" sdo ndo nulas e preservarem o sinal em [a,b] (onde hd umaraiz isolada & de f )e x,

( valor inicial ) seja tal que f (x,).f"(%,)>0 entdo o método de Newton converge.
Além disso, temos o Critério de Fourier para o método de Newton-Raphson:

e Se f(a).f"(a)>0=x,=a ( veja os graficos abaixo! )
e Se f(b).f"(b)>0=>x,=b

a &l xd

a A

|L~f~‘" 22 xl )

Outro resultado € o teorema encontrado em Ruggiero e Lopes ( pagina 69 ):

Sejam f(x),f'(x) e f"(x) continuas em um intervalo I que contém a raiz isolada x = de f(x)=0.

Suponhamos que f'()#0. Entdo existe um intervalo J I tal que Vx, € J , a seqiiéncia {x, } gerada

fx

pela formula recursiva x,,, = x, ————"- converge para ¢ .

n 1
()
Prezados alunos, como vimos anteriormente o método grafico pode ser extremamente util para decidirmos

sobre a localizacdo e isolamento da raiz. Também podemos recorrer a ele para a escolha do valor inicial

da iteragdo x,.

EXEMPLO 1.

Determine +/3 pelo método de Newton-Raphson. ( Discutiremos o critério de parada e a estimativa de

erro no préprio exercicio ). Usaremos cinco decimais com o arredondamento tradicional.

RESOLUQAO: Note que achar ~/3 é o mesmo que determinar o zero positivo de f (x)=x"-3,

pois: x = V3= ¥ =3=x>-3=0. Lembre que, no método da bissec¢ao nds fizemos este mesmo
problema, usando 6 iteragdes. O que queremos provar € que usando o método de Newton-Raphson a

convergéncia € muito mais rapida. Podemos usar o método gréfico e também dar valores a x ; de qualquer

sorte, como visto anteriormente, nds sabemos que existe uma tnica raiz no intervalo [1, 2] . Testando as

hipéteses do critério do Barroso:
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f(x)=x>=3; f'(x)=2x; f"(x)=2. Considerando o intervalo [1,2], as derivadas ndo se anulam e
também preservam o sinal ( na verdade ambas sdo sempre positivas ). Devemos agora escolher um x,

conveniente. Pelo critério de Fourier, enunciado acima, tomaremos x, =2 (pois f(2).f"(2)>0).

f'x,)
fx,
N O e RAC -
0 X, =2 1 4 0,25 x =175
x =175 0,0625 3,5 0,01786 x,=1,73214
x, =1,73214 0,00031 3,46428 0,00009 x; =1,73205

Com duas iteragdes tinhamos x, =1,73214 ( melhor que o resultado obtido pelo método da bissec¢do, no

qual fizemos seis iteragdes ... ). Finalmente com trés iteragdes, temos x, =1,73205, assim a raiz pedida é

aproximadamente 1,73205, isto é, o =1,73205.

EXEMPLO 2:

Calcule araizde f(x)=x"+x—6, usando o método de Newton-Raphson, x,= 3 como

estimativa inicial e como critério de parada | f{x,) | < 0,020.

Para encontrar a raiz de f{x) usando o método de Newton-Raphson, devemos ter:

xn+l:¢(‘xn)
onde,
f(x)
ox)=x—=
f(x)
X4+x—6 2-x*+x—-x*—x+6 x*+6
¢(X):.x— 2 = =
-x+1 2-x+1 2-x+1
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Portanto, temos que:
Xn f(xn) ¢(Xn)

3 6 2,1429

2,1429 | 0,7349 2,0039

2,0039 | 0,0195

A estimativa da raiz de f(x) é: x= 2,0039

OBSERVACAO: Alguns critérios de parada para o método de Newton-Raphson séo:

1) Numero de iteracdes;

2) ‘ f(x, )‘ < &£, onde € € atolerancia exigida, a depender de cada problema;

EXERCICIOS

1) Ache o zero da fungdo f (x)=x’—9x+3 no intervalo [0,1], usando x, =0,5, pelo método de

Newton-Raphson, utilizando cinco casas decimais e ‘ f (xn )‘ <0,0001 como critério de parada.

2) Encontre o zero da fungdo f(x)= 2x —Inx+3, usando x, =2, pelo método de Newton-Raphson,

utilizando cinco casas decimais e ‘ f(x, )‘ <0,0001 como critério de parada.

3) Determine o zero da funcdo f (x) =x—¢"%, usando x, =0,4, pelo método de Newton-Raphson,

utilizando cinco casas decimais e quatro iteracdes como critério de parada
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METODO DAS APROXIMACOES SUCESSIVAS (OU ITERACAO LINEAR)

Seja f uma fungdo continua em [a,b] e @ seu tnico zero em [a,b].
Por um artificio sempre podemos transformar f (x)=0 em x=¢(x) ( basta considerar, por exemplo,

x+ f(x)=@(x) ouainda, x— f (x)=¢(x). Note, portanto, que ¢(x) ndo ¢ dnica...).

EXEMPLO: Encontre algumas fungdes de iteragdo a partir de  f (x)= X +Inx—x+1.

f(x)=x>+Inx—x+1 fazendo f (x) = 0, temos:
a) x> +Inx—x+1=0-.x=x"+lnx+1

L@ (x)=x"+Inx+1

x> +Inx—x+1=0

_2_
Inx=x—x*—1..x=e""

(x—x2 -1)

s (x)=e

) x*+Inx—x+1=0

x.x=x—lnx—1.'.x=m
X
x—Inx-1
SO (x)=——
ou ainda

d) x* +Inx—x+1=0 ( somando e subtraindo cosx )
X +Inx—x+1+cosx—cosx=0..cosx=cosx—x> —In(x)+x—1
. x =arccos(cos x —x” —In(x) + x—1)

. @,(x)=arccos(cos x — x> —In(x)+x—1)

Considerando x, uma primeira aproximagio de &, calcula-se @(x,).Faz-se x, =¢(x,); x, =@(x,);
x, =@(x,), e assim sucessivamente, isto ¢, x,,, =¢(x,),n=0,1,2,.... Se a seqiiéncia convergir temos

entdo lim x, = .

n—>+oo

OBSERVACAO: ¢(x) é dita uma fungdo de iteragio de f(x)=0.

Vejamos um importante teorema ( condi¢ao suficiente ):
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TEOREMA DA CONVERGENCIA ( Ruggiero e Lopes, pagina 58 ): Seja &€ [ uma raiz isolada de

f(x)=0,onde I éum intervalo centrado em ¢ . Considere @(x) uma fungdo de iteragdo de f (x)=0
(isto é, p(a)=a,onde @ também € definidaem I ), com ¢(x) derivével. Se ‘go'(x)‘SM <1 para

todos os pontos em [ € x, < I, entdo os valores em x,,, = (p(xn), n=0,1,2,... convergem para & .

DEMONSTRACAO:

PRIMEIRA PARTE: Provaremos que, se x,_ € I entdo x, € I, Vke [~ (isto garante a aplicagdo do

processo iterativo x,,, = ¢(x,),n=0,1,2,... ).
f(a)=0e a=¢(a)esejax, =¢(x,_,) (ocaso x, , =« é trivial! ), subtraindo membro a membro:
x, —a=¢(x,_)-@(a), desde que, por hipétese @ € derivdvel, podemos aplicar o teorema do valor
médio no intervalo [x,_, @] (ou possivelmente em [, x,_, |, vamos supor, para fixar idéias [x,_, @] ).
Deste modo, 3¢, € [x,_,, ] tal que ¢(x,_,)—@(a)=¢'(c,).(x,_, — ), ou seja:
x,—a=9¢'(c,).(x,_, —&), como ‘ @'(x) ‘ <M <1,Vxe I, podemos escrever:

lx, —o] <M |x_ —a|<|x_ -«

, logo x, estd mais proximo de & que x,_,,istoé, x, € I .
Concluimos que, dado um ponto x, € I, o proximo x, = @(x,)€ I e assim sucessivamente...

SEGUNDA PARTE: Provaremos que a seqiiéncia x,,, = (p(xn), n=0,1,2,... converge para &, ou seja,

limx, =« .
k—>+o0

|x1—af|SM.|x0—0{|
|x2 —a'|SM.|x1—a'|SM2.|xO—a'|

|x3 —a| SM.|)C2 —a| SM3.|)C0 —a|

|xk —a| SM.|xk_l —a| SM".|)C0 —a|

Passando ao limite:

, desde que lim M* pois 0< M <1, temos:

k—>+o0

0< lim |x, —@|< lim | M* |x, -«
—

k—>+oo k—>+oo

constante

lim |xk—0{|=0:>

k—>+o0

lim (xk—a)‘=0:> lim (x, —)=0= lim x, =cr.

k—>+oo k—>+oo k—>+oo
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Como vimos acima, a funcao de iteracdo ¢ ndo € tnica. O nosso foco serd encontrar uma funcdo de
iterac@o que satisfaca as hipdteses do teorema acima. Vamos praticar...

Seja calcular a raiz positiva de f (x)= x> —x—2 (éclaro que jd sabemos que x'=2ex"=-1).
Primeiramente, vamos listar algumas possibilidades para ¢(x) ( fungdo de iteragdo ):

a) X’ —x—2=0.,.x=x"-2,ist0, ¢ (x)=x"-2;

¢71(X)
+2 2 ) 2
b) ¥ —x=2=0 2" =x4+2. . xx=x+2..x= Y2 o x=1+2, 0u seja, @, (x)=1+=, parax#0;
X x X
¢7z(x) ¢72(X)
(x)=x+2

) X —x-2=0 X" =x+2 . x=FJx+2 . #

para x = =2
@, (x)=—Vx+2
Sem testar as hipSteses do teorema acima, vamos trabalhar com ¢, (x)=x"—2 e @, (x)=+x+2 coma

intencdo de observar a convergéncia na vizinhanca de x =2 ( que nds ja sabemos ser a raiz positiva de

f(x)= x> —x—2 ). Escolheremos como vizinhanca o intervalo [1, 3] € como aproximacao inicial

X, =2,5.

(i) Para ¢, (x)=x>—2, temos o processo iterativo x,,, =¢,(x,)=x,>—-2:

n X, o (x,)=x>-2 X1

0 X, =2,5 @ (x)=x"-2=2,5-2=4,25 x =4,25

1 x, =4,25 @ (x)=x>-2=4,25-2=16,0625 x, =16,0625
2 x, =16,0625 | ¢ (x,)=x,"-2=16,0625"-2=256,00391 | x,=256,00391

Observando a quarta coluna podemos observar que a seqiiéncia x,, x,,x,,... ndo € convergente. Pode
pintar uma duvida em sua mente... serd que se o x, fosse tomado mais perto de x =2, a fungdo de

iterac@o convergiria? Bom,como primeiro passo, aconselhamos que vocé€ experimente comecar com

x, =2,01 e, apds algumas iteragdes, voc€ constatard que ndo haverd convergéncia. Tente de novo, agora
para x, =1,99 e verifique a divergéncia. Agora concluamos juntos que o “defeito”, no caso em estudo,

ndo estd em x, mas possivelmente na escolha da fungdo de iteragdo ¢, (x). Vamos entdo, considerar a

préxima fungdo de iteragdo @, (x)=~/x+2.
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(ii ) Para @, (x)=+/x+2, temos 0 processo iterativo x,,, =@, (x,)=4/x, +2:

n

n X, %= (x,) = x, +2 Ko

0 X =25 0, (x,) =[x +2 =2,5+2 = /4,5 =2,12132 x, =2,12132
1 x, =2,12132 @, (x,)=4/2,12132+2 =/4,12132 =2,03010 x, =2,03010
2 x, =2,03010 @, (%) =1/2,03010+2 =/4,0310 = 2,00751 X, =2,00751

Observando a quarta coluna podemos observar que a seqiiéncia x,, x,,x,,... € convergente. Portanto,
considerando trés iteracdes, temos & = 2,00751.
Ufa! Conseguimos! Agora, gostaria de chamar sua atengo para o fato de que a fungdo @, (x)=~/x+2

satisfaz as hipoteses do teorema da convergéncia da pagina 25 (isto é, a convergéncia era esperada... )

<lem [1,3].

pois @', (x) = L 1
2Jx+2 243

OBSERVACAO: Se desejassemos calcular a raiz negativa de f (x)= x” —x—2 afuncio de iteracio

seria @, (x)=—Vx+2 (Porqué ?).

OBSERVACAO: O Método de Newton-Raphson é um caso particular do método de iteragio linear.
O método de iteracdo linear consiste em estimar a raiz de uma funcao f{x) usando o processo iterativo:

x,., = @(x,) . Podemos escrever uma forma geral para a fun¢do de itera¢do:

@(x) =x+ A(x).f(x) pois para x igual a raiz de f{x), tem-se f{x)=0, ou seja x=¢(x) para qualquer A(x)=0.
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EXERCICIO RESOLVIDO: Encontre uma estimativa para a raiz negativa de f (x)= x” —¢* usando

o método da iteracao linear.
Vamos iniciar a solu¢do encontrando uma boa estimativa inicial para o valor da raiz de f{x). Para isso,
vamos usar o método grafico para o isolamento de raizes. Escrevendo:

fix) = g(x) — h(x) = g(x) = x> € h(x) = ¢* temos:

XX —
exp(x) — 1

A partir do esbogo gréafico acima, conclui-se que a raiz negativa encontra-se no intervalo [—1,0].

Devemos agora escolher uma funcdo de iteracdo ¢(x). Para isso, escrevemos:
F(X)=0 x> —e" =0 . x=2\e"
p(x)=+e"

Ou seja, podemos ter como fungdo iteracdo, os dois casos abaixo:
X
P(x)=—e

Usando @(x)= —\/e—)‘(pois desejamos o zero negativo!) e x, =—1, temos:

Xo=—1 = o¢x) = o) = —e'= -0,606

X, =-0,606 — @(x) = @(—0,606) = —~eP = _0 738
X, =-0,738 = @(x,) = 9(-0,738) = —e 7 = 0,691
X, =-0,691 — @(x) = @(-0,691) = —[e P = _0,707
X, =-0,707
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Verifique se as hipéteses do teorema da convergéncia, da pagina 25 sdo satisfeitas, isto é:

TEOREMA DA CONVERGENCIA ( Ruggiero e Lopes, pagina 58 ): Seja e I uma raiz isolada de

f(x)=0,o0nde I ¢éum intervalo centrado em ¢ . Considere @(x) uma fungdo de iteracio de f (x)=0
(isto é, p(a)=a,onde @ também ¢ definidaem I ), com ¢(x) derivével. Se ‘(o'(x) ‘ <M <1 para

todos os pontos em [ e x, < I, entdo os valores em x,,, = (p(xn), n=0,1,2,... convergem para « .

OBSERVACAO: Substituindo os valores de x; em f{x) para cada iteragdo k, vemos que a cada etapa nos
aproximamos mais da raiz de f{x), pois o valor dessa fun¢do fica mais préximo de zero a cada iteragao,

como mostrado na tabela abaixo:

X f(x)=x*=-e"
-1 0,632
-0,606 -0,178
-0,738 0,067
-0,691 -0,024
-0,707 0,007
PRATIQUE

1) Determine a raiz de f (x)=x"—senx no intervalo [0,5;1], até a quarta iteragdo ( x, =0,9 ).
2) Seja f(x)=x"—x-1
a) Determine um intervalo de f contendo um zero positivo.

b) Ache algumas funcdes de iteragao.

¢) Use uma delas ( que convirja, € claro! ) e, com trés iteracdes, determine uma aproximagao para a raiz

que se situa no intervalo obtido no item a).
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LISTA DE EXERCICIOS

1. Quais sdo as 3 causas mais importantes de erros numéricos em operacoes realizadas em computadores

e calculadoras?
2. Cite as caracteristicas bdasicas de todo processo iterativo.

3. O que é um zero ou raiz de fun¢ao?

4. Como voceé poderia usar o método da bissec¢@o para estimar o valor de \J7 ? Estime esse valor com

uma precisao de (ou erro menor que) 0,1.

5. Dada a fungdo f(x)=senx—x’+4:

(a) Determine o intervalo em x que contém pelo menos uma raiz de f{x) (graficamente ou
aritmeticamente usando o Teorema de Bolzano);

(b) Partindo-se desse intervalo, utilize o método da bissec¢@o para determinar o valor dessa raiz apds
4 iteragoes.

(¢) Qual € o erro no seu resultado final?

6. Dada a fungdo f (x)=¢™ + x> —2:

(a) Determine graficamente o intervalo em x que contém pelo menos uma raiz de f{x);
(b) Faca a mesma estimativa, mas desta vez aritmeticamente usando o Teorema de Bolzano;
(c) Partindo-se desse intervalo, utilize o método da bissec¢do para determinar o valor dessa raiz com

uma precisao de 0,05.

7. O que significa a convergéncia de um método iterativo? Que condi¢des garantem a convergéncia no
método da iteracdo linear? O que fazer caso seja constatado que o método da iteracdo linear nao ird

convergir para um dado problema?

8. Dada a fungdo f (x)=Inx— x” +4, mostre 3 formas para a funcio ¢(x) que poderiam ser usadas para se

estimar a raiz de f{x).

9. Mostre que as seguintes fungdes de iteracio satisfazem as condigdes (i) e (ii) do teorema de

convergéncia:
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o1

(a) ¢(X):3+§
COS X
(b) ¢(x)= 5
_exp(x/2) ™2
© o(x)= S

@ ¢(x)=(x+D"

Estime as raizes positivas das seguintes funcdes pelo método de iteracao linear, usando o critério de

parada como sendo de quatro iteracdes ( Use as fungdes de iteracio do exercicio anterior ).

() f(x)=x"-9x+3
(b) f(x)=2x—cosx
© f(x)=e'—4x’
@) fx)=x"-x-1
10.  Seja a seguinte funcio: f (x)=%—x2+l

Use o método de Newton-Raphson para encontrar uma estimativa da raiz de f(x) tal que |f(x)l < 10,

Partade x, =1.

11.  Sejaafungio f(x)=e"—4x.

(a) Encontre o intervalo que deva possuir pelo menos uma raiz de f{x).
(b) Usando ¢(x)= %e"/z , estime a raiz de f{x) com | x, - x,.;1 < 0,001.

(c) Fagca a mesma estimativa usando o método de Newton-Raphson. Qual dos dois métodos converge
mais rapidamente?
(d) Um outro critério de parada que poderia ser usado corresponde a verificagao se o valor de f{x) estd
préximo de zero. Qual resultado para a raiz de f{x) se obteria caso se usasse como critério de parada a

condic¢do If{x)l < 0,001?

12. Seja: f(x)=x"—3x+1

(a) Mostre que f{x) possui uma raiz em [0,1].
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x
(b) Mostre que o(x) = 3 € uma possivel fun¢do de iteragdo obtida a partir de f{x).
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(c) Verifique se (Xx) satisfaz as condi¢es (1) e (i) do Teorema de Convergéncia.

(d) Encontre uma estimativa para a raiz de f{x) através do método da iteracdo linear e usando a funcao
((x) do item (c), tal que |f{x)! < 0,0070.

(e) Faca a mesma estimativa, mas desta vez ao invés de utilizar a fun¢do ¢Xx) do item (c), utilize o

método de Newton-Raphson.
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SISTEMAS LINEARES

INTRODUCAO

As equacdes ndo existem por si, ou seja, nao sao invencdes abstratas da Matematica. Muito pelo contrério,

decorrem de situagdes concretas de nosso quotidiano. Veja os seguintes exemplos e suas respectivas
representacdes na linguagem matematica:

a) A diferenca entre as idades de Magno ( x ) e Marcos (y ) é de 4 anos: x-y=4

b) Numa fabrica trabalham 532 pessoas entre homens ( x ) e mulheres ( y ). O nimero de homens € o
triplo do nimero de mulheres: x+y = 532 e x = 3y

Os exemplos citados representam equacoes lineares e, ao conjunto destas, chamamos de Sistemas
Lineares.

A resolucgdo de sistemas lineares € um problema que surge em diversas dreas do conhecimento e ocorre,

na pratica, com muita freqii€ncia. Por exemplo: calculo de estruturas na Constru¢do Civil, calculo do
ponto de equilibrio de mercado na Economia e dimensionamento de redes elétricas.

EQUACAO LINEAR

Entende-se por equagdo linear toda expressao da forma |ax;, + a,x, + asx; + ... + a,x, = b|onde:

X s X, X3, ... , X, SA0 1ncognitas ou termos desconhecidos € q,, a,, a5, ... , a, S30 nUMeros reais

chamados coeficientes e » € um ndmero real chamado termo independente ou seja, em cada termo da
equagdo linear aparece uma unica incégnita e seu expoente € sempre igual a 1

a) 2x;+x,=12 ou 2x+y=12
EXEMPLOS: ) x,+2x,-3x=15 ou x+2y-3z=15

c) 3x,—4x, +x;=5x,=10 ou 3x—4y+z-5w=10

SOLUCAO DE UMA EQUACAO LINEAR

Uma solucdo de uma equacdo linear é uma seqiiéncia de nimeros reais |(k, , k, , k5 , ..., k,)|, tal que,

substituindo-se respectivamente as incdgnitas da equacao pelos nimeros reais kj, ... , k,, na ordem em que

se apresentam, verifica-se a igualdade, ou seja,

aky + ayky, + azks + ... + ak, = b
EXEMPLOS: a) Uma solucdo da equacdo 2x+4y=22 éopar (5,3)

b) Uma solucdo da equagdo 3x+2y-5z=32 éaterna (2,3,—-4)

¢) Uma solugdo da equacdo x+2y-4z+w=3 éaquadra (3,2,1,0)
OBSERVACOES IMPORTANTES

1. Se 4, =a, =a; = .. =a, =b =0 entao qualquer énupla (%, , k, , k; , ..., k,) € soluclo.

2. Se q 0 e b # 0 entao a equacao nao admite solucao.

a2:a3:...:a
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SISTEMAS LINEARES

Chama-se SISTEMA LINEAR o conjunto de duas ou mais equacdes lineares.

-y=4 +2y—z=0
EXEMPLOS: o | ° py {TT77F
3x+y=2 2x—y+z=1
x+y—2z=0 x—y=2
c) 2x—y+z=3 d) {3x+2y=1
Tx—2y—2z=9 8x+2y=06

Genericamente, um sistema linear S de m equacdes e n incognitas é escrito:

a, X, +a,x, +a,x;+..+a, x, =b
Ay X, +ayX, + 0y X, +...+a, x, =b,

S =3 ayx; +a,x, +ax; +...+a,,x, =b,

a,x+a,x,+a, x,+..+a, x =b,

n
Abreviadamente, o sistema linear é representado por: S :Zal.,. X o= b, i=1,2,3 .., m

[
=1

SOLUCAO DE UM SISTEMA LINEAR

Dizemos que a énupla (k,, k, , k5 , ..., k,) € solu¢do de um sistema linear se verificar, simultaneamente,
todas as equagdes do sistema

EXEMPLOS: a) opar (5,1) é solugdo do sistema {?H:y: 113
x— 5y =
x+2y+3z=1
b) oterno (1,3,—2) é solugdo do sistema {4x—y—z=3
xX+y—z=6

MATRIZES ASSOCIADAS A UM SISTEMA LINEAR

De um modo geral, qualquer sistema linear pode ser escrito na forma matricial: A . X = B.

app ap 43 ... 4y, X1 by ]
ayp Ay da3 aop X2 b,

onde A=|ay a3 as as, , X=|x e B=|b sdo, respectivamente, matriz dos
Apr Ay Q3 A i _'xn i _bmj

coeficientes ( incompleta ), matriz das incdgnitas ( solu¢do ) e matriz dos termos independentes.
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Pode-se associar, também, a um sistema linear uma matriz denominada matriz completa ( ou matriz
ampliada ) que é:

ay  ap  ay ... ay, b
Ay Qpp Ay ay, by
M=|a3 azn ay as, by
|Gl Gup Q3 TC—
2x+y+2z=8
EXEMPLO: Representar matricialmente o sistema {3x—y=7
4x+3y+T7z=2
1 1 X 8
A.X =B = |3 -1 0f.|y| = |7
3 7 z 2

OBSERVACAO: Ha varios métodos para a resolucio de sistemas
lineares, alguns deles exigem uma maior quantidade de operacoes
que outros, isto é, ha um esforco computacional maior. Pesquisem
sobre esse assunto ( esforco computacional ) no livro do professor
Barroso.

METODOS DIRETOS ( NAO ITERATIVOS )

1) METODO DA ELIMINACAO DE GAUSS

Através das operacgdes elementares que vocés aprenderam em Algebra Linear o nosso objetivo serda
transformar a matriz dos coeficientes do sistema ( * ) abaixo, A = (alj) , com solucgdo unica e tal que
nxn

a; #0,Vi=1,...,n numa matriz triangular superior ( isto €, onde todos os elementos abaixo da diagonal

principal da matriz dos coeficientes sdo zero ) matematicamente K = (ku) sonde k; =0sei>j,

nxn

veja o esquema abaixo:
a,x,+a,x,+---+a,x, =b, kyx, +k,x, +--+k, x, =w

1n""n
(*) Ay X, +ayx, +--+a, x, =b, . kyx,+-+k,x =w,

a,x,+a,x,+-+a x =b k, x =w

n

OPERACOES ELEMENTARES SOBRE LINHAS DE UMA MATRIZ

1) Permutar duas linhas entre si.

2 1 2 1 2 1 2 1
EXEMPLO 1: A=|4 5|—7—>B=|0 2| ou,simplesmente A=|4 5|—="25B=0 2
0 2 45 0 2 45
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2) Multiplicar uma linha por uma constante real k£ #0 ( de um modo geral a constante £ € um numero
complexo, mas no nosso curso trabalharemos apenas com nimeros reais ).

0 1 0 1
2

EXEMPLO 2: C=|3 4 |— =" yp=| 3 4

5 21 ~10/3 14

3) Somar a uma linha de uma matriz A uma outra linha de A multiplicada por uma constante.

2 1 0 4 2 1 0 4
EXEMPLO 3: E=|7 -3 7 1|—bb@L sp_|7 3 7 |
2 0 1 3 2 2 1 -5

DAREMOS UM EXEMPLO DO METODO DA ELIMINACAO DE GAUSS:

2x, —3x, +x;, =2
Seja resolver o sistema: < 5x, —4x, —2x, =12
—x, +4x, +4x, =-10

Primeiro passo: Escrevemos a matriz ampliada A :

2 3 1 =2
A=|5 -4 -2 12 |.Nosso objetivo inicial € tornar nulos os elementos 5 e —1 que estao situados
-1 4 4 -10

abaixo do primeiro elemento da diagonal principal ( o nimero 2 ). Para tanto usaremos a férmula geral:

a.. a..
L'l. = Li —i.LJ., onde os elementos —~ sdo chamados multiplicadores m, e os elementos a; da
a .. a ..
J J

diagonal principal, considerando a matriz dos coeficientes, sdo chamados de pivos observe:

2 3 1 -2 5 2 3 1 -2

A=|5 -4 2 12 % 0 35 -45 17
L= 2

1 4 4 -10 0 25 45 -I1

2

OBSERVACAO: O niimero 2 é o pivd. O niimero % ¢ o multiplicador m,, e o nimero —% éo

multiplicador m, .

Segundo passo: Continuando o processo, nosso objetivo agora é tornar nulo o elemento 2,5 que esta
situado abaixo do segundo elemento da diagonal principal ( o nimero 3,5, que € o novo pivo ).

. 2,5 .
Note que o novo multiplicador € m,, = 35" Assim:

b

2 3 1 -2 T2 31 2
3=Li——L

0 35 —4,5 17 |——|0 3,5 -4,5 17

0 2,5 45 -11 0 0 17,7144 -23,1431
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Fazendo a substituicao retroativa ou retro-substituicao ( do fim para o comeco ):

7,7144.x, =-23,1431= x, =-3;
3,5.x,-4,5.(-3)=17=x, =1;
2.x,-3.14+(-3)=—2= x, =2. Portanto a solugdo é: S ={(2,1,-3)}

RESOLVA OS SISTEMAS ABAIXO:

2x,+3x,+3x,=9
a) {x +x,+2x,=2 RESPOSTA: S ={(-3,5,0)}
4x, +3x,—2x, =3

10x, +2x, + x, =7
b) {x,+5x, +x,=-8 RESPOSTA: S ={(1,-2.1)}
2x, +3x, +10x, =6

X +2x,+x,=9
c) 42x,+x,—x =3 RESPOSTA: S={(1,3,2)}

3x,—x,—2x,=—4

—x, +2x,—x,=3

d) <2x+x,+3x,=5 RESPOSTA: §= —E,§,§
~ 15153

X, +3x,+5x;, =13
2x+y+z=7

e) Jx—y+z=2 RESPOSTA: S ={(1,2,3)}
Sx=3y+z=2
—4—+—=1
X

f) 2+§+§:0 RESPOSTA: § = (lli)
Xy z 11’278
12,10 5
X y z
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2) METODO DA DECOMPOSICAO LU

Considere o sistema linear A.X = B, na forma matricial. Em vérias situacoes € desejavel resolver sistemas
lineares onde a matriz dos coeficientes € a mesma. Ha uma estratégia para resolver esse tipo de problema,

para tanto decompde-se a matriz dos coeficientes A da seguinte forma A=L.U , onde L= (lu) ¢ uma
nxn
. . . N “, s - N 4 llj = O’i < j L . . . ~
matriz triangular inferior unitéria, isto € L = (alémdisso [; =—m,,i> j em que 0s m, sdo

os multiplicadores mencionados quando trabalhamos com o método da eliminagao de Gauss ), e
U= (ul.j) § ¢ a mesma matriz triangular superior obtida a partir do método da eliminacao de Gauss.
Finalmente, podemos, em geral, escrever: A.X =B = (LU).X =L.(U.X)=B ( pela associatividade da

multiplicacdo de matrizes ), denominando o produto entre paréntesis U.X =Y , teremos o sistema:

{U.X =Y (1)

y

LY =B (2), como a matriz L= (l) . ea matriz B sdo conhecidas, come¢amos resolvendo (2) .

VEJA UM EXEMPLO:

2x, —3x, +x, =2
5x,—4x,—-2x,=12 ( ATENCAO: mesmo sistema resolvido pelo método da eliminacio de Gauss ).
—x, +4x, +4x, =-10

Usando a decomposi¢do A= L.U em relacdo a matriz dos coeficientes, temos:

2 3 1 1 0 0y(2 3 1
A= 5 -4 -2|=| 25 1 0.0 35 -45
-1 4 4 -0,5 0,7143 1)\0 0 17,7144

Ap6s decompor a matriz dos coeficientes A, vamos agora resolver o sistema linear A.X =B,
substituindo:

1 0 0)(2 3 1 X, -2
2,5 1 0.0 35 45 [||x|=| 12 |=
-0,5 0,7143 1){0 0 7,7144 X, -10
, logo:
1 0 0y)(2 -3 1 X, -2
2,5 1 01110 35 45 [|x ||=| 12
-0,5 0,7143 1)[{0 0 7,7144)\ x, -10
N
matrizY—[ )’2]
3 _
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1 0 0)(y -2
2,5 1 0.y, |=| 12 |, resolvendo ( “de cima para baixo” ):
-0,5 0,7143 1)\ y, —-10

»=-2 —2
S+y,=12=y,=17 , deste modo, a matriz Y = 17 ,
1+12,143+y, =-10= y, =-23,1431 —23,1431

2 =3 1 X, -2
Portanto: [0 3,5 -4,5 || x, |= 17 , resolvendo ( “de baixo para cima” ):

0 0 7,7144 ) \ x, —23,1431
x=-3, x,=1, x=2
Cuja resposta, como ja sabemos é: S ={(2,1,-3)}

EXERCICIOS: ( RESOLVA PELA DECOMPOSICAO LU )

1 =3 20[x] [11
a2 8 —1||x, [=[-I5
4 -6 5 ||x| |29

1 -3 2 1 0 0|1 -3 2
Usando a decomposi¢do A=LU temos: A=|-2 8 -—-1|=/-2 1 0|0 2 3
4 -6 5 4 3 1[|0 0 -12

Resolvendo, teremos: S ={(2,-1,3)}

10x, +5x, —x; +x, =2
2x, +10x, = 2x;, —x, =26 '

b) . Pela decomposi¢do A= LU temos
—x; —2x, +10x; +2x, =20

x,+3x, +2x; +10x, =-25

1 0 0 0 10 5 -1 1
0,2 1 0 0 0O 9 -1,8 -1,2
= e U= . Resolva vocé mesmo...
-0,1 -0,167 1 0 0 0 9,599 1,9
0,1 0,278 0,271 1 0 0 0 9,719
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3) METODO DA DECOMPOSICAO DE CHOLESKY

Seja A= (ail.) , uma matriz simétrica ( isto €, a; =a;, Vi, j ) dizemos que A € definida positiva se es
e nxn

Ji?

somente se V.AV' >0,VV_ #0.

Ixn

EXEMPLO
2 -1 0
A matriz simétrica A=| -1 2 -1/, é definida positiva, pois:
0O -1 2
2 -1 0)(vy
voov, w)l =1 2 —1|lv, (=202 =20, 420 = 2v v+ 20 = (v = v, ) v+ (v, —v 2+vz>0,
1 2 3 2 1 1°72 2 273 3 1 2 1 2 3 3
0 -1 2)\v

amenos que v, =v, =Vv;.
Esta verificacdo nem sempre é simples. Em sala explicaremos um modo mais facil.

TEOREMA ( CHOLESKY ): Se A= (a[j) > uma matriz simétrica e definida positiva, entdo existe

uma tnica matriz triangular inferior L com elementos diagonais positivos, tais que A=L.L .

Mostraremos um caso particular do teorema considerando uma matriz A = (aij )4 , » Supostamente
X

simétrica e definida positiva:

A= , Admita que:

Ly 0 0 0 L L I Gy Gy Ay

L, 1 0 01|10 L, L, I a, a, a, a

o . 2RI A= T2 TR TR faremos agora a multiplicacdo de
Ly L, L; O 0 0 Iy I a3 Gy Gy Qg

Ly Ly Ly 1L,){0 0 0 I, Ay Ay Qg3 Ay

matrizes e igualaremos os resultados, na seguinte ordem:

para os elementos da diagonal principal, come¢ando com o a,, , assim:

3
12 2 2 2 _ 2 2 2 o — 2
a, =1, "+, +1.,"+1, :>l44—\/a44—(l41 +1," +1, ),quepode ser escrita: [, =, |a,, — E L, .
k=1

Generalizando para todos os elementos da diagonal principal, temos:
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Para os elementos que nao pertencem a diagonal:

METODOS ITERATIVOS

Considere o sistema ( * ) abaixo, de ordem n, isto € nXn, com solugdo tinica e onde os elementos da

ay X, +a,x, +---+a,x, =b

. . - - . Ay X, + A Xy +-2+ay, X, = b,
diagonal principal sdo todos ndo nulos ( a,; #0,Vi=1,...,n ). (¥)] . . . .

a,x, +a,x,+--+a,x =b

n

1) METODO DE GAUSS - JACOBI

Para implementarmos o método de Gauss-Seidel, devemos partir de uma aproximacao inicial ( qualquer )
0 = (xl(o),xz(o),...,xn(o)) ( usualmente a aproximagdo inicial é a nula x\ = (0,0,...,0) ) e, utilizamos a

cada nova iteracdo o resultado da iteracdo imediatamente anterior. Matematicamente:
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1
1(k+l) = (b1 —a,-x," ~a, 'xs(k)
ay,
sy 1 k (k)
> T (bz_az1'x1 Tyt X
ay
1
'xn(k+1) = (bn - anl ’ 'xl(k) - anZ ’ 'xZ(k)
am’l

a, xn(k) )
ayy, xn(k) )

Ty xn—1(k) )

VEJA OS EXEMPLOS QUE SEGUEM ABAIXO.

EXEMPLO 1:
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10x, +2x, +x, =7
X, +5x, +x;=—8 = Inicialmente "tiramos" o valor de x,, x, ¢ x;,do seguinte modo:

2x, +3x,+10x;, =6

xl(l) =0,7; xz(l) =-1,6; x3(l) =0,6
Fazendo agora k=1, obteremos: xl(z) =0,9600; xz(z) =-1,8600; x3(2) =0,9400

Podemos continuar o processo indefinidamente, uma tabela feita no Excel ( tente construi-la! ), nos da:

Resolucao por Gauss-Jacobi

0,0000 0,0000 0,0000
0,7000 -1,6000 0,6000
0,9600 -1,8600 0,9400
0,9780 -1,9800 0,9660
0,9994 -1,0888 0,9984
0,9979 -1,9996 0,9968

Desse modo, com cinco iteragdes ( pois a solu¢do nula ndo conta, foi um “chute inicial” e ndo uma
iteragdo ), temos a solugdo (1,—2,1) ( substitua no sistema e verifique que, realmente esta € a solugdo
procurada! )

EXEMPLO 2:

T-2x,—
X = Xy T X
10
—8—x, —x L . . .
X, = # , que d4 origem ao seguinte processo iterativo:
6—2x -3
X, = X 7%
10
by _T=25% =
! 10
—8—x® —x,® . o
2("“) = x15 %5 substituindo, a principio, k=0, temos
(o _ 6=2x" 32,0
’ 10
n _ 7— 2X2(0) —)C3(0)
X =
10
) 8" —x,0 e : s s (0) (0) . (0) (0
x, = 15 2, utilizando como aproximagdo inicial x' = (x1 S Xy X )= (0,0,0), temos:
) 6—2x1(0) —3x2(0)
X, =
10
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20x, +x, +x; +2x, =33

x, +10x, +2x, +4x, =38,4
X, +2x, +10x; +x, = 43,5
2x, +4x, +x,+20x, = 45,6

Comecgando com a solucdo nula (0, 0, 0,0) e usando o Excel:

Resolucao por Gauss-Jacobi

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
1,6500 3,8400 4,3500 2,2800
1,0125 1,8930 3,1890 1,1295
1,2830 2,6492 3,7572 1,6407
1,1656 2,3040 3,5278 1,4340
1,2150 2,4443 3,6292 1,5263
1,1937 2,3822 3,5870 1,4882
1,2027 2,4080 3,6054 1,5048
1,1988 2,3967 3,5977 1,4979
1,2005 2,4014 3,6010 1,5009
1,1998 2,3994 3,5996 1,4996
1,2001 2,4003 3,6002 1,5002
1,2000 2,3999 3,5999 1,4999
1,2000 2,4000 3,6000 1,5000

Portanto a soluc¢do, ( como tudo indica! ) é a quadrupla (1, 2;2,4;3, 6;1,5) .

2) METODO DE GAUSS - SEIDEL

Para implementarmos o método de Gauss-Seidel, devemos partir de uma aproximacao inicial ( qualquer )
0 = (xl(o),xz(o),...,xn(o)) ( usualmente a aproximagdo inicial é a nula x\ = (0,0,...,0) ) e, utilizamos a

cada nova iteracdo o resultado da iteracdo imediatamente anterior. Matematicamente:

1
1(k+l) = (b1 —ap X ‘ —ap30 X g a, xn(k))
a
1
2(k+1) = (bz —ay 'xl(kH) Ty 'xs(k ay, xn( ))
ay
1
n(k+l) = (bn _anl ’ 'xl(k+1) _anZ ’ x2(k+1) - _an n-1" n—l(k+l))
a
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VEJA OS EXEMPLOS QUE SEGUEM ABAIXO.

EXEMPLO 1:

10x, +2x, + x, =7
X, +5x, +x;,=—8 = Inicialmente "tiramos" o valor de x,, x, ¢ x;,do seguinte modo:
2x,+3x,+10x;, =6

7—-2x,—
x = X7 X
10
—8—x,—x L . . .
X, = # , que d4 origem ao seguinte processo iterativo:
6—-2x, -3
X, = X 7%
10
(ks1) _ 7— 2x2(k) _ x3(k)
: 10
g )
2( ) = L s 2 , substituindo, a principio, k=0, temos
oy _ 62 _ 3 (64
’ 10
n _ 7— 2X2(0) —)C3(0)
X =
10
) —8—x" —x,” o : s o1 (0) (0) . (0) (0
5 = 15 3 utilizando como aproximagcio inicial x'* = (xl XX, )= (0,0,0), temos:
(1) 6—2x1(1) —3x2(1)
X, =
10

=07 6" =-1,74; x" =0,982
Fazendo agora k=1, obteremos: xl(z) =0,9498; xz(z) =-1,9864; x3(2) =1,0059

Podemos continuar o processo indefinidamente, uma tabela feita no Excel ( tente construi-la! ), nos da:



Resolucao por Gauss-Seidel

0,0000
0,7000
0,9498
0,9967
1,0000
1,0000

0,0000
-1,7400
-1,9864
-2,0005
-2,0002
-2,0000

0,0000
0,9820
1,0059
1,0008
1,0000
1,0000

Desse modo, com cinco iteracdes ( pois a solu¢@o nula ndo conta, foi um “chute inicial” e ndo uma

iteragdo ), temos a solugdo (1,—-2,1) (substitua no sistema e verifique que, realmente esta € a solu¢do

procurada! )

EXEMPLO 2:

20x, +x, +x; +2x, =33

x, +10x, +2x;, +4x, =38,4
x,+2x, +10x; +x, =43,5
2x, +4x, +x,+20x, =45,6

Comegando com a solugdo nula (0,0,0,0) e usando o Excel:

Resolucao por Gauss-Seidel

0,0000
1,6500
1,1730
1,1951
1,1996
1,2000
1,2000

0,0000
3,6750
2,5497
2,4110
2,4005
2,4000
2,4000

0,0000
3,4500
3,6020
3,6010
3,6001
3,6000
3,6000

0,0000
1,2075
1,4727
1,4982
1,4999
1,5000
1,5000

Portanto a soluc¢do, ( como tudo indica! ) é a quadrupla (1, 2;2,4;3, 6;1,5) .

Sera que ndo fica, para vocés, meus curiosos alunos, uma pergunta no ar:
Professor, este método de Gauss Seidel sempre converge, isto €, cada vez mais os valores obtidos na
tabela se aproximam da solucdo do sistema?

A resposta é..

.NAO!

Veremos abaixo alguns critérios que se satisfeitos, garantem a convergéncia do processo de Gauss-Seidel.
Esses critérios sao chamados de condi¢des suficientes, para o Matematico isso significa que se esses
critérios nao forem satisfeitos pode haver ou ndo convergéncia, ou seja, nada podemos afirmar!

CRITERIOS DE CONVERGENCIA PARA O METODO ITERATIVO GAUSS SEIDEL ( GS)

CRITERIO DAS LINHAS:
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Considerando o sistema ( * ) nas condicoes estabelecidas acima temos o

TEOREMA: Se ‘a ]j‘ > Z‘ajk ,Vj=1,...,n entdo o método de GS gera uma seqiiéncia convergente
k#j
k=1

{x(k)}, k=0,1,2,..., para a solu¢do do sistema, independentemente da escolha do valor inicial X

EXEMPLOS
10x, +2x, +x, =7 [10] > 2| +[1]
a) O sistema < x, +5x, +x;, =—8  tem convergéncia garantida pois: |5| > |1| + |1|
2x,+3x,+10x, =6 |1()|>|2|+|3|
2z . 'xl + 'x2 = 3 ~ A . . «, s . . . ~
b) J4 o sistema 3 3 ndo tem convergéncia garantida pelo critério das linhas pois nao
X, —3x,=—

|1| > |1| (Falso)
=3 > 1

afirmar em relacio a convergéncia por GS. Se vocé€ quiser arriscar, verd que apds algumas iteracoes,

. Pelo fato do critério das linhas nao ser satisfeito nada podemos

o satisfaz, confira: {

usando o valor inicial (0,0), observard que haverd convergéncia para a solu¢do (1,5;1,5).

X +3x, +x;=-2

¢) O sistema {5x, +2x, +2x, =3 ndo satisfaz o critério das linhas, mas se permutarmos a linha 2 com a

6x, +8x, =—6
Sx, +2x, +2x, =3 5> [2/+[2
linha 1, teremos < x, +3x, +x; =—2 que, agora satisfaz o critério das linhas pois: |3| > |1| +|1| €,
6x, +8x, =—6 18] >0[+]6]

portanto, tem convergéncia garantida.

H4 outros critérios de convergéncia. Um deles que € bem simples € o critério das colunas
(‘analogo ao critério das linhas! ). Veja abaixo:

CRITERIO DAS COLUNAS:

Considerando o sistema ( * ) nas condicdes estabelecidas anteriormente vamos enunciar o

,Vj=1,...,n entdo o método de GS gera uma seqiiéncia convergente

k#j
k=

TEOREMA: Se |a,|> > |a,
1_
{x(k)}, k=0,1,2,..., para a solu¢do do sistema, independentemente da escolha do valor inicial X

EXEMPLOS
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10x, +2x, +x, =7
a) Como vimos, o sistema < x, +5x, +x, =—8  satisfaz o critério das linhas e tem convergéncia garantida
2x,+3x,+10x;, =6
[10]> 2]+
apesar de que nao satisfaz o critério das colunas pois: |5| > |2| +|3|(Fals0) .
[10f>[t}+[1

Note que se multiplicarmos a segunda equacao por 2, teremos um sistema que convergird por qualquer
dos dois critérios.

|1| > |1|(Fals0)
3> 1

X +x,=3

b) O sistema { . Nada podemos

ndo tem convergéncia garantida pois:
x,—3x,=-3

afirmar usando o critério das colunas.

APLICACOES

Resolva os sistemas lineares que seguem, pelo método de de Gauss-Seidel ( GS ). Antes de resolver
verifique se algum critério de convergéncia € satisfeito, caso ndo seja, tente alguma mudanca de linhas
e/ou colunas de modo que a convergéncia esteja assegurada. Apds resolver usando uma calculadora
cientifica “normal”, procure resolver todos os sistemas lineares na planilha Excel. Em todos os exercicios
inicie com a “solu¢ao nula”.

3x,—x, =1
a) b . Com 7 iteracOes para GS ( utilize quatro decimais ).
—2x,—4x,=3

2x,—x, =
b) ' 77 " Com 10 itera¢des para GS ( utilize quatro decimais ).
X +2x,=3

X +x,=3 ) . o o
C) . Com 13 iteragdes para GS ( utilize quatro decimais ).
x,—3x,=-3

3x, +0,15x, —0,09x, =6

d) <0,08x, +4x,—0,16x; =12. Com 6 iteracOes para GS ( cinco decimais ).
0,05x, +0,3x, +5x, =20

Sx;+x,+x,=5
e) 13x, +4x, +x, =6 . Com 8 iteragdes para GS ( cinco decimais ).
3x,+3x,+6x; =0

3x,+2x,+x,=0
f) < x, +4x, +4x, =—1. Com 7 iteragdes para GS ( cinco decimais ).

X, —x, +6x;=3
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20x, +x, +x; +2x, =33

x, +10x, +2x;, +4x, =38,4 . o

g) . Com 7 iteragdes para GS ( quatro decimais ).
x,+2x, +10x; +x, =43,5

2x, +4x, +x;,+20x, =45,6

X, +3x,=3
h) <—x, +x, =1 . Com 7 iteragdes para GS.

2x, +x,+3x,=9

FACA UMA PESQUISA SOBRE OS SEGUINTES TEMAS:

1) METODO DA ELIMINACAO DE GAUSS COM CONDENSACAO PIVOTAL

Neste caso, a cada passo, escolhe-se, a cada passo, o elemento de maior valor absoluto como elemento da
diagonal da matriz dos coeficientes. Teoricamente isso diminui os erros de arredondamento. D€ exemplos
numéricos e explique o mais simples possivel esse método.

2) REFINAMENTO DA SOLUCAO.

O que significa e em que casos deve ser aplicado. D& exemplos numéricos.
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