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REVISAO DE TRIGONOMETRIA

1. PRINCIPAIS RELACOES TRIGONOMETRICAS

a)sen’x + cos’x =1 V x € R ( relagio fundamental, fique ligado nela! )
b) tg x =sen x / cos x

c)cotgx=cosx/senx=1/tgx

d)secx=1/cosx

e) cossec X =1 / sen x

f) sec’x = 1 + tg’x

g) cossec’x = 1 + cotg’x

h)sen2x=2.senx.cosx Vx e R

i) cos 2x = cos’x —sen’x, V x € R

2. SINAIS DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS:

A circunferéncia abaixo chama-se circunferéncia trigonométrica, tem raio = 1, centro coincidente
com a origem do sistema cartesiano ortogonal e € o palco para a apresentagao das fungdes
trigonométricas. O seno ¢ medido no eixo vertical e o cosseno € medido no eixo horizontal. Os arcos
( com seus angulos centrais correspondentes ) sao medidos a partir do ponto 4 ¢ tém como sentido
positivo, o sentido anti-horario.
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Pelo grafico acima, podemos concluir que:
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TABELA DE DERIVADAS ( CALCULO1)

No que segue abaixo, a representa uma constante, e # € v sdo fungdes de x.

1)

y=a=y'=0

2) y=ax=y'=a
3) y=au=y'=au'
4) y=u+v= y'=u'+
5) y=uv=y'=wy)+(u')
6) y=" =y = M
v %
7 y=u®,(az0) >y'=a@ u'
8) y=a"(a20,a#1)= y'=a".Inaxu'’
9) y=e"=y'=e"u'

10) y:lnu:>y'=Z
u

11) y=senu= y'=cosuxu'

12) y=cosu= y'=—senuxu'

13) y=tgu= y'=sec’ uxu'

14) y=cotgu = y'=—cossec’ uxu'




15) y=secu= y'=(secu)x (tgu)xu'

16) y=cossecu = y'=—(cossecu)x (cotgu)xu'

17) y = arcsenu = y'= “
1—u’
18) y =arccosu = y'=
1-u®
u'
19) y=arctgu= y'= 5
I+u

EXERCICIOS DE REVISAO DE DERIVADAS

1%) Derive as fungdes abaixo

a) y=2xt—3x2+x—3 b) L=222-1) c) W:i+2y(3,y2j+i
V3 4y Jr
t+5 -5 3 2/3 5 1/3
d) u=——= e) y= T +X Inm ) y=x“"(2x""-1)
t=17 6x° —1

g) g(x)ziz—2\/;—\/§.x5 h) (-2/5)senx+9secx=y 1) y=xsenx+cosx
X

) e()=E1 ) gln)= IR m) y=[sen’ x-+cos3x)]’
sect senx — cos x
n) h(t) = 3et ’1 0) f(x)=arctg(2x+1) p) f(x)=1- arcsen(2x3)

2") Uma particula possui equagédo de posi¢do x(7) = 3.cos(2t —%J ('em metros ), onde ¢<[0,7] (
em segundos ). Determine:

a) o instante em que a particula atinge altura maxima ( velocidade nula );



b) a aceleragdo da particula, decorridos % segundos.

3") Calcule a derivada de cada fungio abaixo ( onde a é uma constante # 0 ). ( Os resultados abaixo
sdo de extrema importancia para o estudo posterior da Integral indefinida ):

a) yzln‘x+\/)c2 ta’

xX—a

b) yziln

2a |x+a

4") Seja s(t)=t> —6t> +1, a funcdo posicio de um mdvel em cada instante t. Determine:

a) posicao e velocidade quando a aceleragdo ¢ nula;

b) posicdo e aceleragdo quando a velocidade € nula.

5") Resolva os problemas a seguir:
~ . P . 3
a) A equac¢do do movimento de uma particula € s(r) =x/¢7+2, s em metros, t em segundos.

Determinar:
a.1) o instante em que a velocidade ¢ de 1/12 m/s;
a.2) a distancia percorrida até esse instante;

a.3) a aceleragdo da particula quando t = 2 seg.

b) Em economia a taxa de variacdo instantanea ( derivada ) do custo total de produgdo em relagado
ao numero de unidades produzidas denomina-se custo marginal. Freqiientemente, ¢ uma boa
aproximacao do custo de produgdo de uma unidade adicional.

Sendo C(q) o custo total de produ¢do de q unidades, entdo, o custo marginal ¢ igual a C’(q), que ¢
aproximadamente o custo de producdo de uma unidade adicional, ou seja,

C'(q) = custo de producao da (g +1) -ésima unidade.

Sendo assim, suponha que o custo total para se fabricar q unidades de um certo produto seja de
C(q)=3¢g> +5¢+10
b.1) deduza a formula do custo marginal

b.2) estime o custo de produ¢do da 51* unidade empregando aproximagio fornecida pelo
custo marginal.

b.3) calcule o custo real de produgio da 51* unidade.



¢) Certo estudo ambiental em uma comunidade suburbana indicou que o nivel médio diario de CO
no ar sera de C(p) =+4/0,5 p2 +17 partes por milhdo quando a populagao for de p milhares de

habitantes. Calcula-se que daqui a t anos a populagio serd de p(¢) =3,1+0,1¢> milhares de
habitantes. Qual serd a taxa de variagdo ( derivada ) em relagdo ao tempo do CO daqui a trés anos?
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TEXTO DO PROFESSOR ERON, MESTRE EM
MATEMATICA E PROFESSOR DE VARIAS FACULDADES.

A INTEGRAL
INTRODUCAO

Os dois problemas fundamentais do célculo — o calculo da reta tangente e o calculo de dreas —
dividem esta matéria em duas partes: O Calculo Diferencial e o Célculo Integral. Veremos como
estes dois problemas estdo intimamente relacionados.

As idéias basicas do Célculo Integral tém origem bem remota e comecaram com o problema de
calcular a 4rea de uma figura plana ou o volume de um solido. Estas foram questdes centrais da
matematica na Grécia antiga desde cerca de 4 séculos A.C. Arquimedes (287 — 212 A.C.) se ocupou
intensamente com estes problemas calculando areas e volume de diversas figuras geométricas. O
procedimento usado nesses calculos empregava o chamado “método da exaustdo” que consistia em
“exaurir” ou “esgotar” a figura dada por meio de outras areas e volumes conhecidos. Este método ¢
atribuido a Eudoxo (406-355 A.C.) que foi quem primeiro deu uma prova satisfatéria de que o
volume de um cone ¢ um ter¢o do volume de um cilindro de mesma base e altura. O método da
exaustdo foi desenvolvido e aperfeigoado por Arquimedes que ¢ considerado, juntamente com
Newton ¢ Gauss, como um dos trés grandes matematicos da historia e certamente ¢ o maior
matematico da antigiiidade. Arquimedes usou técnicas para encontrar areas de regides limitadas por
parabolas, espirais e varias outras curvas.

O PROBLEMA DA AREA

As férmulas para as areas das figuras geométricas bésicas, como retangulos, poligonos e
circulos, datam dos primeiros registros sobre matematica.

Vamos considerar o problema de encontrar a area da regido limitada pelo grafico de uma
funcao ¥y = f{x), continua, ndo negativa, num intervalo [a,b], o eixo OX e as retas verticais x = a
e x=5>b
( veja a figura abaixo ).

AN

e e b 0 X

Vamos usar o método dos retangulos para calcular a area dessa regido. O método consiste em
dividir o intervalo [a,b] em n subintervalos iguais e em cada subintervalo construir um retangulo que



se estende desde o eixo OX até algum ponto sobre a curva y = f(x). O retangulo tem base igual ao
comprimento do subintervalo e altura igual a f(¢) sendo & um ponto qualquer do subintervalo (em
geral ¢ tomado como uma das extremidades do subintervalo ou o ponto médio).

Para cada subintervalo S; consideremos a base como Ax; = x;— x;.; e altura f{g), onde & € [xi,,
Xi].

n
A 4rea total dos retangulos, que escrevemos Y. f(&;)Ax; , pode ser vista como uma aproximagdo da
i=l
area da figura sob a curva y = f{x) no intervalo [a,b]. Fica intuitivamente evidente que quando »
cresce essas aproximagdes vao ficando cada vez melhores e tendem a drea exata, como um limite.

n
Assim, a area da regido corresponde a  S= lim (X f(&;)Ax;).
n—+owo j=1

EXEMPLO: Vamos calcular a 4rea da regido limitada pela curva y = x° no intervalo [0,1].

Dividindo o intervalo [0,1] em 7 subintervalos, cada subintervalo tem comprimento 1/n e os

) 123 n-1 ) R
extremos dos subintervalos ocorrem em 0,—,—,—,..., 1. Vamos construir retdingulos em cada

nnn n
um desses intervalos cuja altura pode ser o valor da fungdo em qualquer ponto do intervalo. Vamos
escolher, nesse caso, os extremos direitos. Assim, as alturas dos retdngulos serdo

N2 (2 (3) (n-1)?
(—] ,(—j ,(—j ,...,( ] ,1. Uma vez que cada intervalo tem comprimento 1/n, a area total dos
n n n n

intervalos sera

2 2 2 2
A(n)=((%) +(%) +(%) +,...,+(n;1) +l)%.

Por exemplo, se n =4 a area total dos quatros subintervalos sera

2 2 2
A(4)= ((1j + (3] + (ij iyt =15 046875
4 4 4 432




Vejamos os resultados para alguns valores crescentes de n:

n

4

10

100

1000

10000

100000

A(n)

0,46875

0,38500

0,338350

0,333834

0,333383

0,333338

Vejamos alguns exemplos de divisdes feitas no intervalo [0,1] (Graficos construidos no Winplot)

10 subintervalos:

30 subintervalos:




50 subintervalos:

100 subintervalos:

Na maioria das vezes o limite que expressa a area tem calculo dificil e trabalhoso. Existe um
outro método para o calculo dessa area que tem conexao com a diferenciacao (ou derivacao).
3
. . . X .
Para o exemplo visto, consideremos a fun¢do F(x) = 3 Calculando a diferenga dos valores

dessa fun¢ao nos extremos do intervalo considerado, ou seja, F(1) — F(0), obtemos 1/3 = 0,33333....
que foi a aproximagao obtida para a area.

O que tem essa funcio de especial e qual a ligaciio dela com a func¢io y = x*?

!

3
Observamos que derivando F(x) obtemos f(x), ou seja, (%J =x> M

10



0S GENIOS NEWTON E LEIBNITZ

Historicamente os conceitos basicos da integral foram usados pelos gregos muito tempo antes
do calculo diferencial ter sido descoberto. No século XVII, varios matematicos descobriram como
obter areas mais facilmente usando limites. O maior avanco em relacdo a um método geral para o
célculo da area foi feito independentemente por Newton e Leibnitz, os quais descobriram que as
areas poderiam ser obtidas revertendo o processo da derivagdo. Esta descoberta vista como o comeco
do Caélculo, foi veiculada por Newton em 1679 e publicada em 1711 num artigo intitulado “Sobre a
Analise Através de Equagdes com Infinitos Termos™; e foi descoberto por Leibnitz em cerca de
1673 e declarado num manuscrito nao publicado datado de 11 de novembro de 1675.

n
(0) limite lim (X f(&)Ax;) ira receber uma notacao especial
n—+oo j=l
n b
lim (X f(g;)Ax;)=] f(x)dx e sera chamado de integral definida.
n—+oo j=1 a
b

O que Newton e Leibnitz mostraram foi que | f(x)dx = F(b) —F(a) onde F(x) ¢ uma fungédo
a
tal que F'(x) = f(x). Este ¢ um dos resultados mais importantes do Calculo conhecido como Teorema
Fundamental do Calculo ou Formula de Newton - Leibnitz.

A nossa questdo agora sera aprender métodos para encontrar a fung¢ao F(x), ou seja, dada uma
funcdo f(x), encontrar a fun¢do F(x) tal que F'(x) = f(x). Este processo ¢ chamado de
antidiferenciacio.

A Integral Indefinida

Para cada uma das fungdes f(x) dadas a seguir tente encontrar uma funcgao F(x) tal que F'(x)= f(x).
a) f(x) = x b) f(x) = 3x* ¢) fx) =1 d) f(x) = *

e) f(x) = cos(2x) f) f(x) = sen(3x) g) f(x) = sec? (x) h) f(x) =2/x

Definicao: Uma fun¢do F(x) ¢ chamada de uma antiderivada ou uma primitiva de uma funcao f(x)
em um dado intervalo I se F’(x) =f(x) para todo x no intervalo.

EXEMPLOS:

F(x) = x"/4 ¢ uma primitiva de f(x) = x°.
F(x) = x"/4 + 1 uma primitiva de f(x) = x°.
F(x) = ¢" é uma primitiva de f(x) = ¢".
F(x)=¢"+2 ¢é uma primitiva de f(x) = ¢".

Os exemplos anteriores nos mostram que a antiderivada de uma fungao nao € tnica!!

Temos os seguintes resultados

11



e Se F(x) for qualquer primitiva de f(x) num intervalo I, entdo para qualquer constante C, a
fung¢do F(x) + C é também uma primitiva de f(x) naquele intervalo. Além disso, cada
primitiva de f(x) pode ser escrita na forma F(x) + C, escolhendo-se apropriadamente a
constante C.

e Como conseqiiéncia temos que duas primitivas de uma func¢ao diferem apenas de uma
constante.

e A cada primitiva estd associada uma familia de primitivas.

A integracdo ou antidiferenciagdo € o processo pelo qual a primitiva mais geral de uma fungao
¢ encontrada.

Se di(F (x)) = f(x), entdo integrando-se ou antidiferenciando-se f(x), obtém-se as antiderivadas
X

F(x) + C.

Denotamos isso escrevendo [ f(x)dx = F(x)+C ¢ temos a equivaléncia

L (F@)= /() & [/ =Fx)+C

e O simbolo J. ¢ chamado de sinal de integracido ou uma integral indefinida.

e A funcio f(x) é chamada de integrando ( ou funcio integranda ).

e A constante C ¢ chamada de constante de integracio.

e O simbolo dx nas operagdes de diferenciacdo e antidiferenciagao servem para identificar a
variavel independente.

e O adjetivo indefinida estabelece que ndo se encontra uma fun¢do definida quando se integra
mas um conjunto (familia) de fungdes.

e Esta notagdo para a integral foi dada por Leibnitz em 1675.

12



EXEMPLOS

1. i()c)=1<::>jdx:x+C.
dx

2 2
2. i(x—):x < [xde=—+C
dx 2
3 3
3. i(x—):xz = szdx: +C
dx 3
d xn+1 xn+1
4. Generalizando: — =x" o [x"dx= +C (n#-1).
dx| n+1 n+1

5. i(senx) =cosx < [cosxdx =senx+C.
dx
6. di(cosx) =—senx < [senxdx =—cosx+C.
X

7. i(ex) =e* o fetdi=e" +C.
dx

Observaciao: Através do conhecimento das derivadas das fun¢des podemos obter as expressoes de
suas integrais indefinidas que podem ser catalogadas numa tabela onde os resultados podem ser
checados mediante a derivagdo do 2° membro. ( Consulte um livro de Calculo e obtenha uma
tabela de integrais ou veja a pagina 17 ).

Geometricamente, a integral indefinida ¢ um conjunto ou familia de curvas que se obtém pelo
deslocamento de uma primitiva qualquer sobre o eixo OY.

Por exemplo, para f(x) = 2x a familia de primitivas _[Zxdx =x’+C é uma familia de parabolas com

eixo de simetria em OY.

Vejamos alguns exemplos para C=,-2,-1,0, 1.

13



e Uma pergunta que surge naturalmente ¢: Toda funcdo tem primitiva e consequentemente
integral indefinida? A resposta a esta questdo € negativa.

e Mas toda funcdo continua em [a,b] tem integral indefinida em [a,b].

e Vale observar que ainda que a derivada de uma fun¢@o elementar ¢ uma fun¢do elementar, a
primitiva de uma fun¢do elementar pode ndo se expressar como um numero finito de fungdes

2
. . X2/ sen x
elementares, como , por exemplo, as integrais [e ” / dx; |

dx (Existem outros

exemplos que serdo vistos em cursos mais avangados).

Propriedades da Integral Indefinida

Suponhamos que | f(x)dx = F(x)+ C. Temos as seguintes propriedades:

P;: A derivada de uma integral indefinida ¢ igual ao integrando.
(Jf(x)dx)" = (F(x)+C) = F'(x) = f(x).

Observe que o resultado vem da prépria definicao de integral indefinida.

Exemplos:

!

2 2
l.jxdx:x—+C:> L ic| =x.
2 2

3y e3x e3x 3
2. je dx=T+C = T'FC =e .

+Cj =CoS2x.

3. [cos2xdx = sen2x+c . (Sean

P,: A integral indefinida da soma de duas ou mais funcdes é igual a soma de suas integrais:

2

If(x) + g(x)dx = If(x)dx + Ig(x)dx . Ex: Ix + Sen(x)dx=_[ xdx +I Sen(x)dx = % - cos(x) +C.

P;: A integral indefinida do produto de uma constante por uma fung¢ao € igual ao produto da
constante pela integral da funcio:

IKf(x)dx = KI f(x)dx (Ke®). Ex: J.5secz(x)dx =5I sec’ (x)dx = 5tg(x)+C.

14



EXEMPLOS:

3
1) j(2x2 +1)d :2%+x+C.

3 e
2) f(e x+2x)dx:T+x +C.
5 4 3
3) j(x4—3x3 +x2+2x+1)dx:%—%+%+x2+x+C.

Observaciao: Quando integramos uma fun¢do multiplicada por uma constante ou uma soma de
funcdes englobamos as constantes de integracdo em uma uinica constante C.

RESOLVA...
4. [x(1+x)dx N Pttt Y A EN
x4
8. j(z_'_exjdx 9. I(4cosx+sec2 xpx 10. [secx(secx + tgx)dx .| dx
X 1+ x
12. [sen(x +2)dx 13. [cos(x? +1)2xdx

AT, ENQ;A~O: A integral indefinida do produto de duas funcdes nio é igual ao produto das
integrais indefinidas de cada funcio:

jf(x).g(x)dx # jf(x)dx . jg(x)dx. Exemplo: Ix2.x3dx ;tj xzdx.jxﬁdx. (verifique!!!)

TECNICAS DE INTEGRACAO

INTEGRACAO POR SUBSTITUICAO

Nem sempre podemos identificar diretamente e imediatamente uma integral que se quer
determinar com alguma da tabela. Entretanto, em muitas delas, uma simples mudanca de variavel
nos leva ao resultado desejado. Este método ¢ chamado de substituicdo e tem como motivacao a
regra da cadeia do ponto de vista da antidiferenciacdo.

Consideremos o exemplo 13 anterior | cos(x2 +1)2xdx . Observemos que fazendo u = x* + 1,
a diferencial é du = 2xdx. Assim, a integral pode ser rescrita como [cosudu =senu + C e voltando a

variavel x original temos que jcos(x2 +1)2xdx =sen(x*+ 1)+ C.

De uma maneira geral, se temos a integral na forma [ f(g(x))g'(x)dx e se F é uma primitiva
de f, temos que [ f(g(x))g'(x)dx =F(g(x)) + C.

Isto corresponde a fazer u = g(x); du = g’(x)dx e portanto integrar [ f(u)du .

15



EXEMPLOS:

1. j(x+1)10dx (Facau=x+1)

Nos exemplos, 2,3 e 4 facau = X +1.

2. j(x2 +1)102xdx. 3 jex2+12xdx. 4. jcos(x2 +1)2xdx .

5. jezxdx. (Facau=2x). e\/; 7. jt433—5t5dt. (Faca u:3—5t5).

6[\/; dx. (Faga u=x).

x2dx
V2 + X3

Prezados alunos, existem outras técnicas de integragdo, que estudaremos mais adiante, pois
infelizmente, nem todas as integrais podem ser resolvidas por substitui¢do direta.

2
8. [xe* dx. (Facau=x"). 9. | (Facau=2+x").

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS:

e O Célculo - Novos Horizontes — Anton (vol 1).
e C(Calculo A — Diva Fleming.
e Calculo com Geometria Analitica — Swokowski (vol 1).
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TABELA DE ALGUMAS INTEGRAIS IMEDIATAS

1 J.dx =x+C 10. _[cosec(x)dx = In|cosec(x) - cotg(x)| +C
dx _
2. [ ==+ C 11. | sec(x)dx = ln|sec(x) +tg(x)| +C
X
o 12. J.secz(x)dx =tg(x)+C
3. Ix"dxz +C, (n#-1).
n+l1

13. J-cosecz (x)dx = —cotg(x) + C

X

Ia"dx - In(a)

R

+C, (a>0ea=1l).
14. Isec(x). tg(x)dx =sec(x)+C

(Y

) I e‘dx=e"+C
15. Icosec(x). cotg(x)dx = —cosec(x) + C

6. Isen(x)dx =—cos(x)+C

6. | dx (xj+c
. T =Aarc sen| —
Na’ —x’ a

7. Icos(x)a’x =sen(x)+C

dx 1 X
17.J. 2:—arctg; +C

8. J. tg(x)dx = ln|sec(x)| +C a’ +x a
9. J.cotg(x)dx = ln|sen(x)| +C 18. Id—x = iarc sec(ij +C
xWx’-a’ @ a

ApOs este “show de bola” do Professor Eron, vamos ler
algumas paginas que escrevi.
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INTEGRAL DEFINIDA

UMA VISAO INTUITIVA

Desde os tempos mais antigos os matematicos se preocuparam com o problema de determinar a area
de uma figura plana. O procedimento mais usado foi o método da exaustdo, que consiste em
aproximar a figura dada por meio de outras, cujas areas sao conhecidas.

Um caso muito comentado é como se calculava a area do circulo ( antes da formula 77> ).
Consideremos um poligono regular de » lados, inscrito nesse circulo. Quando n — 400 o poligono
torna-se uma aproximacao do circulo. Para calcular a area de uma figura plana ( com certas
restrigdes, isto €, para alguns tipos de figuras planas ) procedemos de forma analoga.

Seja S a area de uma regido plana, delimitada pelo grafico de uma fun¢do continua ndo negativa f,
pelo eixo Ox e pelas retas x =a e x =b ( veja na figura abaixo a parte “listrada” ).

T
/ \ ey SV

Faremos uma parti¢do do intervalo [a,b], isto ¢, dividiremos o intervalo [a,b] em n subintervalos.

Esta particao pode ser regular ou qualquer ( ou seja, todos os subintervalos podem ter ou ndo o
mesmo comprimento ).

Escolhemos os pontos a = xg < X; < ...<Xj] <X; <... <b=x,e sejam:

Ax, o comprimento do i-ésimo subintervalo e ||Ax,|| o comprimento do maior subintervalo.

Em cada um desses subintervalos tomamos um niimero ¢, e construimos o retingulo de base Ax; e

de altura f (c,.). A soma S, das areas desses retdngulos ¢ dada por

S, = (@) A+ (ex)-Axy oot £ (e,) A, = D f () A,

Se fizermos o nimero de subintervalos crescer indefinidamente, isto €, n — +o0, teremos, com toda
certeza ||Ax,|| — 0 e assim a soma §, acima se aproxima do valor de S ( que ¢ a 4rea da figura acima

).
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DEFINICAO: Nas condi¢des estabelecidas sobre a fungdo f no inicio do nosso estudo, temos

n n b
Area= § = lim (Zf(ci).AxiJ = AlximOKZf(cl.).Axij. A 4rea S sera denotada por J.f(x)dx
i=1 LN p

n—+0

b
( 18-se integral definida de a até b da fungido f ). Portanto: S = I f(x)dx.

Vamos fazer alguns exemplos numéricos, com fungdes conhecidas para vocé entender melhor:

P P

Seja calcular I f(x)dx,onde f(x)=x,isto é queremos achar dex. Graficamente, pelo que foi
0 0

exposto, desejamos determinar a area do triangulo retangulo de base e altura iguaisa p que é

2
naturalmente A4, = % = p_2p = % , veja a figura abaixo:
y A
p
0 p >x

P

Por outro lado, pela definigio dada acima: S = dex = lim (Zn:f(c[. )Axlj = lim (if(‘%)Ax,) :
i=1

0 Jax |0 ot Uia

Subdividindo o intervalo [0, p] em n partes iguais, teremos Ax; = P ¢ lembrando que, para
n

P n n
f(x)=x temos, naturalmente, f (c,)=c,, chegamos a: J.xdx = lim (ZB'C') = lim (EZQ}.

) noto| =0 p no>vo\ p o
Falta agora escolher o valor de c,, para cada subintervalo, tomaremos cada ¢, de duas maneiras

diferentes, para mostrar a vocé que o resultado independe do ¢, escolhido:

PRIMEIRA MANEIRA: c, =l;c2 =g;...;ci =L;...;c =£=1 (isto é, o valor de ¢, ¢ o limite
n

n n n
superior de cada subintervalo ), assim:
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SIS

¢ |=1lim|[£3 ¢ |= lim £[1+2+...+L+...+pj —lim| 2 |-
n>+o\ g 4= n>+ol p\n n n nto| gy 2

P n
dex=nlirgc(
0

i=1

Soma dos termos de uma P.A. de razdo 1
n

SEGUNDA MANEIRA Se escolhéssemos o valor de ¢, como sendo o limite inferior de cada
subintervalo, teriamos 0 mesmo resultado para a area! Sendo vejamos:

1 i—1 np—p
¢ =0c,=—;..;c,=——;..;¢, =
n n n

, assim:

1

wp 1
? 1 -l p-l (0+_j'” 2
J.xdx:lim ££0+—+...+ +o.+ P j — lim | 2. R_n :p?.
n

n—>+0

1
Soma dos termos de uma P.A. de razdo —
n

Mesmo que usdssemos um ¢; na metade, ou na terga parte, etc... de cada subintervalo o resultado (

por incrivel que parega! ) seria 0 mesmo. Foi isso que Isaac Newton e Leibnitz demonstraram,
independentemente, o primeiro na Inglaterra e o segundo na Alemanha.

Fazendo calculos mais cansativos, podemos provar que:

p 3
a) J.xzdx:p—;
0 3

p 4
b) J.x3dx=p—;
0 4
P 5
o) [x*ax=2
) | :

Seréd que vocé consegue perceber uma relagao geral? Pense um pouco...

Posteriormente ( proxima pagina! ) voc€ verd o importantissimo Teorema Fundamental do Calculo
ele permitird, dentre outras coisas, que vocé ndo tenha o imenso trabalho que tivemos acima para
p 2
calcular J.x dx =2
0 2
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Enunciaremos, sem demonstra¢ao, um resultado fundamental ¢ com inumeras aplicagdes nas mais
diversas ramificacdes do conhecimento, ele se chama:

TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

Se f(x ) € uma fungdo continua em um intervalo [a,b] e F (x) ¢ uma primitivade f(x)em/[a, b
] (isto é, F’(x ) =f(x), para todo x pertencente a [a, b ] ) entdo

ff(x)dx:F(x)[ — F(b)-F(a).

Propriedades da integral definida:

No que segue ( do item 1 ao item 4 ), considere as fungdes f e g integraveis em um intervalo
[ @, b] ek uma constante real:

1) ik.f(x)dx:k.jf(x)dx;

b

2) J.[f(x)+g(x)]dx:;‘)‘f(x)dx+.:|?g(x)dx;

a

3) j.f(x)dx:—.[f(x)dx;

b
4) [ f(x)dx=0;
5) Se f'¢ continua em um intervalo ao qual pertencem os nimeros a, b e c, entdo
b c b
If(x)dx = If(x)dx+ jg(x)dx, quaisquer que sejam os valores de @, b e c.

APLICACOES:

Calcular as integrais definidas ( em sala n6s veremos que em muitos dos casos abaixo estamos
calculando areas de figuras planas que no segundo grau vocé nem sonhava em calcular... ):

a) j-xz dx; b) jﬁ : c) j(x3+5x—8)dx; d) ]{senxdx; e) j'isenxdx;
0 X e 0 I
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X 1 X 1 71(x3+4)

Meus nobres alunos, nem sempre, como comentamos na pagina 16, conseguimos resolver integrais
por substitui¢do direta, precisamos entdo conhecer novas técnicas de integragdo. Antes vamos revisar
alguns topicos sobre integral indefinida, j& mencionados pelo Professor Eron em seu texto iniciado
na pagina 7.

INTEGRAL INDEFINIDA

IMPORTANTE:

De um modo geral trabalharemos com funcédes continuas em um intervalo real.

DEFINICAO 1:

Se F’(x)=1f(x)entdo F ( x) ¢ denominada uma primitiva ou antiderivada de f( x ).

EXEMPLOS:
a) sen X € uma primitiva de cos X pois (senXx )’ =cos X ;
b) — cos x ¢ uma primitiva de sen X pois (— cosX )’ =senx ;
¢) x° éuma primitiva de 2x pois (x*)’ = 2x;
d) Note que x> + 1 também ¢é uma primitiva de 2x pois (x> + 1)’ =2x;
e¢) De um modo geral x> + C (onde C representa um namero real qualquer ) é uma primitiva de
2x pois (x*+C)’ =2x.

PROPOSICAO 1: Se F (x) ¢ uma primitiva de f ( x ) e C é um nimero real entdo F (x )+ C é
também uma primitiva de f ( x).

Demonstragio: (F(x)+C)y=F(x)+C =f(x)+0=1(x)

PROPOSICAO 2: Se F (x) e G (x ) sdo ambas primitivas de f ( x ) entdo existe um numero real C
talque G(x)=F(x)+C.

Demonstracdo: (G(x)-F(x))=G(x)-F(x)=f(x)-f(x)=0
Logo, G (x)—F (x) ¢ uma funcdo constante, isto €, existe um nimero real C tal que
G(x)-F(x)=C.

Portanto G (x )=F (x)+C
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DEFINICAO 2: O conjunto de todas as primitivas de f ( x ) é a integral indefinida de f ( X ) que é
indicada por J. f(x)dx .

Pelas Proposicdes 1 e 2 temos que se F ( x ) é¢ uma primitiva qualquer de f'( x ) entdo

If(x)dx =F (x)+C, sendo que C pode ser qualquer nimero real.

OBSERVACOES:

a) Na expressdo J. f(x)dx afung¢do f( x ) é chamada de integrando ( ou funcdo integranda );

b) A integral indefinida, por uma questao de simplificacdo, sera chamada apenas de integral.

EXEMPLOS:

a) ('senx )’ = cos X, portanto Jcosxdx=senx + C;

b) (arctgx) = ;2, logo J.%dx= arctg x + C;
1+x I+x
c) (arcsenx)’ = R logo J. !

VI=x? ’ 1-x*

d) (tgx) = sec’x,logo Iseczxdx= tgx +C

dx = arcsenx +C;

EXERCICIOS:

1) Determine as integrais abaixo, utilizando o conceito de integral indefinida:

a) J.sen xdx= RESPOSTA: —cosx+C
b) [e'dx= RESPOSTA: ¢ +C
¢) j ldx = j dx = RESPOSTA: x+C
2
d) [xdx= RESPOSTA: % +C
3
&) [x'dr= RESPOSTA: % +C
4
f [xdr= RESPOSTA: % +C
n+l
o) Paran#—1, [x'dx= RESPOSTA: = +C
n+l
hy | Ly o RESPOSTA: In|x|+C
X X
) Paraa>0ca #1, [a'dr= RESPOSTA: 1a +C
na
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. 1

LR
1

© J.1+x2dx:

1) Iseczxdx=
m) .[x\/;dx =
n) Ixzi/;dx=

0) J-2xdx =

p) j 3xdx =

q) j 11x%dx =
T) I8x3dx:

s) J.(x2 +x° +x%)dx =

t) I(3x2 +2x° +7x%)dx =

u) j (3x72+2x7 +7x H)dx =
V) .[(3)(1 +2x7P +7x7 ) dx =

2 -1 5 -2/3 1 -1/2 _
W) I(Ex +—x +Ex )dx =

6

3
%) J-xx+1dx:

dx =

5xt+3x% +4x+7
y) f .

z) Iesxdx =

a) J‘e"‘“‘dx =

b) J-e68" dx =

c) J.sen 4x dx =

RESPOSTA:

RESPOSTA:
RESPOSTA:

RESPOSTA:

RESPOSTA:

RESPOSTA:

RESPOSTA:

RESPOSTA:

RESPOSTA:

RESPOSTA:

RESPOSTA:

RESPOSTA:

RESPOSTA:

RESPOSTA:

RESPOSTA:

RESPOSTA:

RESPOSTA:

RESPOSTA:

RESPOSTA:

RESPOSTA:

arcsenx+C

arctgx+C
tgx+C

2

=X +C

ixlo/a e
10
X +C

2
3’i+C

3.In|x|+6x" +14x"2+ C

1/3
+x'"+C

g.ln|x|+
3

3
x—+1n|x|+C

3

4 2

SL+3i+4x+7.ln|x|+c
4 2

eSx

5

+C

2) Determine as integrais indefinidas abaixo, utilizando as “idéias” apresentadas acima:

e—4x

—8x

e+C
8

cosdx L C
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cos 6x

d) j 3sen6x dx = RESPOSTA: —— —+C
o | % cos 6x dx = RESPOSTA: 2%, ¢
n | L2 sentx | dx = RESPOSTA: *_ 2:6%56% | -
25 2 15
3x
9 | Lo 22 cos6x | di = RESPOSTA: & — %% ¢
2 7 6 21
h [=2 2% i = RESPOSTA: —2cosx+C
COS X
sen\/g X2
| (Sen J5 )x dx = RESPOSTA: (#) +C
COS \/gx
i sen(\/gx) dx = RESPOSTA: —M +C
J5
K [C = RESPOSTA: &% .
2 2
1) j S dx= RESPOSTA: > arcsenx+C
241-x? 2
4 4x 5 4x
m) J-Sx +e +4sen8x+7dx: RESPOSTA.: x_+e _0058x+2+c
5 5 20 10 5
n) j ! —dx = RESPOSTA: arctgx+C
1+x
2
0) [ g RESPOSTA: —+1In|x|+x+C
X X
3 9x 4 9x
D) J'Zx +e " +3senSx+7cos2x Jv— RESPOSTA: x_+ e’ cosSx +lsen2x+C
6 12 54 10 12
q) Ixe’”dx = ( Foi s6 uma provocacio... trata-se da técnica II, pagina 34 )
r) Ixzsenx dx = ( Foi outra provocacao... pagina 34 )

2
s) J.e)C dx (impossivel usando um nimero finito das funcdes que vocé conhece! Pesquise!

)

Ao fazer os exercicios acima, vocé deve ter notado que a integral indefinida tem algumas
propriedades:

PROPRIEDADES DA INTEGRAL INDEFINIDA

1) Se k é um numero real (isto ¢, uma constante real ): J-k. f(x)dx=k. J f(x)dx;

2) “f(x)ig(x)]dx= j f(x)dx j 2(x)dx.
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Nos exercicios que faremos adiante, voc€ podera consultar a tabela de integrais abaixo:

TABELA DE INTEGRAIS ( CHAMADAS IMEDIATAS)

( DEPOIS AUMENTAREMOS ESTA TABELA )

n+l

X
n+l1

2) jx*dx=jldx=j@=1n|x|+c;
X X

1) Sen # —1: Ix”dx=

+C;

X

3) J-axdx =4

Ina
4) J-cosxdxzsenx + C;

+ C, como caso particular, temos: J.e"‘dx =e"+C;

5) J.senxdx=—cosx + C;

1
6) -[1+x2dx: arctgx + C;

7) ! dx= arcsenx + C;
1-x°

S)J. ! dx=.|.sec2xdx=tgx+C;
cos’ x

2

9) I ! dxz'fcosseczxdx= —cotgx + C;
sen’x

10) J-secx.tgxdx =secx + C;

11) Icosecx.cotgx dx = —cossecx + C.

Teécnicas de Integracao

Como vocé pdde ver nas nossas aulas anteriores, algumas integrais indefinidas nao sao “diretas”
( lembre como exemplos as letras q), r), do exercicio 2) ). Vamos entdo aprender algumas técnicas

A 66

que podem ser uteis quando vocé “encarar” algumas integrais que nao sejam imediatas.

1) MUDANCA DE VARIAVEL ( OU REGRA DA SUBSTITUICAO )

EXEMPLO 1

Ie4xdx =7

Acredito que vocé saiba fazer “de cabeca”! Mas vamos tentar uma técnica:

Faga 4x = u, dai, derivando ( ou diferenciando ) ambos os membros:
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du . . o
4dx = du, logo: dx = 7 voltando a expressdo acima e substituindo:

Ie‘”dx = J.e“ ﬂ :lje”du :le“ +C :le‘“C +C
4 4 4 4

EXEMPLO 2

Isen6x dx =7

Faga agora 6x = u, dai, e derive ambos os membros:

du . . o
6dx = du, logo: dx = o voltando a expressdo acima e substituindo:

Isen6x dx == senu@ :lJ.senudu:—lcosu+C=—lcos6x+C
6 6 6 6

EXEMPLO 3
J' dx _ 9
x—5

Use como substituicdo x—5=u, dai dx =du e portanto:

I dx = ﬂ:ln|t|+C:ln|x—5|+C
x=5 t

EXEMPLO 4

X

-[l—iex =7

Use como substituicao 1+e* =u, dai e*dx =du e portanto:

+C

[ de=[ %=+ c=mfi+e
e

EXEMPLO 5

J‘xcosxz dx=7?

Tente x> =u:
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du . . o
2xdx = du, logo: dx = P voltando a expressdo acima e substituindo:
X

.[xcosxz dx=Ixcosu @=Icosu ﬂ=1J‘cosuafu :lsemHC:lsenx2 +C
2 2 2 2

2x
EXEMPLO 6
—dx— 9
1+x°

Faga agora | + X =u

3x%dx = du, dai: dx = 30’_142 , portanto:
X

j X du _ ﬂ 1 ﬂ:lln|u|+C:lln‘x3+1‘+C
1+x u 3x° 3 u 3 3

Sera que vocé sacou ?

ABRA OS OLHOS:

dx quando substituimos “alguma expressio” por “u” ( no exemplo 1 +x’> =u

2
Na integral I " al 3
+Xx

. ~ ~ . 2 r
) e derivamos, “aparece” a outra expressao ( na verdade, a outra expressao seria apenas X, € ¢
por isso que se costuma dizer que temos a outra expressao a menos de um fator constante ). Mas
voceé ja sabe que a constante multiplicando nao atrapalha, pois pode “sair” da integral.

Se ligue no proximo exemplo:

EXEMPLO 7
[ dx= 2
COS X

E agora? Qual a melhor substitui¢ao? Pense um pouco! Arrisque! Se vocé tentar “sen X = u ... ndo
da! Pode conferir que o negdcio vai ficar pior!

Qual o problema? Se ndo deu, tente outra substituicao! Que tal cos x = u, dai: — sen x dx = du,

du
portanto dx = — ,
senx

assim
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Isenx Isenx - _J~—du _I_“_3d“__j 3du——u73+l +C=—£+C= 1 Co 1

cos’ x u’ sen x -3+1 -2 2u’ 2¢cos’ x

EXEMPLO 8
—dx— ?
1+x*

Se tentarmos 1 +x* =u, ao derivarmos, ndo “aparecera” o outro termo, isto €, o x. E ai?
9 b b
2 , du
Vamos tentar X~ = u, dai: dx = 2— , portanto:
X

] e
1+x* l+u? 2x 271+u°

=%arctgu+C :%arctgx2 +C

Nos exemplos que seguem, a representa um numero real ( constante ) diferente de zero:

EXEMPLO 9
J' dx 9
a’+x°

, X
Faca x =¢-a ( conseqiientemente ¢=— ), logo dx = adt, portanto:
a

dx adt adt _a o1 1 1 X
J‘az+xz_'[az+(ta)2_J‘az+t2az_ I1+t - J‘1+t —aarctgt+C aarctg(aj e

EXEMPLO 10

Considere agoraa >0 :

=9

d
=

Faga a mesma substitui¢do anterior, isto €: x =¢-a, logo dx = adt, dai:

X
=arcsent+C = arcsen(—j+ C
a

dc adt _ adt ¢ adt ¢ di
J.\/az_xz_.[\/az_(m)z .[\/az_tzaz '[a\/l—tz J.\/l—tz
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EXEMPLO 11

Itgxdx= ?

senx

Note que, pela defini¢ao de tangente, podemos escrever: Itgx dx= J. dx . Portanto, fazendo a

cos x
substituicdo cosx =¢ temos que —senxdx =dt, fazendo os calculos, voc€ encontrara:

senx

J-tgxdx:j dx:—ln|cosx|+C

COoSXx

EXEMPLO 12

Icotgx dx="1?

CoSs X
dx . Portanto, fazendo

Note que, pela definicdo de cotangente, podemos escrever: J-cotgx dx= j
sen x

a substituicdo senx =t temos que cosxdx =dt, dai:

COS X

Icotgxdxzj dx = ln|sen x|+C

sen x

OBSERVACAO IMPORTANTE:

Precisaremos de dois resultados que ja foram demonstrados quando estudamos derivadas:

O primeiro deles é: J.%=ln x+vx*ta*| +C.
x *a
dx 1 xX—a
O segundo é =—1In +C.
g J'xz—az 2a |x+a

VAMOS AGORA AMPLIAR A NOSSA TABELA DE INTEGRAIS:

TABELA DE INTEGRAIS IMEDIATAS

n+l

1) Sen # — 1 [x'de="
n+l

2) J.x’ldx:jldxzj.@:ln|x|+C;
x X

+C;

X

3) J.axdx = 1a

+ C, como caso particular, temos: Iexdx =e"+C;
na
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4) jcosxdxzsenx + C;

5) Jsenxdxz—cosx + C;

6) I—dx— arctgx + C;
1+x°

7) j4dx— arcsenx + C;

N

8) J.coszxdxz.[seczxdx =tgx + C;

9) J. ! dx=Icossec2xdx = —cotgx + C;
sen’x

10) jsecx.tgxdx: secx + C;

11) jcosecx.cotgx dx=—cossecx + C;

12) J. :larctg( j+C
a+x a

13)[\/7_arcsen( ]+c

14) J‘ﬁdxz 1H‘X+\/X2iaz + C,
x“ta

15)j N W Lol G
x*—a® 2a |x+a

16) J.tgxdx= —1n|cosx|+C;
17) J.cotgx dx= 1r1|sen x| +C

Resolva as integrais abaixo, usando o método da substitui¢ao:

3)6—4)4

) [(3x-4)a R .:(— C;
) J-(x ) X esp 5 +C,;
2) [Bx—4adx Resp.:% (3x—4) +C;

3)j

Resp.: %ln|3x - 7| +C;

3x-7
2 exl
4 x-e* dx Resp.: +C;
) f P
5) Ix-e’xzdx Resp.:—e“ +C;
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6) [e Ve +1dx
7) J‘cos3 x-sen x dx

8) Icosx -sen’ x dx

9) J‘ Senx

COS x

10) I\/cosx -sen x dx

sec” x
11
) -[3+2tgx

12) j;dx

(1+x )
13) J-x3 cos x*dx

14) [Vx? +1.xdx

xdx

I hes

n(x + 1)

15)

16)j

cosxdx

17) | —
) J‘\/2senx+1

sen(2x)dx

\/1+sen2x

arcsen xdx

SR

18) j

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.: ——

Resp.:

Resp.:—

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

% (1+€X)3 +C;
—lcos4x+C;

lsen6x +C;
6

+C;
COS X

cos’x+C;

%ln|3+2tgx|+C;

%w/(xz +1)3 +C;
%\/2x2+3 +C;

2
In (;+1)+c

V2senx+1+C;

2 1+sen2X+C;

arcsen2 X

+C;
2
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20) Iarctg 2xdx

1+x?2

21) jx—”dx
X“+2x+3

22)
lenx
2
23) [ (x +2)dx

24) Isenx -sen (cos x) dx

dx
> J‘\/x2 +9

26) j

1+2x2

dx
27 I\/16—9x2

25) I4 9x>

Resolva as seguintes integrais indefinidas:

2) J~sen(l4)—(3lnx) dx

dx
C)-[X(lnx+3)

J- sen2x

V1+sen X

g) j(x2 Jx+1)dx

arctg3 X
3

Resp.: +C;

Resp.: %ln‘xz +2x +3‘ +C;

Resp.: 1n|ln x| +C;

X2 +4x+3

Resp.:

9

+
2.In(3)

Resp.:cos(cosx)+C;

Resp. In|x +Vx%+9|+C;

1
Resp.— arctg(\/z x)+C;

NG

1
Resp.— arcsen3—X +C;
3 4
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) [(r ¥1-3x) dx Y|

sens(i/;) cos(i/;)dx

s

1+x e’ 1
1) dx m) +— |dx
j1+x2 j£e2x+16 \/xj

n) [[3%+(3%)2 +(3%) 1dx 0) |

RESPOSTAS

a) — %cos(1+3lnx)+C

¢) In|lnx+3|+C

e) 2 l+senx+C

g) %w/ (x+1)7 —%«/ (x+1)° +?2w/ (x+1)° +C
Ly (1-3x)7 - % Y a-30*+C

1) arctgx + %ln(1+xz) + C

i
)21

(3,\')3
3In3

X x\2
3,6

n
) In3 2In3

b) 2+ x+e?* +C
d) tgx+% & tg4x+C

3 5 1 3
“Inx+D)+—-e* +C
f) 5 ( ) 3

1
h) —arctg (4x) - +C
10 5sen” x
63
i) sen (\/;)+C
6
1 e’
m) — arctg | — +24x +C
4 4
0) % 3 tgzx + C

22 ) INTEGRACAO POR PARTES

Sera que agora que voce esta “fera” em calcular integrais pelos métodos vistos acima, vocé poderia

resolver a integral abaixo:

Ix -e"dx = ... Hum! Ta dificil, né! Pois bem, vamos aprender uma nova técnica para resolver

integrais como essa.

Vocé lembra da regra da derivada do produto? Vamos relembrar:
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Se f(x)=u(x)-v(x) entdo f'(x)=u'(x) -v(x)+u(x)-v'(x), em outras palavras:
[t(x)-v(x)]"=u'(x) - v(x) +u(x)-v'(x), que também pode ser escrita:

u(x)-v'(x)= [u(x) . v(x)]'— u'(x)-v(x), integrando ambos os membros, em relacao a x:
Iu(x) v'(x)dx = I ([u(x) . v(x)] '—u'(x)- v(x))dx separando:

j u(x)-v'(x)dx = j [u(x) - v(x)] ' dx — j u'(x)-v(x)dx , como, por definigdo, j [u(x) - v(x)]dx =

u(x)-v(x)+C , temos:

Iu(x) V'(x)dx =u(x)-v(x)+C— Iu '(x)-v(x)dx, como na formula ao lado ainda ha integrais a

serem calculadas, podemos desprezar a constante C, obtendo assim:

Iu(x) V'(x)dx =u(x)-v(x)— Iu '(x)-v(x)dx

A férmula acima ¢ colocada numa forma simplificada para melhor memorizagao:
J-udv = uv—jvdu

Vamos fazer alguns exemplos para vocé se sentir mais seguro:

EXEMPLO 1

Ix cefdx =7

Vocé pode naturalmente perguntar... Quem faz o papel de “u” ? e quem ¢ dv ?

Vamos “tentar” u =x e dv =e"dx; diferenciamos ( ou derivamos ) a expressao que contém u ¢
integramos a que possui dv. Assim:

du=dx ¢ I dv= J.e"dx = v=e¢" +C ,prezados alunos, pode-se demonstrar que ao usarmos o

método da integracdo por partes, ao calcularmos o valor da fun¢do v, podemos “esquecer” a
constante, deste modo, ao invés de v=e¢"+C , temos v =¢" . Voltando a formula Iudv =uv— I vdu,

temos:

J-x e'dx=x-e" — J.e"dx = Ix -e'dx=x-e" —e" +C (Note que colocamos a constante C, apenas no

final de todo o processo de integracao ).

Portanto: J.x~exdx =x-e¢ —e" +C.
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Vamos fazer uma brincadeira? Que tal se nos seguissemos o caminho errado? Isto é:

u=e" e dv=uxdx diferenciando ( ou derivando ) a expressao que contém u ¢ integrando a que
possui dv, teremos:

2 2
X X \
du=e"dx e Jdv = fxa’x =v= 5 +C , “esquecendo” a constante, temos v = B Voltando a

formula Iudv =uy-— I vdu , obtemos:
2 2 2
X X x° 1
J.x-e"dx =e" -——.[—-exdx:> '[x-exdx: e’ -———Jx2 -etdx .
2 2 2 2
Sera que vocé esta vendo que o negdcio piorou???

Antes nds queriamos calcular, apenas | x-e*dx =, mas agora nds “caimos” na integral | x*-e*dx
b b

( observe que o expoente do x aumentou ao invés de diminuir! ).
Conclusao: E importante a escolha certa de u e de dv!
A pratica lhe trarad mais seguranca, portanto... exercite seus neuronios!!!

EXEMPLO 2
Ix -senxdx=1?

Quem faz o papel de “u”? e quem é dv ?

Vamos tentar u =x e dv = sen xdx ; diferenciando ( ou derivando ) a expressao que contém u e
integrando a que possui dv teremos:

du=dx e Idv = '[sen xdx = v=—-cosx+C, “esquecendo” a constante, temos v =—cos x .
Voltando a féormula Iudv =uv-— I vdu , obteremos:

Ix-senx dxz—x-cosx—f—cosxdx:Ix-senxdxz

—x-cosx+jcosxdx:>jx-senx dx=-x-cosx+senx+C

Portanto: '[x-senx dx=-x-cosx+senx+C
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EXEMPLO 3

Iln xdx=7?

E agora? quem faz o papel de “u” ? e quem ¢ dv ?
Vamos tentar u =/nx e dv=dx, assim:

du = ﬁ e v=ux, utilizando a formula Iudv = uv—J.vdu :
X

J-lnx dx:xlnx—jx@:.[lnx dxlenx—jdx:_[lnx dx=xlnx—x+C
X
EXEMPLO 4

Iarcsen xdx="1

E ai? quem ¢ “u”? e quem € dv ?

Vamos tentar u = arcsenx ¢ dv=dx, assim:

dx ,
du = e v=ux,usando a formula Judv=uv—_[vdu:
1-x7
dx , dx
Iarcsen x dx = xarcsen x — J X = € agora, como ¢ que faz para calcular I X -
1-x 1-x

Faga por substituigdo, 1—x” =¢ = —2xdx =dt = dx = —j—t , deste modo:
X

—+1
t 2

+C =

dx X x —dt 1¢dt 1, -+ 1
J‘x.\/l—x2 :J‘\/l—x2 dx=.[$~§=—§j$=_5,|‘t Zdtz_g_;Jrl
1 1

—2 +C=—(1—x2)5 +C
Finalmente:

J-arcsen x dx =xarcsenx++1-x* +C




EXEMPLO §

E se nds quisermos calcular Ix -Inx dx = ? Vamos fazer em sala...

Usando integragdo por partes, calcule as integrais abaixo:

1) Ixcosxdx

2) Iarctgxdx
3) lenxdx

4) j x> Inx dx

5) j *senxdx
6) j x’e" dx

7) j e* cos xdx

8) j (x* +2x)e"dx
9) j (x* +1)sen xdx
10) [ aretg (3x) dx

11) J-arcsen (x—2)dx

de

2 J‘senzx

13) j(16x3+4x+1)1nxdx

Resp.

Resp.:

Resp.:

Resp.

Resp.

Resp.:

Re sp.

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp

ixsenx+cosx+C;

x.arctg x — % In(x>+1)+C;

2
x—(lnx—lj+C;
2 2

3
:x—(lnx—lj+c;
3 3

:—x? cosx+2xsenx+2cosx+C;

ex(x2—2x+2)+C;

:%ex(senx+cosx)+C;

xle +C;

—(xz—l)cosx+2xsenx+C;

x.arctg(?ax)—lln(9x2 +1)+ C;
6

x—2)arcsen(x—2)+v—x*+4x-3+C;
(x—2)arcsen(x—2)++

—xcotg(x) +In|sen(x)|+C;

:(4x4 +2x7 +x)lnx—(x4 +x° +x)+C.

38



3% ) INTEGRACAO DE FUNCOES DOS TIPOS

Ax+B Ax+ B
I—dx e I

Vax? +bx+c

Observe que as integrais acima contém trinémios do segundo grau.

ax’ +bx+c

Para resolver tais integrais normalmente usamos o método de “completar quadrados”.

Antes de ver os exemplos abaixo lembre das integrais imediatas:

dx 1 x
1) -[az e :;arctg(gj+C;

2) j Ji_arcsen( j+c

3) J.—dx= In|x+Vx**xa’ | + C;
\/xzia2
dx 1 xX—a
4 =—1In +C.
) sz—az 2a |x+a
EXEMPLO 1
J‘ dx _ o
x> —4x+9

Ser4 que da pra perceber que x* —4x+9=(x— 2)2 +5°?

Se nao deu, em sala agente conversa melhor!

Deste modo:
dx dx . . : , :
I 5 = I -—— E agora? Olhe para a integral imediata niimero 1) acima!
X —4x+9 (x_z) +5

D4 para notar que com a substituigdo x—2 =u resolvemos nosso problema? Acompanhe:

x—2—u:dx—du dai:

vl Ju;&)z N R P

39



EXEMPLO 2

2

dx
J-\/—xz—4x+7 o
Note que —x —4x+7 ==(x +4x=7)==| (x+2) =11 | = 11-(x+2)" |

Assim:

J‘ dx _ I dx
V=" —4x+7 7 ll=(x+2)
Usando a substitui¢do x+2 =u, teremos:

X+2=u= dx=du, portanto:

dx

dx - dx = du__ _ = arcsen| —— |+ C =
J-\/—)c2—4x+7 _'I.\/ll—(x+2)2 _I\/ll_uz _J-\/(\/ﬁ)z—uz : [\/HJ )

arcsen( x+2 }L C
Jit
EXEMPLO 3

J‘L: ?
VXt —4x+7

Perceba que x* —4x+7 = (x—2)2 +3.

Conseqlientemente:

J' dx ZJ- dx
Jx —dx+7 \/(x_2)2+3
Usando a substitui¢do x —2 =u = dx = du , teremos:

dx dx
- 2

dx B dx _
J‘\/)cz—4x+7 _I\/(x—2)2+3 J.\/“2+3 I\/u2+(\/§)

= In

u+\/u2+3‘ + C=

=In|x—2+4(x-2) +3| + C

E ai? Compare com a integral imediata nimero 2), acima.

. Compare com a integral imediata numero 3), listada acima.
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EXEMPLO 4

J- dx _ 9
X' —4x+1

Escrevendo x> —4x+1= (x - 2)2 —3, obteremos:

J. 5 _ _ I dx2 . Compare com a integral imediata nimero 4).
x —4x+1 (x—2) -3

Substitua x—2 =u = dx =du dai:

dx du du 1
I(x_2)2_3:“-u2_3:“‘ 2 :2\/5111

EXEMPLO 5

dx ,
J.z— = ? Esta nds faremos em sala!
x —4x+4

EXEMPLO 6

J- (x+7)dx

> = ? Dever de casa!
x —4x+3

Calcule as integrais abaixo ( observe os trindmios do segundo grau ... ):

1 x+1
1 _ Resp.: —arctg——+C;
) -[x2+2x+5 P 2 8 2

dc 1. |x=5
n (& Resp.: —In +C;
) J.x2—6x+5 p 4 X=
Im ReSp.:lln|2x2+4X+3|+2\/§-amtg[\/§(x+l)]+c
2x% +4x +3 4
4) J.X—”dx Resp.:—lmelarcsenzx_lJrC;
Ny ‘ v
+5)d
5) I% Resp.1%M+2ﬁlnlm**ﬁ(“l)Hc'
2x° +4x+3
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4° ) INTEGRACAO DE ALGUMAS FUNCOES RACIONAIS

Primeiramente vamos citar alguns resultados importantes:

1) Sejam a, 3, m e n numeros reais dados, com a # 3. Entdo existem constantes A e B tais que:

mx+n A B
a) = + )
(x—a)(x=p) x-a x-p
y B g itui
by M tno_ + - . (Algumas vezes ¢ mais “direto”, substituir x —a.=t)

(x—oz)2 X—a (x—a)

APLICACAO:
Demonstre que .[ 2dx > len almiid pye)
x"—a 2a |x+a

2) Sejam a, B3, y, m, n, p, nameros reais dados, com a, 3, y distintos entre si. Entdo existem
constantes A, B ¢ C, tais que:

2) mx’ +nx+ p _ A N B N Cc
(x—a)(x—ﬂ)(x—}/) x—a x-f x-y

mx* +nx+p _ A N B N C
(x-a)(x-p) x-a x=F (x-p)

b)

3) Sejam a, a, b, ¢, m, n, p, numeros reais dados, tais que A = b® — 4ac < 0. Entdo existem
constantes A, B e C, tais que:

mx’ +nx+p 4 N Bx+C
(x—a)(ax’ +bx+c) x-a ax’+bx+c’

VAMOS APLICAR OS RESULTADOS ACIMA NOS EXERCICIOS ABAIXO:

EXEMPLO 1

dx . - :
I -—— = 7 ('note que, na verdade, esta integral ¢ imediata! ).
x° =9
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EXEMPLO 2

dx L . ~
J-— = ?7 ( observe que podemos usar a estratégia de “completar quadrados™ vista na se¢ao
x*—4x+3

anterior ).

EXEMPLO 3

J-(Sx—Z)dx

— () 4 4 . (13 2
e ( podemos também usar a estratégia de “completar quadrados™ ).

EXEMPLO 4

J-(7x—2)dx _

(x-3)
EXEMPLO 5
(x2 +2)dx ~
Ixz —3x+2 !

EXEMPLO 6

(x3 +2)dx ~

[F—F5—=2
(x-1)
EXEMPLO 7

4
J- x +2x+1 de= 2

2
X —x?=2x

EXEMPLO 8

2x+1
I3x—+dx=?
X

-x*—x+1

EXEMPLO 9

J~ 2x+1 dy— 9

X +2x+2

43



EXEMPLO 10

2
J-x +2x+3 dx= 9

x*+4x+13

EXEMPLO 11

5
[EESA

x -8

EXERCICIOS:

Resolva as integrais das fung¢des racionais abaixo:

x+1
1 dx
) I2x+1

2)

I xdx
(x+D(x+3)(x+5)

dx
g I()6—1)2(96—2)

x—8
4 [ 4
) -[x3—4x2+4x

J‘SX—16

5
) 16—x*

dx

6 J- (x> —2x +3)dx
x> +1)(x—-1)

dx
L o
(x+1)dx

) I(X +9)?

Resp.lx+lln|2x+1|+C;
2 4

6
Resp.lln% +C;
8 |(x+5)’(x+1)
Resp. +lnx_2 +C;

- x—1

2
Resp. 3 +ln(x_2j +C;
X—2

X

Resp.: InvV4+ x> —ln]2+x]—arctg(§j+c;

Resp:arctgx+ln\/x2+1—ln|x—1]+%+C;
-X

X 1 (Xj
sp.———+ —arctg| — [+ C;
18(x +9) 54 3

Xx—-9 1 (xj
e sp. —+—arctg— +C.
18(x2+9) 54 3
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5%) INTEGRACAO DE ALGUMAS FUNCOES IRRACIONAIS
EXEMPLO 1

Seréd que voce esta preparado para fazer esta integral j\/x —3.xdx ?

Algumas integrais onde ha uma ou mais raizes podem ser resolvidas com o seguinte artificio:

Faga +/x—3 =1, conseqiientemente, quadrando ambos os membros: x—3 =¢> e é claro que
x=t"+3,logo dx=2tdt, substituindo na integral pedida:

jz.(rz+3)2zdz=2j(r4+3t2)dt=§t5+2z3 +C:§( x—3)5 +2(\/ﬁ)3+c

EXEMPLO 2

dx
J-1+\/;: ’

Faca Jx=t, conseqiientemente, quadrando ambos os membros: x =t logo dx = 2tdt , substituindo
na integral pedida:

2tdt
Tor -[l_dt e agora? Lembre que: nas divisdes de polindmios, quando o grau do numerador
+t +¢

for maior ou igual ao grau do denominador, usualmente dividimos o numerador pelo
denominador ( divisdo de polindomios, sétima série... tudo bem, em sala nos resolveremos ). Assim:

2udt ¢ 2t —I(Q_—)d 2Idt—2f—=2t—21n|l+t|+C=2\/;—2ln‘1+\/;‘+C,note

1+¢ 1+¢

que, como 1++/x ¢é sempre positivo, nao ha necessidade do médulo, e a resposta pode ser:

Zt—‘ﬁ—zf 21n(1+\/_)+C

ATENCAO! Poderiamos também ter substituido 1++/x =¢. Tente e veja que também da certo!
OS EXEMPLOS 3 E 4 QUE SEGUEM SERAO FEITOS EM SALA:

EXEMPLO 3

1+ x?
1

(3+x)3

dx="1?
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EXEMPLO 4
J- dx _

Resolva as integrais das fungdes irracionais:

N 2 4
1) J‘de Resp.. \/_ +C
5 3
2 x—1 2({vVx—1
2) dex Resp.:2 ( ) + ( ) x|+
x-1 5 3
3)I dx Resp.:l Nxt9 -3 +C;
xJx+9 3 |Wx+9+3
dx
Vx+4 Vx+4-2
5 dx Resp.:2In|———|+2Vx+4+C;
N P a2
(x +3)dx Jx -1
6 _— Resp.: 21n\/;+2\/_arct +C;
)Ix(x—2\/;+3) P s \/5
7) I dx Resp.:él T —2- —3arctg{/x -2 +C;
Joe=2y (-2 1) 2 ¥ -2+
2 8 5
8) jx.(1+x)3dx Resp.:§(1+x)4—%(l+x)A+C;
dx
9) jm Resp. : 24/x —63/x +248/x —481n(2+8/x )+ C;



LISTA DE CALCULO II DA PROFESSORA SIRLANE COELHO

Com o intuito de relacionar mais exercicios para voces, pedi a colega, Professora Sirlane para
disponibilizar na internet a lista que ela elaborou.

I) Resolva as integrais abaixo por substitui¢do:

1) .[sen3x-cosxdx Resp.:%sen4x+C;
xdx arcsen x°
2 Resp..———+C;
) | . espi————+C;
3) IM Resp.:sen(Inx)+C;
x
1 2
4) Iln(cosx)tgxdx Resp.:— 1 (c;osx) ;
dx In* x
5) Ix-lnsx Resp.:— 1 +C;
6) .[ex-sene"dx Resp.:—cos(ex)+C;
et dx 1 .
7 J‘m Resp.:Eln‘3e4 +1‘+C;
2
8) J-lsiigzz);dx Resp.:%1n|l+tg2x|+C;
9) J‘«/x+1dx Resp.:iAJ(x+1) +C;
10) .[(x+2)-sen(x2+4x—6)dx Resp.:—%cos(x2+4x—6)+C;
1 2!
11) I2‘xtg(21‘x)dx Resp.:n‘;%JrC;
2 3
12) J-—(arcsenx) dx Resp.:—arcsen X+C;
1-x* 3
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13) J'SQI’Z)C—COSde

senx+Cosx

14)j

l1+e"

15) 122X g
X+COSXx

16) Iase”x cos x dx

sec X

' '[«/4 tg X

dx
18
) j cos” x(3tgx+1)

19) J‘secx‘cosxdx

(arcsen x +x)dx

\/l—x2

20) j

21) sz ~cos(x3 +3)dx

sen(2x)dx

\/1+sen2x

22) j

dx
) '[\/16—9)(2

24) j

9x* +4

25) j

4-9x?

26) j 3% edx

Resp.:
Resp.:
Resp.:
Resp.:
Resp.
Re sp.

Resp.:

Resp.:

Resp.

Resp.:

1
Resp.—
P 3

—ln|senx+cosx|+C;

x—In

e"+1‘+C;

ln|x+cosx|+C;

senx

a
+C;

Ina

rarcsen (thx] +C;

:%ln|3tgx+1|+C;

x+C;

2
arcsen” x 2
—— —AN1-x"+C;

2

:%sen(3+x3)+C;

2 1+sen2X+C;

3x
arcsenT +C;

1 3
Resp.—arctg(—x)+C;
P g(2 )

b
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IT) Resolva as seguintes integrais por partes:

1) J.x-e"dx Resp.:x-e"—e"+C;
2) J‘xcos2xdx Resp.:xsenercostJrC;
2 4
2 x’ 1
3 x“ Inxdx Resp.:—|Inx—— |+ C;
) f P 3( 3j
In(/nx)d
4) J.M Resp.:In(lnx)-Inx—Inx+C;
X
5) J.arctgxdx Resp.:x.arctgx—%ln(xz+1)+C;
6) Ixsecxtgxdx Resp.:xsecx—ln|secx+tgx|+C;
7) Iarcsenx dx Resp.: xarcsenx +1-x> +C;
272
8) J‘x-Z’xdx Resp.:—x + -+C;
2 " (In2)
9) Ixsenx~cosxdx Resp.:—x-cos2x+sen2x+c;
4 8
IO)J. X dx Resp.:—x.cotgx+In|senx|+C;
sen’x
11) jx-cosx dx Resp.:—x.cossec x +In | cossec x —cotgx | +C;
sen’x
2
12) J-x.arctgxdx Resp.:w—z+w+c.
2 2 2
IIT) Resolva as seguintes integrais:
dx 1 x+3
1 _ Resp.:—arcte——+C;
N v Py T



2) J. ;jf; Resp.:x— %arctg (%) +C;

3) J‘ﬁ Resp.: x_—l2 +C;

4) J‘m Resp.:ﬁarctg(%j+€;

5) Ixz jb;_H Resp.:%arctg(Zx—l)+C;

6) J‘# Resp.:g

7 J.x(xj;idXS Resp.:%ln|x2—2x—5|+2\/gln i::ﬁ +C.

IV) Resolva as integrais por fragdes parciais:

1 R —— Resp.:—7In|x—2|+9In|x -3+ C;
J-(2x+3)dx | | | |

X2 =5x+6
2x+1)d
2) J‘% Resp.:—5‘2(x—2)2—2‘(x—2)+C;
4dx ' _l 5 .
3) -[x3+4x Resp.:Inx 2ln‘x +4‘+C,
_dx . _ e .
4) -[x(x2+1)2 Resp..ln|x|+2(x2+1) zln‘x +1‘+C,
o Resp.i1 L 22 1|+ C;
5) J‘XS x2—2x X esp..E n|)C|+g n|x—|— |—§ n|x+ |+ ;
6).[ o Resp.:—l—ln|x|+ln|x+1|+C'
x2(1+x) X )

7) J- d Resp.: %ln|x—1|—%ln|x+1|—%arctgx+C.



V) Resolva as integrais das fungdes irracionais:

Jx dx
D j1+<‘/§

2) J‘ \/xx+ 4 d

Jx dx
3
v

dx
4
) '[x\/x+9

5) j\/i4—_\/;/;dx

Resp.:

\/— \/_\/_ln
4

Ux+ ‘+C

Resp '2lnﬁ
h Nx+4+2

4J—4

+2Jx+4+C;

Resp.: +C;
Resp l vxt9-3 +C;
”3 Jx+9+3]

Resp.: \/_ l\/_ +C.

INTEGRACAO DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS

1) Integrais da forma: Icos mx.cos nx dx ; J senmx.sennxdx € .[ sen mx.cos nx dx

Da trigonometria do segundo grau, temos as formulas abaixo:

jcosmx.cosnxdx :%J‘[cos(m+n)x+cos(m—n)x]dx;

Isenmx.sennxdx :%J‘[—cos(m+n)x+cos(m—n)x]dx ;

Isenmx.cosnxdx :%I[Sen(m+n)x+sen(m—n)x]dx.

EXEMPLOS

a) Icos 4x.cos7xdx;

b) J senx.sen3xdx;

c) Isen 3x.cos2xdx .
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2) Integrais da forma: IR (cos x).sen xdx . Usualmente, a substituicdo conveniente ¢ cosx =¢;

3) Integrais da forma: IR (sen x). cos xdx . Usualmente, a substitui¢do conveniente ¢ senx =t;

EXEMPLOS ( para os casos2 e 3)

sen’ xdx

. J-cosxdx; b) jcos3xdx

3 2
( “quebre” cos’x como cos x.cosx ); ¢) j

2 4 .
senx sen"x 2+cosx

4) Integrais da forma: J-tg'”x. dx . Normalmente, a substitui¢ao conveniente € g x =¢. Note que

x=arctgt..dx= .
t

EXEMPLOS

a) Itg4xdx; b) J.CO'?ZZX; c) J-tg3x dx.

5) Integrais da forma: Isen’" x.cos "x dx em que pelo menos um dos expoentes naturais m ou n
¢ um numero impar. Normalmente, a substituicdo conveniente ¢ senx =t ( se n for impar )

ou cosx =t (se m for impar ). Lembre que sen’x+cos’ x=1.

EXEMPLOS

4 2
a) Isen x.cosxdx; b) Isen3x.cos xdx; c) Jsensx.cos3xdx.

6) Integrais da forma: J-R (sen" X,COS ’"x). dx , onde as poténcias de senx e cosx sdo pares.

Normalmente, a substitui¢do conveniente é 7g x =¢ que tem como conseqiiéncia:
2

t 2

e cos x=

x=arctgt..dx = sen’x =

tZ, 2

1+1¢ 1+

EXEMPLOS

a)J- dx ;b)J- dx ;C)I dx ;d).[senzxdx.

2 4 4 6
2—sen"x sen"x cos” x CcoS” X
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7) Integrais da forma: J‘sen” x.cos "x dx onde as poténcias de senx e cosx sdo nimeros nao

1—cos2x 1+cos2x

2

negativos e pares. Normalmente, usa-se sen’x = e/ou cos’x=

EXEMPLOS

a) jsen4xdx; b) J‘cos“xdx; c) jsen4x.coszxdx.

. T . . X
8) Integrais da forma: J‘R (sen X,CO0S x). dx . Usualmente, a substituicdo conveniente ¢ th =1 (

chamada substitui¢@o universal, pois quando o “bicho pega” normalmente usamos esta

e A 2 2t
substituicdo ), que tem como conseqiiéncia: x = 2arctgt, dx= R senx = L
+
— t2
CosSX = .
1+¢
EXEMPLOS
dx dx dx dx sen x dx
a ; b ; € ; d » © :
) J‘senx ) J‘l—senx+cosx ) -[4—500sx ) ‘[3+SCOSX ) J‘1+senx

9) Integragao de certas fungdes irracionais por meio de substitui¢cdes trigonométricas.

Quando as funcdes irracionais sdo do tipo va> —x>; va’+x?; Jx’—a’ onde a é uma constante
positiva. As substitui¢des sugeridas sao:

Para Va® —x* , usar x = a.sent;
Para \a’ +x° , usar x =a.tgt;
Para Vx> —a” , usar x =a.sect.

EXEMPLOS

N — y ey d
a) j%dx; b) jx 4—-x"dx; C)Ixz\/l)fFT; d)j xxa dx; e) I (4+XX2)5
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Lista de exercicios

senllx sen3x

1 cosdx.cos 7x dx Resp.: + +C;
) P 6
2) Isen3x.cos2xdx Resp.:—cossx—cosx+C;
10 2
sendx sen2x
3) Isenx.sen3xdx Resp.:— + +C;
8 4
1 sen 8x
4) IsenSx.sen3xdx Resp.:z sen2x — 1 +C;
cosbx cos4x
5) Isen x.cos Sx dx Resp.: — + +C;
12 8
6) Icoszx dx Resp.:— ! +C;
sen” x senx
cos’ x 1 ;
7) j T—dx Resp.:cossecx ——cossec” x+ C ;
sen” x 3
3 2+cosx)’
8) J-sen—xdx Resp.:(—)—4(2+cosx)+3ln(2+cosx)+C;
2+cosx 2
9) Iﬂdx Resp.:2v/1+sen’x +C ; Sugestdo: faca 1+ sen’x=1.
1+ sen’x
1g°x
10) Itg“x dx Resp.: 3 —tgx+x+C;
tg’x
11) Itg3x dx Resp.:gT+ln|cosx|+C;
3 5
12) Isen3xcoszxdx Resp.i— > X O X, o

3

dx 1 g x
13) | — Resp.:—arctg| == |+ C;
)I2—sen2x P \/5 g(ﬁj



14) J‘sen4 xcos® x dx

dx
sen’ x

15)j

2
6) J-sen X,
cos® x

17) Isen3 xdx

18) J-senz xcos’ x dx

19) [sec2x dx

sen’ xdx

20) I \/3 COS4 X

21) Isenz 3xdx

22) Isenz x.cos” x dx

dx
tgx—1

23) j

dx
24) [———
sen” x+1g°x

2
sen’ x
25) | ————dx
) J‘1+coszx

sen x dx

26) j

1+senx

Resp.:——
P16 48 64

Resp.:—
P 3tg’x tgx

Resp.:

Resp

Resp

Resp:

Resp.

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.

Resp.

Resp.:

x sen’2x sendx
- +C;

1 —J;+C

3

5
5ﬁ+%§+c;

1
:gcos3x—cosx+C;

1

1
:—sen’ x——sen’ x+C;
3 5

lln 1+sen2x er

4 |1-sen2x

3, P 3
:—i/cos’ x + +C;
5 fcos x
i_sen6x+c;

2 12

x sen4x )

8 32 ’

1n|tgx—1|_ln(tg2x+1)_£
2 4

+C;

L cotgx+iarctg(tg—xj +C;
2 V2 V2 )]

:\/Earctg(tg—xj—x+ C;

V2

+x+C;

2
X

1+ tg| —
g(zj
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27)_[ dx Resp.:In tgi +C, ou, In|cossec x —cotg x|+ C ;
sen x 2
X
tg -2
28) J.L Resp.:l.ln 2 +C;
4 —-5senx 3 tg£+2
2
29) | dx Resp.:—In | 2-2eg(x/2)[+C;
I—-senx+cosx

30 dx R ) V1+x2
Rl e R

+C;

[ 2 2 [,2 2
31) ja—zxdx Resp.: —u—arcsen§+C;
X X a

1 1
32).|.x2 4—x"dx Resp.:2arcsen§—EX\/4—x2 +Zx3\/4—x2 +C;

1+x°
Resp.:— al

dx
33) | —— .
ey v -

+C;

[2 2
34) J.udx Resp.:Vx? —a’ - a.arccos(ij +C.
x

X



INTEGRAIS IMPROPRIAS

Dada a fungdo y = Lz , fixemos »>1 e tomemos a area A (b) da regido do plano limitada pelo
X

grafico da fungdo, o eixo Ox e as retas x = 1 e x = b ( figura abaixo ). Temos entdao que

A(b):bd—f:{—l}bzl—%.

X X

y

1 b X

A area da figura limitada pelo grafico da fun¢do, o eixo Ox e areta x = 1 ( veja a figura abaixo ) ¢

dada por A(b)= lim [ 4(b)]= lim [1—%} =1-0=1

b—>+w0
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DEFINICAO I: Seja y = f (x) uma funcdo continua em [a,+oo). Dizemos que a integral impropria
b

de f em [a,+0) converge e ¢ igual a [ = lim (J. f (x)dxj caso este limite exista ( seja finito ),

caso contrario dizemos que a integral impropria de f em [a,+oo] diverge.

Por comodidade, usaremos a notagdo: / = J. f(x)dx.

a

OBSERVACAO: No exemplo anterior, [ = J.d—f convergee [ =1.
X
1

a—>—w

b b b
De modo analogo definimos I = I f(x)dx, assim [ = I f(x)dx = lim Uf(x)dxj.

a

APLICACAO:

Estude a convergéncia das integrais improprias:

+00
dx . .
a) I = J.— ( resposta: diverge, fazendo as contas, acharemos pois / =+ );
X
1

dx
1+x°

0
b) I = .[ ( resposta: converge, pois [ =— ).

N

DEFINICAO 2: Seja y = f(x) uma fungdo continua em R . Tomemos @ € R um numero qualquer.

a +00
Dizemos que a integral impropria de /' em R converge e é iguala [ = J‘ f(x)dx+ I f(x)dx caso
estas integrais sejam ambas convergentes. Caso contrario ( isto é, se pelo menos uma dessas
integrais divergir ) dizemos que a integral imprépriade f em R diverge.

Por comodidade, usaremos a notagdo: / = J. f(x)dx.

—00

OBSERVACAO: pode-se demonstrar que a defini¢do acima independe do ntimero real a
considerado.

Estude a convergéncia das integrais improprias:

dx
1+ x?

( resposta: converge, pois [ =7 );

a)I:T
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b) I = I xe ™ dx ( resposta: converge, neste caso / =0 ).

—00

EXERCICIOS DIVERSOS

1°) Determine as seguintes integrais indefinidas:

eSx
a) | tgx.In(cos x)dx b dx
) [ tgx.In(cos x) V[
2
c) j (ez"+ V27 x +£] dx d) I sen’ x.cos x dx+J al —dx
X 1+x

2°) Determine f(x) , sabendo que f ¢ uma funcdo derivavel, f’ ¢ continua, f (1 ): e que

NN

I (1+x*) f"(x)dx=x>+C , com C constante real.

3°) Utilize integral definida para calcular o valor da 4rea de cada regido indicada:

a) b)
y=xj+1
y 2 rT
¥=1l+x
N Fp=4-1x |
7 % 37

4°) Determine as integrais indefinidas utilizando o método da substitui¢do (mudanga de variaveis):

a) IZx(xz +1)°dx b) J.cos3 x.sen xdx
1 3x
_ ~x)d d

c) I\/;sen( X )dx )'[—d4x2+5 X

5°) Determine f(x), sabendo que f'(x)=- Lz + 2x—3

Sk N
33 (7 -3%)° 3
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6°) Determine o valor da area da regido do plano limitada simultaneamente pelas curvas abaixo:

a) y=x", y=x+2. b) y=x>, x=0, y=-2x+3.

7°) Calcule as seguintes integrais indefinidas:

1/

X
2a’x+
X

X e

3
7.1 4 d 7.2 e 42 dx
)I[1+9x4 l+9x4J ) ) I( )

J‘ sen x

CoSs X

LISTA DE CALCULO II

1) Calcule as integrais:

2e 2 & dx 3
a) j41nxdx; b) jx.lnxdx; c)j : d) jx.e*dx.
1 1 1

b
x.Inx

e

2) Verifique se as integrais improprias convergem ou divergem:

dx
2

a)T - ; b)lle+x

c) | senxdx; e) | xdx.
e | |

3) Determine a 4rea da regido limitada pela curvay = — x* + 3x —2, 0 eixo Ox e as retas x = | e x =

2.

4) Encontre a area limitada por y =senx eoeixoOxde O0a2rx.
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5) Determine a area da regidio limitada pelas curvas y = x> e y =—x* + 4x.
6) Determine a area da regido limitada pelas curvasy = x> ey = x + 2.
7) Determine a area da regido limitada pory = Inx e x = 2.

8) Determine a area da regido limitada pelas curvas x.y =4 e x+y=35.
9) Calcule a area da regido limitada pelas curvas y=2x—x" ¢ y=2" easretas x=0 ¢ x=2.

10) Encontre a 4rea limitada por y = |x—1 , y=x"—-2x oeixoOyeareta x=2.

11) Determine a area da regido limitada pelas curvas y=x"e y=x.

3

12) Ache a area limitada pela curva y = e o eixo Ox.

2 2
X +a

13) Encontre a area limitada pela parabola y* =2x—2 eareta y=x—5 oeixoOxeareta x=2.

14) Encontre o volume do s6lido formado pela rotagao, em torno do eixo Ox, da superficie contida
entre as parabolas y=x" e y = Jx.

15) Encontre o volume do s6lido gerado pela rotagdo, em torno do eixo Ox, da regido limitada por
y=e",x<0e y=0.

16) Determine o volume gerado pela rota¢do, em torno do eixo Ox, da regido limitada por
y'=x" (x>0),0cixoOxeareta x=4.

17) Encontre o volume do solido gerado pela rotacdo, em torno do eixo Ox, da regido limitada por
y=x"+leareta y=x+3.

18)Encontre, por integragdo, o volume de um cone reto, de altura h unidades e raio da base r.
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19) Achar o volume gerado pela rotagdo da area OAC ( ver figura ) em torno da reta BC.

I 4
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FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

Vocé ja reparou que:
a) Indices de Inflagdo dependem dos pregos de vérios produtos?

b) O volume de uma piscina, em forma de prisma quadrangular, por exemplo, depende das trés
dimensdes, largura, altura e comprimento?

¢) O prego de um computador pode ser visto como fung¢do do prego dos diversos componentes, como
processador, memorias, hd, etc...?

Nosso objetivo agora € conhecer um pouco mais sobre fungdes de varias variaveis.

Espaco numérico n-dimensional ¢ o conjunto de todas as n-uplas ordenadas de nimeros reais,
(x,%,,...,x,) . Indicamos por R", isto &, R" = {(xl,xz,...,xn);xl. € R,izl,...,n} .

EXEMPLO: P(l, 2,3) eR’. Veja o grafico abaixo

FUNCAO DE DUAS VARIAVEIS

Apesar de que estudaremos fungdes de trés ou mais variaveis independentes a maioria das nossas
definigdes e resultados sera enunciada em relacdo a fungdes de duas variaveis pelo fato de que ha
uma interpretagdo geométrica para este caso.

De um modo geral uma fun¢ao de duas variaveis independentes f ¢ denotada por

f:D—>R
{(x, y) >z
real de duas variaveis reais f , consiste em:

,onde D c R* é chamado de dominio da fun¢do f . Trocando em miudos: Uma fungdo
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1) Um conjunto D — R* de pares de niimeros reais, denominado ( do mesmo modo que no célculo
de uma variavel ) de dominio da funcdo f';

2) Uma regra que associa a cada elemento de D um unico nimero real z = f (x, y) .

Quando estudamos fun¢des de uma variavel o dominio nem sempre era o conjunto dos nimeros
reais mas normalmente era o conjunto de todos os x € R para o qual a fun¢do estava bem definida,

analogamente o dominio ( D ) da fungdo z = f'(x,) ¢ o conjunto de todos os (x, y)e R* para os

quais esta definida a fungdo z = f (x, y) .

Geometricamente o dominio de z = f (x, y) ¢ um conjunto de pontos no plano.
D¢ o dominio das seguintes fungoes:

1) f(x,y):x2+y3.

2) f(xy)=——.

3) f(x,y)zln(x—y).

4) f(x,y): 1-x"—y*.

Em sala de aula vamos fazer juntos os seguintes graficos:

a) z= f(x,y)=0 (veremos que ¢ o plano xy ).

b) z= f(x,y) =3 ( veremos que ¢ um plano paralelo ao plano xy com cota z=3 ).
¢) z=x (veremos que ¢ um plano ).

d) z=x"+)" ( denominamos esta superficie de paraboloide ).

e) z=+/x"+3° (estasuperficie ¢ um cone ).

f) z=4/1-x"—y*> (esta superficie é uma semi-esfera ).
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DERIVADAS PARCIAIS

1) Incremento ( acréscimo ) parcial e total.

Se z=f (x, y) , 0 incremento parcial de z em relacdo a x, que indicamos por A z ( acréscimo

parcial em relagdo a x ) é dado por: A z= f(x+Ax,y)— f(x,).

Analogamente o acréscimo parcial de z em relagioa y é: Az = f(x,y+Ay)— f(x,).

Se dermos simultaneamente um acréscimo de Ax a varidvel x e um acréscimo de Ay a variavel y,
obtemos um acréscimo correspondente a z que indicamos por Az, chamado acréscimo total

matematicamente: Az = f (x+Ax, y+Ay)— f(x, ).

2) Derivadas parciais.

Seja z=f (x, y). A derivada parcial de f (oude z ) emrelacdo a x, € por definicdo , o limite

( quando tal limite for um nimero real ):

+Ax,y)— ,

lim A% _ jjg SO A0Y) 2/ (0y) 020

A0 Ax A0 Ax ox Ox

De agora em diante, usaremos os simbolos 62 ou g .
ox ox

Analogamente:

Seja z=f (x, y) . A derivada parcial de f em relacdo a y, ¢, por defini¢do, o limite

( quando tal limite existe ):

Az , V+AY)— ,
tim 207 _ i LBy )= f(vy) oo
Ay—0 Ay Ay—0 Ay ay ay
: o , 0z of
De agora em diante, usaremos indiferentemente os simbolos ™ ou v
y V

OBSERVACAO IMPORTANTE: Desde que, ao calcular, por exemplo, Zl ,avariavel x ¢
y

considerada como uma constante ( um ntimero real fixo ), trata-se, em esséncia de calcular a
derivada de uma fun¢do de uma variavel!

Portanto, ¢ natural que as regras para calcular as derivadas parciais sejam as mesmas regras que se
usam para calcular as derivadas das fun¢des de uma variavel.
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EXEMPLO: z=x".seny

Oz z
— =2xseny — =X".Cos y
ox oy

3) Derivadas parciais de ordens superiores.

Seja z=f (x, y) e as derivadas de primeira ordem Z—Z e % Podemos definir:
x. oy

2) )
2y A0 :i(ﬁ_zj_azz' by A =g(az]_azz_

ox  ox\ox) o’ o avlay) o’

oy - oy \ Ox

- dyéx’ ox Ox

(&) )
o) _\ox a(azj_a_zz_ g o a(azj:a_Zz

ox 5 oxdy

As derivadas acima sdo chamadas de derivadas de segunda ordem da fun¢do z = f (x, y) .

As derivadas das letras ¢) e d) s3o chamadas derivadas mistas de segunda ordem da fungao

z:f(x,y).

APLICACOES:

2 2 2 2
1) Se z=x"+)’, determine —,%, 65, aj, 0’z e I7
Ox Oy Ox~ 0Oy° 0Oyox  OxOy

duas ultimas derivadas, isto €, as mistas? ).

. ( 0 que vocé notou sobre as

2 2 2 2
2) Se f(x,y)=x+x’y’+x'y—Iny+In(xy), determine g,g,a—j, af, o’z e 02
Ox 0Oy Ox~ 0y~ 0Oyox  0OxOy

(0 que vocé notou sobre as duas ultimas derivadas, isto €, as mistas? )

oo

3) Se ,V)=s 24+ xy)+ v, determine — e —.

) f(xy) en(x xy) y o oy
2

4) Se f(x,y)=xIn Y |43y, determine g eg.

-1 ox Oy

: oo o

5) S z)=e" gz, det LU/

) Se f(x,y,z)=¢"" +1gz, determine o o e
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6) Se f(x,y) =m—yx3 , determine g e %
X ox Oy
2
7) Considere a fungdo f(x,y)= 2xy —. Verifique se x.g+y.g =f(x.y).
X +y Ox oy

Até agora nds usamos as regras praticas que vocés aprenderam em Calculo I ( para fungdes de uma
variavel ) com o objetivo de calcular as derivadas parciais, mas ¢ importante vocé lembrar que, se
z=f(x,y), temos:

oz f(x+Ax,y)-f(x.) . o f(xy+ay)=f(x,)

— =1lim —=lim
ax Ax—0 Ax ay Ay—0 Ay

. 16} -
Considere a fungdo z = f(x,y)=x"y", vamos calcular & e <= usando a definigio:

ox Oy
N [ R I L O
—=lim = lim = lim =
Oox A0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
3
oV A (2x+AX) |
i}(g}) |: M :| :i}(g})[)ﬁ (2x+AX)]=2xy3

%z lim x? (y+Ay)3 —xzy3 ~ lim }(}f’/+3xzy2Ay+3xzy(Ay)2 +x° (Ay)37x}ff

5y Ay—0 Ay Ay—>0 Ay -
/A/y/[3x2y2 +3xX° YAy + x° (Ay)zJ 5
lim lim | 3x°y* +3x*yAy + x* (Ay) |=3x"y°
Ay—0 M Ay»0|: ( ) i|
DIFERENCIAL TOTAL

Seja z= f(x,).

Sabemos que Az = f(x+Ax,y+Ay)— f(x, ).
. . . . N oz oz
Definimos a diferencial total dz de uma fungdo, a expressao: dz = a—Ax +6—Ay.
X 4

Quando (Ax > 0eAy > 0)= Az =dz.

67



APLICACOES ( resolveremos em sala ):

1) Calcular o valor aproximado da varia¢do da hipotenusa de um triangulo cujos catetos medem

6 cm e 8 cm quando o cateto menor ¢ aumentado de 0,5 cm e o maior cateto ¢ diminuido de
0,125 cm. Resposta: 1/5.

. : , e v’ :
2) A energia consumida num resistor elétrico ¢ dada por P = N3 watts ( onde a voltagem V' ¢é

medido em volts e a resisténcia R ¢ medida em ohms ). Se V' =100 volts e R =10 ohms,
calcule um valor aproximado para a variagdo AP em P, quando V' decresce 0,2 volte R
aumenta de 0,01 ohm. Resposta: aproximadamente — 5 watts.

DERIVADA TOTAL

DERIVADA DE UMA FUNCAO COMPOSTA ( DERIVADA TOTAL )

1) Suponha z= f(x,y) e x=g(t) e y=h(t), assim, a derivada total % ¢ definida como
d_zds ady
dt oxdt oydt

EXEMPLO

. d
Seja z=x"+3xy+1 com x=2t+1e y=1¢>, calcule d—Z

2) Suponha agora que z = f(x,y) e y=h(x), isto é, z ¢ na verdade uma fungdo de uma
., . . , . dz Ozdx Ozdy ,
variavel apenas ( a variavel x ), assim a formula acima — = ——+——— se tornara:

dt oxdt oy dt

dz Ozdx Ozdy X dz 0z oOzdy
—=——+—— mas — =1 e, portanto, temos finalmente: — =—+——.
dx Oxdx Oydx dx dx Ox Oydx

EXEMPLO

1 .
Se z=2y’ +x’ e y=—, determine %
X dx

3) Derivada de uma fung¢do na forma implicita:

: X
Dizemos que, por exemplo, y =

" representa a forma explicita da dependéncia entre ye x.

Infelizmente nem sempre € simples explicitar y como funcao de x ( as vezes € mesmo
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impossivel ). Existem algumas maneiras de contornar esse problema, quando queremos derivar
y como fung¢do de x, uma delas € usando o argumento do item 2), visto acima:

dz 0z 0Ozd .

©z_EEZY ( que denotaremos por * ). Vejamos alguns exemplos:

dx Ox O0Oydx

a) Ache j—y ,sabendo que y = f(x) e que x’y* —x’y’ +x° = »°. O “truque” & escrever
x

x’y* —x*y’ +x° =1’ =0 e denotar a expressdo nula x’y* —x’y’ +x° — )’ como z. Assim:
dz 0z 0zd . d
z=xy"=x*y’+x> =3’ =0, usando *: 0= @ _zZ, 29 , “tirando” o valor de @ , teremos:
dx Ox Oydx dx
oz
dy _ox _ 3x°y* —2xy” +5x*

dx Oz _4x3y3—3x2y2—5y4'
oy

. d
b) Determine a’_y , sabendo que y=f (x) e que x* +y =xy ( Sera que vocé consegue fazer? )
X

EXERCICIOS

Calcule a expressao e o valor no ponto dado das derivadas indicadas abaixo:

a) x? +y2 =4,Q,noponto P(l,\/g) , € ax , no ponto Q(+/3,1)
dx dy
4 2 dy
b) y'+2y—4x" =5x-1, R no ponto P(0,-1)
X

c) y-Xx -isen(y) =0, %, no ponto de ordenada x
X

d) ¢’ +xy=e,y’, noponto de ordenada 1

e) xy°+)° =2x-2y+1, ', no ponto em que a abscissa ¢ a ordenada sdo iguais

FUNCAO HOMOGENEA

Diz-se que uma fungdo z = f (x, y) ¢ homogénea de grau n >0 se e somente se

f(kx,ky)=k".f(x,y) com k>0.
EXEMPLOS:

1) f(x,y)=x"p* (verifique que f(x,y) é homogénea de grau 4 ).
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2) f(x,y)

= xszyyz (verifique que f(x,y) ¢ homogénea de grau 0).
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