UNIVERSIDADE CATOLICA DO SALVADOR

CURSO: INFORMATICA DISCIPLINA: ALGEBRA
PROFESSOR: ATAUALPA MAGNO FERRAZ DE NOVAES
PRIMEIRO SEMESTRE DE 2006

Prezados Alunos, sejam bem-vindos ao nosso curso de Algebra

Desejo que vocés possam desfrutar destas notas de aula. O sabor coloquial com que procuramos
“temperar” estas anotacdes certamente facilitard a aprendizagem da matéria.

Um agradecimento muito especial a professora Jolandia Vila, pelo incentivo e constante auxilio que ela
me prestou ao longo do tempo que tive a honra e o prazer de trabalhar ao lado dela. Uma grande parte do
que esta aqui registrado teve origem nas anotagdes de aula da propria Jolandia. Quero registrar também
minha admiragdo, respeito e especial carinho aos autores de livros, excelentes mestres, Edgard de
Alencar Filho e Lednidas Hegenberg. Outro agradecimento especial aos meus ex-alunos, Leonardo
Leandro ( Webmaster ), Dioney Mascarenhas e Caio Moreira por disponibilizarem este material na
Internet.

Desde que desejamos aprimorar este trabalho ao longo do tempo, sugestdes e criticas serdo bem vindas.
Email: amferraznovaes@ig.com.br ou ataualpa@im.ufba.br.

Telefones: 3353-4784 ou 9179-1925

CONJUNTOS NUMERICOS FUNDAMENTAIS

CONJUNTO DOS NUMEROS NATURAIS (N)
O conjunto dos numeros naturais ¢ representado por N e ¢ definido como:
N={0,1,2,3,4,..}.
Observacao: N*={1,2,3,4,...}. Isto é, o asterisco exclui o zero do conjunto N.
Note que nem sempre a subtracio de dois nimeros naturais, tem como resultado um ntimero natural.

Portanto, vamos “ampliar” N de modo que, a operagdo de subtracdo possa ser definida para quaisquer
nimeros do novo conjunto. Obteremos assim, o conjunto dos niimeros inteiros:

CONJUNTO DOS NUMEROS INTEIROS (Z)
O conjunto dos nimeros inteiros € representado por Z e ¢ definido como:
7 ={u.,4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ..}
Observacio: Z*=7 —{0}= {..,—4,-3,-2,-1, 1,2,3,4, ..}

Note que nem sempre a divisdo de dois numeros inteiros, tem como resultado um niimero inteiro.
Portanto, vamos “ampliar” Z de modo que, a operagao de divisdo possa ser definida para quaisquer



numeros do novo conjunto, exceto quando o divisor for zero. Obteremos assim, o conjunto dos
nimeros racionais:

CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS (Q)
Q={xsx=p/qcompe Z ,qe Z eq#0}, ouseja: Q ={x;x=p/qecompe Z ,qe Z*}

Temos entdo que numero racional é aquele que pode ser escrito na forma de uma fragao p/qondep e q
sdo numeros inteiros, com o denominador diferente de zero.

Lembre-se que NAO EXISTE DIVISAO POR ZERO!

Note que 0/3 = 0/7 = 0, mas néo existem, por exemplo: 3/0, 7/0, nem também 0/0.

Sao exemplos de nimeros racionais: 2/3; —3/7; 0,001 =1/1000; 0,75=3/4; 0,333... = 1/3;
7="1/1, etc...

Nota: éfacilverque N cZ < Q.

Observou-se que ha nimeros, como, por exemplo, \/5 =1,414213562... que ndo pertencem a Q, isto &,

que ndo podem ser escritos como quociente de dois nimeros inteiros. Os matematicos entao definiram o
conjunto dos niimeros irracionais:

CONJUNTO DOS NUMEROS IRRACIONAIS ( Simbolos: 7 ou Q)

Q’=1I= { x; x ¢ um niimero que pode ser expresso como decimal infinito e ndo periddico }.
Exemplos de numeros irracionais:

a) 7 =3,1415926535897932... ( pi = razdo entre o comprimento de uma circunferéncia e o seu diametro
);
b) e =2,71828... (e é chamado numero de Euler ),

¢) V2 =1,414213562... ;

d) /3 =1,732050807.... ;

e) 2,01001000100001... ( decimal infinito e ndo periddico );
f)—7;

g) 4e;

h)3 V2

1) 7e +542 —643 + 1

CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS (R)
R = { x; x é racional ou x ¢ irracional }.

Notas:
a)éobvioque N c Z <« Q < R;



b) I cR;

c¢) R =1 v Q (isto significa que um numero real ou ¢ racional ou irracional; ndo tem outra chance! ).

INTERVALOS NUMERICOS

Dados dois nimeros reais distintos p € ¢, chama-se intervalo a todo conjunto de todos niimeros reais
compreendidos entre p e q , podendo inclusive incluir p e q. Os nimeros p € q sdo os limites do

intervalo, sendo a diferenca p — q , chamada amplitude do intervalo.
Se o intervalo incluir p e g, o intervalo ¢ fechado e caso contrario, o intervalo ¢ dito aberto.
A tabela abaixo, define os diversos tipos de intervalos.

TIPOS REPRESENTACAO OBSERVACAO
INTERVALO FECHADO [p;gq]l={xe R;p<x<q} |incluios limitespeq
INTERVALO ABERTO (p;q)={xe R;p<x<q} |excluioslimitespeq

INTERVALO FECHADO A ESQUERDA

[p;q)={xe R;p<x<q}

inclui p e exclui q

INTERVALO FECHADO A DIREITA

(p;ql={xe R;p<x<q}

exclui p e inclui q

INTERVALO SEMI-FECHADO

[p;to)={xe R;x>p}

valores maiores ou iguais a p.

INTERVALO SEMI-FECHADO

(—o:;q]={xe R:x<q}

valores menores ou iguais a q.

INTERVALO ABERTO

(-o;q)={xe R;x<q}

valores menores do que q.

INTERVALO ABERTO

(p;to)={xe R;x>p}

valores maiores do que p.

NOTA: ¢ facil observar que o conjunto dos niimeros reais ( 0 conjunto R ) pode ser representado na

forma de intervalo como R = (—o0; + ).

CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS ( C )

C ={x=a+bi;aebpertencema R ei=\/—_1}.

Notas:

a) éfacil concluirque N c Z ¢ Q ¢ R < C;

b) é dbvio que I < C.

OBSERVAGCAO: Vamos relembrar que, dado um conjunto 4, com n elementos, o conjunto de todos

os subconjuntos de A4, denominado conjunto das partes de A e representado por go( A) tem 2"

elementos; veja os exemplos abaixo:

a)se 4={1,2}, o conjunto das partesde 4, @(4)= {@,{1},{2},{1,2}} :

b)yse B={0,1,2}, p(B)={2.{0},{1}.{2}.{0,1}{0,2}.{1,2}.{0,1,2}}




ALGEBRA DE BOOLE E CIRCUITOS DE CHAVEAMENTO

Por volta de 1850, um matematico inglés chamado George Boole, escreveu um livro chamado
“Investigagdes sobre as leis do pensamento humano” buscando regras “algébricas” para os raciocinios
logicos, semelhantes as regras algébricas comuns usadas nos raciocinios numeéricos.

Boole foi ridicularizado na época pelo fato de que ninguém via aplicagao pratica para o seu trabalho.

Mas, em 1938, o Matematico americano ( € Engenheiro Elétrico ) Claude Shannon, em sua tese de
mestrado no Instituto de Tecnologia de Massachusets ( M.I.T ) apresentou uma abordagem
extremamente elegante que relacionava uma Algebra Booleana ( com apenas dois elementos,
genericamente designados por “0” e “1”) com os circuitos digitais ( desligados correspondendo ao “0” e
ligados correspondendo ao “1”).

Prezados alunos, ao longo dos mais de 25 anos de ensino eu escuto a pergunta ( feita por alguns alunos )
“professor, onde ¢ que eu vou aplicar esse conhecimento?”” Espero que a narra¢ao que fiz acima possa
ajudar vocés a compreender melhor que, nem sempre a pratica antecede a teoria...

Vamos estudar um pouco sobre esse “casamento” perfeito entre Algebra Booleana e os circuitos digitais.

DEFINICAO: Seja B # @ um conjunto com trés operagdes: duas binarias “v = “join” ( ou jungdo ) e
“A”= “meet” ( ou encontro ) e uma operagdo singular “ © “ = complementacdo Booleana, e no qual
destacam-se, pelo menos, os elementos distintos “0” ¢ “1”. Diz-se que (B,V,A,"0,1) ¢ uma algebra

Booleana se e somente se, os oito axiomas abaixo sdo satisfeitos:

(1)xvy=yvx,Vx,yeB;

(2) xAy=yAx,Vx,yeB;

(3) xv(y/\z):(xvy)/\(xvz),Vx,y,zeB;
(4) X/\(yvz):(x/\y)v(x/\z),Vx,y,zeB;
(5)xv0=x,VxeB;

(6) xAl=x,VxeB;

(7)VxeB,3x'e B;xAnx'=0;

(8) VxeB,Ix'e B;xvx'=1;

EXEMPLOS:

) B= {0,1} , (B,v,A,',0,1) com as tabuas abaixo é uma Algebra Booleana:

TABELA 1 TABELA 2
p q pAq p q pVvgq
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0




Onde naturalmente 0’ =1¢ 1’ =0.

(B,v,A,",0,1) éuma algebra de Boole. Esta algebra ¢ conhecida como algebra dos interruptores e € a

mais util das algebras Booleanas. E o fundamento matematico da analise e projeto dos circuitos de
interruptores ( circuitos de chaveamento ) que compdem os sistemas digitais.

Vamos visualizar em termos de circuitos elétricos com interruptores ( ou chaves ):

CIRCUITOS COM APENAS UMA CHAVE

Chave aberta ( interruptor desligado ):

Como a corrente nio atravessa do ponto A ao ponto
B, designaremos a chave aberta por 0 ( zero ).

Chave fechada ( interruptor ligado ):

Como a corrente atravessa do ponto A ao ponto B,
a chave fechada sera designada por 1 (um ).

E natural inferir que 0’ =1¢ 1’ =0.

Convencao: ao representarmos circuitos com uma ou mais chaves e nao
quisermos determinar se a chave esta aberta ou fechada, desenharemos um
circulo para representar tal chave, assim:

A N B
N

representa um interruptor ( chave ) que pode estar ligado ou desligado.

Sua fungio Booleana ou polindmio Booleano é f(x)=x.



CIRCUITOS COM DUAS CHAVES

CIRCUITOS EM SERIE ( Funciona exatamente como a TABELA 1 acima. Verifique! )

O—O—

Sua fungio Booleana ou polindmio Booleano é f(x,y)=xAy.

ATENCAO: Observe que, de acordo com a Tabela 1, as chaves podem estar, ao todo, em 4 posicées,
isto é: um-um; um-zero, zero-um e 7ero-ero.

CIRCUITOS EM PARALELO: ( Funciona exatamente como a TABELA 2 acima. Verifique! )

o
N

— — Sua func¢do Booleana ou polinomio Booleano é
f(xy)=xvy.

®

Determine a funcdo Booleana ou polinomio Booleano que representa os circuitos abaixo:

a)

—
N

N
A NG B

O

RESPOSTA: f(x,y,z) = (xv y) AZ



b)

RESPOSTA: f(x,y,z) = (x A y)v z

¢)

o— Lo—

RESPOSTA: f(x,y, z, w,k) = [(x/\y)v z] /\(wv k)

OBSERVACAO IMPORTANTE: A dlgebra dos circuitos digitais possui apenas dois
elementos: 0 ( zero = desligado ) e 1 (um = ligado ), mas existem outras algebras Booleanas que
possuem mais de dois elementos. Veja um exemplo abaixo;

Prove que se B={1,2}, entdo o(B)= {@,{1},{2} ,{1,2}} , com as tabelas abaixo, é uma Algebra de

Boole, mais precisamente, (((B),u,n,',@,{1,2}), é uma Algebra Booleana ( note que ((B)
possui quatro elementos ):




Assim, (p(B),u,n,.D,{1,2}) éuma Algebra de Boole com guatre clementos, onde o “0” ¢ indicado

por & e o “1” ¢ indicado por {1,2}. Os outros dois elementos sio {1} e {2}.

As propriedades abaixo devem ser demonstradas com base nos oito axiomas dados no inicio do estudo
da algebra Booleana ( pois, como vocé viu acima nem toda Algebra Booleana possui apenas dois
elementos ).

Alguns resultados importantes:

a) Se (B,v,A,',0,1) éuma algebra de Boole e x'e B ¢ o complemento Booleano de x € B, entdo
x' € Unico;

b) (x')'z X;

C) xvx=x;

Demonstragio de ¢): x=xv0=xv(x'rx)=(xvx')A(xvx)=1A(xVvx)=xVvx,usando os
axiomas citados na defini¢do de 4lgebra de Boole. Sdo eles: (5);(7),(3),(8)e(6).

d) xAx=x.



Faca as outras demonstracées como exercicio.
DUALIDADE NUMA ALGEBRA DE BOOLE

DEFINICAQ: Por dual de uma proposi¢io com relagio a uma 4lgebra Booleana B, entendemos a
proposicao obtida pela substituicdo de v por A, A por v, 1 por0 e 0 porl.

EXEMPLOS:

a) A proposi¢ao dualde yvx'=0 ¢ yax'=l;

b) Dualize: (xAy")v(x'AyAz)v(yaz'). Resposta: (xvy')A(x'vyvz)a(yvz').
OBSERVACAOQ IMPORTANTE: Se valer uma formula ( isto ¢, se ela for verdadeira ) a dual dessa

formula também vale. Tome como exemplo as formulas c) e d) dadas acima, na pagina 8 ( no topico
“alguns resultados importantes™ ):

C) xvx=x;
d) xAx=x.
Outros resultados importantes:

Se (B,Vv,A,",0,1) éuma algebra de Boole entdo Vx,y,z € B temos:

(i) xA0=0; (0O“0”¢éoelemento absorvente da operagao A )

(ii) xvl=1; (O*“l”¢oelemento absorvente da operagao v )
(iii) 0'=1;
(iv) 1'=0;

(v) xa (x v y) =x; ( Primeira lei da absor¢@o, muito importante em outras demonstragoes )

(vi) xv (x A y) =x; ( Segunda lei da absor¢@o, também muito importante em outras demonstragoes )
(vii) xv(yvz)=(xvy)vz; (Associatividade da operagdo v )

(vili) xA(yAaz)=(xAy)az; (Associatividade da operagdo A )

(ix) (xvy)':x'/\y';

(x) (X/\y)':x'vy'.

EXERCICIO: Demonstre apenas (i), (ii), (v) e (vi).




FORMA NORMAL CONJUNTIVA, DISJUNTIVA E COMPLEMENTAR

Voltaremos agora a estudar gpenas a Algebra dos circuitos digitais, recorde as tabelas estudadas
anteriormente. Lembre do exemplo da pagina 4:

) B={0,1}, (B,v,A,',0,1) com as tdbuas abaixo ¢ uma Algebra Booleana:

TABELA 1 TABELA 2
p q pAgq p q pVq
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0

Onde naturalmente 0’ =1¢ 1’ =0.

(B,v,n,"',0,1) ¢ uma algebra de Boole. Esta 4lgebra ¢ conhecida como algebra dos interruptores e ¢ a

mais util das algebras Booleanas. E o fundamento matematico da analise e projeto dos circuitos de
interruptores ( circuitos de chaveamento ) que compdem os sistemas digitais.

Observe as expressdes Booleanas: f, (x,y,z)=(xvy)az e f,(x,y.2)=(xrz)v(yAz).

Elas sdo representagdes distintas da mesma fungao ( basta vocé utilizar a distributividade... ) Existem
formas canodnicas ( ou padroes classicos ) no estudo da algebra Booleana; sdo elas as formas normais
conjuntiva ( fnc ), disjuntiva (fnd ) complementar ( g).

A explicacdo da origem dessas formulas é belissima, e serd feita em sala de aula onde
faremos também diversos exercicios.

EXEMPLO I
Acheafnc,afndegde f(x,y)=xA(xvy').

Primeiro passo: Faca a tabela verdade:

Y

X y y XVYy XxA(xVvy)
1 1 0 1 1
1 0 1 1 1
0 1 0 0 0
0 0 1 1 0

A forma normal disjuntiva “s6 utiliza” os resultados iguais a “17, assim: fd (x,y)=(xAy)v(xAy").

A funcdo complementar “s6 considera” os resultados iguais a “0”, deste modo:

g(x,y)=(x'/\y)v(x'/\y').
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A forma normal conjuntiva “s6 considera” os resultados iguais a “0”, mas usando a nega¢ao de cada
parte; para vocé entender melhor, observe:

fnc(x,y):[g(x,y)]:[(x'/\y)v(x'/\y')]':(x'/\y)'/\(x'/\y')':(xvy')/\(xvy)
EXEMPLO 2:

Determinar a fnc, afnd e gde f(x,,z)=(xvy)a(xvy')a(x'vz).

X y V/ x' y | xvy| xvy x'vz f(x,y,z)
1 1 1 0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 0 1 1 0 0
1 0 1 0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1 0
0 0 1 1 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 0 1 1 0

fnd(x,y,z)z(x/\y/\z)v(X/\y'/\z)
g(x,y,z)=(x/\y/\z')v(x/\y'/\z')v(x'/\y/\z)v(x'/\y/\z')v(x'/\y'/\z)\/(x'/\y'/\z').
fnc(x,y,z):(x'vy'\/z)/\(x'vyvz)/\(xvy'\/z')/\(xvy'vz)/\(xvyvz')/\(xvy\/z).

MAPA DE KARNAUGH

Processo figurativo que permite simplificar fungdes booleanas ( conseqiientemente também permite
simplificar circuitos de chaveamento ) dadas na forma normal disjuntiva ( fnd ).
Detalharemos o processo em sala de aula.

EXERCICIOS

1°) Construa um circuito de chaveamento que depende de dois interruptores satisfazendo a:
( 1) a corrente passa quando as duas chaves estdo desligadas;

(2) a corrente nao passa quando pelo menos uma das chaves esta ligada;

(3 ) determine a fnd, simplifique esse circuito pelo método de Karnaugh e esboce o circuito
simplificado.

2°) Um farol ¢ controlado por um circuito de chaveamento que depende de duas chaves satisfazendo a:

( 1) o farol acende quando apenas uma chave esta desligada;
(2) o farol ndo acende quando ambas as chaves estao desligadas ou ambas ligadas;



( 3) determine a fnd, simplifique esse circuito pelo método de Karnaugh e esboce o circuito
simplificado.

3°) Uma lampada ¢ controlada por um circuito que depende de 3 interruptores de modo que:

( 1) alampada acende se pelo menos 2 interruptores estdo ligados;

(2 ) alampada nao acende se pelo menos 2 interruptores estdo desligados;

( 3 ) determine a fnd, simplifique esse circuito pelo método de Karnaugh e esboce o circuito
simplificado.

4°) O sistema de comunicagao interna de uma fabrica ¢ controlado por um circuito de chaveamento que
depende de trés interruptores x, y e z, satisfazendo as seguintes condicdes:

(1) o sistema nao ¢ ligado se x esta desligado;
(2) o sistema nao ¢ ligado se pelo menos 2 interruptores estao desligados;
(3) o sistema ¢ ligado nos demais casos.

( a) Encontrar uma funcao Booleana ( FND OU FNC, a que vocé preferir... ) que represente tal circuito;
( b) Simplificar, pelo método de Karnaugh, a fungdo encontrada. Desenhe o circuito simplificado.

5°) Construir um circuito de chaveamento com o menor numero de chaves possivel, definido pelo mapa
de Karnaugh: (Desenhe o circuito simplificado )

XAY [XAY X AY X AY
ZAW V V
ZAW V V
Z AW
AW \/ \/

12



LISTA DE ALGEBRA

1) Dadas as fungdes Booleanas abaixo, na forma normal disjuntiva, simplifique-as, quando possivel,
utilizando o processo de minimizagdo conhecido como mapa de Karnaugh

a) f(x,y):(x/\y)v(x'/\y)

b) f(x,y)

(xap)v(x'ay)v(xAy)
0 £(x.y)=(xAy)v(x'ry)

d) £ (x.y)=(x'Ap)v (x'ny)v(xay)

&) f(x,3.2)=(xAy'Az)v(x'Ay'AzZ)

D f(x.y.z)=(x'Ayaz)v(x'ayaz')

g) f(x.3.2)=(x Ay Az)v(xAy'nz)v (xay'az)

h) f(x.3.2)=(x'ay'az)v (xAp'AZ)v (x'AY'AZ)v (2 A YA L)

D) f(xpz)=(xayaz)v(xayaz)v(xAyaz)v(x'ayaz)

i) f(rrz)=(xayaz)v(xayaz)v(xay'az)v(xayaz)

D f(xy.2)=(xApaz)v(xay'az)v(x'ay'az)v(xAyaz)

m) £ (x,3.2)=(x Ay Az)v(xAp'Az)v(xAyAz)v(x'Ay'az)v(x'Ayaz)

n) f(xp.zw)=(xAy'nzAw)v (XA Az AW)

0) £ (x.y.zw) = (x Ay AZAW)V (XA YA ZAW)Y (xA Y AZAW)Y (XA Y'AZ'AW)

p) f(x,y,z,w):(x/\y'/\Z/\w)v(x'/\y'/\Z/\w)v(X/\y'/\Z/\w')v(x'/\y'/\Z/\w')v

(x/\y'/\z'/\ w')v(x'/\y'/\z'/\ w')v(X/\y'/\z'/\ w)v(x'/\y'/\z'/\ w)

q) f(x,y,z,w):(x/\y/\Z/\w)v(X/\y/\Z/\w')v(x/\y'/\Z/\w)v(X/\y'/\Z/\w')\/

(x'/\y'/\z'/\w')v(x'/\y/\z'/\w')v(x'/\y'/\z'/\w)v(x'/\y/\z'/\w)

13



r) f(x,y,z,w):(x/\y/\Z/\w)v(X/\y/\z/\w')v(X/\y/\Z'/\w')v(x/\y/\z'/\w)v

(x'/\y/\Z/\w)v(x'/\y/\Z/\w')v(x'/\y/\z'/\w')v(x'/\y/\z'/\w)

s) f(x,y,z,w):(x/\y/\Z/\w)v(x'/\y/\Z/\w)v(x/\y'/\Z/\w')v(x'/\y'/\Z/\w')v

(x/\y'/\z'/\ w')v(x'/\y'/\z'/\w')v(X/\y/\z'/\w)v(x'/\y/\z'/\ w)
2) Construa um circuito de chaveamento que depende de 3 interruptores sabendo que:

( 1) apenas 2 chaves ligadas, desliga o circuito;

(2) apenas 1 interruptor ligado, liga o circuito;

( 3) 3 chaves ligadas, liga o circuito;

(4) 3 chaves desligadas, desliga o circuito;

(5) determine a fnd, simplifique esse circuito pelo método de Karnaugh e esboce o circuito
simplificado.

14



Queridos alunos, os dois préximos assuntos ( “NOCOES DE LOGICA
MATEMATICA BIVALENTE ” e “ALGEBRA DOS CONJUNTOS ” ) sdo apenas casos
particulares de Algebras Booleanas... Isto é, sio Algebras Booleanas
“disfarcadas”.

NOCOES DE LOGICA MATEMATICA BIVALENTE

1. PROPOSICAO

Denominamos proposicdo ( ou proposicio légica ou ainda sentenca ) a toda oracao
declarativa afirmativa que pode ser classificada como verdadeira ou falsa ( na linguagem comum,
ou verdadeira ou falsa ). Dai 0 nome légica bivalente.

Exemplos: a)9#5 b)7<3 )2eZ d)35+1 e)3x—1=11

Naturalmente, as expressoes d) € e) nao sao proposicoes.

Terminologia: Os valores ldgicos de uma proposicao sdo verdadeiro ( V') ou falso ( F).

Por exemplo: O valor loégico da proposicdo a) acima ¢ verdadeiro, enquanto que o valor logico da
proposi¢do b) acima ¢ falso.

OBSERVACAO: Muitos livros de Logica usam a seguinte convengio: valor logico V =1 (isto é, valor
logico verdadeiro ¢ igual a um ) e valor 16gico F = 0 (isto ¢, valor 16gico falso ¢ igual a zero ). Isso
confirma o que dissemos antes, isto €, que a Algebra das proposi¢des € uma “algebra Booleana
disfar¢ada”, onde o “0” ¢ indicado por F e o “1” ¢ indicado por V.
2. PROPOSICAO SIMPLES

E toda sentenca que contém uma Unica afirmativa. Sdo representadas por letras minasculas do
alfabeto, preferencialmente p, q, re t.

EXEMPLOS:

a) p:2'=-2

b) q:3.4>10

c¢) r: O Brasil ¢ uma monarquia.
2.1 - Negacio de uma Proposiciao Simples
Dada uma proposicio p, é sempre possivel obtermos outra proposiciao cujo sentido seja contrario

ao de p. Esta proposicao é chamada negacio de p e é representada por “~ p” ( costuma-se ler “
nio p” ou “nio é verdade que p”).
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EXEMPLOS:

a) p:7—2=35 tem como negacao: ~p:7—2#5
b) q:3 '>2 'tem como negagdo: ~q: 3" ' <2"!

OBSERVACOES:

(1) Pode-se verificar, pelos exemplos acima, que uma proposicdo € a sua negacdo tém valores
logicos contrarios. Este fato pode ser resumido na tabela abaixo:

P|~P
V| F
F|V

(2) A negacao de ~ p ( chamada lei da dupla negacdo ) equivale a propria proposicao p, isto é:

|~ (~p) é o mesmo quep |

EXERCICIOS:

1. Quais das expressdes abaixo sdo proposi¢des? No caso das proposigdes, quais sao as verdadeiras?

a)5.4=20 b)5-4=3 Ol+3=1+6 d) (-2) > (-2)°

e)3+4>0 Hll-4.2

2. Qual ¢ a negagdo de cada uma das seguintes proposi¢des? Quais negacdes sao verdadeiras?
a)3.7=21 b)3.(11-7)#5 ¢)3.2+1>4 d)5.7-2<5.6
OBSERVACAO IMPORTANTE:

As vezes, trabalhamos niio s6 com proposicdes ( no sentido que foi definido acima, isto é, que
podem ser classificadas de maneira inequivoca como verdadeiras ou falsas ), mas também com o
que chamamos de fun¢des proposicionais, veja alguns exemplos:

Exemplo 1:

Sabemos, que a rigor, 3x — 1 = 11 ndo ¢ uma proposi¢do, mas ¢ facil observar que, a depender do valor
de x, a expressdo 3x — 1 = 11 pode ser verdadeira ou falsa ( mais especificamente, para x = 4 a expressao
dada: 3x — 1 = 11 se torna uma proposi¢ao verdadeira e para qualquer x # 4 a expressao dada: 3x — 1 =
11 se torna uma proposicao falsa ). Independentemente do valor logico de 3x — 1 = 11 podemos negé-la.
Assim se quisermos negar a fungdo proposicional 3x — 1 = 11 ( que por um abuso de linguagem, alguns
autores denominam também de proposicao ), teremos: 3x — 1 # 11.
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Exemplo 2:

Usando a mesma linha de raciocinio do exemplo 1 acima, pode-se falar em negacao da “proposi¢cao”: a
>b. Sua negagdo éa <b.

Exemplo 3:

A frase “o cachorro fugiu“ ndo ¢, a rigor, uma proposi¢do, pois nao sabemos a qual cachorro
especificamente a frase se refere, se identificarmos o tal cachorro podemos determinar a veracidade ou
falsidade da afirmagdo “o cachorro fugiu“. Como haviamos comentado antes, alguns ( na verdade
muitos ) autores por um abuso de linguagem, denominam afirmagdes como essa ( “o cachorro fugiu® )
de proposi¢ao ( ou seja, “estendem” a definigdo de proposicao ).

Deste modo, independentemente do valor l6gico de “o cachorro fugiu® podemos negé-la. Sua negagdo é;
“ o cachorro nao fugiu” ou “ nao ¢ verdade que o cachorro fugiu”.

Seguiremos nos nossos estudos essa “convencio”, isto é, expressdoes como as dos exemplos 1, 2 e 3
serdao chamadas de proposicoes.

3. PROPOSICOES COMPOSTAS

A partir de proposi¢des simples, podemos construir novas proposi¢oes, mediante o emprego de
simbolos ( conectivos ) 16gicos como conjung¢ao, disjuncdo ( inclusiva e exclusiva ), condicional,
bicondicional.

OBSERVACAO IMPORTANTE: Na verdade ao utilizarmos os conectivos entre as proposicées
simples estaremos realizando operacoes entre essas proposicoes, isto é, entre os valores logicos

( verdadeiro ou falso ) correspondentes a essas proposicoes. Na verdade estamos introduzindo o
assunto que se chama ALGEBRA DAS PROPOSICOES.

3.1 - CONJUNCAO

Colocando o conectivo e entre duas proposi¢des p € q, obtemos uma proposi¢do composta, p A q,
denominada conjung¢do das proposicdes p € q.

ATENCAO: p A g lé-se: peg.

p q | pAg Definicdo: A conjungdo entre duas proposi¢oes sO € verdadeira, apenas se
V| V vV ambas as proposi¢cdes que a compdem sdo verdadeiras. Em qualquer outra
\Vi F F situagdo a proposicao composta ¢ falsa.

F |V F

F F F

OBSERVE OS EXEMPLOS ABAIXO:

1)p :2 >0 (cujo valor logico ¢ verdadeiro =V )

q:5#5 (cujo valor logico ¢é falso=F )

PpAQq:2>0 e5=#5(¢uma proposicdo composta falsa, pois V e F, pela tabela acima, tem falso
como resultado ).
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2)p:2>0(V)

q:2#5(V)

pAqg:2>0e2=#5(¢éuma proposicdo composta verdadeira, pois V e V, pela tabela acima, tem
verdadeiro como resultado ).

3.2 - DISJUNCAO

Colocando-se o conectivo ou entre duas proposigdes, p € g, obtemos uma proposi¢do composta, p v
q, denominada disjuncdo ( disjuncdo inclusiva ) das proposi¢des p € g.

ATENCAQ: p v qlé-se: p ougq.

p q | pvg Defini¢cdo: A disjungdo entre duas proposicdes ¢ falsa, apenas se ambas as
vV |V \Vi proposigdes que a compdem sao falsas. Em qualquer outra situagdo a proposi¢ao
V| F Vv composta ¢ verdadeira.

F | V \

F F F

OBSERVE OS EXEMPLOS ABAIXO:
Dp:3*<2°(F)
q:2°>(=3) (V)
pvq:3'<2®ou 2°<(-3) (V).
2)p:3'<2°(F)
q:2°<(-3)(F)
pvq:3'<2%ou 22<(-3) (F).
HA TAMBEM OUTRO TIPO DE DISJUNCAO CHAMADA DE DISJUNCAO EXCLUSIVA.

Dadas duas proposi¢des p e g, podemos obter uma proposi¢do composta, p Vv ¢, denominada
disjuncgdo ( disjungdo exclusiva ) das proposicdes p € g.

ATENCAOQ: p v g 1é-se: ou p ou gq.

Observe a tabela abaixo:

p q | pVvgq Definicdo: A disjuncdo entre duas proposi¢des ¢ verdadeira, apenas se as
V|V F proposi¢des que a compdem tiverem valores logicos diferentes.

V| F \Y%

F |V \Y

F F F

Por exemplo, considere que:
p:2>0(V)

q:5#5 (F)

pv q:ou2>0o0us5=5(V)

18



3.3 - CONDICIONAL

Colocando-se o conectivo se antes das afirmativas e a palavra emtdo entre elas, obtemos uma
proposi¢do composta, p — q, denominada condicional das sentencas p € q.

ATENCAOQ: p — g 1é-se: Se p entiio q.

p q p—>q Defini¢do: A condicional somente ¢ falsa se a primeira das proposi¢des €
vV |V \Vi verdadeira e a segunda ¢ falsa.

VI|F F

F |V \Y

F | F \4

Por exemplo, considere que:

p:5<2 (F)
q:2€Z (V)
p—>q:Se5<2entio2eZ (V)

A condicional pode aparecer escrita por mais de uma forma, como indicado a seguir:

1) Sep entio q.

2) p somente se q.

3) q,sep.

4) p é condigdo suficiente para q
5) q € condig¢do necessdria para p

EXEMPLO:

“Se o passaro canta entdo esta vivo” pode ser escrita também:
O passaro canta somente se esta vivo;

O péssaro esta vivo, se canta;

O passaro cantar é condigdo suficiente para estar vivo;

O passaro estar vivo € condi¢do necessdria para cantar.

3.4 - BICONDICIONAL

Colocando-se o conectivo se e somente se entre duas proposi¢des, p € g, obtemos uma proposicao
composta, p <> (, denominada bicondional das sentengas p € q.

ATENCAOQ: p <> g lé-se: p se e somente se g.

p q p<q Defini¢io: A bicondicional ¢ verdadeira, se as proposi¢des que a compdem
V|V \V4 possuem valores 16gicos iguais.

V| F F

F |V F

F | F \%
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Por exemplo, considere que:

p : um quadrado de lado @ tem diagonal medindo 2a ( F)

g : um quadrado de lado a tem area a’ (V)

p <> q: um quadrado de lado a tem diagonal medindo 2a se e somente se sua area for a’. (F)
OBSERVACAO: A bicondicional p <> ¢ pode ser lida das seguintes formas:

1) p ¢ condigdo necessaria e suficiente para g;
2) q ¢ condi¢do necessaria e suficiente para p

PODEMOS USAR A TABELA ABAIXO, PARA SINTETIZAR OS RESULTADOS ACIMA:

P q PAg PVvq PVvq P—>4q Pq
\4 \ \ \4 F \4 \4
\4 F F \4 \4 F F
F \4 F \4 \4 \4 F
F F F F F \Y% \4
RESUMO:
Conjungao A (€) ceevvecrecsuecssecsanenns S6 ¢ verdadeira se forem ambas verdadeiras.
Disjuncdo Inclusiva Vv (0U) ccecrercnneee S6 ¢ falsa se forem ambas falsas.
Disjuncdo Exclusiva Vv (ou...ou...).... S ¢ falsa se ambas forem verdadeiras ou ambas falsas.
Condicional — (se...entdo...) .eeeeenes S¢6 ¢ falsa se a primeira for verdadeira e a segunda for falsa.

Bicondicional <> ( se e somente se ) .... SO ¢ verdadeira se ambas forem verdadeiras ou ambas falsas.

EXERCICIOS:

1. Classificar em verdadeira ou falsa, cada uma das seguintes proposi¢cdes compostas:

3> 1ed>2 b) 12<3/4 ou5<11 QC1°'=-1e2<(-2)

d) V16 =6oumdc@7)=2 |©2-1=1->5+7=3.4 [D2°=46 (-2)'=4

2. Admitindo que p e q s3o verdadeiras, r ¢ falsa e t € uma proposicdo cujo valor l6gico nao ¢

conhecido, determine o valor (V ou F), de cada proposi¢ao abaixo:

a)p >t b)p < q or—g
dpvrogq ep—>(Qq—or Dp > (@A)
g ~p©~q hpeor)vt pr—>(qat)
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4 - TAUTOLOGIAS E CONTRADICOES
Dizemos que uma proposi¢ao composta ¢ uma tautologia, quando seu valor légico é sempre
verdadeiro, quaisquer que sejam os valores logicos das proposicoes simples que a

compoéem.

Exemplo: Verificar os valores 16gicos da proposi¢ao p v ~ p.

P|[~P|pV ~p
\Y \4
F \

F
N

Portanto, a proposicao p v ~ p € um exemplo de tautologia.

Dizemos que uma proposi¢do composta ¢ uma contradi¢do, quando seu valor légico é sempre
falso, quaisquer que sejam os valores logicos das proposicoes simples que a compdem.

Exemplo: Verificar os valores l6gicos da proposi¢do p A ~ p.

P [ ~Pp | PAr~Pp
\Y F F
F \Y F

Portanto, a proposi¢dao p A ~ p € um exemplo de contradicao.
5 IMPLICACAO E EQUIVALENCIA

5.1 - IMPLICACAO

Sejam p e g duas proposigdes. Dizemos que p implica g (p = q ), se a condicional p — ¢ for uma
tautologia, ou seja, nunca ocorrer o caso V — F, tinico em que a condicional ¢ falsa.

EXEMPLO: Verificar os valores logicosde: (p A q)—>(p Vv q)

Pla/P~aqPpVvaq(pPrq)=>(pPVvq)
V|V V Vv \%
V|F| F \ \
F|V| F \% \%
F|F| F F \

Como a proposi¢ao condicional (p ~ q) — (p Vv q) ¢ uma tautologia e ¢ uma, dizemos entdo que ¢
uma implicagdo e passamos a representa-la assim: (p A q) = (p v q).
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5.2 - EQUIVALENCIA

DEFINICAQ: Dizemos que duas proposi¢des p e g sdo equivalentes ( ou segundo alguns autores, por
abuso de linguagem, iguais ) se elas tém o mesmo valor logico. Representa-se p < g e lé-se: p é
equivalente a g (p € igualagq ).

EXEMPLO 1:

p: O sol emite calor ( que ¢ uma proposi¢ao verdadeira )
q: 7> 4 ( que também ¢ uma proposi¢ao verdadeira )

As proposigdes p e g acima sdo equivalentes ( ou iguais ) pois ambas t€ém o mesmo valor l6gico ( no
caso, ambas sdo verdadeiras ).

EXEMPLO 2:

p: A lua € maior que o sol ( que ¢ uma proposicao falsa )
q: 7 <4 ( que também ¢ uma proposi¢ao falsa )

As proposigdes p € g acima sdo equivalentes ( ou iguais ) pois ambas tém o mesmo valor logico ( no
caso, ambas sao falsas ).

Vocé observou que para que duas proposi¢des sejam equivalente, basta que elas tenham os mesmos
valores 16gicos, independentemente do “contetido” das afirmagdes.

Naturalmente, podemos também definir a equivaléncia entre duas proposicdes, do seguinte modo:
DEFINICAOQ: Sejam p e q duas proposicées. Dizemos que p equivale a q (p < q ), se a
bicondicional p <> q for uma tautologia, isto é, se as proposicdes p e q tém sempre os
mesmos valores logicos.

EXEMPLO: Provar vocé mesmo, que: (p > q)<(~p Vv q)

6. VARIANTES DA CONDICIONAL

A condicional p — q possui, entre outras, duas proposi¢des que lhe sdo equivalentes:

1) ~pvgq
2) ~q—>~p

Vamos verificar essas equivaléncias:

P9 ~P/~q/pP>9|~PVvqg|~q > ~Pp
VIV|F | F \4 \4 \4
VIF|F |V F F F
F|V|V |F \4 \4 \4
FIF|V |V \4 \4 \4
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RESUMINDO O QUE ACABAMOS DE DEMONSTRAR: A proposicdo p — q é equivalente a
proposi¢io ~q — ~p (a proposicio ~q — ~ p ¢ chamada de contrapositiva da aplicacdop — q)
e também a proposicdo~p v q.

Assim, podemos afirmar que:

Se o passaro canta entdo esta vivo (p = q)
SIGNIFICA O MESMO QUE:

Se 0 péssaro ndo esta vivo entdo ndo canta (~q — ~p)
E TAMBEM SIGNIFICA O MESMO QUE:

O passaro ndo canta ou estd vivo (~p Vv q)

Mesmo frases malucas ( risos! ), dentro da logica, podem ser reescritas como foi indicado acima, por
exemplo:

Se 0 macaco voa entio Jodo ¢ uma pedra (p — q)

SIGNIFICA O MESMO QUE:

Se Jodo ndo ¢ uma pedra entdo o macaco ndo voa (~q — ~p)

E TAMBEM SIGNIFICA O MESMO QUE:

O macaco nao voa ou Jodo ¢ uma pedra (~p Vv q)

De um modo mais geral, a condicional p — q tem trés variantes ( CUIDADO! Eu ndo disse que todas
sdo equivalentes! ) que sao denominadas por:

1) Contrapositiva: ~q — ~p
2) Reciproca: q — p
3) Contraria: ~p = ~q

EXERCICIOS

1) Dada a proposicdo "Se 2 < [ entdo 7 = 7" ( observe que esta proposi¢ao ¢ verdadeira pois
temos o caso F — V) determine:

a) Reciproca ( que ¢ falsa, pois agora trata-se do casoV — F):
b) Contraria ( que € falsa, pois trata-se do casoV — F):

c) Contrapositiva ( que ¢ verdadeira pois temos o caso F — V, isto era de se esperar pois ja
demonstramos que a contrapositiva ~ q — ~ p € equivalente a condicional p — q ):

2) Dada a proposicao "Se o pdssaro canta entdo estd vivo’ determine:
a) Reciproca:

b) Contraria:

c) Contrapositiva:

3) Considere a proposi¢ao "Se o tridngulo é eqiiilatero, entdo é isosceles” determine:

a) Reciproca:
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b) Contraria:
c) Contrapositiva:

4) Dé a reciproca da contrapositiva da condicional "se x = 2, entdo x° = 4".
7. TABELA VERDADE

Podemos construir muitos raciocinios que podem se deduzidos das convengdes e definigdes
estabelecidas anteriormente. Vamos demonstrar algumas equivaléncias e propriedades usando as tabelas
de verdade ( ou tabelas — verdade ).

EXERCICIOS:

1) Verificar se as proposigdes abaixo sdo tautologias ou contradi¢cdes ou contingéncias ( nem tautologia
nem contradi¢do ):

) ss(par~p) > @V

2y {pa(p—>q)]—>q
3) t(paq)—>(peq)
4) cc~par(pnr~q)

5) w~(p > q)>(prq)
6) vi(pvq)—>p

2) Demonstre as propriedades da conjung¢@o usando a tabela verdade:

a) Idempoténcia: p A p & p V p ( V significa “qualquer que seja” ou ainda “para todo” )
b) Comutatividade: p A q < q A p v p,q

c) Associatividade: (pArq) AT < pAa(qar) vp,qr

d) Elemento Neutro: pArl < 1 Ap & p vV p

e) Elemento Absorvente: p A 0 < 0 Ap < 0 Vp
3) Demonstre as propriedades da disjuncao usando a tabela verdade:
a) Idempoténcia: pv p < p Vp
b) Comutatividade: pv q < q Vv p vp,q
¢) Associatividade: (pv q)vr< pv(qvr) vp,qr
d) Elemento Neutro: pv 0 & 0vp < p vV p
e) Elemento Absorvente: pv 1 & 1vp &1 Vp

4) Demonstre as propriedades “mistas” usando a tabela verdade, V p, q, :

a) Distributividade da conjun¢do em relacdo a disjung@o: (pv q) Ar < (pAaT) Vv (qQAT)
b) Distributividade da disjuncdao em relagdo a conjung@o: (p A q) vr< (pvr)a(qvr)

5) Demonstre as negagdes abaixo usando a tabela verdade:

a) ~(prq)=~pvVv~q
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b) ~(pvq)=~pn~r~q
¢ ~(p—>9q)=p~r~q
d ~(pe>q)=~p < q(oup <> ~q)
8. NEGACAO DE PROPOSICOES COMPOSTAS

Retomando exatamente o que fizemos no exercicio 5), acima:

8.1 - Conjunciao

~(prgq) e ~pv ~q

n

Exemplo: A negacdo de "o carro é preto e a pedra é dura” &€ " o carro ndo é preto ou a pedra ndo é

dura .

8.2 - Disjuncio

~(pvg) e ~par~q]

Exemplo: A negacdo de "estudo ou trabalho" é "ndo estudo e ndo trabalho".

OBSERVACAO: As duas leis acima: ~(p A q)=~pVv ~q e ~(pVv q)=~p A ~q sio
chamadas primeiras leis de De Morgan em homenagem ao matematico Augustus de Morgan..

8.3 — Condicional

~(p>q) e pa~q |

Exemplo: A negacdo de "se sou baiano, entdo sou brasileiro" ¢ "sou baiano e ndo sou brasileiro”.
8.4 — Bicondicional

A bicondicional pode ser negada de duas maneiras:

~(po g o ~poqlouj~(peg)epo~q |

Exemplo: A negacdo de "3 > 2, se e somente se 2 € N" pode ser feita de duas formas:

a) 3<2,seesomentese? € N
b) 3>2,seesomentese? ¢ N

EXERCICIOS
1) Negar as proposicoes:

a) 3 ¢ impar e dois € primo;
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b) Magno ¢ Bahia ou Nelson ¢ vitorinha ©;
c) Se x* = 4, entdo x = £2;

d) Vx? =x, se e somente se x > 0.
2) Na linguagem C, usada na programagao de computadores, sabe-se que:

fabs ( x ) € o valor absoluto de x, sqrt ( x ) € a raiz quadrada de x, * ¢ o operador multiplicagdo e
+ ¢ o operador adicao.

Pede-se calcular o valor da expressdo: fabs (—3 ) * sqrt (25 ) + fabs (4 ) * sqrt (49)
a) 33 b) 0 c) 34 d) 20 e) 43
3) A proposicdo composta (p <> q) » ~ q tem valor l6gico V; entdo o valor logico da proposi¢ao p:

a) so pode ser V

b) podeser V ouF

c) sopode ser F

d) depende do valor de q

e) nao pode ser determinado a partir dessa proposicao.

4) Se p ¢ uma proposi¢ao verdadeira, entao:

a) p ~ q ¢ verdadeira, qualquer que seja q
b) p v q ¢ verdadeira, qualquer que seja q
c) p ~ q ¢ verdadeira, so se q for falsa

d) p — q ¢ falsa, qualquer que seja q

e) p <> q ¢ falsa, qualquer que seja q

9. SENTENCAS ABERTAS, QUANTIFICADORES

Ja vimos que expressdes como x + 1 =7, x> 2 ¢ X’ = 2x*, ndo podem ser classificadas como
verdadeiras ou falsas, pois para isso dependem do valor assumido pela variavel x. Sendo assim, estas
expressoes, no sentido formal ndo constituem proposicoes. No entanto, vamos mostrar a vocés que
podemos transforma-las em proposi¢des, juntando-lhes os chamados quantificadores.
OBSERVACOES:

1) Salvo mencdo em contrario os valores numéricos de x poderdo ser quaisquer nimeros reais. Em
outras palavras, costuma-se dizer que o nosso universo légico, normalmente simbolizado por U, sera,
salvo mencao em contrario, o conjunto R;

2) Nas sentengas matematicas abaixo, a expressao “tal que” sera abreviada por um ponto e virgula.

QUANTIFICADORES:

Universal : ¥V x ( Lé-se: Todo x ou Para todo x ou Qualquer que seja x )
Exemplo: (V x) (x+ 1=7), que se l&: “Para qualquer valor de x, x + 1 =7 ( proposicao falsa ).
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Existencial : 3 x ( Lé-se: Existe pelo menos um x ou Existe x ou Existe algum x )
Exemplo: (3 x); (x+1=7), que se l&: “Existe algum x tal que x + 1 =7 ( proposicao verdadeira ).

Existencial Particular : 3! x ( Lé-se: Existe um tinico x ou Existe apenas um x )
Exemplo: ( 3! x ); (x + 1 =7), que se l&: “Existe apenas um x tal que x + 1 = 7” ( que ¢ uma

proposi¢do verdadeira ).

NEGACOES DE PROPOSICOES COM QUANTIFICADORES:

Nas explicacdes que se seguem, considere U um universo logico e p (x ) uma proposi¢ao:
D~(VxeUp(x))=3xeU~p(x)
EXEMPLOS:

a) ~(VxeR, x*>4) =3xeR;x’< 4

b) ~(VxeR, XzzO) =3xeR;x*< 0

¢) ~ ( Todo homem ¢ mortal ) = Existe pelo menos um homem que nao ¢ mortal ( ou, o

que € o mesmo: Existe pelo menos um homem imortal ).

RESUMINDO: Negacdo do quantificador Universal: Troca-se V x por 3 X e nega-se a proposicao.
2)~@xeUp(x)) = VxeU~p(x)
EXEMPLOS:

a) ~(3xeR, x*>16) = VxeR;x’<16

b) ~(IxeR, xX*20) = VxeR;x*<0

¢) ~ ( Existe homem que ¢ mortal ) = Todo homem nao ¢ mortal ( ou, o que € 0 mesmo:
Todo homem ¢ imortal ).

RESUMINDO: Negac¢do do quantificador Existencial: Troca-se 3 X por V X € nega-se a proposicao.

EXERCICIOS:

1) Dé o valor l6gico de cada proposic¢ao abaixo:

a) I xeN;x*=
b) IxeN;x* =
c) VxeNx'=
d VxeRx 2
e) dxeR;x >
f) AxeR;x >
g) IxeR;x* =-

h) I xeR;x*=—4

i) VxeR x'=-—

J)) VxeR,dyeRy=1/k
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2) Negar as proposi¢des abaixo:

a) VxeR,x+2=7

b) IxeR;x*-2x < 4

c) VxeR JyeRy=1/k

d) 3IxeR;VyeR y>x

e) dxeR VyeR y>x A 2x=35y

f) 3IxeR; VyeR y+x=7 v x=5y

g) Ve>0,36>0;VxeX, |[x—a|<d - |[f(x)-f(a)|<e
h) Ve>0,386>0;VxeX, 0<|[x—a|<d— |[f(x)-L|<e
1) dxeR;VyeZ Fe>0;|x—-y| 2¢

3) Dar anegagdo de "Todo homem bom é justo e existe torcedor do vitorinha que é bom da bola".
10. PRINCiPIO DA DUALIDADE
Dualidade no conjunto das proposicdes logicas:

Dada uma expressao E, contendo apenas os simbolos: “=", “A” “y 7 “~” “0” e “1”, define-se a dual de
E, como a expressdo E’, obtida de E, trocando-se “v” por “A”; “A” por “v”; “0” por “17; “1” por
“0” e conservando-se os demais elementos.

O mais importante resultado sobre a dualidade ¢ que, se a expressdo £ for uma tautologia, entdo sua

expressdo dual E°, também ¢ uma tautologia.

EXEMPLOS:

DE:prgqeqap Vpq
E:pvq & qvp Vpq
DQE(prgq)rarpa(gar) vVp,qr
E:(pvq)vrepyv(qvr) Vp,qgr
NEpr0s 0 Vyp

E:pvl <1 Vp
YHE:pAr~p=0 Vp

E:pv~p=1 Vp

EXERCICIO:

Usando a tabela verdade demonstre as proposi¢des abaixo:

1) p—>q=~pv g
2) pvag=(par~q)v(~p~rq)
3y pegq=(~pvqg)a(pv~q)

Vocé sabe o que acabou de fazer? Vocé provou que a condicional, a disjun¢do exclusiva e a

bicondicional podem ser “escritas” em fun¢do apenas dos simbolos ~, v € . Isso € muito importante
para o que segue.
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11. DEMONSTRACOES DE PROPOSICOES SEM O USO DA TABELA VERDADE

Usaremos as propriedades abaixo, que vocé ja conhece, para simplificar proposicdes e demonstrar
alguns resultados ( observe a “jéia” da dualidade “embelezando” da propriedade 2) atéa 17) ) :

1) ~(~p)=p Vp

2) par~p=0 Vp

) pv~p=1 Vp

4 prqeqap Vpq

5) pvq & qvp Vp,q

6) prl=p Vp

7 pv0=p Vp

8 pAr0=0 Vp

9 pvi=1 Vp

10)p Anp=p Vp

Il)pvp=p Vp

12) (prgq)ar=pa(qar) Vpq,r
13)(pvq)vr=pv(qvr) Vpqr
4)(pvag)ares (par)v(gar) Vp,q,r
I5)(prq)vre (pvr)ya(qvr) Vp,qr
16) ~(pArq)=~pVv~q Vp,q

17y ~(pvq)=~pAr~q Vp,q

18) ~(p—>q)=p~r~q Vp,q

19) ~(p>q)=~p<>q Vp,q

200p >q=~pvq Vpq

2) pv q=(pAr~q)v (~p~rq) Vp,q
22) pe>q=(~pvq)a(pv~q) Vp,.q

EXERCICIOS DE CLASSE:

1) Demonstre a propriedade 18) acima usando a 20) e a 17);

2) Usando propriedades das operagdes logicas, simplificar o maximo possivel as expressdes e em
seguida classifica—las em tautologia, contradi¢do ou contingéncia:

a) ~(~pnr~q);

b) ~(pVv~q);

¢) ~(~p—>q);

d) ~(p—>~q);

e) ~(~p e ~q);

) [(p>9)Ar~q] > ~p;

g [(p>aA)Ar~(prq)]Arp;

h) ~(~p—>q)v~(~pVvQq);

) (pvag)a(pv~q)a(~pvg)a(~pVv~q)
D [~(p>q)v~(pva)]v(r—>q)

k) [(q Ap)Vv ~(q >p)] A {q>[~p A ~(~p)]}
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LISTA DE ALGEBRA

I) Usando a tabela verdade, verificar se as proposi¢des abaixo sdo tautologias, contradigdes ou
contingéncias:

a) ss(pAa~p)—>(pVvq)
b) [par(p—>q)]—>¢q
) t(parq)—>(p<q)
d cc~pA(pA~q)

e) w~(p > q)e(parq)
) vi(pvq)—>p

IT) Demonstre as propriedades da conjuncao usando a tabela verdade:

a) Idempoténcia: p A p=p Vp

b) Comutatividade: p A q=q A D vp,q

c) Associatividade: (p A q) Ar=p A (qQAT) vp,qr
d) Elemento Neutro: p A 1=1 A p =p vV p

e) Elemento Absorvente: p A 0=0Ap =0 Vp
) pA~p=0 Vp

IIT) Demonstre as propriedades da disjun¢ao usando a tabela verdade:

a) Idempoténcia: p v p =p Vp

b) Comutatividade: pv q =q Vv p vp,q

¢) Associatividade: (pv q)vr=pv(qVvr) vp,qr
d) Elemento Neutro: pv 0 =0 v p =p v p

e) Elemento Absorvente: pv 1 =1 v p =1 vV p

f) pv~p=1Vp
IV) Demonstre as propriedades “mistas” usando a tabela verdade, V p, q, 1:

a) Distributividade da conjung¢do em relacdo a disjungdo: (p v q) Ar=(pAT)V (qQAT)
b) Distributividade da disjung@o em relagdo a conjungdo: (p A q) vr=(pvr)A(qvr)
) p—>q=~pVvq vVp.q

d pva=(par~q)v(~pAarq) Vpgq

e) p<>q=(~pva)r(pv~q) Vpgq

V) Demonstre as negagdes abaixo usando a tabela verdade:

a) ~(pAq)=~pV ~q
b) ~(pvq)=~pA~q
) ~(p—>q)=pA~q
d ~(peq)=~peq
) ~(p>q)=p < ~(q



VI) A proposi¢do composta (p <> q) A ~ q tem valor l6gico V; entdo o valor logico da proposicao p:

a) soO pode ser V

b) podeser V ouF

c) so pode ser F

d) depende do valor de q

e) nao pode ser determinado a partir dessa proposicao.

VII) Se p ¢ uma proposi¢ao verdadeira, entdo:

a) p A q ¢ verdadeira, qualquer que seja q
b) p v q ¢ verdadeira, qualquer que seja q
c) p A q ¢ verdadeira, so se q for falsa

d) p — q ¢ falsa, qualquer que seja q

e) p <> q ¢ falsa, qualquer que seja q

VIII) Considere ao proposigdes:

p: 2,4333... € Q
q: — 3?=9
I: (—5)2 =-5

Assinale V ou F nas proposicdes a seguir:

apAq () D~qnr

b)pvr () &(par~q)or
0q—>r () h~qgqe(p—or)
dpor () D(~pA~r)—>(p—>q)
e)~p—>~q( ) )~(~qvp)v(r—p)

NN
N N N N N’

IX) Sendo:

p: 6,143143... € Q
q: todo racional possui inverso

A tinica proposicao falsa é:

a) pvq
ST AL
) p—>q

X) Construir a tabela verdade da proposicdo s e dizer se a proposigdao s ¢ tautologia, contradicao ou
contingéncia: s:(~pAq) < (p—>~q).

XI) Quais das implicagdes abaixo sao verdadeiras, se x € R ?

0 x*=9 = x=3
(02)x*>9 = x>3
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(04)0<x<1 = x*<x

(08) x>0 =

x-2

1

(16)x<y = —x<-y
B x>y = xX*>y

XII) D€ o valor logico de cada proposi¢ao abaixo:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
J)

JxeN;x*=9
ElxeN;x2=
VxeN,x*=9
VxeR x > x
dxeR;x 2 x
AxeR;x 2 x
EIXER;X2=—4
JxeR x*=—4

VxeR,x2=—4
VxeR,dJyeRy=1k

XIIT) Negar as proposi¢des abaixo:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)

VxeR x+2=7

3X€R;X2—2XS4

VxeR,dJyeRy=1k

dxeRVyeR y>x

dxeRVyeR y>x A 2x=35y
dxeR;VyeRy+x=7 v x=15y
Ve>0,36>0;VxeX, |[x—a|<d > [f(x)-fla)|<e
Ve>0,38>0;VxeX, 0<|x—-a|<d—>|f(x)-L|<e
dxeRVyeZ 3e>0;|x—-y| 2¢

XIV) Utilizando propriedades das operagdes logicas, isto ¢, sem utilizar a tabela verdade, simplificar o
maximo possivel as expressoes abaixo e em seguida classifica—las em tautologia, contradi¢do ou
contingéncia: ( use as propriedades da pagina 18 )

a)
b)

c)

~(~pAr~q)

~(pvVv ~q);

~(~p—>q);

~(p—>~q);

~(~p© ~q);

[(p—>d)A~q] > ~p;
[(p>9)A~(PAq)]ADp;
~(~p—>q)Vv~(~pVvq)
(pva)a(pv~q)A(~pVvg)A(~pV~q);
[~(p—>q)Vv~(pVvqg)]Vv(r—>q)

[(d Ap) Vv ~(q >p)] A {qg>[~p A ~(~p)]}
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XV) Considere as seguintes proposicoes: p: V2 e Qv 4e(R-Q)

qQ: =5 € Z A 3¢éum numero primo

rr (—=3 e N) > (6¢édivisorde 12)

Determinar o valor 16gico da proposigao:

(a)(p v ~1) > ~q

(b)(p A1) © (pPVQq)

XVI) Apenas para o item ( a ) abaixo vocé pode usar a tabela verdade

(a) Sendo p e q proposicdes logicas, demonstrar a propriedade: (p = q)= (~p Vv q)

( b) Usando propriedades das operacdes ldgicas, simplificar o maximo possivel a expressao:
[(g Ap)V ~(q =>p)] A {q 2>[~p A~(~p)]}eem seguida classificai—la em
tautologia, contradi¢cdo ou nem tautologia nem contradicao.

XVII) Negar as proposigdes:

a) dxeR;VyeZ, Fe>0;|x-y| 2¢
b) VxeR,IyeQ; Ve>0,|y—-x| <eg

XVIII) Apenas para resolver o item ( a ) abaixo vocé pode usar a tabela verdade
(a) Sendo p e q proposicdes logicas, demonstrar a propriedade: ~(pv q) = (~p A ~q)

( b)) Usando propriedades das operacdes logicas, simplificar o maximo possivel a expressao:

{lp A p) v (p >)]A ~r Vv {[~(~q) v ] A ~(qA~r)}eem seguida
classifica—la em tautologia, contradi¢do ou nem tautologia nem contradigao.

( ¢ ) Dada a proposic¢ao condicional “J5e (R-Q) > \/g € R “ determinar sua reciproca, sua
inversa, sua contrapositiva, e encontrar os valores 16gicos destas 4 condicionais.

XIX) A proposi¢ao [ (p <> q) — ~q ] tem valor logico F; qual o valor l6gico da proposicao p ?

a) so podeser V

b) podeser VouF

c) so pode ser F

d) depende do valor de q

e) nao pode ser determinado a partir dessa proposicao.
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ALGEBRA DOS CONJUNTOS

Conjunto ¢ um conceito primitivo, ndo se define. Embora a palavra conjunto indique colecao de
elementos, em Matemadtica ¢ usual estudarmos conjuntos sem qualquer elemento ( chamado conjunto
vazio e simbolizado por & ou por { } ) e também conjuntos que possuem apenas um elemento ( dito
conjunto unitario ). Elemento de um conjunto também ¢ um conceito primitivo. E muito comum
representar um conjunto por uma letra maitscula e os elementos desse conjunto entre chaves. Para
designarmos que um elemento pertence a um conjunto, escrevemos, por exemplo, 2 € Z ( lembre do
conjunto Z , dos nimeros inteiros que estudamos anteriormente ). Como dissemos antes a Algebra dos
conjuntos ¢ uma “algebra Booleana disfar¢ada”, onde o “0” ¢ indicado por & e o “1” ¢ indicado por
Conjunto Universo =S.

Alguns exemplos de conjuntos:

1) A={-2,2};
2) B={2};
3) C=14,+x].

Vou contar um episodio da Matematica ( e da légica ) bastante interessante. Havia um dignissimo
Matematico Aleméo, chamado Gotlob Frege que tentou sistematizar a légica com base na Teoria
dos Conjuntos. Ap6s um longo periodo de estudos e pesquisas feitas por Frege, em uma carta
bastante cordial ( que vocé pode encontrar na internet ) um Matematico, Filosofo e Logico Inglés
de nome Bertrand Russel perguntou a Frege:

Prezado colega gostaria que vocé me dirimisse ( tirasse ) uma duvida:

“O conjunto de todos os conjuntos ( que vamos designar de O pertence ou ndo a si mesmo?”
Quando Frege recebeu a carta e analisou a questio, ele compreendeu o raciocinio de Russel:
Senio vejamos:

1) Se QO pertence a si mesmo, ha um conjunto “maior” que ele proprio!
2) Se QO nao pertence a si mesmo, ele nio pode representar o conjunto de todos os conjuntos!

O raciocinio acima é denominado “paradoxo de Russel” ( ou antinomia de Russel ).

Frege humildemente reconheceu que o conceito de conjunto como uma entidade absoluta condizia
a paradoxos. Dizem que apesar da cordialidade de Russel, tal problema ( a antinomia de Russel )
o abalou profundamente. A partir dai foram criados mecanismos para sistematizar a Teoria dos
Conjuntos evitando os paradoxos ( ha outros ). Esse “conserto da Teoria” vem se arrastando até
hoje...

Nosso estudo é baseado numa “Teoria Ingénua dos Conjuntos” ( expressiao usada pelo grande
Matematico Paul Halmos ). Assim ndo vamos nos envolver com estudos mais profundos da légica.
A idéia de conjunto que usaremos sera aquela do ginasio ou do ensino médio...

Um abraco!
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SUBCONJUNTO

Diz-se que um conjunto 4 ¢ subconjunto de um conjunto B, ou A esta contido em B ( e representa-se
A c B) se e somente se todo elemento de A ¢ também elemento de B, em simbolos: V x € A= x € B.

EXEMPLOS:

a) N c Z, pois todo elemento de N ¢ elemento de Z ;
b) 1-3,5[c R.

OBSERVACAO: Pode-se demonstrar que qualquer que seja o conjunto 4, &c A.

NOTE QUE: o intervalo real ]| — 3 , 5 [ ndo estd contido em Z (e este fato representa-se: |—3,5[ &
Z ), pois, por exemplo ® € | —3, 5 [ mas © ndo pertence a Z ( indica-se @ ¢ Z ).

IGUALDADE DE CONJUNTOS

Diz-se que 4 = B se e somente se A — Be B C A.
EXEMPLOS:
a) {xeZ;x"—4=01={-2,21;
b) {xe N;x*-4=0}={2};
c) {xeR;x-4>0}=]4,+o].
OPERACOES COM CONJUNTOS
Seja § 0 nosso conjunto universo, isto €, aquele que contém todos os outros conjuntos dos quais

trataremos no que segue. Deste modo, considere que 4, B sdo subconjuntos de §.

OPERACAO 1: Unifo ou Reunido de 4 com B ( simbolicamente 4 U B ):

AUB={xeS; xcAoux € B}.E comum em muitos livros a omissdo da sentenca x € S, deste
modo: AU B={x e AAoux e B} (fica, entdo, subentendido que 4 ¢ B estao contidos em algum
universo S ).

OBSERVACAO: O “ou” que figura na definicdo acima é exatamente a disjun¢do inclusiva que
estudamos em logica, assim: A UB={xe€ S; xeAd v xeB}

EXEMPLOS:
a) {-2,2}u{2,3}={-2,2,3};
b) {-2,4}0{2,3}={-2,2,3,4};
c) {-2,41ud={-2,4}
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OPERACAO 2: Interse¢io de 4 com B ( simbolicamente 4 N B ):

ANB={xeS; xecdexeB}={xecAdexeB}

OBSERVACAO: O “e” que figura na defini¢cdo acima ¢ exatamente a conjun¢io que estudamos em
logica, deste modo: AN B={xeS; xeAd AxeB}

EXEMPLOS:
a) {-2,2}n{2,3}={2};
b) {-2,4}n{2,3}=0;
) {-2,4'ND=0

OBSERVACAO IMPORTANTE: Usaremos a seguinte “definicio” para dizer que um conjunto A4
esta contido em um conjunto B, (isto €¢,4 c B): A C B se e somente se AN B=A.

OPERACAO 3: Diferenca entre 4 e B ( simbolicamente 4 — B ):

A-B={xeS; xecArxeB}={xecAArxegB}

EXEMPLOS:

{-2,
{-2,
(-2

b

-{2,3
-{2,3
1=

BN AN\
——

2,

o

o &
~ o~

OPERACAO 4: Diferenga simétrica entre A ¢ B:

AAB={xeS; xeArxeB}lu{xeS;xeBArxgA}=(A-B)U(B-A)=
(AuB)-(ANB)

EXEMPLOS:

2

a) {-2,2}A{2,3}={-2,3};
b) { FAL12,35 =1

D - 29 29 37 4 }
OPERACAO 5: Se A c B, a diferenga B — A é chamada de complementar de A em relagio a B, em
simbolos:

CeA=B-A ={xeS;xeBarxeAl={xecBArxegA}

OBSERVACOES:
I)Se B=S,entio CgA = CsA =CA ={x e S A x ¢ 4}, de uma maneira sucinta, costuma-se

escrever CsSA =CA = {x ¢ 4 };
MCAUA=SeCANA=0.

36



EXERCICIOS:

1) SeA=%={..,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...} e B=N ={0,1,2,3,4, ... }, determine:

a) AuUB;
b) AN B;
¢) A-B;
d) B-A;
e) AAB;
f) BAA;

g) CAB;
h) CiA.

2) SeA=[5,7)eB=(6,9], determine:

a) AuUB;
b) AN B;
¢) A-B;
d) B-A;
e) AAB;
f) BAA;
g) CrB;

h) CrA.

PROPRIEDADES DAS OPERACOES N, U, ¢ Cg:

Vocé lembra das propriedades que demonstramos, quando estudamos Logica das Proposi¢des?

Nos precisaremos de algumas delas para demonstrar algumas proposi¢des da Teoria dos Conjuntos ( ndo
esqueca que as definicdes das operagdes entre conjuntos foram feitas usando os conceitos da logica ).
Para facilitar nosso trabalho, listamos abaixo algumas propriedades que ja conhecemos:

1) ~(~p)=p Vp

2) par~p=0 Vp

) pv~p=1 Vp

4 prqe qap vVp,q

5) pvq & qvp vVp,q

6) parl=p Vv p

7y pvO0=p Vp

8 pAr0=0 Y p

99 pvi=1 v p

10)p A~ p=p Vp

I)pvp=p Vp

12) (prgq)ar=pAa(qar) vVp,qr
13)(pvqg)vr=pv(qvr) vVp,q,r
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4)(pvag)ar<s (par)v(qar) vp,qr
I5)(prq)vre (pvr)a(qvr) vVp,qr
16) ~(pArq)=~pvVv ~q Vp.q
17) ~(pv q)=~pAr~q vVp.q

18) ~(p > q)=pAr~q v p,q
19 ~(peq)=~poq v p,q
200p >q=~pv q v p,q

No que segue abaixo, A, B e C siio conjuntos quaisquer, S representa o conjunto universo e &
indica o conjunto vazio.

1) Demonstre as propriedades da INTERSECAO:

a) Idempoténcia: AnNA=A VA

b) Comutatividade: AnB=BnA VA,B

¢) Associatividade: (AnB)nC=An(BnC) VAB,C
d) Elemento Neutro: SNA=ANS=A v A

e) Elemento Absorvente: ONA=ANIJ=Y VA

2) Demonstre as propriedades da UNIAO:

a) Idempoténcia: AUA=A v A

b) Comutatividade: AUB=BUA vV A,B

¢) Associatividade: (AuB)uC=Au (BuC) VA,B,C
d) Elemento Neutro: S UA=Aud=A VA

¢) Elemento Absorvente: SUA=AUS=S VA

3) Demonstre as propriedades:
a) Distributival:: Au(BnC)=(AuB)n (AuC); VAB,C
b) Distributiva2: AN (BUC)=(ANB)U(ANC); VA B,C
¢ CAUA=S; VA
d CANnA=T; vA
e) C(CA)=A. VA
) CS=y;
g) Co=S.

4) Demonstre as segundas leis de Augustus De Morgan:

a) C(AuB)=CANCB; VvA,B
b) C(A "nB)=CAUCB. vAB



PRINCIPIO DA DUALIDADE NA TEORIA DOS CONJUNTOS

Dada uma expressao E, contendo conjuntos e apenas os simbolos: “U”, “N”, “J”, “S” e “C”, define-se

a expressao dual de E, como a expressao E’, obtida de E, trocando-se “U” por “N”; “N” por “U”; “Q”
por “S”e “S” por “@” conservando-se os demais elementos.

O mais importante resultado sobre a dualidade ¢ que, se a expressdo E for verdadeira, entdo sua
expressao dual £, também ¢ verdadeira.

EXEMPLOS:

HDE:AnB=BnA VAB
E:AuB=BUA VAB
2)EESNA=ANnS=A VA
E:OUA=ALVIO=0 vV A
3)E:C(AUB)=CANCB VvAB
E:C(A nB)=CAUCB VA,B
HEAU(BNC)=(AuB)Nn (AuC); VAB,C
E:An(BuC)=(AnB)u(AnC) VABC
TAREFA:
I) Demonstre as propriedades “EXTRAS”:

1) Ac(AuB)e Bc(AuB) VA,B;
2) (AnB)c Ae (A nB)cB VA,B;
3) SeXcVY,entio X NnY=XeXUY=Y.

Para resolver as questdes da lista 1, citadas acima, vocé ja pode usar as seguintes propriedades:

1) Idempoténcia: AN A=A; v A
2) Comutatividade: AN B=BNA; vV A,B
3) Associatividade: (ANB)NnC=AnNn(BNC); VAB,C

4) Elemento Neutro: SNA=ANS=A VA;
5) Elemento Absorvente: ONA=ANJ=C; VA

6) Idempoténcia: A U A=A; VA

7) Comutatividade: AU B=B U A; vV A,B

8) Associatividade: (AuB)uC=Au (BuC); vV A,B,C

9) Elemento Neutro: G UA=AU D =A,; v A

10) Elemento Absorvente: SUA=AUS=S; v A

11) Distributiva 1: : Au(BnC)=(AuB)n (AuC); VAB,C
12) Distributiva2: AN (BUC)=(AnB)U(ANC); VA B,C

13)) CAUA=S; VA
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14 CANA=T; VA
15C(CA)=A; VvA
16)CS = J;

171 CT=S§;
18)C(AUB)=CANCB; VA,B;

199C(A "B)=CA UCB. VA, B;
200Ac(AuB)e Bc(AuUB) VA,B;
21)(A nB) c Ae (A nB) c B VA,B;
22 Se XcY,entaio X NnY=XeXuUY=Y.

23)A-B=AnCB

CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS

Um conjunto A € finito se A = ou A possui n elementos, para algum n € N *. O nimero natural n ¢
dito numero de elementos de A.

EXEMPLOS:

a) A={xe Z;x*—4=0}={-2,2)logo, n=2;

b) A={xe N;x*~4=0}={2} logo,n=1;

) A={xe R;x*+4=0} =0 (Diz-se que o niimero de elementos de A ¢ zero );
d A={xe Z;-1<x<5}={-1,0,1,2,3,4} logo,n=6.

Um conjunto A ¢ infinito se A ndo ¢ finito.

EXEMPLOS:

a) N ¢éum conjunto infinito, e desdeque N ¢ Z cQ <R < C:entio Z, Q,R , C sdo
conjuntos infinitos;
b) Os intervalos reais, como, por exemplo: ]Ja,b[coma<b e [2,+ ), sdo conjuntos

infinitos.

CONJUNTOS ENUMERAVEIS E NAO ENUMERAVEIS

Um conjunto A ¢ enumeravel se A4 € finito ou se A4 pode ser escrito como seqiiéncia infinita
( X1, X2, .. Xpy «o. ), cOmn € N *,

EXEMPLOS:

a) A= éenumeravel, por defini¢do, pois ¢ finito;
b) A={-2,2} ¢ enumeravel pois ¢ finito;
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c) N={0,1,2,3,4, ..} éenumeravel pois pode ser escrito como seqiiéncia

N ={xj,X2, .., Xp, ... fCOMX,=n—1,comne N*;
+ r 4 . . A .
d) P ={0,2,4,6,...} ¢ enumeravel pois pode ser escrito como seqiiéncia
+
P ={Xxy,X2..,Xp, ... cOMX,=2n—2,comn € N*

RESULTADOS IMPORTANTES:

1) Se Xc N, entdo X é enumeravel;

2) Se Y ¢ enumeravel e X c ¥, entdo X ¢ enumeravel ( Note que o item 1 ) € um caso particular ),
3) Se A, B, C sao enumeraveis entdo A U B U C ¢ enumeravel,

4) Se A e B sao enumeraveis, entdo 4 x B ( isto €, o produto cartesiano de 4 por B ) ¢ enumeravel.

Conseqiientemente:
a) I'= {1,3,5,7,..} < N, entdo I' é enumeravel;
b) SN ={0,5,10,..} c N,entdo 5N ¢é enumeravel,

¢) Z =— N u N ¢ enumeravel;
d) Q= Z x Z* éenumeravel.

Um conjunto A € ndo enumeravel se ele ndo ¢ enumeravel, isto €, se A ¢ infinito e ndo pode ser escrito
como seqiiéncia infinita ( Xi, X2, ... , Xp, ... ) comn € N *,

EXEMPLOS:
a) R ( conjunto dos niumeros reais ) € ndo enumeravel;
b) Se a <b, os intervalos reais | a, b [; [a, b ]; [a, b [ sdo exemplos de conjuntos ndo
enumeraveis.
¢) R — @Q ¢énio enumeravel;

RESULTADO IMPORTANTE:

Se X € um conjunto ndo enumeravel e X c ¥, entdo Y ¢ ndo enumeravel.
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RELACOES BINARIAS

Seja E # < um conjunto. Define-se relagdo bindria de E em E ( ou simplesmente relacdo bindria
em £ )como qualquer subconjunto R, ndo vazio,de ExE,istoé, R#J e RCc ExE.

Vejamos alguns exemplos:
(1) Seja E={1,2,3} entdo: ExE ={(1,1),(1,2),(13).(2.1),(2,2).(2.3).(3.1),(3.2).(3.3)}
R; = {(1,2)} ¢ uma relagéo biniriaem E.

R; = {(2,2),(2,3).(3.1),(3,3)} ¢ uma relagio binaria em £ .

R; = Ex E éuma relagio binaria em E.

R, = {(2,2),(2,5),(3,1)} nio é uma relagdo binria em E, pois (2,5)¢ ExE

(2)R= {(x,y) eRxR;y= Zx} é uma relacio binaria de R em R, observe que R tem como

representagdo grafica, no plano cartesiano, uma reta ( a propriareta y =2x ).

(3)R= {(x,y) eRxR;y= xz} ¢ uma relacdo bindria de R em R, note que R tem como

representacio grafica, no plano cartesiano, uma parabola ( a parabola y = x* ).

(4)R= {(x,y) eRxR;y< x} ¢ uma relacdo biniria em R .

(5)R= {(x,y) eRxR;y> Zx} ¢ uma relacdo bindria em R .

(6) R= {(x,y) eRxR;x* +y° = —1} nio é uma relagdo binariaem R , pois R=J .
(7)R= {(x,y) eRxR;x* +y° = 0} ¢ uma relacdo biniria em R , note que R = {(0,0)} .

(8)R= {(x,y) eRxR;x*+y* = 1} ¢ uma relagio bindria em R , observe que R tem como

representacdo grafica, no plano cartesiano, uma circunferéncia de centro na origem e raio 1.

DEFINICOES E CONVENCOES:

Se R ¢éuma relagdo binaria em E, define-se:

I) Dominio da relagdo R como sendo: D(R)= {x € E;3yeE,com(x,y)e R} cE;
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IT) Imagem da relagdo R como sendo: /m (R) = {y e E;dx e E, com (x,y) € R} cE.

IIT) Se (x,y) € R, diz-seque xRy, se (x,y) ¢ R, diz-se que x,I(y.

EXEMPLO: Se E ={1,2,3} ¢ R={(2,2),(2.1).(3,1)} entdo: D(R)={2,3} ¢ Im(R)={1,2},além
disso: 2R2;2R1;3R1;1K3e3K2.

RELACAO INVERSA

Se R < ExE ¢ uma relagio binaria, a relacdo inversa de R , denotada por R, é definida como:
R ={ (y,x)eExE;(x,y)eR}

EXEMPLO:

Sendo £ ={1,2,3} e R={(2,2),(2.1).(3,1),(3,2)} entioR™' ={(2,2),(12).(1,3).(2.3)}
D(R")={1,2}=Im(R) e Im(R™")={2,3} = D(R)

TIPOS DE RELACAO BINARIA

No que segue o subconjunto ndo vazio R de £xE é uma relacio binaria.

(1) REFLEXIVA.

R ¢é uma relagio reflexiva se e somente se (Vx e E)(xRx), ouseja, (x,x)e R,Vx e E. ( Todo

elemento se relaciona com ele mesmo ).
EXEMPLOS:

(1) A relagdo “igual a” no conjunto dos numeros reais: x =x,VxeR ;
2 ) A relagdo “paralela a” ( || ) entre retas pertencentes a um plano 7z : r||r,Vrer;
P p p
(3 ) A relagdo “menor ou igual a” no conjunto dos numeros reais R: x <x,VxeR;

(4) A relagdo “divide” (| ) em N': x|x,Vx e N". Nio sei se vocé estudou alguma vez esta relacdo. A

definigdo ¢é a seguinte: Dizemos que x divide y em N* ( denota-se x| y ) se e somente existe k € N tal

que y =k.x. Portanto, temos alguns exemplos:
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a) 3|12 (3 divide 12 ) pois 34 € N tal que 12 =4.3;

b) Observe que € falso que 12| 3 (12 divide 3 ) pois Nk € N" tal que 3 =12.k , neste caso, dizemos que
12 ndo divide 3 ( simbolicamente 1243 ).

c) x|x,VxeN*,pois d1eN tal quex =1.x;

CONTRA — EXEMPLOS:

(1) A relagio maior no conjunto dos niimeros reais R : E falso que x>x,VxeR;

(2) A relagdo diferente no conjunto dos nimeros reais: E falso que x#x,VxeR.

(I1 ) SIMETRICA:

R ¢ uma relagio simétrica se ¢ somente se (Vx,y € E )(xRy= yRx).

EXEMPLOS:

(1) A relagdo “igual a” no conjunto dos nimeros reais: (Vx,yeR )(x=y=y=x);

(2) A relagdo “diferente de” no conjunto dos nimeros reais: (Vx,y €R )(x#y =y #x);

(3) A relagio “paralela a” ( || ) entre retas pertencentes a um plano z: (Vr,sez)(r|ls=sllr);

(4) A relagio “perpendicular a” entre retas pertencentes a um plano 7:(Vr,sex)(r Ls=sLr).

CONTRA — EXEMPLOS:

(1) A relagdo “maior do que” no conjunto dos niimeros reais R : E falso que
(Vx,y eR)(x>y= y>x). Verifique que x=3¢ y=2 éum contra exemplo;

(2) A relagdo “divide” (| ) em N': E falso que (Vx,y € N*)(x|y = y|x) . Verifique que

x=2e y=4 éum contra exemplo.
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(III ) TRANSITIVA:

R ¢ uma relagio transitiva se ¢ somente se (Vx,y,z€ E)(xRyeyRz=xRz) .

EXEMPLOS:

( 1) A relagdo “igual a” no conjunto dos niimeros reais: (Vx,y, ze R)(x=y ey=z= xzz) ;

(2) A relagdo “menor ou igual a” no conjunto dos niimeros reais: (Vx,y,z € R)(xﬁy ey<z=x< z) ;

(3) A relagdo “divide” (| )em N': (Vx,y,z EN*)(x|y ey‘z:> x|z);

(4) A relagdo “paralela a” ( || ) entre retas em um plano 7 : (Vr,s,t € 7r) (r || ses|t= r||t).

CONTRA — EXEMPLOS:

(1) A relagio “perpendicular a” de retas pertencentes a um plano 7. E falso que
(Vr,s,t € 7[) (r lseslt= rJ_t) ;

(2) A relagio “diferente de” no conjunto dos numeros reais: K falso que
(Vx,y,zeR)(x#ye y#z= x#z). Neste caso, dé um contra exemplo!

(3)Se E={a,b,c}, entdo arelagdo em E, dada por R = {(a,a),(a,b),(b,c),(c,c)} ndo é transitiva
pois aR b,bR ¢ mas aRc.

(IV) ANTI-SIMETRICA.

R & uma relagdo anti-simétrica se e somente se (Vx,y€ E)(xRy e yRx= x=y) ou, usando a

contrapositiva, (Vx,y e E)(x £y=x Ry ou ny).
EXEMPLOS:

(1) A relagdo “menor ou igual a” no conjunto dos reais: (Vx,y,ze R)(x<yey<x=x=y);
g i y yey Y

(2)Se E={a,b,c}, entdo arelagdo em E, dada por R = {(a,a),(a,b),(b,c),(c,c)} é anti-simétrica.

PERGUNTAS:

a) O que vocé acha da relagdo maior no conjunto dos numeros reais, ela ¢ anti-simétrica?
RESPOSTA: Sim
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b) A relagdo “divide” (| ) em N" ¢ anti-simétrica? RESPOSTA: Sim
¢) A relagio “divide” (| ) em Z" ¢é anti-simétrica? RESPOSTA: Nio

d) Seré que existe alguma relacdo que seja, a0 mesmo tempo, simétrica e anti-simétrica?
RESPOSTA: Sim. Por exemplo, a relacio de igualdade no conjunto dos niumeros reais.

CONTRA — EXEMPLOS:

(1)Se E={a,b,c}, entdo arelagio em E, dada por R = {(a,a),(a,b),(b,a),(c,c)} ndo é anti-

simétrica.

(2) A relagdo paralelismo ( || ) entre retas pertencentes a um plano 7 nao ¢ anti-simétrica.
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CONJUNTOS FINITOS E AS PROPRIEDADES DAS RELACOES

Se E ¢ finito e tem poucos elementos, podemos visualizar as propriedades estudadas em diagramas.
As regras sao as seguintes:

REFLEXIVA: Todo ponto deve ter um lago ( tente explicar! ).

SIMETRICA: Se houver uma flecha ela deve ter duas pontas ( tente explicar! ).

TRANSITIVA: Para todo par de flechas consecutivas existe uma flecha cuja origem ¢ a origem da
primeira e cuja extremidade ¢ a extremidade da segunda ( tente explicar! ).

ANTI-SIMETRICA: Nio h4 flechas de duas pontas ( tente explicar! ).

Nos exemplos abaixo cada retangulo representa o conjunto E :

1) E
reflexiva; nido simétrica; transitiva e anti-simétrica.
&) O
0
2) E
nao reflexiva; nao simétrica; nao transitiva e anti-simétrica.
od
be —> &C
0
) E
b nio reflexiva; simétrica; nio transitiva e nao anti-simétrica.
“———>.
o d
O
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4) E

5)E

6) E

7) E

8) E

nao reflexiva; nao simétrica; nio transitiva e nao anti-

simétrica.

nao reflexiva; nao simétrica; transitiva e anti-simétrica.

nao reflexiva; nao simétrica; nao transitiva e anti-simétrica.

nao reflexiva; nao simétrica; nio transitiva e anti-simétrica.

nio reflexiva; nao simétrica; nao transitiva e nao anti-
simétrica.
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9

10)

11)

12)

'b oC

nao reflexiva; simétrica; transitiva e anti-simétrica.

reflexiva; simétrica; transitiva e anti-simétrica.

reflexiva; simétrica; transitiva e nao anti-simétrica.

reflexiva; nao simétrica; transitiva e anti-simétrica.
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CONGRUENCIA MODULO M

DEFINICAO: Sejam x, y ¢ m numeros inteiros, m > 2, dizemos que x = y(modm) , lé-se: x ¢

congruo a y modulo m, se e somente se x—y =gm, para algum g€ Z .
EXEMPLOS:

1) 15=7(mod4) pois 15—-7=2.4 ( note que, neste caso, g =2€7Z );

2) 25=-10(mod5) pois 25—(—10)=35=7.5 ( note que, neste caso, g=7€Z );

3) —-12=-12(mod9) pois —12—(-12)=0=0.9 ( note que, neste caso, g =0€Z );

4) 13=29(mod8) pois 13-29=-16=(-2).8 ( note que, agora g =—2€Z );

5) Se neZ,entdo 2n+5=3(mod2) pois 2n+5-3=2n+2=2(n+1) (note que g=n+1eZ,

desde que neZ );
6) Se neZ,entdo 17n—8=2n-3(mod5) pois 17n—-8—(2n-3)=15n-5=5(3n—-1) ( note que
q=3n-1eZ).

RELACAO DE EQUIVALENCIA

Uma relagdo R em E # O ¢ chamada relagdo de equivaléncia sobre £ se ¢ somente se R ¢ reflexiva,
simétrica e transitiva.

EXEMPLOS:

a) E

b) E
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d) A relagdo de igualdade sobre R: x R y<>x=1y.

e) A relagdo de congruénciamodulomem Z: xRy < x = y(modm) ( demonstragdo em sala ).

CLASSES DE EQUIVALENCIA

Seja R uma relagdo de equivaléncia sobre E # . Dado a € E, chama-se classe de equivaléncia
determinada por a, médulo R, o subconjunto @ de E formado pelos elementos x tais que x Ra . Em

simbolos: @ ={xe E;x Ra}.

CONVENCAO: O conjunto de todas as classes de equivaléncia, tendo como base uma determinada
relacdo R em E # J, serd indicada por £/ R e chamado o conjunto quociente de E por R.

EXEMPLOS:

1)Seja R = {(a,a),(b,b),(c,c),(a,c),(c,a)} em E={a,b,c}. Temos: a ={a,c}; b ={b} e ¢ ={a,c}.
Portanto o conjunto quociente ¢ E/R = {{a, c} , {b}} . O diagrama sagital de R ( de “flechas e lagos™ ) é:

E

Observe que: {{

2) Considere agora a relacdo R, dadapor xR y < x= y(mod 2) em 7.

Quem sera 0 (ou seja, a classe de equivaléncia do zero )? E, por definigdo, o conjunto dos numeros
xeZ,taisque x=0(mod2),isto &, x—0=2q..x=2q,q€Z,assim: 0= {...—4,-2,0,2,4,...} (ou

seja, o conjunto dos nimeros pares ).
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Quem serd 1 (ou seja, a classe de equivaléncia do um )? E, por defini¢do, o conjunto dos nimeros
xeZ,taisque x=1(mod2),isto ¢, x—1=2g..x=2g+1,geZ,assim: 1={...,-3,-1,1,3,...} (isto¢,
o conjunto dos numeros impares ).

Deste modo o conjunto quociente ¢ Z/R = {E,T} que ¢ denotado por Z, ( 1é-se: “z€ dois™ ).

3) Consideremos agora a relacdo R, dadapor: xR y < x = y(mod 3) em Z.

Vocé imagina quem seja “zé trés” ( pois agora a congruéncia ¢ modulo 3! )?

Vamos la:

Quem serd 0? O conjunto dos nimeros x € Z, tais que x=0(mod3), isto ¢, x—0=3¢..x=3¢,q€Z,
assim: 0 = { ..,—6,-3,0,3, 6,...} ( ou seja, o conjunto dos multiplos de 3 ).

Quemsera 1?20 conjunto dos nimeros x € Z, tais que x = l(mod 3) ,isto é,

x—1=3¢q . .x=3q+1,qeZ, assim: 1={...,-5,-2,1,4,7,...} (isto ¢, o conjunto dos multiplos de 3

mais um ).
Quem sera 2 ? O conjunto dos nimeros x € Z, tais que x = 2(mod 3) , isto €,

x—-2=3q..x=39g+2,q€Z, assim: 2= {...,—4,—1, 2,5,8,.. } (isto ¢, o conjunto dos multiplos de 3

mais dois ).

Portanto o conjunto quociente Z, ¢ Z,=7Z/R= {6,15} .

Not 0
ote que: < _
0

RELACAO DE ORDEM PARCIAL

Uma relacdo R em E #J ¢ chamada relacao de ordem parcial ( abreviada por r.o.p ) sobre £ se e
somente se R ¢ reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

EXEMPLOS:
a)

E
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b) E

c) E

d) A relagdo menor ou igual no conjunto dos numeros reais R: x R y < x< y;

e) A relagdo divide(| Yem N': ny<:>x|y.

RELACAO DE ORDEM TOTAL

Uma relacdo R em E # I ¢ chamada relacao de ordem total ( abreviada por r.o.t ) sobre £ se e
somente se R ¢ relacdo de ordem parcial e além disso, Vx,ye R tem—se xRy ou yRx.

EXEMPLOS:

a)

E

NS

a

b) A relagdo menor ou igual no conjunto dos nimeros reais R: xRy < x<y;

CONTRA — EXEMPLO:

A relacdo divide ( | yem N’ é r.0.p mas ndo é r.o.t pois, por exemplo 243 e também 3} 2
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OBSERVACAQ IMPORTANTE: Se R ér.ope xRy diz-se que “x precede y” e indica-se por x < y.

Se R éro.pe x Ry diz-se que “x ndo precede y” e indica-se por xgy .

EXEMPLOS:

a) Seja a relagdo divide ( | Yem N':

5/25,logo 5<25.

2545, logo 2545.

b) Considere a relacdo menor ou igual no conjunto dos numeros reais R: x R y<> x< y:

2<3,logo 2<3.

3<2 ¢ falso, logo 322.

LIMITES DE CONJUNTOS

Seja £ um conjunto parcialmente ordenado ( ou seja, um conjunto que admite uma ordem parcial )
mediante a relacdo <. Seja 4 # <& um subconjunto de E.

DEFINICAO I: Um elemento L € E ¢ um limite superior de A se for verdadeira a proposi¢o:
(Vx)(xe A= x <L), isto é, quando todo elemento de 4 precede L. De agora em diante denotaremos

o conjunto de todos os limites superiores de 4 como sendo X = {L € E; L ¢ limite superior de A} .

DEFINICAO 2: Um elemento / € E ¢ um limite inferior de 4 se e somente se: (Vx)(xe A=1<x),

isto €, quando / precede todo elemento de A . De agora em diante denotaremos o conjunto de todos os
limites inferiores de 4 como sendo Y = {L € E; L ¢é limite inferior de A} .

DEFINICAO 3: Um elemento M € 4 é um méximo de 4 se ¢ somente se: (Vx)(xe A= x=< M), isto

¢, quando M ¢ um limite superior de 4 e pertence a 4.

DEFINICAO 4: Um elemento m € A é um minimo de 4 se e somente se: (Vx)(xe A= m=<x), isto

¢, quando m ¢ um limite inferior de 4 e pertence a 4.

DEFINICAO 5: Chama-se supremo (S ) de A4 o minimo ( caso exista ) do conjunto dos limites
superiores de A4 .

DEFINICAO 6: Chama-se infimo (I)de A o maximo ( caso exista ) do conjunto dos limites
inferiores de A4 .
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OBSERVACAO

m=1
Quando existem m, M, I ¢ S eles sdo Gnicos e, além disso: {M o
EXEMPLOS:

1) Se E=R, 4= ]0,1] ¢ a ordem ¢ a habitual ( < ), temos:

a) Limite superior L e R: VL >1, ou seja, sdo limites superiores de 4, quaisquer nimeros maiores
ou iguais a um.

b) Limite inferior / e R: ¥/ <0, ou seja, sdo limites inferiores de A, quaisquer nimeros menores
ou iguais a zero.

¢) Maximo, M e 4: M =1.

d) Minimo, m € 4: nao existe.

e) Supremode 4: S=1.

f) Infimode A: [ =0.

2) Faga o mesmo estudo para E=R, 4=]-2,1[;

3) Faga 0 mesmo estudo para E=R, 4=[5,+x);

4) Faga o mesmo estudo para E=R, 4= (—oo,—2];

5) Seja E = {1, 2,3,4, 6,9,12,18,36} e A= {2,4,6} e a ordem ¢ arelacdo ““|” ( lembre que a relagdo
“divide” ¢ de ordem parcial, isto € reflexiva, anti-simétrica e transitiva em £ ). Usaremos o
diagrama simplificado ( omitindo as propriedades reflexiva e transitiva, para ndo sobrecarregar o
esquema de flechas ). Observe, no esquema abaixo, que os elementosde 4 (02,04e06)
estdo realcados.

36
/ < @>2\
1

e) Limites superiores: 12 e 36.

f) Limites inferiores: 1 e 2.

g) Maximo: ndo ha.

h) Minimo: 2.

1) Supremo: 12.

7)  Infimo: 2.
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6) Faca o mesmo estudo para 4 =
7) Faga o mesmo estudo para 4 =

8) Faca o mesmo estudo para 4 =
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OPERACOES BINARIAS

Seja E # < um conjunto. Uma operacao binaria em E é gqualquer funcdo *:ExE — E
(x,y) = x*y

Isto ¢, a operacdo * transforma qualquer par de elementos x e y do conjunto £ x E em um elemento do
proéprio conjunto E.

Vejamos alguns exemplos:

(1) A operagdo de adicdo +:NxN —> N
(x,y) > x+y

(2) Aoperagdo +:Zx7Z —> 7
(%y) = x+y

(3)Aoperagio +:QxQ —>Q ( Do mesmo modo podemos expressar a operagdo +em R eem C );
(xuy) > x+y

(4) A operagao de multiplicagdo . em N, Z, Q, R eem C;

(5)Aoperagio T:N' xN" > N’
(x,y) > x

(6)Aoperagdo —:ZxZ —>7
(x3y) = x—y

Responda as perguntas abaixo ( justificando suas respostas! )

6 3

1) “—“ ¢ operagdo binaria em N ? ( quando perguntamos se ¢ operagdo binariaem N,
queremos perguntar, naturalmente se, —:NxN — N ¢ uma funcdo )

2) x¥¢é operagdo binaria em Z ?
3) “+“ ¢ operagdo binaria em Q’ ( conjunto dos numeros irracionais )?
4) “e* ¢ operacgdo binaria em Q’?

Todas as respostas acima sdo iguais...
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PROPRIEDADES DAS OPERACOES BINARIAS

No que segue, o conjunto E ¢ diferente do vazio.
(1) COMUTATIVA:

Dizemos que uma operagao binaria *: £ x E — E ¢ comutativa em E ( ou simplesmente, * ¢ comutativa
em E ), se e somente se x*y = y*x para todos x ¢ y pertencentes a E.

Responda as perguntas abaixo ( justifique suas respostas! ):

1. A operagdao deadigdo +em N, Z, Q, R eem C ¢ comutativa?
2. A operagdo de multiplicagdo . em N, Z, Q, R eem C ¢é comutativa?
3. Aoperagio +em M, (R) écomutativa?
4. A operagdo * em R, sendo * dada por x*y=x+y+xy € comutativa?
5. Aoperagdo o em R, definida por aob = min{qa, b}, ( onde min{a, b} representa o
minimo, ou menor, dentre os numeros reais a, b ) é comutativa ?
6. A operagdo sem M, ,(R) é comutativa?
7. A operagdo binaria x’ em N é comutativa?
8. A operagdo “— “em Z ¢ comutativa?
~ . X, .
9. Aoperagdo V em Q°, sendo V dada por xVy =— ¢ comutativa?

As respostas, do item 1 até o item 5, sdo “sim”; os outros itens...
(II) ASSOCIATIVA:

Dizemos que uma operagao binaria *: Ex E — E ¢ associativa em E ( ou simplesmente, * ¢ associativa
em E ), se ¢ somente se (x*y)*z=x#*(y+*z) para todes x, y ¢ z pertencentes a E.

Responda as perguntas abaixo:

A operagdo de adicdo+ em N, Z, Q, R eem C ¢ associativa? E comutativa?

A operagdo de multiplicagdo . em N, Z, Q, R eem C ¢ associativa?

A operagao +em M, (R) ¢ associativa?

mxn

A operagao eem M, (R) ¢ associativa?

nxn
A operagdo * em R, sendo * dada por x*y=x+ y+xy € associativa?
A operagdo “— “em Z ¢ associativa?

~ « g * ., . .
A operagio binaria x’ em N € associativa?

® Nk DD =

A operagdo V em Q", sendo V dada por xVy == ¢ associativa?

i
y

2

Do item 1 até o item 5 a resposta ¢ “‘sim”.
Y
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EXERCICIOS DE CLASSE:

1) A operagao * em R, sendo * dada por a*b=a+2b € associativa?

2) Sejaaoperagdo * em Q,sendo * dada por x*y=x+ y+xy Determine x na equagio
2xx%3=17.

3) Considere a operacdo A em A = {1, 2, 3 }, definida pela tabela: Verifique se a operagdo A ¢
comutativa e se ela € associativa.

le\)'—‘D
N W | — =
(USIR I \SR |\9)
—_ N (W W

(IIT') ELEMENTO NEUTRO:

Dizemos que uma operacdo bindria *: Ex E — E tem elemento neutro se e somente se existir um
elemento e € E ( ou simplesmente que e ¢ elemento neutro da operagdo * )tal que e*x=x*e=x

para todox € E .

PROPOSICAO I:
Se * ¢ operacdo binaria em E, com neutro e, entdo e € unico.
Demonstracao em sala.

Nos itens abaixo, verifique se cada operagdo possui elemento neutro. Caso a operacio tenha elemento
neutro, identifique-o, justificando sua resposta.

A operagdo de adigdo+ em N, Z, Q, R eem C.

A operagao de multiplicagdo . em N, Z, Q, R eem C.
A operacdo +em M, (R).

A operagao eem M, (R).

A operagao * em R, sendo * dadapor x*y=x+y+xy.

A operagdo binaria x’ em N .

A Ao S

+ .
A operagdo V em R, sendo V dada por xVy = % . (verifique também se V ¢

comutativa e associativa ).
8. A operagdo V em ZxZ, sendo V dada por (a,b)V(c,d)=(ac,ad +b).

(IV ) ELEMENTOS SIMETRIZAVEIS:
Seja *: Ex E — E uma operagdo bindria com elemento neutro e . Dizemos que x € E ¢ simetrizavel se

e somente se existir um elemento x’ € £ tal que x * x’= x’ * x =e. Caso exista, o elemento x’, ele ¢
chamado o simétrico de x ( e vice-versa ).
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Nos itens abaixo, verifique quais elementos dos conjuntos dados ( com relacio as respectivas
operacdes ) possuem simétricos.

1. A operagdodeadigdo+em N, Z, Q, R eem C.

2. A operacdo de multiplicagdo . em N, Z, Q, R eem C.

3. Aoperagio +em M, (R).

4. A operagio cem M, ,(R).

5. Aoperagao * em R, sendo * dadapor x*y=x+y+xy.
RESPOSTAS:

1. Considerando a operacao de adicio:

Em N, apenas o zero possui simétrico;
Em 7Z todos os elementos sdo simetrizaveis;
Em Q todos os elementos sdo simetrizaveis;

Em R todos os elementos sdo simetrizaveis;
Em C todos os elementos sdo simetrizaveis.

2. Considerando a operaciao de multiplicacao:

Em N, apenas o nimero um possui simétrico;
Em Z apenas o nimero um e o niimero menos um possuem simétricos;
Em Q todos os elementos sdo simetrizaveis exceto o zero;

Em R todos os elementos sdo simetrizaveis exceto o zero;
Em C todos os elementos sdo simetrizaveis exceto o zero.

3. Considerando a opera¢io +em M, ,(R), todos os elementos sdo simetrizaveis, isto €, todas as
matrizes de ordem 2 por 3 admitem um simétrico.

4. Considerando a operagdo «em M, ,(R), todas as matrizes de determinante diferente de zero
admitem inversa.

5. Considerando a operacdo * em R, tal que x* y=x+ y+xp todo elemento diferente de
menos um admite simétrico.

PROPOSICAO 2:

Seja * uma operagdo bindria associativa em E, com neutro e. Se x’ ¢ o simétrico de x entdo x’ € nico.
Demonstraciao em sala.

PROPOSICAO 3:

Seja * uma operagao binaria associativa em E, com neutro e. Se x’ ¢ o simétrico de x entdo x’¢é
simetrizavel e (x’)’ =x.
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Demonstracao em sala.
PROPOSICAO 4

Seja * uma operagao bindria associativa em E, com neutro e. Se x € y sdo simetrizdveis com simétricos
x’ey’, respectivamente, entdo x*y ¢ o simetrizavele ( x*y ) =y’ * x’.

Demonstracao em sala.
(V) ELEMENTO ABSORVENTE:

Dizemos que um elemento a € E ¢ absorvente em relagdo a operagdo binaria *: ExE — E, se e
somente se a*x=x*a=a paratodox € FE.

Nos itens abaixo, verifique se cada operagdo possui elemento absorvente. Caso a operacio tenha
elemento absorvente, identifique-o, justificando suas respostas.

. Aoperagao deadicdo +em N, Z, Q, R eem C.

1

2. A operagao de multiplicagdo . em N, Z, Q, R eem C.
3. Aoperagio sem M, (R).
4

. A operacio binaria maximo divisor comum em N .
PROPOSICAO 5:
Se * ¢ operacdo binaria em E, com elemento absorvente a, entdo a € unico.
Demonstraciao em sala.
(VI) DISTRIBUTIVA:

Sejam A e * operacdes bindrias em E. Dizemos que A ¢ distributiva em relagdo a * se e somente se
xA(y*z)=(xAy)*(xAz) para todos x, y ¢ z pertencentes a E.

EXEMPLOS:

a) A multiplicagdo ¢ distributiva em relacdo a adicdo em R, pois x.( v+ z) =X.y+Xx.z, para todos

x, y e g pertencentes a R .

b) Sejam A e * operagdes binarias em Q, definidas por xAy=0e x*y=x+y, Vx,y€Q.
Verifique que A ¢ distributiva em relacao a *. ( sera que * ¢ distributiva em relagdoa A?).

(VII) ELEMENTOS REGULARES:

Seja *: Ex E — E uma operacao binaria.
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Dizemos que a € E ¢ regular a esquerda em relacdo a operagdo * se e somente se a ocorréncia da
igualdade a*x=a*y implica que x =y para todos x e y pertencentes a £ que satisfazem a igualdade
citada.

Dizemos que a € E ¢ regular a direita em relacdo a operagdo * se e somente se a ocorréncia da
igualdade x*a = y*a implica que x =y para todos x e y pertencentes a E que satisfazem a igualdade
citada.

Finalmente, dizemos que @ € E ¢ regular em relacdo a operacdo * se e somente se a ¢ regular a direita e
a esquerda.

RESUMINDO:

ax*x=a#*
a € E ¢éregular se e somente se { = x =y, para todos x e y pertencentes a E e que
x*a:y*a

satisfacam as igualdades anteriores a implicacao.

Nos itens abaixo, verifique quais elementos dos conjuntos dados ( com relagdo as respectivas
operacoes ) sao regulares.
A operagdo de adigdo+ em N, Z, Q, R eem C.

A operagao de multiplicagdo . em N, Z, Q, R eem C.
(R).
A operagdao * em R, sendo * dadapor x*y=x+y+2.

nxn

1
2
3. Aoperacdo eem M
4

PROPOSICAO 6:

Seja * uma opera¢do binaria associativa em E, com neutro e. Se a ¢ simetrizavel em E, entdo a ¢
elemento regular.

Demonstracao em sala.

EXERCICIOS:

1) A operagdo O em N * dada por xOy =x" possui elemento neutro?

2) Determine, caso exista, o elemento neutro da operacao * em R, dada por
X*y=x+y+xy.

3) Determine, caso exista, o elemento neutro da operagdo * em ZxZ , dada por
(a,b)*(c,d) = (ac,ad+b).

. N X , . -
4) Verifique se a operacao * em R, dada por x*y = Y ¢ comutativa ou associativa.

5) Estude todas as propriedades vistas acima, exceto a propriedade distributiva, para a
operacdo * em R, dadapor x*y=x+y+3.
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TABUAS DE OPERACOES E PROPRIEDADES

Se E={ aj, ay, ..., ay } pode-se estudar as propriedades de uma operagdo *: Ex E — E, por meio de
uma tabela matricial, chamada tabua da operacao *:

* ai A oo a; eoo an

a ar*a =ayn | ar* aa=an ap * a; = ayj a; * ap, = Ayn
a Q*a =ay | a* a=axn A * a; = Ay ay * ap, = Azp
aj aj * a; = ay a; * a = ap a; * a; = ajj aj * ap = Ajp
an A * 1 = ap1 | A * A2 = ap2 coe An * A = Apj coe an * Ay = app

A primeira linha ( exceto a operacao * ) ¢ denominada linha fundamental,
A primeira coluna ( exceto a operagdo * ) ¢ denominada coluna fundamental,

A matriz (aij.) cujos elementos estdo em negrito, chama-se matriz dos resultados;
nxn

Os elementos ajj, a2, ..., any, formam a diagonal da tdbua de operagoes.

OBSERVACOES IMPORTANTES SOBRE AS PROPRIEDADES DE UMA OPERACAO =,
SOBRE UM CONJUNTO E NAO VAZIO:

1) * ¢ comutativa em E se a matriz dos resultados for simétrica ( isto ¢, a;; = a;;, para todos i, );

2) * possui elemento neutro em E se existe algum elemento, tal que a direita dele a linha fundamental
se repete e abaixo dele a coluna fundamental se repete.

3) Para saber se * possui elementos simetrizaveis em E, basta verificar, para cada elemento, na linha
fundamental e também na coluna fundamental se ele operado com algum elemento da como resultado o
neutro.

4) Para saber se * possui elemento absorvente em E, basta verificar, para cada elemento, na linha e
também na coluna desse elemento, se o resultado € sempre ele proprio.

5) Para saber se * possui elementos regulares em E, basta verificar, para cada elemento, na linha e
também na coluna dele se ndo hd elementos repetidos.

OBSERVACAOQ: Se a operagdo for comutativa, basta olhar ou a linha ou a coluna do elemento para
verificar as propriedades 2) a 5).

APLICACAO:

Verifique, usando as regras enunciadas acima, em relagdo a operacdo *, dada pela tabela abaixo, que

1) * ndo ¢ comutativa,
i) * possui neutro a;
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ii1) a, b, fsao simetrizaveis;

v) * ndo tem elemento absorvente;

V) a, b sao regulares
a b c d f
a b c d f
b c d f a
c d f b c
d f b c b
f a d f c

Considere os seguintes exemplos:

1))

2)

3)

4)

SejamE=D (15)={1,3,5,15 } ¢ aoperagio *, dada por x*y =mdc(x,y).Facaa
tabua de operagdes e verifique se * € comutativa, possui elemento neutro, possui
elementos simetrizaveis, possui elemento absorvente e possui elementos regulares.

Faga o mesmo estudo para a operagdo *,em E=D (14)={ 1,2, 7, 14 }dada por
X*y= mmc(x,y) .

Faga o mesmo estudo para a operacdo *,emE={ A, B,C,D }e Ac Bc Cc D dada
por X*Y =XUY.

O mesmo estudo para a operagao * tal que x*y =resto da divisdo de x.y por4 em E =
{0,1,2,3}.
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ESTRUTURAS ALGEBRICAS

Sejam E #J umconjuntoe * e A duas operagdes bindrias em E .

D) Dizemos que o par (E,*) ¢ um semi-grupo se a operagdo * for associativa.
EXEMPLOS: (N,+); (N+); (M, (R),+) e (M, (R).,s).

II)  Opar (E,*) ¢ um monéide se a operagdo * for associativa e possuir elemento neutro.
EXEMPLOS: (N,+); (Ns); (M, (R),+) e (M, (R).,s).

1)  Opar <E , *) ¢ um grupo se a operagdo * for associativa, possuir elemento neutro e se todo

elemento de E for simetrizavel em relacdo a *.

EXEMPLOS: (Z,+); (Q*+) ¢ (M, (R),+).

IV)  Opar <E , *> ¢ um grupo comutativo se a operacao * for associativa, possuir elemento

neutro, se todo elemento de E for simetrizavel em relacdo a * ¢ se * for comutativa.
EXEMPLOS: (Z,+); (Q*+) ¢ (M, (R),+).

V) O terno <E, *,A) ¢ um anel se o par <E,*> ¢ um grupo comutativo, o par (E, A) for um

semi-grupo ( isto é, A for associativa ) e A for distributiva em relagdo a *.
EXEMPLOS: (Z,+:); (Q,+:2); (R,+:); (C,+2); (M,,, (R),+¢) ¢ (Q,%A), onde
x*y=x+y-1
XAy=x+y—xy

VI)  Oterno (E, *,A) ¢ um anel com unidade se (E, *,A) forumanelese Je, € E tal que

xAe, =e, Ax=x, Vxek.

EXEMPLOS: (Z,+.); (Q+.); (R,+:); (C,+,2): (M, (R),+:¢) ¢ (Q,%A), onde
xky=x+y-1
YAYy=Xx+y—xy

VII) Oterno (E ,*, A) ¢ um anel comutativo, se <E,*,A> for um anel e se a operagdo A for

comutativa.
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EXEMPLOS: (Z,+.): (Qu+): (Ro42); (Cote) e (@A), 0nde {7 Y = 771
XAy=x+y—xy
VIII) O terno (E, *,A) ¢ um corpo se (E, *,A) for um anel com unidade ¢ se Vx e E—{e*} (isto
¢, x # e, ) € elemento simetrizavel em relacdo a operacio A.
x*y=x+y-1

EXEMPLOS: (Q,+.:); (R,+.); (C,+,) ¢ (Q,%A), onde {xA [

IX) Oterno (E , *,A) ¢ um corpo comutativo se <E L%, A> for um corpo e se a operagdo A for

comutativa.

xky=x+y-—1

EXEMPLOS: (Q,+,); (R,+,); (C,+,2) ¢ (Q,%A), onde {m P

HOMOMORFISMOS ENTRE GRUPOS

DEFINICAO: Se <G, *> e (J, A) sdo grupos uma fungao f:(G, *) - (J,A) ¢ um homomorfismo
se e somente se f(x*y)=f(x)A f(y), Vx,yeG.

EXEMPLOS:

1) f:(R,+)—>(R,+) dada por f(x)=logx

De fato: f (x.y)=log(x.y)=logx+logy = f(x)+ /(7).

2) f:(Z,+)—(C ,+) dadapor f(m)=i"

Realmente, pois: f(m+n)=i""=i"i"= f(m).f(n).

3) f:(R,+)—>(R,+) dadapor f(x)=5x

De fato: f(x+y)=5(x+y)=5x+5y=f(x)+ f(»).

4) Observe que f :(R,+) > (R,+) dada por f(x)=5x+3 ndo é um homomorfismo, pois

f(x+y):5(x+y)+3=5x+5y+3¢(5x+3)+(5y+3):f(x)+f(y)
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Nucleo de um homomorfismo

Se f: <G, *> - <J,A> ¢ um homomorfismo, define-se o niuicleo de f , e denota-se N(f) , COMOo

sendo o conjunto: N(f)= {x eG;f(x)= eA} , onde e, representa o elemento neutro da operagio A

em J.

EXEMPLOS:
1) f:(R.+)—>(R,+) dada por f(x)=logx

N(f)={xeR;f(x)=logx=0=e¢ }={1}={e.} (neste caso, o niicleo  um conjunto finito ).
2) f:(Z+)—>(C"+) dada por f(m)=i"

N(f)={m eZ; f(m)=i"=e, =1} ={0,%4,%8,+12,...} = {4k; k € Z} ( neste caso, o niicleo é um

conjunto infinito ).

3) f:(R,+) > (R,+) dadapor f(x)=>5x
N(f)={xeR;f(x)=O=e+}={xeR;5x=0}={0}={e+} ( 0 nticleo é um conjunto finito ).

OBSERVACAO IMPORTANTE: Pode-se demonstrar, que se f: <G, *> - <J ,A> ¢ um

homomorfismo de grupos, f ¢ injetora se e somente se N ( f ) = {e*}. Os exemplos 1) e 3) acima sdo

homomorfismos injetores.
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ISOMORFISMOS ENTRE GRUPOS

DEFINICAO: Sejam <G, *) e (J, A) dois grupos, uma funcao f:(G, *> —)(J,A} é um

isomorfismo se e somente se f ¢ um homomorfismo bijetor, isto €, se sdo satisfeitas as condi¢des:

i) féum homomorfismo, ouseja f(x*y)=f(x)A f(y), Vx,yeG;
ii) féinjetora: f(x)=f(y)= x=y (pelaobservagio anterior ¢ usando o item i), N(f)={e,} );
iii) £ ¢ sobrejetora: f(G)=J ou, VyeJ,IxeG;f(x)=y.

EXEMPLOS:

1) f:<R*+,->—><]R,+> dada por f(x)=logx;
2) f:(R,+>—><R,+> dada por f(x)sz.

CONTRA EXEMPLOS:

D f:(Z,+)—> <C*,-> dada por f(m)=i" ndo ¢ injetora pois N(f)#{e,}={0} nem sobrejetora,
pois f(Z) = {—l,l,i,—i} =C".

2) f:(Z,+)—>(ZxZ,+) dadapor f(x)=(x,0) é homomorfismo injetor mas ndo ¢ sobrejetor.

( verifique! ).
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