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REVISAO DE MATRIZES

MATRIZES

Denominamos matriz a um grupo de elementos ( também chamados entradas da matriz ) dispostos em
linhas e colunas ( filas ), de forma retangular.

_ 1 -1 3
EXEMPLOS: A:[l i \Bj; B:[ j; C:[ J; D=1 2

0 7 e 2 0

o E=[4]

Ordem de uma matriz ¢ o nimero de linhas versus o nimero de colunas ( sempre nesta ordem! ).

Nos exemplos acima: a ordem da matriz 4 ¢ 2x3 (1é-se: dois por trés ); a ordem da matriz B ¢ 2x2

( 1€-se: dois por dois ou simplesmente de ordem dois, pois 0 numero de linhas = nimero de colunas =2 ); a
ordem da matriz C ¢ 2x1 ( 1é-se: dois por um ); a ordem da matriz D ¢ 1x2 ( 1é-se: um por dois ); a
ordem da matriz £ ¢ 1x1 ( 1é-se: um por um ou simplesmente de ordem um ). Note que os elementos de
uma matriz podem ser colocados entre paréntesis, colchetes ou ainda entre barras duplas.
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Representacio Canonica ( Padrao ) de uma Matriz

Em uma matriz qualquer 4, cada elemento ( ou entrada ) € indicado (a ) por g, . O indice 7 indica a linha e

o indice j a coluna as quais o elemento a; pertence.
) _ ) a4 4
Considere, por exemplo, uma matriz 4 de ordem 2x3, genericamente: 4 =

Notacio: A= (a,.j )M

Considere, por exemplo, uma matriz B de ordem m xn, genericamente: B =
ml t mn

Notacdo: B = (b..)mm

g

APLICACAO:

Seja a matriz 4 = (ai/. ) ,de ordem 2 (isto ¢, 2x2 ), ou, pela notagdo acima: A= (a” )2 ) tal

2i-3j se i#] .
que: a, = . Qual o valor da soma dos elementos dessa matriz? RESPOSTA: 9
Y3+ se i=j

IGUALDADE DE MATRIZES

Duas matrizes de mesma ordem sao ditas iguais quando os elementos “correspondentes” sdo iguais.

-1

c

a 3
EXEMPLO: Se =
2 b

d
4j,ent50 a=—-lb=4,c=2ed=3

DEFINICAO IMPORTANTE:

Matriz Transposta: Dada uma matriz 4 de ordem mxn, define-se a matriz transposta de 4, a matriz A4’
de ordem nxm obtida de 4 trocando-se as linhas pelas respectivas colunas. Matematicamente: Dada uma

amatriz 4= (%) diz-se que a matriz B ¢ atranspostade 4 se B = (ajl.) ¢ denota-se B=A'.

nxm

4 7
4 5 1
EXEMPLO: Se A:(7 5 3] entdo A" =|5 2/|.
1 3
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MATRIZES ESPECIAIS

Matriz Linha: ¢ uma matriz que possui apenas uma linha. Notacao Genérica: L = (ly. )1

EXEMPLO: L=|1 2|

Matriz Coluna: ¢ uma matriz que possui apenas uma coluna. Notacio Genérica: C = (Ci/‘) 1
b mx

3
EXEMPLO: C={ J

Matriz Nula: ¢ aquela que possui todos os seus elementos nulos. Notacdo Genérica: A4 = (ai].) com

mxn

a,=0,Vi,j,ouainda, 4= (0) . as vezes, denotamos, por comodidade, a qualquer matriz nula
y mxn

simplesmente por 0, sem mencionar explicitamente a ordem.

0 0O
00

2x 3

EXEMPLO: (0) =(
00

00
j ou, simplesmente, como explicado acima: (O ]: 0

Matriz Quadrada: ¢ uma matriz que possui o nimero de linhas igual ao nimero de colunas, ou seja, ela é
do tipo nxn. Dizemos simplesmente que a matriz ¢ de ordem 7.

Diagonal Diagonal
Secundaria Principal

Matriz Diagonal: ¢ uma matriz quadrada na qual todos os elementos ndo pertencentes a diagonal

principal sdo iguais a zero. Notacio Genérica: D = (a,.j) onde: a, =0 se i#].

nxn

4 0 0 0 O 0 0O
EXEMPLOS: a) AZ(O 3) ; b)B=|0 0 0|; ¢)C={0 0 0
0 0 « 0 0O
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Matrizes Triangulares: Uma matriz quadrada na qual todos os elementos acima da diagonal principal sdo
iguais a zero ¢ chamada de Triangular Inferior e uma matriz quadrada na qual todos os elementos
abaixo da diagonal principal sdo iguais a zero ¢ chamada de Triangular Superior. Uma matriz quadrada
que ¢ Triangular Inferior ou Triangular Superior ¢ simplesmente chamada de matriz Triangular.

EXEMPLOS:

a, 0 0
a) A=|a,, a, 0 | exemplo genéricode uma matriz triangular inferior de ordem 3x3.

dy 43 Ay

ay G 4
b) B=| 0 a,, a, |exemplo genérico de uma matriz triangular superior de ordem 3x3.
0 0 ay

Matriz Identidade ou Matriz Unidade: ¢ uma matriz quadrada que possui todos elementos nao
pertencentes a diagonal principal nulos e os elementos da diagonal principal iguais a um ( ou seja, ¢ uma
matriz diagonal na qual os elementos pertencentes a diagonal principal sdo iguais a 1 ).

0 se i#j

Notacao Genérica: /, = (al.j) onde: a, = {1

nxn

se i=]j

EXEMPLOS:

1 0
a) I, = 0 J , também chamada de matriz identidade de ordem 2 ;

b) I,=|0 , também chamada de matriz identidade de ordem 3.

oS = O
- O O

Matriz Simétrica: Uma matriz quadrada ¢ dita simétrica quando todos os elementos dispostos
simetricamente em relacio a diagonal principal forem iguais.

OBSERVACAO: Uma matriz simétrica 4 é sempre igual a sua transposta, isto é, 4 = 4'.

5 -1 3
EXEMPLO: 4 = | -1 7 8| éuma matriz simétrica. Note que 4 = 4'.
3 8 7
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2 -1 2y
APLICACAO: SeamatrizA= |x 0 z-1| ésimétrica, calcule x+y+z. RESPOSTA:5
4 3 2

Matriz Anti-Simétrica: Uma matriz quadrada ¢ dita anti-simétrica quando todos os elementos da
diagonal principal forem iguais a zero ¢ os elementos dispostos simetricamente em relacio a diagonal
principal forem opostos..

0 1 -3
EXEMPLO: A=|-1 0 -8| ¢éuma matriz anti-simétrica..
3 8 0

OPERACOES COM MATRIZES

Adicao e Subtracao: Para adicionar ou subtrair matrizes de mesma ordem, basta adicionar ou subtrair os

elementos correspondentes. Matematicamente: 4 = (a,.j ) ,B= (bij ) €

5 1 -3 3 1 -3 8 2 -6
EXEMPLO: (-1 0 -8(+|1 5 8 [=]|0 5 0
3 8 0 4 2 5 7 10 5

Multiplicacdo de uma matriz por uma constante: Para se efetuar a multiplicagdo de uma matriz por um
dado nimero real, basta multiplicar cada elemento da matriz pelo nimero dado.

EXEMPLOS:
3 - -3
)2[4 O] [8 OJ b)(—-1) 1 5 1 5
a . == — o — = —
T -3 27 -6
-4 2 4 2

( De um modo geral, dada uma matriz A: (—1).A =— A é chamada oposta de A ).

Voltando a defini¢do de matriz anti-simétrica: Uma matriz anti-simétrica ¢ sempre igual a oposta de sua
transposta, isto é, 4 = - A'.

Multiplicacdo de Matrizes: Para se efetuar a multiplicacdo entre duas matrizes A e B de ordens m x n e
n X p, respectivamente, basta multiplicarmos cada linha da primeira matriz por todas as colunas da segunda
matriz, obtendo assim uma matriz de ordem m x p.
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IMPORTANTE: Note que o numero de colunas da primeira matriz deve ser igual ao nimero de linhas da
segunda matriz para que a multiplicagdo de matrizes seja possivel.

EXEMPLO:

2 -1 -3 0 9 -4
1 -1 3 0

0 3 |x = |15 -6 -9 12
5 -2 -3 4

-3 5 22 -7 =24 20

2'\/7(4 3x

OBSERVACOES:

1) Qualquer matriz X multiplicada pela matriz identidade da como resultado a prépria matriz X.
( desde quando seja possivel multiplica-las! ).

(451
7 23

2) Qualquer matriz multiplicada por uma matriz nula ( desde quando seja possivel multiplica-las! ) da
como resultado uma matriz nula ( podendo ou ndo ser a mesma matriz nula dada ).

(000
00 0

4 5 1
EXEMPLO:
b2

X
S O =
S = O
- O O

4 5 1
EXEMPLO:
b

X
oS o O
oS o O
oS o O

APLICACOES:

2 3 X 1 )
1) Sendo X = , determine x — 5y.
5 7 b% 3

31 2 0
2) Dadas as matrizes 4 = (4 2] e B= [O 2j , considere a matriz X tal que X=A4'. B— 6. B".

Sabendo-se que o traco de uma matriz quadrada ¢ a soma dos elementos da sua diagonal principal,
determine o traco da matriz X.
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7

. . 2 4 1 2 0 0 1 0
3) Sejam as matrizes: 4 = , B= , Z= e [= entdo temos:
0 4 0 4 0 0 0 1

a) B.A=1 b) B.A=A.B c)A=2.B d) AI=B.Z e) N.R.A
4) Calcule A.B ¢ B.A, considerando as matrizes A e B abaixo:
4 3
1 25
A= [3 : OJ e B=|1 3| (vocénotard que B.A # AB).
2 1
RESPOSTAS
13 11 20
16 14
1) 7 2)2 3)e) 4)A.B = 13 12 e BA=10 5 5
5 5 10

PRIMEIRA LISTA DE EXERCICIOS

. . -2 0 -1 =2
2i—j, sei<j 5 1 o
1) Determine a matriz A = (ajj )4x4 cOm @, = i°=3j, sei=j RESPOSTA: 0 2
i—-2, sei>j
2 2 2 4
2 (1 x_zy) [1 y“jd i RESPOSTA: 10
) Se vi18 4 )=y 4 ) etermine x.y . SPOSTA:
2x+y ¢t 3 -1
3) Calcule os valores de x, y, z e ¢ tal que = .
z—t 3 0 y+2z
RESPOSTA: x=-1,y=5,z=-let=-1
2 -1 0 -1 . : 2X +3Y =8B
4) Sendo A = eB= , calcular as matrizes X e Y no sistema .
3 2 -1 0 3X+2Y =4
1 (6 -1 1 (4 -1
RESPOSTA: X =—x e Y=—x
5 \11 6 5 (-9 -4
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2 3 10 x 1 2
5) Determine x, y € z ¢ a matriz B de modo que A B=| 6 12 25| sabendoqueA=|3 y 5|eB¢
4 9 20 2 3 z
uma matriz diagonal.
200
RESPOSTAS: x=1,y=4ez=4 e B=|0 3 0
0 0 5

. . I -1 5 4 0 -2 . . L. .
6) Considere as matrizes 4 =(3 2), B= (_1 Oj e C:(3 4]. Verifique que sido satisfeitas as seguintes

propriedades:

a) (4+B)+C=4+(B+C) (associativa na adigdo ).

b) (4+B)=(B+4) ( comutativa na adigdo ).

¢) A+(-4)=0 (matriz oposta ).

d) M(4+B)=2r4+1B, Vi eR. (distributiva por escalar ).
e) (4B)C= A(BC) ( associativa na multiplicagdo ).

f) (4+B)C=4C+BC (distributiva a direita ).

g) A(B+C)= 4B+ AC ( distributiva a esquerda ).

h) 4B = B4 ( as matrizes ndo comutam necessariamente ).
i) (4) =4.

j) (4+B)' =4"+B".

k) (r4) =a(4"), VA eR.

1) (4B)' =B'4" ( verifique também que ¢ falso que (4B) = 4'B" ).

7 Consid ) , [1 2) [5 oj [1 -3 4) (1 2) (5 4)
) Considere as seguintes matrizes: A= 3 _4,B= _6 7,C= ) 6 _5,D= 3 4 e E= 6 11

a) Determine 4’ =44 e AC;
b) Mostre que as matrizes D ¢ E comutam ' ¢ A4 ¢ B ndo comutam . ("DE=ED ¢ *AB #BA)
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7 -6 5.9 -6
RESPOSTA: a) e
-9 22 -5 =33 32

1 2
8) Seja 4= [3 6) . Ache uma matriz B = (b!.,.)2 ,» com todos os elementos distintos, tal que 48=0.

ATENCAOQ: ( Observe, no exemplo acima, que 48=0 ndo implica 4=00uB=0, onde 0 representa
uma matriz nula ).

2 4 6
RESPOSTA: B= (_1 s 3j . Existem outras respostas.
0 2x 1
9) Determine, se possivel, x,y € R para que amatriz | x° 3y—1 —4x | seja:
x+1 X 0
a) simétrica. b) anti-simétrica
RESPOSTA:a) x=0eVyeR. b) x=-2ey=1/3.

OPERACOES ELEMENTARES
SOBRE LINHAS DE UMA MATRIZ

1) Permutar duas linhas entre si.

EXEMPLO 1.
2 1 2 1 2 1 2 1
A=|4 5 %—)B= 0 2| ouentdo, simplesmente A={4 5|—2=2 3B=|0 2
0 2 4 5 0 2 4 5

2) Multiplicar uma linha por uma constante real k # 0 ( de um modo geral a constante £ € um niimero
complexo, mas no nosso curso trabalharemos apenas nlimeros reais.

EXEMPLO 2:
0 1 . 0o 1
Ly=="1
C=|3 4 |—=3 5p=| 3 4
5 -21 ~10/3 14
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3) Somar a uma linha de uma matriz 4 uma outra linha de 4 multiplicada por uma constante.

EXEMPLO 3.
2 1 0 4 2 1 0 4
E=|7 3 n 1|-LLL sp_|7 3 1 1
20 1 3 2 2 1 -5

OBSERVACAO IMPORTANTE: Toda operagio clementar sobre linha pode ser revertida, assim:

2 1 2 1
EXEMPLO 1: B={0 2|—2=b y4=|4 5
4 5 0 2
0 1 . 0 1
EXEMPLO 2: D=| 3 4 |——2" yc=|3 4
-10/3 14 5 -21
(2 1 0 4 2 1 0 4
EXEMPLO 3: F=| 7 -3 n 1 |—£h2h sp=|7 -3 71 1].
2 2 1 -5 2 0 1 3

Vamos “algebrizar” ( no que segue abaixo considere que e, significa operacao elementar de ordem i ):

e:L < L;a“nversa” ¢ e' :L, < L, (permutar ).
. . I .
e,: L' =k.L (k+0) a“inversa” ¢ e',:L = ;Li :
e:L' =L +kL, (i+j)a“inversa”é e';:L =L —k.L,.

DEFINICAO: Se a matriz B é obtida de 4 por um niimero finito de operagdes elementares, dizemos que
B ¢ linha equivalente a 4. Notagdo: B~ 4.

Note que a relacdo ~ ( linha equivaléncia entre matrizes ) € uma relacdo de equivaléncia:

1) A~ A ( propriedade reflexiva ).
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2) A~ B = B~ A ( propriedade simétrica ).

3) (A~B e B~C)= A~ C ( propriedade transitiva ).

11

MATRIZ LINHA REDUZIDA A FORMA ESCADA

Seja 4 uma matriz de ordem m xn . Podemos reduzir a matriz 4 a uma matriz B, linha equivalentea 4 e

OU ESCALONADA

que esteja numa forma denominada forma escada ( ou escalonada ).

Dizemos que B esta na forma escada se e somente se:

1)
2)

3)
4)

O primeiro elemento ndo nulo de uma linha ndo nula ¢é 1;

A coluna que contém o primeiro elemento ndo nulo de uma linha tem os demais elementos iguais a

Zero;
Toda linha nula ocorre abaixo das linhas ndo nulas;

O primeiro elemento ndo nulo de qualquer linha ndo nula aparece numa coluna posterior ( mais para

a direita ) aquela onde figura o primeiro elemento nao nulo de qualquer linha precedente.

Identifique quais matrizes abaixo estdo na forma escada:

a) A=

b) A=

c) C=

1

[e)

—

amferraznovaes@ig.com.br
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(=
S O N
S D W

o
S B~
- o O

—

RESPOSTA: SIM

RESPOSTA: NAO SATISFAZ 4)

RESPOSTA: SIM

RESPOSTA: SIM

RESPOSTA: NAO SATISFAZ 3) NEM 2)
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o

f) F=|0

—_—

RESPOSTA: SIM

(e)
[e)

RESPOSTA: SIM

ua

N

Q

Il
S o
o o =
c = o
S b W

2 3
0 2 RESPOSTA: NAO SATISFAZ 2)
0 0

1 2 RESPOSTA: SIM

2 3
EXERCICIO: Dada a matriz 4=|5 4 | ache a matriz B linha equivalente a 4, na forma escada.
1 9

RESPOSTA: B

Il
S O
S = O

PROPOSICAO: Toda matriz 4,

escalonada.
( Ver demonstracao em qualquer livro da bibliografia ).

¢ linha equivalente a uma inica matriz reduzida a forma

n

POSTO DE UMA MATRIZ

Seja 4, , uma matrize B a matriz escalonada, linha equivalente a A4 .

n

Definimos posto de A que denotaremos por p(A) ao numero de linhas ndo nulas de B.

APLICACOES:

Determine o posto das matrizes abaixo:
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2
2 3 2 3 5 1
a) A=|5 4| RESPOSTA:2 Db) A=|1 1 4 | RESPOSTA:2 ¢)|0 0 | RESPOSTA:1
1 9 5 7 14 7 21
T 3z

SISTEMAS LINEARES

INTRODUCAO

As equagdes ndo existem por si, ou seja, ndo sdo invengdes abstratas da Matematica. Muito pelo contrario,
decorrem de situagdes concretas de nosso quotidiano. Veja os seguintes exemplos e suas respectivas
representagdes na linguagem matematica:

a) A diferenca entre as idades de Magno e Marcos ¢ de 4 anos: x—-y =4

b) Numa fabrica trabalham 532 pessoas entre homens e mulheres. O numero de homens ¢ o triplo do
namero de mulheres: x+y = 532 e x = 3y

Os exemplos citados representam equagdes lineares e, ao conjunto destas, chamamos de Sistemas
Lineares.

A resolucdo de sistemas lineares € um problema que surge em diversas areas do conhecimento e ocorre, na

pratica, com muita freqiiéncia. Por exemplo: célculo de estruturas na Construgao Civil, célculo do ponto de
equilibrio de mercado na Economia ¢ dimensionamento de redes elétricas.

EQUACAO LINEAR

Entende-se por equacao linear toda expressao da forma ‘alxl + ax, + ayxy + ...+ ax, = b‘ onde:

X, %, X3, ... ,X, SA0 incognitas ou termos desconhecidose «,, a,, a5, ... , @, SA0 NUMeEros reais

chamados coeficientes e » € um niimero real chamado termo independente ou seja, em cada termo da

equacao linear aparece uma unica incognita e seu expoente ¢ sempre igual a 1

a) 2x+x,=12 ou 2x+y=12
EXEMPLOS: ) x,+2x,-3x;=15 ou x+2y—-3z=15

c) 3x;—4x, +x3-5x, =10 ou 3x-4y+z-5w=10
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SOLUCAO DE UMA EQUACAO LINEAR

Uma solucao de uma equacao linear é uma seqiiéncia de niumeros reais |(k1 Jhy ks sy k)

, tal que,
substituindo-se respectivamente as incognitas da equagdo pelos niimeros reais ki, ... , k, , na ordem em que
se apresentam, verifica-se a igualdade, ou seja,

aky + ayky + azky + ... + a,k, = b
EXEMPLOS: 2) Uma solugdo da equagdo 2x+4y=22 éopar (5,3)

b) Uma solucdo da equacdo 3x+2y-5z=32 €¢aterna (2,3,-4)

¢) Uma solugdo da equagdo x+2y-4z+w=3 éaquadra (3,2,1,0)
OBSERVACOES IMPORTANTES

1. Se a

a =ay; = .. =a, =b =0 entdo qualquer énupla (k,, k,, k; , ..., k,) € solugdo.

2. Se gy =ay=a;=.. =a,=0 e b= 0 entdo a equacio nio admite solucio.

SISTEMAS LINEARES

Chama-se SISTEMA LINEAR ao conjunto de duas ou mais equagdes lineares.

4 42 0 x+y—-2z=0 x—y=2
xX—y= X —z=

EXEMPLOS: o 7 ) Y C oo di—y+z=3 1 d) {3x+29=1
3x+y=2 2x—y+z=1

Ix-2y—-z=9 8x+2y=06

Genericamente, um sistema linear S de m equagdes e n incognitas € escrito:

a,x, +a,x, +a,;x; +...+a,x, =b
Ay X, + Xy + Ay X, +...+a, X, =b,

S =19 ayx; +a,x, +aypx, +...+ay,x, = b,

a,x +a,x,+a x,+.+a, x =b

mn-"n

n
Abreviadamente, o sistema linear ¢ representado por: S = Z“if' x; = b ,i=1,2,3 ..,m

1
=1

SOLUCAO DE UM SISTEMA LINEAR

Dizemos que a énupla (k, k,, k5 , ..., k,) € solu¢do de um sistema linear se verificar, simultaneamente,
todas as equagdes do sistema
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. 2x+3y=13
EXEMPLOS: a) opar (5,1) ¢ solugdo do sistema { rey
3x-5y=10
x+2y+3z=1
b) oterno (1,3,—2) ésolucdo do sistema <4x—y-z=3
x+y—z=6

MATRIZES ASSOCIADAS A UM SISTEMA LINEAR

De um modo geral, qualquer sistema linear pode ser escrito na forma matricial: 4 . X = B.

ap;p dpp a3 aip X by
a1 dyp a3 Aop X2 b,

onde A=|a; a; as as, |, X=|x e B=|bh sdo, respectivamente, matriz dos
Ay Ay A3 Ayn Xy bm

coeficientes ( incompleta ), matriz das incognitas ( solugdo ) e matriz dos termos independentes.

Pode-se associar, também, a um sistema linear uma matriz denominada matriz completa ( ou matriz
ampliada ) que é:

ay  ap a4y, b
a1 Ay  ap a, b,
M=\a3 a3y ay as, by
Al Ay A3 Ay bm
2x+y+z=8
EXEMPLO: Representar matricialmente o sistema {3x-y=7
dx+3y+T7z=2

X 8
RESPOSTA: 4. X =B = |3 -1 0|.|y| = |7
z 2

CLASSIFICACAO DE UM SISTEMA LINEAR
Os sistemas lineares sao classificados quanto ao nimero de solu¢des ou quanto aos termos independentes.
QUANTO AO NUMERO DE SOLUCOES O SISTEMA PODE SER:

1) POSSIVEL (OU COMPATIVEL ) - quando admite solucdo.

Neste caso, € dito:

1.1) Determinado - quando possuir tnica solugdo ( SPD )
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1.2) Indeterminado - quando possuir infinitas solu¢des ( SPI')

2) IMPOSSIVEL (OU INCOMPATIVEL) - guando nio admite solucio ( SI)

EXEMPLOS:

x+3y=8

e S)—5 ¢ Possivel e Determinado ( SPD ), pois apresenta uma tnica solugdo:
x—5y=

a) O sistema {
S={(5,1)}

x+y=4

b) O sistema { ¢ Possivel e Indeterminado ( SPI '), pois apresenta infinitas solugdes:

3x+3y=12
S={(k,4—k)}com keR
+y=10

+y=20
torne as duas equacdes simultaneamente verdadeiras.

c) O sistema {x ¢ Impossivel ( SI), pois nao existe par ordenado ( X,y ), de numeros reais, que
X

Graficamente, se um sistema de duas equacées e duas incégnitas for SPD ele serd representado por
duas retas concorrentes; se SPI, por duas retas coincidentes; e se SI, por duas retas paralelas.

QUANTO AOS TERMOS INDEPENDENTES

1. Homogéneo - se os termos independentes sdo todos nulos

2. Nao Homogéneo - caso contrario

x+2y+z=0 Sx+3y-3z=0
EXEMPLOS: a) {2x+y+4z=0 = Homogéneo b) J4x+5y-3z=2 = Nao Homogéneo
-x+y-8z=0 x+3y+4z=7

Todo sistema linear homogéneo sempre tem solugdo; uma delas ¢ a énupla (0, 0,0, ...,0) queé
chamada de solugéo trivial. Qualquer outra solugdo, se existir, ¢ chamada de solu¢io nao-trivial.

Vamos agora, fazer uma “ponte’ entre a teoria das matrizes, vista anteriormente, e a
teoria dos sistemas lineares, que acabamos de estudar.

Primeiramente, gostariamos que vocé resolvesse os sistemas abaixo ( pelo método que vocé achar melhor! )
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2x+3y =5
a) {x+y=4 RESPOSTA: {(7,-3)}.
S5x+7y=14
2x+3y=5
b) {x+y=4 RESPOSTA: IMPOSSIVEL, isto é S = .
3x+4y=8
2x+4y =28
c) <x+2y=4 RESPOSTA: INDETERMINADO, cuja solu¢io é S = {(4—2a,a), comace R} .
3x+6y=12

Para resolver os sistemas acima ( € outros “maiores” ) existem técnicas bastante eficientes. Essas técnicas
tém como suporte o importante teorema: ( Ver demonstragdo em qualquer livro da bibliografia )

TEOREMA: Scja 4 a matriz ampliada de um sistema linear com m equagdes € n incognitas e seja C
a matriz dos coeficientes:

1) O sistema tem solugdo ( isto ¢, é possivel ) se ¢ somente se, p(4)=p(C) (Logo,se p(4)# p(C) o

sistema € impossivel ).

2)Se p(4)=p(C)=n, o sistema tem solugdo Unica.

3)Se p(4)=p(C)=v<n,osistema ¢ indeterminado ( e, neste caso dizemos que o sistema tem n—v

variaveis livres ).
EXERCITE SEUS NEURONIOS

Resolva os sistemas abaixo por escalonamento, isto ¢, reduzindo a matriz ampliada a forma escada:

xX+2y+z=9
a) 12x+y-z=3 RESPOSTA: §={(1,3,2)}
3x—y—-2z=-4

x+y-3z+t=1
b) <3x+3y+z+2t=0 RESPOSTA: S:{(26z+12,—33z—14,z,t),comzeteR}
2x+y+z-2t=4
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xyrz=4 8—3z —12+42
&) 13x+2y+2=0 RESPOSTA: S:{( —o e Z,zj,comzeR}

5 5
Sx+5y+z=—4

x+4y=-8
d) {3x-y=15 RESPOSTA: S=¢
10x-12y =7

2x+y+z=7
€) {x—y+z=2 RESPOSTA: §={(1,2,3)}
S5x-3y+z=2

x+y—-z=0
f) 3x+4y+6z=2 RESPOSTA: IMPOSSIVEL, logo S =J
4x+5y+5z=3

x+y—z=0
g {3x+4y+6z=2 RESPOSTA: §={(10z-2,2-9z,z),com z e R}
4x+5y+5z=2

EXERCICIOS DE CLASSE

2x+4y—-5z+6t—-5Sw=-1
1) Determine o conjunto solucao do sistema: <{2x+4y—10z+6¢+12w =28
—2z+Tw=12

RESPOSTA: Como P(C)=P(A4)=3<5 o sistema é indeterminado, com 5 — 3 = 2 varidveis livres. A
solucdo geral é S = {(—Zy =3t,y,1,1,2),comyete R} .

—3x+3y-5z=-2
2) Considere o sistema: <2x+4y—6z=38 . Determine os valores de @ de modo que:

4x—y+(a2—7)Z=a+3

a) O sistema seja possivel e determinado
b) O sistema seja indeterminado
c¢) O sistema seja impossivel
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Se a # £ 3, o sistema é possivel e determinado
RESPOSTA: < Sea=3,o0 sistema é possivel e indeterminado

Se a =-13, o sistema ¢ impossivel

_ (m=3)x+y=0 o
3) Para que valores de m o sistema: tem solug¢do nao trivial?

x+(m—3)y=0

RESPOSTA: m=2oum=4

1 2 4
—+—+—=1
X y z

4) Resolva o sistema z+3+§:O RESPOSTA: S = l,l,_—7
Xy z 11 2" 8
_—1+2+m:5
X y z

MATRIZES ELEMENTARES

Uma matriz £ de ordem n ¢ elementar se, e somente se, E =¢/, (onde e ¢ uma operagdo elementar ).

EXEMPLO 1:

0 1
E= L 0} ¢ uma matriz elementar, pois ¢ obtida do seguinte modo:

1 0 0 1
1, :{ }%E = L O} , 1sto €, a operagdo elementar utilizada foi: e : L, < L, .

0 1
EXEMPLO 2:
1 0
E=|0 7 0| ¢uma matriz elementar, desde que:
0 0 1
1 00 1 00
L=0 1 0|—2"25FE={0 7 0],isto¢,aoperagio elementar utilizada foi: ¢ : L, =7.L,.
0 0 1 0 0 1
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EXEMPLO 3:

10 . .
E= { } ¢ uma matriz elementar, pois:

1 0] , 10 ,
I, :{ }%E :[ }, isto €, a operagdo elementar utilizada foi: e : L, =L, +3.L,.
0 1 31

PROPOSICAO: Se 4 ¢ uma matriz mxn ¢ e, éuma operagio elementar tal que e, 4= E.A, ento

E =¢l (aordem damatriz E e também da matriz / ¢ m ).

( Ver demonstra¢ao em qualquer livro da bibliografia ).

EXEMPLO 1:
1 5 1 5
Seja A=|-2 3 |.Considere a operagio elementar e, : L, = L, +4.L,, logo: e A=|0 13].
0 4 0 4

Faga esta mesma operagao elementar, sobre a matriz identidade de ordem 3, assim:

1 00 1 00
L,=0 1 0 —Leb?h s g2 1 0 . Multiplique agora, E por 4, ou seja:
0 0 1 0 0 1
1 0 O] 1 5 1 5
EA=2 1 0[.|-2 3|=|0 13|=¢A4.
0 0 1|0 4 0 4
EXEMPLO 2:

25 : 2 5
Considere B = . Seja a operacdo elementar e, : L, = 2L2 , portanto: e B = .
3 4 3 2 8/3

Faga esta mesma operagao elementar, sobre a matriz identidade de ordem 2, assim:

1 0 V=21, 1 0
I, = [0 1]L>E = (0 2/3J . Multiplique agora, E por B, deste modo:

amferraznovaes@ig.com.br FELICIDADES! MUITA PAZ!




PROFESSOR: ATAUALPA MAGNO FERRAZ DE NOVAES 21
1 0)Y(2 5) (2 5
B= . = —¢B
0 2/3)(3 4) (2 8/3

MATRIZ INVERSIVEL

Uma matriz quadrada 4 de ordem 7 ¢ inversivel se existe uma matriz B tal que A.B=B.A=1,.

2 3 g8 3
Seja Az( s 8J,note que B=( s 2Jétal que A.B=B.A=1,. Notagdo: A =B,

2
Considere M =(

7 . »
30 determine M .

: 2 3 : .
Seja G = , determine G~ .
8 12

OBSERVACOES:

1) Toda matriz elementar ¢ inversivel.

2) Se A e B sido inversiveis, de mesma ordem, entdo 4.B ¢ inversivel e (A.B)_1 =B'.A".

-1 t
3) Seamatriz 4 é inversivel, A’ também ¢é inversivel e (A’) = (A’l) .

4) Se A tem uma linha ( ou coluna ) nula, 4 ndo ¢ inversivel.

Temos agora o importante resultado:
TEOREMA: 4 _ ¢ inversivel se, € somente se, A~ 1 .

( Ver demonstracao em qualquer livro da bibliografia ).

Uma importante aplicagdo do teorema acima ¢ o calculo da matriz inversa de uma matriz 4 ( se, € claro, 4
for inversivel ). Veja o exemplo abaixo.

Suponha que queremos achar a inversa da matriz 4 =

S = O =
|
—_

w = = O
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PRIMEIRO PASSO: Coloque a matriz identidade de ordem 4 ao lado da matriz 4 acima:

21 0 0] 1 00O 21 0 0] 1 00O
1 0 -1 0] 0100 0 -1 0] 01 00O
011 1] 00T1UO0 01 1 11 00T1UO0
-1 0 0 3100 01 -1 0 0 310001

SEGUNDO PASSO: Aplique as operacdes elementares sobre linhas para reduzir a matriz dada ( a matriz a
esquerda ) a forma escalonada; ao mesmo tempo efetue as mesmas operagdes a matriz identidade ( a matriz
a direita ). Se ao final das operagdes elementares vocé conseguir transformar a matriz 4 na matriz
identidade, neste momento observe a matriz a direita, ela é a matriz inversa procurada.

Vamos mostrar as operacdes elementares e achar a matriz inversa de 4:

1 0 -1 1] 0100

, L ) 1 0 0] 1000
1) Trocando de lugar a primeira linha e a segunda linha, teremos:

1 1. 1] 0010

-1 0 0 3|1 00 01

i1) Somando a quarta a primeira e a segunda, a primeira linha multiplicada por — 2, obteremos:

1 0-1 1 1]0 1 00
01 2 2|11 =200
01 1 1 | 0 0 10
00 -1 4 |0 0 1
1 o0o-1 1 1] 0 1 00
. . . 01 2 2| 1 =200
ii1) Subtraindo a segunda linha da terceira:
00 -1 3 | -1 2 10
00 -1 4 1] 0 1 01

iv) Trocando o sinal da terceira linha e, depois, anulando os outros elementos da terceira coluna da matriz a
esquerda:

100 =211 -1 =10
010 4 |-12 =20
001 -3 1 =2 -10
000 1 | 1 -1 -11
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v) Finalmente, anulando os elementos da quarta coluna ( exceto o Gltimo ) da matriz a esquerda, obteremos
a matriz identidade a esquerda e a matriz inversa de A4 denotada por 4" a direita:

1 0001 3 -3 -3 2 3 -3 -3 2
0100 ] -5 6 2 -4 . ., -5 6 2 -4
assim: 4 =
001 0] 4 -5 -4 3 4 -5 -4 3
00 O0T1 ] 1 -1 -11 1 -1 -1 1
EXERCICIOS

1) Determine, se possivel, a inversa das matrizes abaixo:

1 3 o (—-1/5 3/10
a) A= RESPOSTA: 4 =
4 2 2/5 -1/10
-1 2 : .
b) A= 4 8] RESPOSTA: A matriz 4 ndo ¢ inversivel
3 3 5 1/6 5/36 1/18
c) A=|2 4 -6 RESPOSTA: 4™'=[2/3 5/9 -7/9
4 -1 0 /72 1/4 -1/2

2) Ache o conjunto solucao do sistema usando escalonamento e depois usando a matriz inversa:

3x-3y+5z=1 R _1
2x+4y—6z:0 RESPOSTA: S:{[i,__;__j}

18 9 2
4x—y=2

3) Prove que se A, B e C sdo matrizes inversiveis de ordem n, entdo (4BC)"' =C'B'47".
4) Sejam A, B e C matrizes inversiveis de mesma ordem. Resolva as equagdes em X, sabendo-se que:

a) AX.B=C b) 4(B+X)=4 c) AC.X.B=C

RESPOSTAS:a) X=4"CB' b) X=I/-B ©) X=C'A'CB"'
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ESPACOS VETORIAIS

ALGUNS CONCEITOS BASICOS E CONVENCOES:

Seja C o conjunto dos numeros complexos. Um corpo numérico K ¢ qualquer subconjunto de C ( nao
vazio e diferente de {0} ), que ¢ fechado em relacdo as operagdes de adigdo, subtracao, multiplicagao e

divisao ( com divisor diferente de zero ). Ou seja, se K € um corpo numérico € x,y € K , entdo
x+y,x—yex.y sdoelementosde K,ese y#0,entdo x/yek.

OBSERVACAO: CONSIDERAREMOS EM NOSSO CURSO APENAS O CORPO NUMERICO
DOS NUMEROS REAIS.

DEFINICAO
Dizemos que um conjunto V' # < é um espaco vetorial sobre o corpo R quando, e somente quando:
I) Existe uma adigao (u,v) - u+v em V', com as seguintes propriedades:

Du+v=v+u, Vu,velV ( Comutatividade );

2) (u+v)+w=u+(v+w), Yu,y,weV ( Associatividade );

3) Existe em /' um elemento neutro para essa adi¢do, o qual sera simbolizado genericamente por 0. Ou
seja:30eV talque v+0=v, Vvel (Pode-se provar que esse 0 ¢ tinico. ) ( Elemento neutro );

4) Para todo elemento u de V' existe o simétrico ( ou oposto ), indicaremos por (—u) esse oposto.
Assim Vu eV,3(-u)eV tal que u+(-u)=0; ( Pode-se provar que esse oposto ¢ tnico ). Dizemos que

todo elemento de V' ¢ simetrizavel em relagdo a adicao.

IT) Esta definida uma multiplicagdo de RxV em V', o que significa que a cada par (a,u) de RxV esta

associado um unico elemento de 7 que se indica por asu, e para essa multiplicacdo tem-se o seguinte,
para todos u,velVea,feR:

5) a-(u + v) = QU+ av; ( Distributividade com relagdo a soma de vetores )

6) (a +p )-u =au+ fou; ( Distributividade com relag@o a soma de escalares )

7) as(Bev)=(af)v; ( Associatividade da multiplicacio por escalar )

8) lev=v. ( Onde 1 ¢ o elemento unidade do corpo dos nimeros reais )
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EXERCICIOS RESOLVIDOS

a) Demonstraremos que R’ = {(x, y)/ xeR,ye ]R} ¢ um espaco vetorial se considerarmos as seguintes

(a,b)+(c,a’):(a+c,b+d),‘v’(a,b),(c,af)e]R2

operagoes:
{a-(a,b) =(aa,ab),YaeR eV (a,b)eR’?

PROVA: Devemos demonstrar que valem as oito propriedades vistas acima na definicdo de Espaco vetorial:

Yu :(a,b),v = (c,d) eR*:

1) (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) , portanto estd provada a comutatividade.
(c,d)+(a,b):(c+a,d+b):(a+c,b+d)

( Note que utilizamos a comutatividade da adi¢ao de nimeros reais ).

Provaremos agora a associatividade:

) Vu:(a,b),v:(c,d),w:(e,f)e]R2 :
[(a,b)+(c,d)}+(e,f)=(a+c,b+d)+(e,f):((a+c)+e,(b+d)+f)z(a+(c+e),b+(d+f)):
(a,b)+(c+e,d+f)=(a,b)+[(c,d)+(e,f)}

Elemento Neutro:
Suponha que existe 0=(e,, ¢, ), entdo,Vu =(a,b)e R :
ate =a e =0
-
b+e,=b

3)

(a,b)+(el,ez):(a,b):(a+el,b+ez):(a,b):{ ,isto é,

€2=

o elemento neutro ¢(e,,e,) =(0,0)

Elemento Simétrico:
Suponha que existe —u = (sl,s2 ), entdo,Vu = (a,b) eR*:

a+s, =0 {sl =-a
—

4)
, portanto,
b+s,=0 b

(a,b)+(s1,s2):(0,0):>(a+s1,b+s2):(0,0):>{

S, =—

para cada elemento (a,b) e R? existe o simétrico —u =(s,,s,) =(-a,-b) e R?

Distributividade com relag¢do a soma de vetores:
Yu= (a,b),v = (c,d) eR’ e a € R, devemos mostrar que a-(u +v) =asu+ae
as(u+v)= a-[(a,b)+(c,d)} =as(a+c,b+d)= (a.(a +c),a.(b+d)) =(aa+ac,ab+ad)=

(aa,ab)+(ac,ad)=asab)+asc,d)=au+v)=au+asw

S)
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Distributividade com rela¢do a soma de escalares:

Yu= (a,b) eR’ e a, f € R,devemos mostrar que (a +,B)-u = U+ fou
(a+B)u=(a+p)(a.b)=((a+p)a(a+p)b)=(aa+pa,ab+pb)=
(a.a,ab)+(Ba,fb)=aa,b)+ f(a,b)=awu+fu

6)

Associatividade da multiplicagdo por escalar:
7) Vv = (a,b) eR’ e a, B R, provaremos que a-(ﬂ-v) = (a,B)-v

as(Bev) = as po(a.b)) = a+(p.a, pb) = (a.fa,apb)=(ap)(a,b)=(af)v

Mostraremos agora que:Vv = (a,b) € R?

%) lov = l-(a,b) = (l.a,l.b) = (a,b) =y

Desde que todas as 8 propriedades foram satisfeitas, concluimos que R* = {(x, y)/ xeR,ye R} ¢ um

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d),V(a,b),(c,d)ERZ.

espago vetorial se considerarmos as seguintes operagdes: )
as(a,b)=(aa,ab),VaeR eV (a,b)eR

b) Verifique se R* é um espaco vetorial sobre R se considerarmos as seguintes operagdes:

{(a,b)+(c,d):(a+c,b+d),‘v’(a,b),(c,d)e R*
as(a,b)=(aa,b),YaeR eV (a,b)eR’

: 2 ~ . r .
Observe que o problema agora pede para verificar se R° com as operagdes acima ¢ um espago vetorial.
Vamos verificar as propriedades uma a uma, mas se qualquer uma delas nao for verificada podemos garantir

que R*> com as operagdes acima ndo é um espago vetorial. Vamos ao trabalho!

As propriedades 1,2, 3 e 4 ja foram verificadas no exercicio a), que fizemos anteriormente ( observe que a
definicdo de soma de vetores € a mesma, tanto para a letra a) quanto para a letra b) ).

Desde que a multiplicagdo de um escalar por um vetor da letra a) ¢ diferente da multiplicagao por escalar da
letra b), devemos verificar as propriedades restantes ( vocé vera que ndo precisaremos verificar todas as 8! ).

Distributividade com relagdao a soma de vetores:
V(a,b),(c,d)eR* e a € R,devemos mostrar que as(u+v)=aeu+asv

Y an(usv)=af(a.b)+(c.d)|= ar(atebrd)=(a(atc)brd)=(aatachrd)=

(a.a,b)+(ac,d)=asa,b)+asc,d)=awu+as
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Distributividade com relagdo a soma de escalares:

Yu= (a,b) eR’ e a, f € R,devemos mostrar que (a +ﬂ)-u =asu+ fou
(a+B)u=(a+p)(a.b)=((a+pB)ab)=(aa+pab)=(notequeb=b+0)
(a.a,b)+ (ﬂ.a,O) = a-(a,b)+ﬁ-(a,0) * a-(a,b)+ﬂ-(a,b) =au+ feu

6)

Desde que a propriedade 6) nio foi satisfeita, garantimos que R’ com as operac¢des acima nio é um espaco
vetorial. (apenas por curiosidade, verifique que valem as propriedades 7) e 8) )

EXERCICIOS PROPOSTOS

( PREZADO ALUNO, TESTE AS OITO PROPRIEDADES, COM TODA A
ATENCAO! SENAO, INFELIZMENTE ® VOCE TERA DIFICULDADES NA
PROVA... )

1) Verifique se V = {(3,x)/ xe R} ¢ um espaco vetorial sobre R se considerarmos as seguintes operagdes:

3, + 3, = 37 + >V 39 ’ 3’ 4
{( x) ( y) ( . y) ( X)( y)e . RESPOSTA: SIM.

a«(3,x)=(3,ax),VaeR eV (3,x)eV

ii) Verifique se R* ¢ um espago vetorial se considerarmos as seguintes operacdes:

{(a,b)+(c,d):(a+c,b+d),V(a,b),(c,d)eR2 . .
. RESPOSTA: NAO. (NAO VALE A PROPRIEDADE 8).

as(a,b)=(aa,0),YaeR eV (a,b)eR’

EXEMPLOS:

1) O conjunto R, com as operagdes usuais, ¢ um espago vetorial sobre o corpo R ;
2) O conjunto C ¢ um espaco vetorial sobre R, considerando as operagdes usuais;

3) O conjunto dos vetores da Geometria ( ou da Fisica ), definido por meio de segmentos orientados ¢ um
espaco vetorial sobre R ;

4) O conjunto M, (R) ¢ um espaco vetorial sobre R, considerando as operagdes usuais ( revisadas no

inicio desse material quando estudamos as matrizes, isto €, soma de matrizes e multiplicagdo de um numero
real por uma matriz );

5) O espago R" é um espaco vetorial sobre R, considerando as operacdes usuais (0 R” é o conjunto de
todas as énuplas de numeros reais (4, , k,, k5 , ..., k,) ). Note que R” & o conjunto de todas as matrizes
Ixn de nimeros reais, portanto as tais operagdes usuais sao as mesmas definidas para matrizes;
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6) Seja n >0 um nimero natural. Indicaremos por P, (R) o conjunto dos polindmios de grau menor ou

igual a n, mais o polindmio nulo. O conjunto ( ou espago ) P, (R) ¢ um espaco vetorial com as operagdes

usuais de soma de polindmios e de multiplicacdo de um polindmio por um numero real. Isto é:

a) Se f(t).g(r)eP,(R) entdo f(1)+g(¢) € P,(R);
b) Se aeR, f(t)eP,(R) entdo a-f(t) € P,(R).

7) Seja I = Conjunto das fungdes definidas de Rem R, isto ¢, I = {func;f)esf;f R—> R} . Observe

que, com as operagdes:
a) Se f,ge I entdo (f+g)(t)=/(t)+g(t), VteR;
b) Se aeR,feJ entdo asf =a.f(t),VieR.

3 se torna um espago vetorial sobre R . ( demonstre! )

. . u+v=uv,vVu,veV '
8) Seja V' = {u eR/u> 0} . Se definirmos: ,dai V' se torna um espago vetorial
asu=u’VYueVeVaeR

sobre R . ( demonstre! )

RESUMINDO, SAO ESPACOS VETORIAIS IMPORTANTES:
1) R?, R’, R*, R":
2) O conjunto M, (R);

3) O conjunto P,(R)= {anx” +a, X"+, . +ax+a,/a eR, com0<i< n} , isto é, o conjunto de todos os

polindmios de grau <n,com n >0 ( inclusive o polindmio nulo );
4) O conjunto de todas as fungdes definidasde Rem R,
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SUBESPACOS VETORIAIS
DEFINICAO

Seja V' um espago vetorial sobre R . Um subespago vetorial de /' é um subconjunto W — V' tal que:
a) O elemento neutro de V pertencea W .Ouseja, 0l ;

b) VYu,veW, u+v €W (onde + representa a mesma adi¢cao de vetores definida em V' );

c) VaeReVuelW temos asucW (amesma multiplicagdo de um niimero real por um vetorem V).

PROPOSICAO: Se I ¢ um subespago vetorial de um espago vetorial real 7, entio /¥ também é um
espaco vetorial sobre R .

( Ver demonstra¢ao em qualquer livro da bibliografia ).
PROPRIEDADES:

Seja V' um espago vetorial real:

1) 0sv=0,VveV (ATENCAO: o zero do lado esquerdo ¢ o niimero real zero e o zero do lado direito
representa o vetor nulo do espago vetorial V' );

2) a0=0,Va R (ATENCAO: o zero do lado esquerdo e o zero do lado direito representam ambos o
vetor nulo do espago vetorial V' );

3) asv=0=a=0ouv=0 (interprete vocé mesmo a respeito do significado de cada zero! )

4) —lev=—y,VvelV
EXEMPLOS, CONTRA-EXEMPLOS E EXERCICIOS:

1) YV, V espaco vetorial, ¢ imediato que {O} e V sdo subespagos de V' ( chamados subespagos

improprios ou triviais ).

) W, = {(x, y,z)eR’/x+y= 0} (isto é, ternos de niimeros reais onde a soma das duas primeiras

coordenadas é igual a zero! ), com as operagdes usuais é um subespago de R’. ( Vocé consegue ver que W,

¢ um plano que passa na origem do sistema tridimensional? Procure desenha-lo, ou use algum programa
para vé-lo ).

Faremos a demonstragio de que W, = {(x, y,z)eR/x+y= 0} é um subespaco de R’, assim, devemos

mostrar que:
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a) O elemento neutro do R’ pertence a ;. Ou seja, 0=(0,0,0) e W;
E 6bvio, pois a soma das duas primeiras coordenadas do vetor (0,0,0) ¢0+0=0.

b) Yu,veW,

", u+v €W, (onde + representa a mesma adigdo de vetores definida em R’ );

. . . a+b=0 (por causa de u)
Sejam u = (a,b,c),v=(d,e, /) € W,, ento, pela defini¢do de W, , temos: ,
d +e=0 (por causa de v)
vamos agora determinar u+v, u+v=(a,b,c)+(d,e, f)=(a+d,b+e,c+ f).Seraque u+v eW,?
Basta verificarmos se a soma das duas primeiras coordenadas de u +v € zero;

(a+d)+(b+e)=(a+b)+(d+e)=0+0=0. Beleza!
¢) VaeReVueW, temos asu € W, (a mesma multiplicagdo de um niimero real por um vetor em R’ ).

Seja u = (a,b,c) € W, , entdo, pela definicdo de ¥, , temos: a+b =0, vamos agora determinar e,
asu=as(a,b,c)=(a.a,ab,ac). Agora queremos saber se que aeu eW,.

Novamente, basta verificarmos se a soma das duas primeiras coordenadas de aeu ¢é zero;
aa+ab=a(a+b)=a.0=0.0k!

)W, = {(x, y,z) eR/x—y= 0} ¢ um subespaco do R’. ( Prove vocé mesmo! )

( vocé consegue enxergar que W, ¢ um plano que passa na origem do sistema tridimensional? )

4h W, = {(x, y,z) eR*/2x+3y—-4z= O} é um subespaco do R’. ( Prove por si mesmo! )

( Mesma observagado dos exercicios 2) e 3) acima ... Plano passando pela origem! )

5) Provaremos que W, = {(x, y,z)€ R’/x.z= O} (isto ¢, ternos de numeros reais onde o produto da

primeira pela terceira coordenada do vetor ¢é igual a zero! ) ndo é um subespago do R”.

a) O elemento neutro do R’ pertence a J¥,. Ou seja, 0=(0,0,0) e ,;

E 6bvio, pois o produto da primeira pela terceira coordenada do vetor (O, 0, O) ¢ 0.0=0.

b) Vu,veW,, u+v €W, (onde + representa a mesma adigio de vetores definida em R’ );
. . - a.c =0 ( por causa de u)
Sejam u =(a,b,c),v=(d,e, /) e W, ento, pela defini¢do de W, , temos: ,
d.f =0 (por causa de v)
vamos agora determinar u+v, u+v=(a,b,c)+(d,e, f)=(a+d,b+e,c+ f).

Seraque u+v eW,?

Basta verificarmos se o produto da primeira pela terceira coordenada do vetor u+v € zero;
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(a+d).(c+f)=ac+a.f+dc+d.f=a.f+d.c quendo & necessariamente igual a zero!
= v

( Querido aluno, se vocé desconfiar que certa propriedade nao vale, vocé pode buscar um contra
exemplo ao invés de ter de fazer calculos exaustivos. Para isso vocé deve contar com a sua pratica
constante dos exercicios e da sua intui¢do! Boa Sorte! )

Neste caso o melhor ¢ buscar um contra exemplo: Sejam u =(2,5,0),v=(0,8,6) e W,, mas
u+v:(2,13,6)$ w,.

Portanto, por ndo satisfazer a propriedade b) acima W, néo é um subespago do R’.

¢) VaeReVuelW, temos asu € W, (a mesma multiplicagdo de um ntimero real por um vetor em R*).

Seja u =(a,b,c) e W, , entdo, pela defini¢do de W, , temos: a+b =0, vamos agora determinar aeu,
asu = a-(a,b,c) = (a.a,a.b,a.c). Agora queremos saber se que aeucW,.

Novamente, basta verificarmos se a soma das duas primeiras coordenadas de aeu ¢ zero;
aa+ab=a(a+b)=a.0=0.Ok!

6) W, = {(x,y,z) eR/x+y+z= 2} niio ¢ um subespago do R’. ( Prove! ) ( Agora nde temos um plano

passando pela origem... )

7) P.(R) ¢ subespago vetorial de P, (R),se 0<s<n.(Demonstre! )

8) Demonstre que se V' € um espago vetorial real, ¢ ve V', o conjunto dos vetores da forma A.v, com
A e R, éum subespago vetorial de V.

9) Demonstre que o conjunto das matrizes simétricas de ordem n com elementos reais ¢ um subespaco
vetorial de M, (R).

LISTA DA PROFESSORA INES MALHEIROS

1) Determine a matriz A, nos seguintes casos:

- 1 =2
a) A =(ajj)2x2com a;=(—1)"ij RESPOSTA: 4 :( - J
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| seic i 11

, Sei=

b) A = (ajj)3x2 com a,.j:{i2 sei:tjj RESPOSTA: 4=|4 1
’ 9 9

1 3
2) Sabendo que C = AB, A™ = (2 J e B = 3A; calcule:
a) A matriz X =( CB )"
b) A matrizY sendo 3.(Y-B)=A"+2 B".

—-1/45 1/15 8/9 22/9
RESPOSTAS: a) X = eb) Y=

2/45 —1/45 2 8/9
2 3 10 x 1 2
3) Determine x, y e zde modo que AB=| 6 12 25| sabendoque A=|3 » 5 |eB¢éumamatriz
4 9 20 2 3 z

diagonal. RESPOSTA: x=1,y=4ez=4

0 -1
1 3 | éinversivel? RESPOSTA: k#lek#—-4
k3

4) Para quais valores de k, a matriz A =

e i

2x—-y+z=a
5) Considere o sistema linear {x+2y+z=5b

3x+y+2z=c

a) Determine os valores de a, b e ¢ de modo que o sistema tenha solugao.
b) Calcule o posto e a nulidade da matriz dos coeficientes.
¢) Determine a solugdo do sistema paraa=0,b=2¢cc=2.

RESPOSTAS: a) c=a+b ; b) P(C)=2 e ¢) S={(3y-2,y,-5y+4), yeR}

6) Determine os valores de m e n que tornam o sistema abaixo possivel e determinado:

X+y=n
Sx+3y=5m+2n
6x—14y=2m
x+2y=m+n-1

RESPOSTA: m=2en=4
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cosd -—senl

7) Mostre que a matriz A = ( j ¢ uma matrig ortogonal para todo 6.

sen@ cos@

OBSERVACAO: Basta provar que 4' = 4' ( definicio de matriz ortogonal ).
8) Dé exemplo de duas matrizes A ¢ B de modo que (A + B)?# A>+ 2AB + B,

1

2 1
RESPOSTA: Por exemplo, 4= [0 J e B= (0

0
2) ( ha infinitas matrizes 4 e B)

9) Responda certo ou errado para cada afirmativa abaixo. Justifique sua resposta com exemplos, contra
exemplos ou com demonstragdes:

a) Existe matriz 3 x 4 sem linha nula cuja nulidade ¢ igual a 2. RESPOSTA: CERTO

b) Todo sistema linear homogéneo com 4 equagdes e 3 incognitas tem infinitas solugdes. RESP: ERRADO

¢) Se X; e X; sao solugdes do sistema linear AX = B, entdo, X3 = aX; + bX;, com a+b=1, também ¢
solucdo de AX =B. RESPOSTA: CERTO

10) Nos itens abaixo determine se o conjunto dado com as operagdes indicadas € um espago vetorial real.

Caso nao seja, indique todas as condig¢des da defini¢do de espago vetorial que ndo se verificam:

a)V={(1,x);xeR}; (Lx)+(Ly)=(l,x+ty) e k(l,x)=(1,kx)

RESPOSTA: SIM, V E UM ESPACO VETORIAL

b)V={(x,y)eR*/x>0ey>01}; (a,b)+(c,d)=(ac,bd) e k(a,b)=(a"b")

RESPOSTA: SIM, V E UM ESPACO VETORIAL

V={(xy,z)eR’}; (ab,c)+(de,f)=(at+db+e,c+f) e k(a,b,c)=(ka kb, c)

RESPOSTA: V NAO E UM ESPACO VETORIAL, NAO VALE A PROPRIEDADE 6.

11) Considere os espagos vetoriais dos itens a) e b), do exercicio 10 ( acima ) e responda:

a) Qual ¢ o vetor nulo de V? RESPOSTA: No caso a) é (1,0) e no caso b) é (1,1)

b) Qual ¢ o vetor oposto de u=(1,3)? RESPOSTA: No caso a) ¢ (1,-3) eno caso b) é (1,1/3)

c) Qual ¢ o vetor — w sabendo que 2w =3v—t,ondet=(1,9)ev=(1,5)?
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)

RESPOSTA: No caso a) é —w=(1,-3) e no casob) é —w =( s

12) Dados os espacgos vetoriais V abaixo, diga, em cada caso, se W ¢ subespago de V.

HV=R’

a)W={(x,y,z)eR3;x+y+z=1}; RESPOSTA: Nao
bD)W={(x,y,z) e R ;x=2y-3z }; RESPOSTA: Sim
OW={(x,y,2) e R’;y<0}; RESPOSTA: Nio
d)W={(X,y,z)eR3;x—y=0ez=0}. RESPOSTA: Sim
II) V=M (R)

a) W={A eV; AT=TA, T fixadaem V }; RESPOSTA: Sim
b) W={ A €V; A é amatriz nula }; RESPOSTA: Sim

c) W={A €V; A é matriz triangular }; RESPOSTA: Ndo ( some uma matriz triangular superior com
uma inferior e conclua... )

d) W={A €V; A é amatriz inversivel }; RESPOSTA: Ndo ( note que 0 ¢ W , isto é, a matriz nula ndo é
inversivel )

e) W={A €V; A é matriz triangular superior }; RESPOSTA: Sim

f) W={A €V; A é matriz simétrica}. RESPOSTA: Sim
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