FUNCIONES ELEMENTALES

1. Funcion exponencial

f:R>R : f(X)=€, YXxeR
Propiedades de la funcién exponencial:

a) f escontinuaenR.
b) fesderivableenRy f’(X) =€, VXeR.
c) f esbiyectivade R en R* y estrictamente creciente.

d Iime& =0y lim & = +co.

X——00 X—+00

e f(0)=€=1.
f) f(x+y)=f(X)f(y) (e =e¥)

f(x) = &
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2. Funcion logaritmica
La funcion logaritmica es la inversa de la funcion exponencial.
g=f1:R" >R

g verifica que e9¥ =y | Vy € R* y g(€") = x, ¥x € R. Se suele utilizar la notacion
o(y) = Iny, Vye R* (logaritmo neperiano de y).

Tiene las siguientes propiedades:
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a) gescontinuaenR*.
b) gesderivableenR*yg’(x) = %( , YXeR".
C) ges biyectivade R* en R y estrictamente creciente.
d) liminx=-coy lim InX = +oco.
x—0 X—+00
e In(xy) =Inx+Iny ¥Vx,y € R*.
f) In(§) =In(x) — In(y), ¥ X,y € R*.
g9 In(¥)=ylIn(x), VxXeR*, yeR.

h)y In1=0, In(e) = 1.

9(¥) = In(x)
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Haciendo uso de la siguiente formula se deducen las demas funciones elementales,
excepto las trigopnométricas

=@ = Pna yaeR* beR

3. Funcion exponencial de base a (a € R*)

f:R->R, f(x)=a", VxeR
A continuacion supongamos que a # 1.

a) f esbiyectivade R en R*, continua y verifica a**¥ = a*a.
b) fesderivableenRy f’(x) =a*Ina, YxeR.

c) Sia>1, f esestrictamente creciente y verifica

lim a*=0 y lim a* = +c.

X——00 X—+00
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d) Sia<1, f esestrictamente decreciente y verifica

lim @ =+c0 y lim a*=0.

X——00 X—+00
fx)=a5 a>1 fx)=a% a<1
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4. Funcion potencial de exponente b (b # 0)

f : R* — Rdefinida porf(x) = x* = €™ Vv xe R*

a) f esbiyectivade R* en R*, continua y verifica (xy)® = xPy.
b) f esderivabley f’(x) =bx*?!, ¥xeR".

c) Sib> 0, f esestrictamente creciente y verifica

Iirrg)xb =0 y lim X° = +co.
X—

X—+00

d) Sib<0, f esestrictamente decreciente y verifica

limx° = +c0 y lim x° = 0.

x—0 X—>+00

f() =X, b>0 f() = b<0
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5. Funcion logaritmica de base a (a€ R* \ {1})

In x
g:R" >R, g(x):logax:ml ¥xeR".

Tiene las siguientes propiedades:

9(¥) = log,(¥), a>1 g(¥) = log,(¥), a< 1
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a) ges biyectivade R* en R y continua. Ademas g es la inversa de la funcién expo-
nencial de base a. Verifica también que

log,(xy) = log,(x) +l0g,(y), ¥ X,y € R™.
log,(7) = 10g,(X) —l0g,(y), ¥ Xy € R*.
log,(¥) =y log,(x), ¥ XxeR", yeR.

1
b es derivableen R* con g’(X) = —— , VX e R".
) g 9'(9) = 7. ¥xe

c) Sia>1,ges estrictamente creciente y

limlog,x= —co, y lim log, X = +co.
x—0

X—+00

d) Sia<1,gesestrictamente decreciente y
I'mglogax =+co0, Yy lim log, x = —co.
X—

X—+o00

6. Funciones seno y coseno

sen:R—>R, cos:R—-R

verifican:

a) Ambas funciones son continuas en todo R.
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f(x) = sen(x) f(x) = cos(x)

f)

9)

h)

)

K)

[NIE)

s

2n

o

sen(X + 2xr) = sen X, cos(X + 2x) = cosX, Y X € R (son periddicas de periodo
2m).
sen®x +cos?x =1, V x € R (formula fundamental de trigonometria )

cos : [0, 7] — [-1, 1] es una biyeccidn estrictamente decreciente concos 0 = 1,
cos3 =0, cosm = -1

sen : [-3,5] — [-1, 1] es una biyeccion estrictamente creciente con sen(-3) =
—1,sen0 =0, sen(3) = 1.

La imagen, tanto de la funcion seno como de la funcion coseno, es el intervalo
[-1,1].

cos(—x) = cos X, Y x € R (coseno es una funcién par).

sen(—x) = —sen X, Y x € R (seno es una funcién impar).

cos(X+ m) = —cosX, ¥ XeR
sen(x+ m) = —senx, VY X € R.

Las funciones seno y coseno no tienen limite en +oo ni en —oco.

cos(X +Y) = cosxcosy—senxseny, ¥ X,y € R
sen(X +Y) = senxcosy + cos xseny, VY X,y € R
(Férmulas de adicién).

Ambas funciones son derivables en todo R con derivadas:

(sen)’(X) =cosx , (cos)'(x) = —sen(x), VxeR.

7. Funcién tangente

Como se verificaque cosx=0 < x= 7 +kr, keZ,consideramos entonces el

conjunto A =R\ {5 + kr : k € Z}. Se define asi la funcion tangente

senx
tg: A->R, tIgx=——, VY XeA.
COS X
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a) tg(x+n)=tgx, ¥ xeA
b) tg :] - 3,5[— R es una funcion continua, derivable y estrictamente creciente.

Ademas verifica que

’ _ _ 2 _ 2
(t9)'(x) = 05209 - sec”(X) = 1+1tg7(x), YxXe A
lim tgx=—o0, tg(0)=0, limtgx=+co
X_’_% X—)%

f(x) = tag(x)

A1
- -on F’

-40

8. Funciones secante, cosecante y cotangente

Como se verificaque senx = 0 & x = kr, Kk € Z, se considera el conjunto
B =R\ {kr: k € Z}. Se definen entonces las funciones

1
seC:A—> R, secx=——,V¥XeA
COoS X

1
cosec: B— R, cosecx=——, ¥ xeB
sen x
COS X
cotg: B—- R, cotgx=——-, VY XeB
sen X
Todas las funciones definidas anteriormente son continuas y derivables en su dominio
y sus derivadas son

(sec)’(x) =tgxsecx, Yxe A

(cosec) '(x) = —cotg x cosec X, Yx € B

cotg) " (X) = = —cosec’X = —(1 + cotg®x) , Vx € B
(cotg) "(x) — (1 +cotg°x), Vxe
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9.

10.

Funcién arcoseno

Esta funcion es la inversa de la restriccion de la funcion seno al intervalo [-7, 7], y por
tanto
T T
arcsen : [-1,1] — [—5, 5]

verificando que sen (arcsen (X)) = X, ¥x € [-1, 1]. Es biyectiva, continua, y estricta-
mente creciente con

arcsen (-1) = —g, arcsen (0) =0, arcsen (1) = g

Es derivable en el intervalo abierto ] — 1, 1[ con derivada

(arcsen)’(x) = ¥xe]l-11[

X2

f(x) = arcsen(x)

x
2

Al

I

Funcién arcocoseno

Es la funcidn inversa de la restriccion de la funcion coseno al intervalo [0, 7], y por
tanto
arccos : [-1,1] — [0, n]

verificando que cos(arc cos(x)) = X, ¥x € [-1, 1]. Esta funcidn es biyectiva, continua
y estrictamente decreciente con
arccos (-1) =, arccos (0) = g arccos (1) =0

Es derivable en el intervalo abierto ] — 1, 1[ con derivada

(arccos)'(x) = , Yxe]l-11[

-1
V1 - x?
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11.

f(x) = arccos(x)
/e

3
2

INE

Funcién arcotangente

Es la inversa de la restriccion de la funcion tangente al intervalo | — 7, 3[; y por tanto

arctg : R -] — gg

verificando que tg(arctg(x)) = x, ¥Yx € R. Esta funcidn es biyectiva, continua, derivable

y estrictamente creciente con

. T ] n
lim arctgx=—-=, arctg0=0, lim arctgx=—
2 X—+co 2

X——00

(arctg) '(X) = , Y XeR

1+x2

f(x) = arctg(x)

INEY

-10 -5 5 10
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Identidades trigonométricas
Identidades pitagoricas
sen?(x) + cos?(x) = 1
tg?(x) + 1 = sec?(x)
cotg?(X) + 1 = cosec?(X)
Suma y diferencia de &ngulos

sen(X £Yy) = Sen Xcosy =+ Cos Xseny

COS(X £Y) = COS XCOSY F sen xseny

tgx+tgy

tg(x+y) = 1Ftgxtgy

Angulo doble
Sen 2X = 2 Sen Xcos X

c0s2x =2¢0s>Xx—1=1-2sen?x
Angulo mitad 1
sen?x = 5(1 — C0S 2X)
2 1
COS” X = 5(1 + C0S 2X)

X 1-cosX sen X

tgZ = =
g2 sen X 1+ cos X

Producto 1
sen xseny = > [cos(x —y) — cos(x + V)]

COS XCOSY = E[cos(x —Y) + cos(X + V)]
2

SeNn Xcosy = %[sen(x +y) +sen(x—Vy)]
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12.  Funciones hiperbolicas

Se definen senh,cosh : R - R

_ X —X
senh(x) = ¢ Ze , cosh(x) = ¢ +Ze

Es claro de la definicion que ambas funciones son continuas y derivables con

senh’(X) = cosh(x) y cosh’(x) = senh(x)

Por analogia con las funciones trigonométricas hablaremos de tangente hiperbolica,
secante y cosecante hiperbdlica.

£(x) = senh(x) 9 = cosh(x)

i 9(9) = tgh(x)
10

1
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Identidades hiperbdlicas

cosh?(x) — senh?(x) = 1 senh(x +y) = senh(x) cosh(y) + cosh(x) senh(y)
tgh?(x) + sech?(x) = 1 senh(x — y) = senh(x) cosh(y) — cosh(x) senh(y)
cotgh?(x) — cosech?(x) = 1 cosh(x +y) = cosh(x) cosh(y) + senh(x) senh(y)

cosh(x —y) = cosh(x) cosh(y) — senh(X) senh(y)

2 —1+cosh(2 2 1+cosh(2
senh?(x) = ~oh®) cosh?(x) = &
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Formulas de geometria

Tridngulo h=asenéd
Area = Zbh

(Teorema del coseno) ¢ = a2 + b? — 2abcos 6

Circulo Area = nr?

Longitud de la circunferencia = 2ar

- - 2
Sector circular (6 en radianes) Area = %

S=r6

Anillo circular {(x,y) € R?;, r2 < x* +y? < R?}

Area = n(R2 - r?)

Elipse {(x,y) € R? ;—2 + § =1}
Area = rab

c‘a
r.s
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. 2
Cono circular recto Volumen = &3“

Area de la superficie lateral = zr Vr2 + h2

1 2
Tronco de cono circular recto Volumen = ZCHR+RIN ”SF}*RZ)“

Area de la superficie lateral = 7s(R+ r)

Cilindro circular recto {(x,y,2) € R%, X +y?>=r2,0<z<h}

Volumen = nr2h

Area de la superficie lateral = 2zrh

TR
\s&z&{&\\\\;\;

[
it
NN

Esfera {(x,y,2) € R3 X +y? + 22 =12}
Volumen = 3nr3
Area = 4nr?

7NN
L
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Superficies cuadraticas

ineOi 3.2 VA _
Elipsoide {(xy,29 €R% S +5+5% =1}
Secciones paralelas al plano xy: Elipses.
Secciones paralelas al plano xz Elipses.

Secciones paralelas al plano yz Elipses.

. , . 2
Paraboloide eliptico {(x.y.2) € R%; % + é = %)
Secciones paralelas al plano xy: Elipses.
Secciones paralelas al plano xz Parabolas.

Secciones paralelas al plano yz Parabolas.

Paraboloide hiperbdlico {(x,y,2) € RS, 2—2 - é =)
Secciones paralelas al plano xy: Hipérbolas.
Secciones paralelas al plano xz Parabolas.

Secciones paralelas al plano yz Parabolas.

Hiperboloide de una hoja {(x,V,2) € R3; ;—2 + é - § =
Secciones paralelas al plano xy: Elipses.
Secciones paralelas al plano xz Hipérbolas.

Secciones paralelas al plano yz Hipérbolas.

1

*7’641\@%#5,&
2 iNSe
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> AN

SN
Secciones paralelas al plano xy: Elipses.

Cono eliptico {(xy,2) eR% £+ X _Z )

Secciones paralelas al plano xz Hipérbolas.

Secciones paralelas al plano yz Hipérbolas.

Hiperboloide de dos hojas {(x,y,2) e R X + é

Y
Secciones paralelas al plano xy: Elipses.
Secciones paralelas al plano xz Hipérbolas.

Secciones paralelas al plano yz Hipérbolas.

_z
2
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