Calculo diferencial
Introduccidn

Cuando surgen cuestiones concernientes a la razon entre dos cantidades variables,
entramos en los dominios del Célculo Diferencial. Son por tanto objeto de estudio del
célculo diferencial temas como la velocidad (razon entre la distancia recorrida y el
tiempo empleado en recorrerla) de una particula en un momento determinado, la
pendiente (razén entre la diferencia de las ordenadas y las abscisas de dos puntos en el
plano cartesiano) de la recta tangente a una grafica en un punto dado de ésta, etc.

Incrementos: cuando una cantidad variable pasa de un valor inicial a otro valor, se dice
que ha tenido un incremento. Para calcular este incremento basta con hallar la diferencia
entre el valor final y el inicial. Para denotar esta diferencia se utiliza el simbolo Ax, que
se lee "delta x". El incremento puede ser positivo 0 negativo, dependiendo de si la
variable aumenta o disminuye al pasar de un valor a otro. Por ejemplo, si el valor inicial
de una variable x, x1, es igual a 3, y el valor final x2 es igual a 7, el incremento Ax = x2 -
X1 =7 - 3 = 4: la variable se ha incrementado positivamente en 4 unidades. En cambio,
si el valor inicial es 7 y el valor final 3, Ax = x2 - x1 = 3 - 7 = -4: la variable ha tenido un
incremento negativo (decremento) de 4 unidades.

Derivada de una funcion: Sea f una funcion definida en todo ndmero de algin
intervalo I, la derivada de f es aquella funcion, denotada por f ', tal que su valor en
cualquier numero x de 1, esta dado por:

Jix+Ax) - fix)
Fi%s

a1 el limite existe.

£ = fim,

Se dice que una funcidn es diferenciable o derivable cuando es posible hallar su derivada.

o Los simbolos utilizados para denotar la derivada de unafuncidn y = F(x) son:

Ejercicios resueltos
En los ejercicios 1 a 12 halle la derivada de la funcion dada aplicando la
definicion de derivada
1. Fix)=-4 2. fixy=3x 3. fix)=Tx+3
4, fixy=4-2x* 5. fix)=3x* -2x+1 B. fix)=x°
T 50 =nx 8. fx)=— 9. f(z) =212

x+1 x-2
10. 7(x) =~3x+5 M. () == -x 12, f(z) = —>

x* 1+ x?




Soluciones

1. f(x) = -4
colucidn:
s e o X AR - Fx)
S = lim o ,
= f'(x]l=1imﬂ=limﬂ=lim—=lim0;
A0 An—0 A A S A0
2. fix)y=3x
solucidn:
von o JhxtAx) - fix)
Jx) = im o ,
= fYm) - lim SO TED TIT_yp FXEIARTIX o IO s,
A= Do Al Do dx—l dx—0
3. f(x)=Tx+3
solucidn:
eon oo Jlxt A - fx)
Jx) = Lim = ,
e R TIACtehy ile  Cl c  TON l , Seak S St  TI e U TIO
A0 Fivy A Fih A Ao An—]
4. fixy=4-2x*
solucidn:
o i X L) - ()
Jix) = im o ,
_ 2 g2 _nna _ 2 _ 2
L e ARG DR @2 420 - An() - 2(A0)? -4+ 22
A0 B Ansi Fary
_ 2 oy
o p(x) = i R 2T AXCAT T2 dx - 200) = —Ax— 2(0);
Ax—s0) Fits Ax—sl) Fivy Ax—0



5. fix)=3x2-2x+1

Solucidn:

Jlx+ b))~ fix)

7= fm

Fi%y
a el

= F(x) = lim Art A -2x+ A0 +1 -G -2x+ 1],

Aol B

2 2t — 2.2 _ 2 _

= £x) = lim IxtexlAn) + (AN -2 -2+ 13k + 20 -1 - i Gxlf) + 304 Eﬁx,

A A A=l D

v . lw(Bx+3Ax-2) e .

= flix-= ‘Llﬂlu = = }jﬂlﬂ(ﬁx + 38 -2 =6x+3(0 -2,

6. fix)=x*

Jlx+ b)) - fix)
- ,
(x+ a7 - 2°
—
2%+ 3% () + Ba(An)® + (A)® —x® 32 () + Bx(d)? + (A’
o Axs0 i ’

Ap(3x? + 3?;_5?:&?5) + (4% Emﬂ(gxﬂ +3x(8) + (A2 = 3x2 + 3x(0) + (2,

7@ b,

> g,

= -l

= 10,

7. F(x) =%

Solucidn:

Jilx+do) - Fix)

70 I,

Ax
IR A ) AR
= Sflix=lm ————=lim )
D Ax L) ﬁx[m*‘ﬁ)
= Fx) - lim xt+thw-x _ Fis 1 1

1 - :
M%U&x( 'Ix+£\.x+-\n'{;) ﬁ;gﬂﬁx["fx+&x+\!;)ﬁﬂﬂ\fx+&x+ﬁ \fX"'D"'NE

1

x+1

8. f(x)=




solucidn;:
Jlx+da)— fix)
o .
1 1
x+hr+1 x+1=1im x+l-x-Ax-1 — tim = ,
ﬁ**“&x[x+&x+1)(x+1} ﬁ**“&x[x+&x+1)(x+]}

=  f(x=lin - - ! -1
wst {4+ Ax+ 1) (x+1) (x+0+Dx+D)  (x+Dx+1)

7 i

= @,

2x+3
3x-2
Solucidn:

9. f(x) =

Jilx+ do) - F(x)

Jx) = L

Fivy
exrim)+3 2x+3 Dx+2Mx+3  2x+3
= fl(x)=].im 3(x+‘ﬂx:|_2 3x—2=lim 3?.""3&?:—2 3.7:_2,
) S A=l L

(3x - 2)(2x+ 24 +3) —(2x +D(3x+ 340 - 2)
Ax(Ex - 203x+ 3% - ) |
bx? +6x(AX) +9x —dx—diw -6 —-6x? —bx(Ax) +dx - Fx-Fhx+ 6
Axl3x - 203 + 3 - 2 ’

= f0-gm

= f0-pn,

, . -13Ax . -13
= Ffix)=lim = lim .
Al Ar(Bx—233x +34Ax-2) =0 (3x-DEx+ 34 -2
-13 -13

=  Flix=lm =lm ——
sl (B = DEx+ 300 -2 =0 (G - D3x-2)

10, F{x) =~3z+5



polucién:

S+ fa0— Fix

k-

Ax
. L WBE AN FS - E3x+5 | P rdsxt5-43r+5
= f(x)=i1£10\'{ A =£E1IJ Ao ’
[J3x+3£~.x+5—43x+5)(J3x+3m+5+ﬁx+5)
=  Fx) = lim
330 &(43x+3ax+5+43x+5)
o e gm  MFS-Grr o Bae3e5-3r+5
Ax—i Ax—i
- m[J3x+3ax+5+43x+5) - m[J3x+3m+5+J3x+5)
= f()=lim Sox - lim : ,
“"D&x(xf3x+3ﬁx+5+~f3x+5) w0 S35 4 3 45 4 435+ 5
3 3
= flz-= = ;
IO+ 5 +3r+5 I+ 5 +3x 45
1
11.f(x)=—2—x
X

polucidn:

Flx+da— Fix

-

Ax
1 1 1
i G R — - x- AR —+x
() = lim 50 x - (x+ b %
= f(x) - lim - lim
N
2 a a 5 7 .
:’ fl(x) — 11m (x-hﬁ?ﬂ X — ]_]_m X _&x(x :I(x"‘_&x:] (x+ ‘ﬂx} ,
Ax—l ¥y Ax—0 ﬁx(?x’"‘ﬁ?{)gxg
2 - 2 R _ 2
o () = fim TGt AT - x - 2a(Ax) — (An)T
Ax—0 ﬁx(x+&x}2x2
— 2 2 _ _ 4
= F(x) - lim Nt L7 - 2xld) - (A7
Ax—l &x(x+ﬂx)2x2
2 a _ 4 . ~
=  Flix)=lim Lo mxt(xt )~ 2x — Aw) lim — (x+ix)* —2x—dw
A0 Axilx+ A xl 410 (x + £%)2 72
_ —x¥x+ 0 -2x-0 _ —x¥x? -2x  —xt-2x

= Jix

(x+ 0y x? (x)? % o



3
1+ x?

12. f(x) =

Solucidn:

Jlx+ L) - F(x)

769= i,

A
3 3
C Tz sm? 1+xt 3R 3(14 (x+ An)R)
= J@-lm, i T (I e ) (e )
_ () = pi 34370 73320 —baAx - 3(AR)? —6xix — (A
S = AT+ (x+ Ax)? ) (1+ ) 00 (14 (x+ A ) (1 + 22)
S Ax(—6x = 347) e —6x - 3x
= S ﬁﬁlugx[1+(x+gx)2}(1+x2) ﬂﬂlu[1+(x+gx)2}(1+x3)’
s —6x — 3(0) _ —6x-0
= S (1+(x+0)A+x%) (1+x2)(1+x%)
, 6
f(x:'=_ﬁ-

Interpretacion geométrica

+ Geométricamente la derivada de una funcion fen un punto se interpreta como el valor de
la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en dicho punto.

Ejercicios resueltos

En los ejercicios 1 a 3, encuentre la pendiente de la recta tangente a la gréafica en el punto (xi, y1).
Elabore una tabla de valores de x, y, m en el intervalo [a, b], e incluya en ella todos los puntos
donde la gréfica tiene una pendiente horizontal. Trace la grafica y muestre un segmento de la
tangente en cada uno de los puntos localizados.

En los ejercicios 4 a 6, determine la pendiente de la tangente a la gréfica de la funcién f en el
punto (xi1, f(x1)). Elabore una tabla de valores de x, f(x), m en diversos puntos de la gréfica e
incluya en dicha tabla todos los puntos donde la grafica tiene un tangente horizontal. Trace la
gréfica de la funcion.

En los ejercicios 7 a 11, obtenga las ecuaciones de las rectas tangente y normal de la curva en el
punto indicado. Trace una grafica de la curva junto con la tangente y la normal.

1. y=9-2% [a.b]=[-33]|2. y=x* —6x+% [a.b]=[15]3. y=2" +1 [a.b]=[-22]

4. y=of4-x 5. f(x)=73x" -12x+8. 6. f(x)=x —6x"+9x-2.
T.y=x'-4x-5 (-2.7. 1

8. v=-x (4.8 9.y=E; (3,2).
2 x




— 4 _ .
10. y=x* —4x (0,00, M. y=-2. -

2

i

12. Encuentre una ecuacidn de la
recta tangente alacurva
y=2x* + 3 que sea paralela
alarectadx—y+3=10

13. Obtengauna ecuacidn de larectatangente ala curva

1 .
y=2- gxz que sea perpendicular alarecta x — y =10,

Soluciones

1. y=9-x% [a.b]=[-373]

solucidn:

S+ &) - f )

i) = limn

0 A
_ m(xlj=&i_%9_(xl+&x‘i:_(9_x12),
= ) =£5109—x12 —2x1ax&—x(ax;.2 — 9+ x? ,
= ) =gﬂ%w,
= ) = Jig T

= mixm)= &i_ﬂ}lu(—Exl —Ax) = —2x -0

x Y m
-3 0 6 :
2 5 4 4
-1 8 2
0 9 0
1 8 -2
2 5 -4
3 0 -6

L




2. y=x*—-6x+% [a.b]=[15]

Solucidn

Jix 4] - Fim)d

2

iw) b,

Fiby
+ A -8 A+ 0 —(r? — 6 + 0

= m(xljl = J11111u I:xl :I I:xl ﬁj’ I:xl bt} :I ,

2 - ) L ]
= m(xﬂ:&izluxl + 2x () + () 6‘;{; bhx+9-x" +6n 9,

2l + ﬁxz—ﬁ&x Axlx + A —6
R
= mlx) = Lm(2n+Ax-6) =25 +0-6

mix ) = 2x — 6
2 —6=0 — x=3

3.y=x+1 [ab]=][-22]

. x
i
Z 4 5
x y m
1 4 4
2 1 -2
3 0 0
4 1 2
5 4 4




solucidn:

Sl + ox) - Fixm)

mln) = ETD

ik
+ A 1= (x +1
=  mix)=lim % ) (% :I,
ax—0 ﬁx

= mfx)=lim xS+ 3x (Ax) + 3x (A0t + (A7 +1-x7 -1

1 Ax—0 ﬂ.x 2
=  m(x)=lim 35 () + 3 (4)” + ()’ I |

! Ax—0 Fiv s : ] -2
o ) - i 25300 + (A

1 ax—0 ‘,.:.‘x ?

= m(xn) = im Gr® + 3540 + (40" = 35 +35(0) + (0,

mix) = 3x12.

3X12 =0, = x =0 ‘X
-2
-1
0
1
2
4. y=s/d-x
Solucidn:

VA= (g + i) - 4 - x
> :

mln) = ETD

s NG - R (B )
ax—s0 ﬂx[\llrdl—(xl + ) +\I|’4—x1)




d-(m+ix) -4 -x)

mix ) = lim

d-xm-—fx -4+ x5

w0 g JA =y + 2y + A, )

mix ) = lim

_'&xl

b JE = v B A )

sz ) = lim

mix) = lim !

w4+ day 4 A

m(x]_) J4_(x1+0)+\(4_x1,
mix) = !

4-x
malx) = 0

B. f(x)=73x" -12x+8

Soluc dn;

) fim,

[3(x + A2 —12(x +Ax) +8] - (3x° —12x + 8)

“"'J.f'_‘\.x(\f-il—(xl + Ax) +J4—x1)’

Ax
L Ix° + 6xfr+ 3Ax — 122 - 124x +8-3x" +12x -8
= lim
1=+ A ’
Ax(bx + 34 —12
= m(x)=lim (o7 ) = lim (6x + 342 - 12),;
ax—l B ax—30
el bx — 12 mix) =0, cuando x; = 2.
x y m
0 8 -12
1 -1 -6
2 -4 0
3 -1 6
4 9 12

6. f(x)=x"—6x" +9x-2

l l l l l B
A ey
X y m
-5 3 -0.167
0 2 -0.25
3 1 -0.5
4 0 No existe
| Ix
2 : 4




Solucidn:

(x +Ax)° —6(x +Ax)® + 9% +Ax) -2 (% —6x° +9x - 2)

i) = b,

A
Cox A3xtha edmAnt A -6t - 12ndw - BART + 9 +9AR -2 - & —6x° +9x -2
=  mix)=lim .
ax—0 Fiv'y
Ax(3n® 4 3xdw+ Ax - 12x - BAx +9 ¥
= () = lim 25H 5T i )
Ax—+0 B -3
=  mix)= limD(Bxlz + 3xp 4 At - 12x — 6l + 9, 5
Lx— 4
+
mix) =0, cuando xy =1 & x =3
X
_I D 1 1 1
x . m 1 1 By
H-1
0 -2 9
1 2 0 1
2 0 -3
3 -2 0 |3
4 2 9

7. fix)=x"-4x-5

Solucién:

Sea
Phay - pendiente de latangente
wy, o pendiente de lanormal

Die tal manera que
1

oy == —— ()
tan

Ahora
2+ Ax)" —4(-2+ Ax) - 5-[(-2)" ~4(-2) -]

E

Py (—2) = lim

Ax—0 Fiv

A -dixt At +8-4Mx-5-4-8+5

= My (7Z2) = lim .
ax—0 P

= mgy (-2) = &inﬁw= lim (~8+ Ax) = -8+0,

P (—2) = —8 (2]



mré (en () ()

Lapendiente »2 de una recta estd dadapor m = YA ¥ ag rectas pasan por el punto { — 2,77,
- x
de tal modo que:
pr (-2 = 8= 2L o -8z 4 2) = y-T,
xt+2

dx+ v+ 2 =10 ecuacidn de larecta tangente

1 »w-7
=_= S xt+e=8y-T
" 8 x+2 o7

x—ay+od =10 ecuacidén de larecta nonmal.

8. Solucidn

sea
my ., o pendiente de latangente
#, o pendiente de la normal

Die tal manera que

= (D)
Phan

Ahora
R

Py (X)) = Eﬂlu -

lxlz +§x12&x+§xlﬁxz +l_&x3 —lxlz
H B H

= Mgy (m) = lim .
a¥—0 Fis | o




)
— 1 -1 _2 2 1 2
= Mgy (M) &ﬂnﬁ . ,}}En[gxl + Bxlf’l\x + Bi\x .

3
= gy (7)) = gxﬁ;

gy (4) = 3(4)2 -5 (@

m'n=—% (@ en()) )

FTN
x—x

Lapendiente sz de unarecta estad dadapor m = . T las rectas paszan por el punto {(4,5);

de tal modo que:

Py (4) = 6= X2 & 61 - 4) = y -3
-

fx—y—16 =10 ecuacidn de larecta tangente

1 w-8

—= = x—d=-6ly-8;

& x-4 =8
x+hy—52 =10 ecuacidn de larecta nortnal,

= —

12. Solucidn:

Bx—y+3=0& y=8x+3 lapendiente de estarectaesm =8,
Cotno larecta que buscam os es paralela a la recta anteri o, sus pendientes son iguales. Ahora;
2(x + A +3-(2x0 +3) ¥ 2x +dxfa+ 2007 +3-2x7 -3
A " uish A ’
Ax i+ 2 A0 Axidn + 24
S gy (1) = fim SR IAC _ D0E 20K

ax—0 ity hx—

';?:‘113&11'::J'fl,\J = Hglu

= &imn(dlxl + 2450 = 4%,
= m=4x =1
n=2 (1
yo=2xt+3=2(2°+3=11 (2)
Hay que hallar la ecuacidn de la recta cuva pendiente es 1gual a 8 v que pasa por el punto (2,171)
¥-11

—Y TN g g - =y -1l 8 -16=y 11,
- -2

e

. ecuacidén de la recta tangente buscada,

13. Solucidn:



x-y=0< yv=1x lapendiente de estarectaes =1

Como larecta cuya ecuacidn buscamos es perpendicular a esta recta, su pendiente es 1gual — 1. Ahora

1 1
2‘—(x1+ﬂ’f}2-[2-§x12] 2—1xf‘—§x1ax—%axﬂ—2+%xﬁ
Pan (%) = Jlazifilu M B HTD A
2 1 21
mgmAwoghr ‘i‘“[ 37 5‘1‘“] R
= Mgy ln) = Lim - = lim o =};glu—§x1—§ =T34
2
= m=-—-x="1
3
3
=2 1
) 5 (1

2

1 1153 5
=2-_xi=2--|Z| =2 2
M 31 3[2] P ()

. . . 3
Hay que hallar 1a ecuacidn de larecta cuva pendiente esigual a — 1y que pasa por el punto [E E] ;

3
YT 3 5
m—y 24! @—1——4 Sx-——=-y+_=dx-h=-dy+ 3
XX 3 2 4
x J—
2
dx+dy—11=10: ecuacidn de la recta tangente buscada.

Diferenciabilidad y continuidad

Teorema: st unafuncidn f es diferenciable en x, entonces § es continua en x)

Asi como existen limites unilaterales también podemos hablar de derivadas unilaterales.
A continuacion se dan las definiciones de derivadas por la derecha y por la izquierda de
una funcion en un punto determinado.

Derivadapor laderecha: st f estd definida en x), la denvada por la derecha de x; se define
COMmO!

Sl +hn) - f(x)

, =51 el lmite existe.
M

71(x) = Jim



Derivadapor laizguierda: a1 § estd definida en x), la derivada por laizgquerda de x; se define
Com o

Fm) = i TATOVTIN)

Ax

s el limite existe.

E

Unafuncién definida en un intervalo abierto que contiene a x es diferenciable en x, si v sélo si)

' x "z existen ¥ son 1guales.
[Soal& ¥ 1 ¥ g

La continuidad de una funcién en un nimero no implica que la funcion sea derivable en
dicho namero; por ejemplo, la funcion valor absoluto es continua en O pero no es
diferenciable en cero. Veamos:

X osxzl ¥
x=|xl=
7 (@) || {—x gox< 0 +3
Al aplicar los criterios de continuidad
parax =0, setiene:
@) s(oy=1o/=0
G lim f(2) = lim (-%) = 0

L, f(x) = lim, () =0, ——t— ——t—

lim Fix) existe vesigual a 0
x=

(i) f(0) = lim £ (x)

Por lo que /' es continua en 0.

=in embargo

, . —x—0= TR . o
Fam () xlgrﬁ_ﬁ xlﬂjl‘ " th_( 1 1
x=10 X

= lim — =
x—l:] I—:’D+x

FH no existe

7,(0) = lim, lim () =1

En uno de los ejercicios (el nimero 6) resueltos que van a continuacion se mostrara otro
tipo de funciones que son continuas en algin numero pero que no son diferenciables en
el punto. Lo particular de dichas funciones es que tienen una recta vertical en dicho
punto.

Resumidamente, podemos decir que una funcién no es diferenciable en un
punto determinado por alguna de las tres razones siguientes:

1. La funcidn es discontinua en el punto

2. La funcién es continua en el punto, pero por la grafica de f no se puede
trazar una recta tangente que pase por el punto (como en la gréfica de la
funcion valor absoluto en 0)

3. La funcién es continua en el punto, y la gréfica tiene una recta tangente
vertical que pasa por el punto.



Ejercicios resueltos
En los ejercicios 1 a 7, haga lo siguiente: (a) trace la gréfica de la funcion; (b)
determine si f es continua en el punto dado; (c) calcule las derivadas por la derecha
y por la izquierda, si existen; (d) determine si f es diferenciable en el punto dado
x+2 8 xi-4 2,f(x)=|x—3|'x=3
1. = : = -4 *
) {—x—6 io—4<x b
 sx L0 Wl-x o8 ox <1
3. fixy= Cox =0 4, fix) = Cox =1
P -xF sizx21
2xi-3 & x2 B. Fx)=3x+1 5 =-1
5. f(x) = | L 7 =2
Br—11 = x> 2
7. 700 3¢ -3 s x 2 )
. x= Lok =
s a2 '
Soluciones
1. 7(x) - x+2d s xi-4 -4
I e P L
Solucion:

¥ x (b) Critenios de continuidad
6 4 2 0] 1) f(H=-4e2=-2
6 lim S = fim (-x=6) = ~(-4)=6 - -2

lim_ f(x) = lim (x+2)=4+2=-2,
lim, f(x) = =2
i) f(4) = lim, £(2) = 2

por lo tanto, F es continuaen —4.

{c) Denwvadas unilaterales
JEFOH oy, BT P 1

J(== lim
S x4 =4 x+4 o x4 o

oy = Gim LRTSEH g T80 TR 1o
1At x4 XA x+4 e A et o

(dy F'o(-4 = F, (-4 porlo que se concluye que f no es diferenciable en —4.



2 fxy=|x-3: x =3

Solucion:
_ |73 am x23
fuj_h_ﬂ_{B—xsix<3
{by Crtenos de continuidad

1) Ffiy=3-3=10
1) J}i_}ﬂé_f(x}=x11_>ﬂlr(3—x)=3—3=0
xlir§+f(x}= Jr11_}1131+(x—3) =3-3=1,

limy 7(z) = 0

uy f(3 = ?gﬁf(x} =0, por lo tanto, § es contnuaen —4.

{c) Denvadas unilaterales

Fixy-F3 0 3-x-0 x-3
m - "= 1

FoiE=1u lim = lim - = lim -1=-1
=4 x—3 = ox -3 = ox+4 A
- ~3-0 -3
PR PR A REAC N = fim 22 = tim 1=
3t x-(~4) a3t x—3 a3 x—3  x-3

(dy F'oGy= L (5) porlo que se concluye que f no es diferenciable en 3.

3.f(x}={x: st x A0 =0

-x° @ x>0

Solucion:

{by Cntenios de continuidad ¥
) SO)=0"=0 5
i) iﬁ%fuj=iﬂ%xg=0 14

. - 1 _.2_n
xli_r}%_'_ Fix xh—:»ﬂﬂl’f =0 |

lim £ (x) =0
i) F0) =l flx) =0,

por lo tanto, f es continua en 0.

{c) Denvadas unilaterales

J@ SO 5

, o = _ _
S le,'nljl‘ =0 x—)nl_:ll‘ x xh—r.‘sllill‘ x=0
_ _ .4
S0 = i LR TIO o T om0
x—=t =0 =t x r—=d+

(dy F(0)=F'00) porlo que ge concluye que f es diferenciable en 0.



DX
(1-z) s x21

N ﬂx}={n.!1—x iox <1

Solucién:

{by Crtenos de continuidad
po fM=01-1" =0
1)  lim f{x)=lim «fx-1=41-1=0
x=1 x4
lim ()= fim (x= 1 = (1= 17 =0,
ENCR
x ) S = lm fx) =0

potr lo tanto, F es continuaen 1.

{c) Denwvadas unilaterales
Sz = _ lism N1I-x-0_ i Sl-x .
-1 =" x—1 =T x-1
_ _ Al 2
TN g L2 gy BTy ey =1-1-0

x—] r—=t x—l =1t (x—]_} =1t

£ = lim

="
7= lim,

(dy F'o00y= £ (0% porlo que se concluye que f no es diferenciable en 1.

2x -3 & x<2
5. (@) ={8x—11 dx>2 o TA
Solucién:

¥ (b) Criterios de continu dad

420 0 A2 =22¢ -3=5
i) lim f(x) - xli_}n:}_Exz -3=5

T15 lim, f(x) = lim 8x-11=5,

410 bim f(x) =5

) f(&)=lg flx) =3

ALk por lo tanto, § es continuaen 2.

Lo




{c) Derivadas unilaterales

— 2 _ _ 2 _
P - lig SRS g BT 2T g 29

X xr—2 ¥—d— r—2 N s x—=d- (x — 2)
= lig 2(x+2) = 22+2) = 2(4) =3

7.2 = lim

x—dt

JO-F@ _ @15 Bx-2 oo
o

m
> = x-32 = (x-2) =

(dy F'(Z2)=F02) por lo que se concluye que f es diferenciable en 2

B. Fx)=3x+1 x =-1
Solucion:
{by Critenios de continmdad

o sen=¥1e1-0
i) lim (%) =x1i_>n11%#x+ =0
i) S = fim f(x)= 0

por lo tanto, F es continuaen — 1

{c) Denvadas unilaterales

P - g SO SCD Faelo0 i
- =17 x-{-D =17 r+1
Ax+1 1

= lim = lim ———=
=1 x+1 x—)—l‘(x+1)

i S 30 Gl ST 0 YRS S

23

F-1) = lim

= lim
=1 x-(0-1) r=—1* x+1 b | e M

{(dy F no es diferenciable en — 1 Lagrafica de f tiene una recta tangente vertical en x = —1.

IxP -3 s x L2
7. f(x) =9, . m =2

o oxr2

Solucién:



¥ by Critertos de continw dad
T18 o F(2=32)7° =12
. _ o 2 _
1 i) lim f(x)= lim 3x° =12
lig £ ()= g, ¥ =8
14 . _ _
Jlrig}zf(x} fo existe
1g FPor lo tanto f es discontinua en 2.
13
1 L : i ; X
2 4 1 2 3

{c) Denvadas unilaterales

@@ 3 -1 Hx-dx+2)

J@= xliz-nzl- x=2 = oy -9 x—¥d- (x -2 x11—>H21‘ Har2)=3zr2 =12
+ — + I _ 3
£ = fim S tox) —flx) o @A o R
hx— Fikey Ay =Tt Fikey
5 5+ 3x A+ 3 (At () - i 3x A + 3k (M) + (A
At o Axs+ A

- 2 2 2 2
= ﬂ!rn%nﬂ"' 3" 3ndw+(Ax)T = 3x" = 3(2)° =12
dy F'(2)=F' (2 =12; pero f noes continua en 2, por lo tanto f ne es diferenciable en 2.

Propiedades de la diferenciacion de funciones

Hallar la derivada de una funcion aplicando la definicién de derivada es un
proceso largo y la mayor de las veces bastante tediosa. Afortunadamente existen varias
propiedades en la derivacion de funciones que los matematicos han descubierto y
establecido como teoremas. Algunos de estos teoremas son generales, aplicables a
cualquier funcidn, y otros solo se aplican a funciones particulares. A continuacion se
enuncian algunos de los teoremas mas importantes (se nombran enumerandolos

consecutivamente para facilitar una futura referencia a ellos):
Nota: se supone, obviamente, que las funciones a las que hacen referencia los teoremas son
diferenciables, esto es, que tienen derivada.

Teorema D1:
s ¥=c¢' f(x), ¢ esunaconstante,
=

En palabras: "la derivada de una constante por una funcion es igual a la constante
multiplicada por la derivada de la funcion".



Teorema D2:
Sty =AML L),
e

En palabras: "la derivada de la suma de un namero finito, n, de funciones (términos),
positivas 0 negativas, es igual a la suma de las derivadas de cada funcion y con su
respectivo signo"”.

Teorema D3:
sy = flx)glx)
=

En palabras: "la derivada del producto de dos funciones es igual a la primera funcion
por la derivada de la segunda mas la segunda funcion por la derivada de la primera".

Teorema D4:

Si y=j(x}, g(x) =0
gi(x)

—

En palabras: "la derivada del cociente de dos funciones es igual a una fraccién cuyo
denominador es el cuadrado de la funcion del dividendo y cuyo numerador es la
diferencia entre la funcion del dividendo por la derivada de la funcién del divisor y la
funcion del divisor por la derivada de la funcion del dividendo™.

Teorema D5:
o1 y=x" nel
—

En palabras: "para hallar la derivada de la funcion potencia se multiplica la funcion
por un coeficiente igual al exponente y el exponente se disminuye en la unidad™.

Teorema D6:
=1 ¥ =v¢, ¢ esunaconstante
=

En palabras: "la derivada de la funcion constante es cero ".

Teorema D7:
=1 ¥ =z,
=

En palabras: "la derivada de la funcion identidad es uno”.

Derivadas de las funciones trigonométricas

Teorema D8: Teorema D9: Teorema D10:
=1 ¥ =senx, =1 ¥ =cCosx, =1 ¥ =tanzx,

= = =



Teorema D11:

Teorema D12:

s} ¥=rcotx, o1 ¥ = SECX,
== =

Teorema D14

oy v =x, r escualquier niimero racional,

=

Corolario: Como &x™ < 2™ entonces

sy =4,

=

Teorema D13:

=1
=

¥ = CiCX,

Ejercicios resueltos

TD14:

En los ejercicios 1 a 12 halle la derivada de la funcién dada aplicando los teoremas TD1 a

1. fixy=Tx-5

2. fimy =32 -5x +1

3. f(x)=x° +3x+x—12

4 F(x) =27 +54x-1) |5 =34 6. 7(x) =
-
7. f(x) = 2x+1(3x—1} 8. f(x)=3senx 9. fixy=dsecx - 2cscx
x+5
10. f(x) =3secxtan x _ cotx _tanx+1
1. 7@ cosx—4 12. 7@ tanx —1
Soluciones
1. fixy=Tx-5
solucién
I fix)y= D, (0x)- 2,5 {TDZ},
{TD1y TD&},

= D Ffix)="70,(x)- 0
= [TD7Y,

Dy flxy =70
D fix) =17

2. fixny =32 -5 +1



Solucidn
D f(x) =D, (3" ) - D, 52"y + Dy () (TD2),
= D, fx)=4x3" -2xs 0 {TDSy TDE),

D, Fix) =122 - 10x
DAz =7

3. f(x)=x* +3x+x—12
solucidn:
Fix) = x* +3x+i2 =z +3x+ 27
X
D, [x2 +35+ x-ﬂ] =D (z"+ D, (3x)+D (x%)  {TD2),
D, [x2 + 35+ x-ﬂ] = ot a3t 2ty = ot 20 - 28 (TDS):

D, [xz +3x+x'2]=2x+3—2x3.

4. F(x) =22 + 94z -1
solucidn:
D, [(2;;2 +53(4x - 1}] =227 +ND, @x-D+Ex-DD 220 +5  {TD3),

D, [(2xf* +5)(4x —1;.] = (2x° +5)(4 - 0) + (dx-D(dx +0)  {TD2, TD5yTDE},
= D, [(zxf* + 9 (dx —1}] =8x* +20+16x% —4x
D [(2x° + 5)(4x -] = 24x" - 4+ 20,

5. fix)=3x"
Solucidn:

Fixy = 34x? = 327
2
D, [33’]?] = D, [357] = 3% a2 (CTD 4y,

. D, [3%_2] -

. fix) =

x -



solucidn:

DX
= D,
= D,
DX
7. fix1=
Solucidn:
DJ:
= D

X

= D,

= D,

= D,

= D,
D

X

[z ) (x- DD x-xD,(x-1)

[2x+1

x+5

(TD2, TD6 y TDT},

[ox+1
_x+5
[ox+1
_x+5
[ 25+ 1 1

x -1
x+5( x )_

[ +1

(3x —1)-

_x+5

B. fix)=3zenx

soluctdn

D, (Gsenx) =30, senx)

D, Bsenx) =

9. Ffix)=4dsecx - Z2cscx

(3x —1;.- -

(3x —1)- -

Gx—D-=

{TD3},

(x+5)D,(2x+1) - (2x+ DD, (x+5)

(TD2, TDS, TD6 y TD4},

TD4;,
x-1 (x-1)° (e
f ) -Dih-x{1-0
2 SO ’Z( ) (ID7.TDly TD6},
x—1) (x-1
[z ) x-1-x
= - {efectuando los productes indicados}),
x=1) (x-1
x ) 1 :
= - 5 {reduciendo}.
x=1) (x—1)
2x+1(3x—1)
x+5
22 oy -2 p ax-p+@x-np,
| x+5 | x+> x+
22t ] oy - g gy 4 3 - )
xt5 | =x+35

(x+5)

x+35 (x+5)°

32x+ 1) Gr-1) (x+S(2+0) - 2x +D(1+0)
x+5 (x+ 357
6x+3  (3x-D(2x+10-2x-1)

_6x+3 (GBr-1@) _ (x+5)(6x+3)+9G3x -1

x+5

(x+5°

(x+5)°

_ 62 +33x+15+27x-9 _6x" +60x+6

(x+5¢

{TD1},
(TDS)}.

(x+5)°

|

|



solucidn
D [dsecx— 2escx]= D, [4secx] - D [Zescx] {TD2},
D [4szecx - Zescx] =40, [secx] - 20, [esc x] {TD1},
D [4secx — Zdescx] = d[sec xtan x] - 2[—csc xcot x] {TD12 vy TD13},
o

L[4secx—Zcscx]=4dsecxtan x + Zescxcot x

=
=

10. f(x) =3secxtan x
Soluctdn:

D, [Bsecxtan x] = 30, [sec xtan x] = 3[5&:: xl) [tan x] +tan 20, [sec x]] {TD1 v TD3},
= D, [3secxtan x] = 3[5&:: Azec’ x]+ tan A sec x tan x]] {TD10 v TD12},

D [3secxtan x] = Zsec’ x+ 3secxtan® x.

1. f(x) = 22
cosx—4
Soluctdn:
D, cotx  _ fcosx -l cotx - cotzxﬂx {cosx —4) (TD4}.
cosx —4 (cosx—4)
- — T -
= D, cotx _ (cosx—4){—csc” x) co::: x{—senx + 0 (TD1L, TD2, TD9 y TDG}:
cosx—4 fcosx —4)
Is cot x =—u:c-sxu:su:gx+4csc2x+senxcotx=
Trosx—4 (cosx —4)°

Derivada de una funcion compuesta y regla de la cadena

La gran mayoria de las funciones que se estudian en calculo estan construidas por
una composicion de funciones, de aqui la importancia de conocer un método sencillo
para diferenciar dichas funciones; el método utilizado para hallar la derivada de una
funcion compuesta se conoce como "Regla de la cadena”.

Regla de la cadena:
. o dy g . )
Sy =Fl), w=g(x), v s o v o existen, entonces lafuncidn compuesta definida por
i, x

¥ = Flg(x)) ttene una denvada dada por

% Cuando se aplicalaregla de la cadena es més practico utilizar el simbolo D, paraindicar
laz derivadas de las funciones inferiores.
Ejemplo ilustrativol:



En f(x)=sendx

w=d4x, Du=04x=4
Jlw)=senu, 0, () =cosu =cosdx
De tal manera que:

D fix)y=0 zendx) = cosdx L, (dx) =cosdx 4 =dcosdx

= Muchas veces sucede que hay que aplicar la regla de la cadena mas de una vez para
derivar una funcion compuesta dada.
Ejemplo ilustartivo2:

Si Fix) = (sendx)?,
= fix=0, [(sen 4x}2] =Z2sendx D, (zendx) = Zsendx cosdx D, (4x) = Zeendxcosdx- 4,
Fix)=8sendxcosdx

Ejercicios resueltos

En los siguientes ejercicios obtenga la derivada de la funcion que se indica aplicando la regla
de la cadena:

1. f(x) = @x+17 2. f(x) = (* +4x- 5 3. f@) = (2t + 47

4. F(x) =sen x* 5. F(x)=(zenx)’

Soluciones

1. fix) = (2x+1)°

solucidn:

Aplicandoe laregla de la cadena;
Sl =32z + 0" D22+ 1) = 3(2x + 1) 2,
S =6(2x+ 1

2. fix=(x* +4z- 53
solucidn;
Aplicando laregla de la cadena;
S =40 +4x -5 D (2 +dx -3 =4z +4x -5 (2x + 4,
Fix)=82x +Px* + dx - 5%

3 fn=(x 7



Soluctdn
Aplicandoe laregla de la cadena;
Flixy==202 +47* D2 +4) = -2(x° + 97 2x,

Jix)=

4. Fix) =sen x*
Soluct dy
Aplicando laregla de la cadena;
Fixy=20, (sen xz) =cosx D, (x*) = cosx® 2x;

Fix)=2xcosxt.

B. F(x) = (sen x)*

soluct dn

Aplicando laregla de la cadena:
Fx) = deen x- D, (sen x);

FUx=2zen zoosx



