Funciones y sus graficas

El concepto de funcion es de suma importancia en la mateméatica moderna, debido a esto
vamos a estudiar este tema de una manera un poco detallada.
Dos conjuntos de nameros, por ejemplo, pueden estar relacionados de varias maneras mediante
alguna regla o formula determinada; empero nos interesa una forma particular de relacion entre
dichos conjuntos, la cual recibe el nombre de funcion.

Definicion de funcion:
Si a cada elemento de un conjunto A se le hace corresponder, mediante una regla o formula, un
elemento y sélo uno de otro conjunto B, dicha correspondencia se denomina funcién. EI conjunto A
se llama Dominio de la funcién y el conjunto B Contradominio (codominio) o Dominio de imagenes.
+ Una funcion es pués un conjunto de pares ordenados (x, y) en donde no puede haber dos parejas
distintas en que se repita el primer elemento.

+ Lanotacion utilizada para indicar que "f es una funcion de A en B" es la siguiente:

S1ae A, el elemento de B que le comresponde aa se llama images de @, se denota por
yselee "f dea”
+ Ejemplo de funciones:

Jixy=3x-2 (D)

glx) =~Nx" -7 (2

La expresion de la funcién (1) indica que para hallar la imagen de un valor particular de x, debemos
multiplicarlo por 3y al resultado restarle 2 unidades. La formula de la (2) hace que a los valores de x
se les eleve a la tercera potencia, al resultado se le resten 7 unidades y al total se le saque la raiz
cuadrada. En la practica lo que debemos hacer para hallar el valor correspondiente de la funcién para
una x determinada (que pertenece al dominio de la funcion) es reemplazar en la expresion la x por el
valor particular asignado y efectuar las operaciones indicadas. Calculemos, por ejemplo, la imagen
para x igual a 2 en las funciones (1) y (2):

J2y =32 -2=6-2

Fl2y=4:"f de dos esi1gual a cuatro”.

(@ =7 -7 =87 =,

g(Z2y=1: "g de dos esi1gual aunc".

+ Otra notacion adecuada para establecer el conjunto de pares ordenados de una funcién es:

A x ey se les llama variables, a la x: variable independiente y a la y: variable dependiente. La razén
de ello es que a la x se le puede asignar valores arbitrarios (siempre y cuando pertenezcan al dominio
de la funcion); mientras que la y toma su valor dependiendo del asignado a x, y después de pasar por
las operaciones que indican la formula de la funcion.

Como se puede colegir el dominio de una funcion es aquel conjunto de nimeros que puede tomar la
variable independiente. Si estamos trabajando con los nimeros reales, por ejemplo, debemos tener
en cuenta dos restricciones importantes: “la division por 0 no existe" y "la raiz de indice par de
nameros negativos no esta definida en los reales"”. EI dominio de una funcién se halla, por lo general,
de una forma analitica. Para hallar el contradominio de una funcion es aconsejable deducirlo
observando la gréfica de dicha funcion.

Ejemplo ilustrativo:



Hallar el dominio de las siguientes funciones,

_ox+2
R O
glxy=¥x+3 (4

solucidn

En lafuncidén (3) se tiene un cociente, por lo que:
x+3x-4=0,

= (x+4ix-Li=10 {factonizando},

= x=-dyx=l
Dopgf =T —{-4,1}.

En lafuncién (4) se tiene unaraiz de indice par, 4, por Lo que;
x+220

= x4
Doprg =[-9, =),

Gréfica de una funcién:

Es muy ilustrativo para observar el comportamiento de una funcion representarla graficamente. A
continuacion se da la definicion:

"Zea f unafuncidn, entonces la grafica de f es el conjunto de todos los puntos (x, 37

en R* paralos cuales (x, ¥) es un par ordenado en /",

+ La técnica para graficar una funcion depende en gran medida del tipo de funcién. Es conveniente
hacer una tabla de valores donde estén representados los valores dados a x y los correspondientes
hallados para .

+ Para estudiar algunos ejemplos de funciones y observar sus respectivas gréaficas, haga clic en los
enlaces del marco izquierdo "Ejemplos de funciones”, "Funciones algebraicas”, "Funciones
trigonométricas”...

Algebra de funciones:
Con las funciones también podemos realizar las operaciones de suma, resta, multiplicacion, division
y otras mas (composicion de funciones).Veamos:

Considerense las dos funciones f v g, lasuma f + g, la diferencia f— g, el producte /1 g
y el cociente ff g se definen como sigue:

(1)

(11)

{111}

(1v)
El dominio, en cada caso, consiste en lainterseccidn de los dominios de F vz, v en el
coctente F i g, glx) =0

Composicién de funciones:



Dadaslas funciones f v g, lafuncion compuesta denotada por 7 oz, se define como

El dominio de Fog es el conjunto de todos x que pertencen al doreg, tales que g(x) esta
e el damyf.

+ La funcion compuesta es la funcién de una funcién.
Ejemplo ilustrativo:

‘ Ejercicios resueltos

1. Dada f(x)=A/22" +1, encuentre
F=20; FO0), £, 18, F(227 =)

St - Jx
: ;2 :

h=0

En los ejercicio 1y 2, se definen las funciones fy g. En cada ejercicio defina las
siguientes funciones y determine el dominio de la funcion resultante:

@ f+g (b)f-g (©f*g (d)f/g () g/f

2. finy=x-5 gix)=x" -1 3. f(x) -

x+1 1
. glx)=—
x—1 x

En los ejercicios 4 a 7, se definen las funciones fy g. En cada ejercicio defina las
siguientes funciones y determine el dominio de la funcién compuesta:

(@) fog, Blgof, & fcf, (dgog
4. f(x)=x-2 glx)=x+7 5. fixi=x-% glx)=x" -1

B. Flx)=~fx-2, glx)=x" -2 T.f(x]l=%; g(x)=\"g

B. Setiene f(x)=2x -3, definalas siguientes funciones ¥ determine el dominio
de la funcién resultante:

(@) S0, G FDE, (@ o )

9. Determine silafuncién que se da es par, impar, o ninguna de las dos:

(a) gix)=5x" -4 (b Fix)=x"+1 () F) =48 + % -2
_rg— =1 sgx >0 =4x2—5

(d) g(r) = T (e} Fix) {_1 oy (£) Alx) T

@@= Y  Wew-LL @ ew-VF

i) f(0 =x

1-x 1. Sif(xi=x"+2x+2
encuentre dos funciones g paralas cuales

(fog)x)=x —dx+5

10. Zea f(x) - v ogl(x)=

x+1

Muestre que f v g son funciones inversas.




Dadas f{zx) =z" -1y g{z)=~/x+3 hallarfog v gof v determinar los deminios
respectivos.
Solucidn:

(fo£)() = flgm) =4 +3 ~1=x+3-1
(feg)(x)=x+2
El domg =[-3,0) v el damy = (-, @), porlotanto dawme(f og) =[-3, ).

(gof)(x) =g f () == -1)+3
(gof)(x)=+fx"+2

El dowmf = (—o0, o) v el domg =[5, @), porlo tanto dom(g o f) = (—o o)

Funciones inversas:

Si fy g son dos funciones tales que f (g(x)) = g( f (x)) = x, entonces fy g son funciones inversas.
Ejemplo ilustrativo:

Si f(X)=x+3y g(x)=x-3, fygson inversas pues,

fO())=(x-3)+3=xy g(f(x))=(x+3)-3=x.

Funciones pares e impares:
Sea f una funcion tal que si x esta en el dominio de f, -x también lo esté:
(i) fesunafuncion par si f (-x) = f (x), para toda x en el domf.
(i) fes una funcion impar si f (-x) = -f (x), para toda x en el domf.
+ Lagrafica de una funcion par es simétrica con respecto al eje y
+ Lagréfica de una funcion impar es simétrica con respecto al eje x.
Ejemplos ilustrativos:
Fix)=22" esunafuncién par, pués f(—x)=2(-2)* = 22* = /(x)
Fix)=3x" es unafuncién impar, pués F (—2) = 3(-z)° =3(-x") = -3x" = —F(x).

Funciones periddicas:

"Se dice que una funcion f con dominio D es periddica si existe un nimero real positivo K tal
quet+kestaen D y f(t+Kk)=f(t) paratodoten D. Geométricamente esto significa que la grafica
de f se repite cuando las abscisa de los puntos toman valores en intervalos sucesivos de amplitud k.
Si existe un minimo namero real positivo k con esta propiedad, se dice entonces que k es el periodo
de f ". Ejemplos de funciones periédicas son las funciones trigonométricas. Las funciones seno,
coseno, cosecante y secante tienen periodo 2pi, y la tangente y la cotangente tiene periodo pi.

Soluciones

1. fix) =~2x* +1



solucidn:

Para hallar el valor correspondiente de lafuncién f para cada valor particular dado ala
variable independiente x, se sustituye la x, en lafénmula dada, por el valor numérico
asignado; ¥ se efectian las operaciones indicadas:

F2) =227 +1 = 2D +1 = B+1= 5,

Ji-2)=3

FO) =207 +1= 20 +1=0+1 =4

Sy =1

5O =20} 1= 20 1= V2

F=~5

FAUS = 2001797 +1 = 2012178 + 1 = 242781+ 1 = 323781,
f(11f9;.=?

Fr -1 =222 -1 +1= 2042 — 42 + D+ 1=ABxt -8t 4241,
Fox D=8t -8 + 241
S - £ N 1= 1 oG+ 2 W) 41 -2 41

P P A
FOtl) = F00) _ 2x® + b+ 207 +1-422° +1
P A '

2. fxi=x-% gin)=x" -1

Solucidn:
(F+a)m)=F@+gn=-9+x -D=x-5+x" -1
(f-g)x) =fD-gx)=(x-9 - -N=x-5-1"+1],

(f g)x) = F(® g® =(x-9x" - =7 -x-5"+5

(f 1 g)(x) = F(x) g(x) = (x =9I -1y,

(gf Nx) =g flz) = (x" =iz -5

1 1
. glx)=—
x-1 x

x+

3. fix)=



solucion:
domyf = (—=, 1) U], @), domg = (-, 0)1(0,o)
[(=eo, Tl e)] m[(==, 0 (0, )] = (~=,0) (0,1} w(l, =) < R - (0,1

x+1 1 =x2+x+x—1_

(Frelx)=rfnrel)=——+—

F]
1 = i-x

x+1_l=xg+x—x+]_

-1 = 2 -x

(f —gllx) = fix)—gix) =

x-1

(- g)x) = F(x) glx) = [“ 1] H

e = faigmy =t Lo x
r x-1 1

x-1

x+1=1 -1

1
(gl f)x) =gl jix)=—*

-1 x x+1

4, fixy=x-2 glx)y=x+7

solucidn

(a)  (Fegiix)=jlgx)=(x+T)-2=x+7-7
Fegia)y=x+5 dom(feg) =1

(b} lgefix=glfx) =(x-2)+T7=x-2+7,
(gefix)=x+3 dom{g e 1 =R

() FelMm =7 =x-L-2=x-2-3
Fefixi=x-4, dom(fe =1

(d)  (gogix)=glglx))=(x+T)+7T=x+T7+7,
o (geglx)=x+ld dom{geg) =R

B, fixi=x-5 gix)=x" -1



Soluctdn:

@ (Fogn=sflgtn=(x-0-5=x"-1-5
(Ffoghx)=x* -6 dom(fog) =R < (—o,m).

&) (ge)x) =g(f(x) =(x-5" -1=x" -10x+25-1,
(go iz =2 -10x+24; domige ) =

) el =7/ x)=(x-3)-5=x-5-3
GFofi(xa=x-10, dom( fe f1=H.

(@) (geg®=glg®) =G -1 -1=2"-22" +1-1,
L (gegix) =x'-2x" dom(gog) =IR.

6. f(x)=+/x-2; glx)=x" -2

Solucidn:

Para hallar los dominios de las funciones compuestas, tengase en cuenta que "el dominic de
fegesel conjunte de todos x que pertencen al doseg, tales que gix) esta en el damy "

@ (Fog)x) =flgl)=Jir' -9-2=x" -4
domg = (—m o), domf =[2,m): ¥ 2228 -4:0x4-2 § 222,
= dom(feg)=(-=,-2]U[2,®)
S (fegia) =% -4 dom(fog) = (~,~2]U[2, ).
() (@oNn) =g/ =F-2 ~2=x-2-2=1-4
domyf =[2,0), domg = (=, @) Jz-2€(-o =)= x> 2
= dom(gof)=[2=)
s {ge )R = x—4: domlg o f) =[2,®).
@ (o) = FU) =x-2-2
damgf =[2,0), dowgf =[2,m): Jx-2:2 &S x-224 = 126,
= dom(fof)=[6 ),
S e fx) = NN - 22, dom(f o f) =[6,).
(@ (e =glgx)=(x"-2"-2=1" -4x* +4-2
L (geg)m) =2t —4x? +2, dom(gog) =R

1fm=5gm=&



Soluctdn:
Para hallar los dominios de las funciones compuestas, tengase en cuenta que "el dominio de
Fegesel conjunte de todos x que pertencen al doseg, tales que gix) estd en el domy "
1
(a) (Feglix)=filglxl)= N
x
dopg = [0, 00, domf =R - {0} \E#U S x=lax 2,

=  dom(fog)=(0,)
(f 2 g)(x) = ~x* —4; dom(fog) = (~eo, ~2]U[2,e).
() (gof)x) = glf(x) = \/I
dopg = (—o (0, o), domg =[0, o) l >l x>0,
X

= domigef)=(0,=)

(gefiix) = \E; dom(g = f) =(0,=).

=X

() (Feflix)=Fif (2=

|.—l|-—l

X
s (o )E) = x dom(F o F) = (—,0) {0, @),
@ (gog)(x) = glg(x) = = ¥x.
L (gegl(x) =47 domigeg) =[0,=).

B. fixy=2x-3

solucidn:

(@) Ffix®)y=2x" -3 domf(x1=IR

(b} [ARTF =2x -3 =42* ~ 122+ 9, domf [ (x)] =R

() (Fofix) = FAaN=202x-0-3=4x-6-3=4x-9 dom(f o f) =[N

9. Solucidn:



(&)

()

(c)

(dl)

(&)

(£)

(2)

(h)

(L)

(4

gix) =5z -4

g(—x) =5(-x)% -4 = 535 -4
g(-x) = g(x) = 5x" -4
Flxy=x"+1

Fi-x)=(-x¥ +1=-x"+1# F(z): F no esuna funcién par

- fixi=—(x +D=-x -1# F{-x): f no es una funcién impar

FlE) =48 +3 -

S =402y +3(~£)" —2(~£) = ~4¢” -3 + 2t = —(4¢ + 3 - 2)

S-8)=—f£):

-1

o+

(-r¥-1_ -1
(=) +1 P +1
-1

o+ 1

1 six 20
f(x}={

gir) =

gl-r) =

gl-r)=glr)=

-1 ax<0
{1 g o—x >0 {1 six <0 {—1 six >0
Ji-z) = . = . = . =
-1 =z —x<0 -1 s1x>0 1 sax<0
Ji-x =7z
4x* -5
2z + x
o Aext-5 _4x' -5 4x' -5
G v rur e T B
Al-x)=-hix):
flz)=(z-1*
fi-zi=(-z-1* =(z+1)* = f(z): f no ez unafuncién par

- fiz)=—(z-1* # f(-2): f no esuna funcién impar

Alx) =

| x|
o =
gix) T

|-x| _ [x]
(-0 +1 x*+1
| x|

3
x+1

gl-x) =

gi-x) = glx) =

g(x) =% -1

g(-2) =f-x) -1 =42 -1
g(-2) = g(x) = ¥ -1:
HOREE

F-x) =3x=-¥x

[ o T S T

—f ()



10. Solucidn:

1 1-=x
J(x) m,g(-’f} .
1 1 1
FE@E) === =x
+1 —
x x x
_ 1 x+1-1 x
- x+1_ x+1 _x+1_3% _
gl f(x)) 1 ] : ok
x+1 x+1 x+1

Flglxl) = glf(z) ==

F v g son funciones ixversas.

1. fix)=x+2x+2

Solucidn

Encuentre dos funciones g para las cuales
(feghx)=x"—4x+5
Fleglx =(glx)? +2(g(x) +2=x" —4x +5,

Ul

(g’

glx) =

gix) =

+2(g(x) — (& —4x+3) =0,

-0+ J2+axt -4x+3) 2 Jarar 162+ 12

2

—2+ 42 ~16x+16 _ -2%2

2

gix)=-1&(x-2};
gixmy=-l+x-2 v glx}=-1-x+3

Las funciones son v

2
2 _
~._-'x2 dx+4 -1+ "_(x—zjﬁ,



