POSTULAT SEJAJAR EUCLID

Pada Bab 1 telah diperlihatkan bahwa bukti geometrik dengan cara menggamba
kesimpulan melalui diagram untuk saat ini dianggap tidak memuaskan. tBrgdbut tidak
memenuhi standar sekarang. Di lain pihak, Euclid, yang merupakaroghda ternama,
bergantung sepenuhnya pada pembuktian menggunakan diagram. Bagaimanarpealaaha
perilaku ini bisa diatasi?

Tampaknya kekuatan utama yang memotivasi perubahan ini addtaimpangan teori
geometri non Euclid yang kontradiksi dengan postulat sejajar EuclidingSedengan
kepercayaan ahli matematika bahwa geometri Euclid hanya mé&migag untuk teori ruang,
dan yang menjelaskan segala sesuatu secara fisik, maka talakpaknah terjadi keadaan
bahwa diagram akan menyesatkan. Tetapi posisi unik geometri Elichdab ke 19 telah
diserang oleh penemuan geometri non Euclid, dan ahli matematika saggatang. Revolusi
di bidang matematika telah terjadi, jika dibandingkan dengan revBlysernican di bidang
astronomi atau revolusi Darwin di bidang biologi. Ide tentang kealam@ometri dan posisi
unik geometri Euclid yang telah dilakukan sepanjang dua ribu tahunamyakinimtuh pada
dekade 1820-1830.

Dalam Bab 4, akan ditunjukkan pendahuluan dasar mengenai geometri non Euclid
dengan mendiskusikan postulat sejajar Euclid yang terkenal. Selammiliieranium, ahli
matematika dirugikan atas postulat tersebut dan mencoba beraggawmak mendeduksi
postulat tersebut sebagai teorema lain Euclid. Hingga awal &bab,lkahli matematika yang
kompeten berhasil diyakinkan bahwa masalahnya telah diselesaikarhadga memiliki
kekuarangan dalam pembuktiannya. Kegagalan setiap percobaan daldmktiiem postulat
sejajar tersebut membawa pada pengakuan bahwa postulat sdgiahtipasti, dan bahwa
teori Euclid tidaklah suci, dan bahwa teori geometri lainnya (nondjudlisa saja digunakan.
Selanjutnya dalam bab ini akan dijelaskan 3 upaya penting dadantbwktikan postulat sejajar
Euclid.

1. Struktur Geometri Bidang Euclid

Postulat sejajar Euclid, yakni berupa satu kalimat pentingndaaejarah kontoversi
intelektual, dapat dinyatakan sebagai berikut:
Jika dua garis dibagi oleh garis transversal sedemikian sehingga jumlah dua sudut
interiornya(sudut dalam) pada satu sisi transversal adalah kurang dari 180° garis tersebut
akan bertemu pada sisi transversal tersebut.

Sejarah pentingnya postulat sejajar tersebut didasarkan paata gemtingnya dalam
teori Euclid. Oleh karena itu, pertama dimulai dengan mensketsayemmetri bidang Euclid.
Agar menjadi bukti, penting dilakukan pemeriksaan terhadap struktuirted?erlakuan yang
dilakukan tidak mengikuti detailnya perkembangan Euclid, tetapi kaekan pada ide
dasarnya dengan menggunakan istilah yang lebih modern, dan juga perlshnkacukup
sesuai dengan hasil kerjanya yang sekarang sehingga banyak dipakaagableuku ajar.

Kita mulai mendaftarkan sejumlah asumsi atau postulat untuk geometri bidelig E
l. sesuatu akan sama dengan sesuatu atau sesuatu yang sama akan sama satu sama
lainnya.
. Jika kesamaan ditambahkan dengan kesamaan, maka junlahnya akan sama
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[1l.  Jika kesamaan dikurangi dari kesamaan, selisihnya akan sama

IV.  Keseluruhan akan lebih besar daripada bagiannya

V. Bangun geometrik dapat dipindahkan tanpa mengubah ukuran atau bentuknya.
VI.  Setiap sudut memiliki bisector

VII.  Setiap segmen memiliki titik tengah

VIII. Duatitik hanya berada pada satu satunya garis
IX.  Sebarang segmen dapat diperluas oleh suatu segmen yang sama dengan segmen yang
diberikan

X. Lingkaran dapat digambarkan dengan sebarang titik pusat dan radius yang diketahui
Xl.  Semua sudut siku-siku sama besar.

Dari postulat-postulat ini, dapat dideduksi sejumlah teorema dasar. Diantadafata a

Sudut bertolak bertolak belakang sama besar

Sifat kongruensi segitiga (SAS, ASA, 9SS

Teorema kesamaan sudut dasar segitiga sama kaki , dan konversinya.

Eksistensi garis yang tegak lurus pada garis pada titik dari garis tersebut
Eksistensi garis yang tegak lurus pada garis yang melalui titikre&ste

Pembentukan suatu sudut yang sama dengan sudut dengan titik sudut dag s&daka
diberikan sebelumnya.

Pembentukan segitiga yang kongruen dengan segitiga dengan sisayan@ada sisi
segitiga yang diketahui.

oghwN R

~

Sekarang akan dibuktikan teorema sudut eksterior, sebagai cara mekejlg@ngan
lebih lanjut. Pertama, diperkenalkan notasi yang akan digunakan sebagakpam Notasi

AB menunjukkan segmen AB

Teorema 1. teorema sudut eksterior. Sudut eksterior segitiga akan lebih degaada sudut
interior terpencil manapun.

B Y c\ -
H
Gambar 2.1.

Bukti. Misalkan ABC adalah sebarang segitiga, dan misalkan D merupakaanjangan dari
BC melalui C. pertama akan ditunjukkan bahwa sudut eksteddZD lebih besar darilA.
Misalkan E merupakan titik tengaE, dan misalkarBE merupakan perluasan panjangnya
melalui E hingga F. mak&E = EC, BE = EF danOAEB = OCEF (sudut bertolak belakang
sama besar). JadiAEB [JA CEF (SAS), daflBAE = OFCE (bagian segitiga kongruen sama
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besar). KarenalACD > OFCE (keseluruhan sudut selalu lebih besar dari bagiannya), kita
simpulkanJACD > [OBAE = [JA.

Untuk menunjukkan bahwalACD>[B, perIuasE melalui C hingga H, yang
membentuk suduflBCH. Kemudian tunjukkan bahw@dBCH > [1B, dengan menggunakan

prosedur bagian pertama pembuktian: misalkan M merupakan titik teB_(gaperIuas panjang

AM melalui M, dan lain-lain. Untuk melengkapi bukti, perhatikan bah\B&€H danOJACD
merupakan sudut bertolak belakang sehingga sudut tersebut sama besar.

Perhatikan bahwa kupasan pada Bab 1 ternyata menggunakan pembuktian ini.
Pernyataan[JACD > [OFCE bergantung pada diagramnya. Sekarang mudah melakukan
pembuktian beberapa hasil yang cukup penting.

Teorema 2. Jika dua garis dibagi oleh garis transversal sehingga membsagakgan sudut
interior dalam berseberangan, maka garis tersebut sejajar.

L_/B — M M /B: -
Gambar 2.2

Bukti. Ingat kembali bahwa dua garis dalam bidang yang sama dikatgkgar §ika garis
tersebut tidak bertemu. Misalkan garis transversal membagoalis L, M pada titik A, B
sehingga membentuk pasangan sudut interior dalam berseberargalan 12, yang sama
besar, dan misalkan L dan M tidak sejajar. Maka L dan M akan hertertitik C, yang
membentukAABC. C terletak pada satu sisi AB atau pada sisi lainnyd@ukJkasus lainnya,
sudut eksterioAABC sama dengan sudut interior terpencil. (misalkan, jika C padaB
yang sama sebagaiz maka sudut eksteridtl sama dengan sudut interior terpentd). Hal
ini kontradiksi dengan teorema sebelumnya. Oleh karena itu L dan M sejajar.

Corollary 1. Dua garis tegak lurus terhadap garis yang sama pasti sejajar.

Sebagai akibat langsung Corollary 1 adalah

Corollary 2. Hanya ada satu garis yang tegak lurus terhadap garis melalui tigkneks
Corollary 3. (Eksistensi garis sejajar). Jika titik P tidak berada mmdes L, maka akan ada
setidaknya satu garis yang melalui P yang sejajar dengan L.

- P
— M
0 —L
Gambar 2.3

Bukti. Dari P hilangkan garis tegak lurus pada L yang memiliki kakp,ddan di P bangun
garis M yang tegak lurus terhadap PQ. Maka M sejajar dengan L menuolayat.
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Teorema 3. Jumlah dua sudut segitiga kurang dari®180

A

B D

Gambar 2.4.
Bukti.
MisalkanAABC merupakan sebarang segitiga. Kita tunjukkan bahwa(1B < 18C. Perluas

CB melalui B hingga ke D. makalABD merupakan sudut eksteridlABC. Dengan
menggunakan teorema MABD > [A. tetapi JABD=18( - OB. dengan mensubstitusikan
untuk JABD pada relasi pertama, maka

18(° - OB>0A, atau 180> A + 0OB. Jadi,JA + 0B < 18C, dan teorema tersebut terbukti.

2. Pengganti Postulat Sgjajar Euclid.

Pada sub bab 1, telah dijelaskan permulaan perkembangan geometri bidathg Euc
Perhatikan bahwa tidak ada yang bisa dilakukan untuk postulat séjajapi .perkembangan
selanjutnya memerlukan postulat tersebut. Dalam buku ajar tepastulat sejajar Euclid
biasanya digantikan oleh pernyataan berikut ini:

Hanya ada satu garis sgjajar pada garis yang melalui titik bukan pada garis tersebut

Pernyataan ini disebut dengan postulat Playfair. Bagaimanaulgioshi bisa
dihubungkan dengan postulat sejajar Euclid? Tentu saja dua pernyatafdaknisama.
Pernyataan sebelumnya merupakan pernyataan tentang gajas, skga pernyataan kedua
mengenai garis yang bertemu. Bahkan kedua pernyataan tersebaihk@anperan yang sama
dalam perkembangan logis geometri. Kita katakan pernyataan inlesksecara logis. Hal ini
berarti bahwa jika pernyataan pertama dianggap sebagai podtetabma dengan semua
postulat Euclid kecuali postulat sejajar), kemudian pernyataan kegaa dideduksi sebagai
teorema; dan konversinya, jika pernyataan kedua dianggap sebagai [fbsts@mna dengan
semua postulat Euclid kecuali postulat sejajar), maka pernyatatampedapat dideduksi
sebagai teorema. Jadi secara logis, tidak penting dua permyatma yang akan diasumsikan
sebagai postulat, dan yang mana yang akan dideduksi sebagai suatu teorema.

3. Ekivalens Postulat Euclid dan Playfair

Sekarang akan dibuktikan ekivalensi postulat sejajar Euclid dan poStalgfair.
Pertama, dengan mengasumsikan postulat sejajar Euclid, kita deduksi poaydidat. Pl

Diketahui garis L dan titik P bukan pada L (gb 2.5). kita tunjukkan disanaa hanya
ada satu garis melalui P tidak pada L. Kita tahu bahwa adangalasui P yang sejajar dengan
L, dan tahu bagaimana menggambarkannya (lihat Corollary 3 pada&e@e Dari P, kita
hilangkan garis tegak lurus pada L dengan kaki Q, dan pada P gaksMeyang tegak lurus
pada PQ. Maka M sejajar dengan L.
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Sekarang misalkan N adalah sebarang garis melalui P yemhgda dari M. Kita
tunjukkan bahwa N bertemu dengan L. Misalkah (12 menunjukkan sudut dimana garis N
bertemu dengan PQ. Makal bukan merupakan sudut siku-siku untuk sebaliknya N dan M
berimpit, berlawanan dengan asumsi. Jatliatau12 adalah sudut lancip, katakanlah.

L P
- K_‘ M
i N
Q ’L

Gambar 2.5.

Ringkasan. Garis L dan N dibagi oleh garis transversal sehingga membamuk lancip]1
dan sudut siku-siku, yang merupakan sudut interior pada sisi yangdsaingaris transversal
tersebut. Karena jumlah sudut tersebut kurang darP, 180stulat sejajar Euclid dapat
diaplikasikan dan kita simpulkan bahwa N bertemu dengan L. Jadi M hafloyaasunya garis
yang melalui P yang sejajar dengan L, dan kita deduksi postalgaiPldari postulat sejajar
Euclid.

Sekarang dengan mengasumsikan postulat Plyafair, kita deduksi postulaEsejkja

Gambar 2.6

Misalkan garis M, dibagi oleh garis transversal di titik Qydhg membentukll dan 2,
pasangan sudut interior pada satu sisi garis transversal yangjknjumlah sudut kurang dari
180° (Gambar 2.6), yakni :

(1) 01+02<180
Misalkan (03 menunjukkan tambahdnl yang terletak pada sisi berlawanan PQ ddridan
02 (lihat Gambar 2.6). maka

(2) 01 +03=18C
dari hubungan (1) , (2) maka
(3) 02 <03

Pada titik P, bentuklQPR yang sama dengan, dan yang interior dalam berselerang
denganJ3. Makal12 < [OQPR, sehingga RP berbeda dari M. Menurut teorema 2, RP sejajar
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dengan L. Karenanya menurut postulat Playfair, M tidak sejajaddngleh karena itu, garis
M dan L bertemu.

Seandainya garis-garis tersebut bertemu di sisi berlawamaP@adari (11 dan[12,
katakanlah di titik E. makdl2 merupakan sudut eksteriddPQE; karenanydl2 >[13,
berlawanan dengan (3). Akibatnya, pengandaian tadi salah, jadiMya@@n L bertemu pada
sisi garis transversal PQ yang memu#t dan[J2. Jadi postulat sejajar Euclid mengikuti
postulat Playfair dan akibatnya dua postulat tersebut menjadi ekivalen.

4. Peran Postulat Sejajar Euclid

Sub bab 3 dan 4 merupakan penyimpangan yang dihubungkan dengan pemakaian
postulat sejajar Euclid terhadap imbangannya di masa modern. Sgkawmrakan kembali
pada topic sub bab 1, yakni struktur teori Euclid. Hasil dari sub bab K. hgtgantung pada
postulat sejajar. Kemajuan lebih lanjut yang akan membutuhkan postskhut. Kebanyakan
hasil penting tersebut yang dianggap kekhasan dari geometri Eudligpakan akibat dari
postulat sejajar.

Dengan mengasumsikan postulat sejajar Euclid (atau postulgtiBlaberikut ini
merupakan beberapa hasil penting yang dapat dibenarkan:

1. jika dua garis sgajar dibagi oleh garis transversal, sebarang pasangan sudut interior
dalam ber seberangan yang ter bentuk akan sama besar.

jumlah sudut sebarang segitiga adalah 180°.

sisi bertolak belakang dari jajaran genjang adalah sama besar

garis sgjajar selalu berjarak sama

eksistens segi empat dan bukur sangkar

teori luas menggunakan unit persegi

teori segitiga yang sama, yang termasuk eksistensi bangun dengan ukuran sebarang
yang sama dengan bangun yang diketahui

Sekarang anda lihat mengapa kami (dan ahli matematika dari Yunani) gerigdian terhadap
postulat sejajar Euclid. Postulat tersebut merupakan sumber untuk Haasiakang sangat
penting. Tanpa postulat tersebut (atau ekivalennya), kita tidak akauiiknéeori luas yang
sudah lama dikenal, teori kesamaan, dan relasi Pythagorageykagal itu. Tanpa postulat
tersebut, sekolah geometri tampaknya tidak berguna. Postulatr $ejegled tampak tidak
begitu penting bila anda mempelajari geometri di Sekolah menengahakaostulat tersebut
hanya digunakan satu kali yang hanya berguna untuk menurunkan hasil daisteang sudut
interior dalam berseberangan, yang kemudian seterusnya digunakan untuksiaslrigdain.

NOoOGkwN

Cara dimana Euclid mengatur teoremanya mengimplikasikan baésumgguhnya
Euclid tidak sepenuhnya puas dengan postulat sejajarnya. Euclid telamydal tersebut di
awal kerjanya tetapi pernyataan itu tidak dipakainya sampai akhirnyidakalapat melakukan
kemajuan tanpa postulat tersebut. Agaknya, Euclid memiliki inhatwa postulat sejajar
tersebut tidak memiliki kualitas intuitif ataupun sederhana datiufaslainnya. Rasa yang
demikian dilakukan oleh para ahli goemetri selama 20 abad. Panmetjtoba mendeduksi
postulat sejajar dari postulat lainnya, atau menggantikan postsialbwe dengan postulat yang
nampaknya lebih pasti. Sekarang kita diskusikan tiga percobaan tetakbun “menyelesaikan
permasalahan” postulat sejajar Euclid.
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5. Bukti Proclustentang Postulat Sgjajar Euclid

Proclus (410-485) memberikan “bukti” tentang postulat sejajar Eyahd kita ringkas
sebagai berikut:

Kita asumsikan postulat Euclid bukan sebagai postulat sejajar, dan dedsksat
Playfair. Misalkan P merupakan titik berada tidak pada garis 2(gp Kita bentuk garis M
melalui P sejajar dengan garis L dengan cara yang digeaakan. Misalkan PQ tegak lurus
dengan L di Q, dan misalkan M tegak lurus dengan PQ di P. sekangggptah ada garis lain
N melalui P yang sejajar dengan L. maka N membentuk sudut ldeogan garis PQ, yang
terletak, katakanlah pada sisi kanan PQ. Bagian dari N dlakekanan titik P seluruhnya
termuat dalam daerah yang dibatasi oleh garis L, M dan RQrag, dimisalkan X adalah
sebarang titik di M yang letaknya disebelah kanan titikiBalkan XY tegak lurus dengan L di

Y dan misalkan garis XY tersebut bertemu dengan garis N di Ka n¢¥ > XZ . Misalkan X
mundur di garis M. MakaXZ meningkat secara tidak menentu, karefda setidaknya sama

besarnya dengan segmen dari X yang tegak lurus dengan NXYajiga meningkat secara
tidak menentu. Tetapi jarak antara dua garis sejajar harus teri@deh karena itu, akan
menjadi kontradiksi dan pengandaian kita salah. Jadi, M hanya merupakasatsaya garis
yang melalui P yang sejajar dengan L. Karenanya, postulgtiPlberlaku, dan juga ekivalen
dengan postulat sejajar Euclid.

:\P X

(Yl
H
b
t~

Gambar 2.7
Kita tidak mengharapkan maksud yang lebih mengesankan tentang yang bisa
muncul dalam argumen di bidang geometri dasar yang disampaikan olemasdrhatika abab
15. Sekarang marilah kita uji. Argumen tersebut mencakup 3 asumsi:
a. jika dua garis saling berpotongan, jarak pada suatu garis dari satu titik ke garis
lainnya akan meningkat secara tak menentu, karena titik tersebut mundur(menyusut)
tak berujung.

b. Segmen terpendek yang menghubungkan titik eksternal pada suatu garis merupakan
segmen yang tegak lurus

c. Jarak antara dua garis sgjajar adalah terbatas
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(A) dan (B) dapat dibenarkan tanpa bantuan postulat sejajar Edalii.inti persoalan

pembuktian adalah asumsi (C). Proclus mengasumsikan (C) s@loagaat tambahan. Mari
ktia sebut sebagai postulate asumsi proclus tersembunyi. Kemudiadimyatakan; postualt
Proclus ekivalen dengan postulat sejajar Proclus. Seperti yang dijelaskahgsil 4 sub bab 4,
postulat sejajar Euclid mengimplikasikan bahwa jarak antara ggjagr selalu konstan, dan
terbatas. Konversinya, melalui argument Proclus dapat dinyatadkiamwa postulat Proclus
mengimplikasikan postulat sejajar Euclid.

Jadi, Proclus menggantikan postulat sejajar dengan postulat yantprekolen bukan
menetapkan validitas postulat sejajar tersebut.
6. Solusi Wallis atas Per masalahan yang ada

John Wallis(1616-1703) menggantikan postulat sejajar Euclid dengan menggunakan
postulat berikut ini:

Ada segitiga dengan satu sisi yang telah ditetapkan sebelumnya secara sebarang yang akan
sama dengan segitiga yang diketahui

N N
» P M |_|fi — M
s R S :"’T
- z L ~ FQ""_/{ ~L
Gambar 2.8

Dari sini, postulat Playfair dapat dideduksi sebagai berikut:

Misalkan P merupakan titik yang tidak terletak pada garis lL.Rjdrilangkan PQ yang
tegak lurus dengan L, yang bertemu L di Q, dan di P buat gaysnigl tegak lurus dengan PQ
(gb 2.8). Misalkan N adalah sebarang garis selain M yanguatelh Kita tunjukkan bahwa N
bertemu L. Misalkan R sebarang titik pada N di daerah antara Md®ari R, hilangkan garis
RS yang tegak lurus dengan garis PQ, sehingga bertemu deQgdn3? Sekarang, dengan
menggunakan postulat Wallis, tentukan segitiga PQT sedemikian sehAiifg@ sama dengan
A PSR dan T berada pada sisi yang sama dari PQ sebagai R. KemuBiQ=IRPS, dan PR
dan PT bertemu. Jadi, T berada pada N. Selanjufi®T=1PSR, sehinggadlPQT
merupakan sudut siku-siku. Karena L tegak lurus dengan PQ di Q, mbéeada pada L.,.
sehingga N bertemu L di T, dan hanya ada satu garis yang memuat Pjgmngieagan L.

Jadi jelas bahwaostulat Willis mengimplikasikan postulat sgjajar Euclid. Seperti
yang telah dibahas di hasil 7 sub bab 4, konversi dari penyataan teakabuberlaku. Jadi,
postulat Wallis secara logis, ekivalen dengan postulat Euclidliswaerasakan bahwa
postulatnya sudah pasti, dan telah menangani permasalahan postulat sejajar akup lam
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Gambar 2.9

Apakah postulat Wallis lebih jelas atau lebih sederhana daripadtulat Euclid?
Sebenarnya, postulatnya mengatakan bahwa\ARC dan segmerPQ diberikan dalam gb

2.9, akan ada titik R sedemikian sehingdrQR sama denga®ABC. Bagaimana kita peroleh
titik R? pada sisi PQ yang diketahui, kita dapat membent@QRS=JA dan JPQT=B. Lalu

R akan muncul sebagai perpotongan garis PS dan QT. Akibatnya, postulks Wal
mengimplikasikan bahwa PS dan QT harus bertemu. Perhatikan bakwaB<183F menurut
teorema 3, sehinggalP+1Q<180. Jadi postulat Wallis menyatakan bahwa dalam kasus
tertentu, jika dua garis bertemu dengan garis transversalggahmembentuk pasangan sudut
pada satu sisi garis transversal yang jumlah sudutnya kurantg@armaka dua garis tersebut
haruslah bertemu. Hal ini sangat serupa dengan postulat $8jajat. Tetapi postulat Wallis
menyatakan hal yang lebih lengkap, karena postulat tersebut rimeame JIR=[1C dan
proporsionalitas sisi dua segitiga tersebut. Tampaknya, postulais Wdlih pasti daripada
postulat Euclid, dan tidak rumit.

7. Percobaan Saccheri untuk Mempertahankan Postulat Euclid

Girolamo Saccheri (1667-1733) melakukan studi yang mendalam tentang geometri
dalam buku yang berjudul Euclides Vindicatus, yang diterbitkan di tahatnkeanatiannya.
Beliau melakukan pendekatan terhadap permasalahan pembuktian posajtat Beglid
dengan cara baru yang radik&rosedurnya ekivalen dengan mengasumsikan bahwa
postulat sgajar Euclid salah, dan menemukan kontradiks dengan penalaran logis. Hal
ini akan mensahkan postulat sgajar dengan menggunakan prinsip metode tak langsung.

Maksud Saccheri adalah studi segi empat yang memilikiyarsy sama panjang dan
tegak lurus dengan sisi ketiga. Tanpa mengasumsikan sebarangatpssiajar, beliau
melakukan studi mendalam tentang segi empat tersebut, yang gekigsabut dengan segi
empat Saccheri. Misalkan ABCD merupakan segi empat Sacchedardéig= BC dan sudut
siku-siku di A, B (gb 2.10). Saccheri membuktikan bahiw@&€ = [D, dan kemudian
mempertimbangkan tiga kemungkinan yang berhubungan dengan sudut C dan D:

1. hipotesis tentang sudut siku-siki@=0D=90)
2. hipotesis tentang sudut tumpalC=0D>90")
3. hipotesis tentang sudut lancipC=0D<9()

Presented by DwiJokoAsmoro, Misdalina, & MustikaSari 9



A B
Gambar 2.10

Jika postulat sejajar Euclid diasumsikan, maka hipotesis sudutilsikalsan terjadi
(karena postulat sejajar mengimplikasikan bahwa jumlah sudut sgbsegh empat adalah
360). Argumen dasar Saccheri sebagai berikut:

Tunjukkan bahwa hipotesis sudut tumpul dan hipotesis sudut lancip keduanya
membawa keadaan kontradiksi. Hal ini akan membentuk hipotesis sudut siku-siku yang
ekivalen dengan postulat sgjajar Euclid.

Sacchari membuktikan menggunakan sederetan teorema yang metagi&in yang
tepat, bahwa hipotesis sudut tumpul akan menghasilkan kontradiksi.

Beliau mempertimbangkan implikasi hipotesis sudut lancip. Diamyar ada sejumlah
teorema yang tidak umum, dua diantaranya kita nyatakan sebagai berikut:

Jumlah sudut sebarang segitiga kurang dari 180°.

Jika L dan M merupakan dua garis dalam bidang, maka salah satu dari sifat dibawah ini
dipenuhi:

a. L dan M berpotongan, dalam kasus dimana dua garis tersebut divergen dari titik
per potongan

b. L dan M tidak berpotongan tetapi memiliki garis tegak lurus yang sama dimana dua
garis tersebut divergen dalam kedua arah dari garis tegak lurus yang sama ter sebut

c. L dan M tidak berpotongan dan tidak memiliki garis tegak lurus yang sama, dimana
dua garis tersebut konvergen dalam satu arah, dan divergen pada arah lainnya.

Saccheri tidak memandang sebagai kontradiksi, meskipun beliau pikir harus
menganggap sebagai kontradiksi; dan bahkan diketahui pada masa sdiarasag teori
hipotesis sudut lancip Saccheri bebas dari kontradiksi seperti gedtnetid. Sebenarnya,
beliau membuktikan sejumlah teorema dalam bidang geometri non-gactiddikembangkan
kira-kira satu abad setel@wvlyai dan L obachevsky.

Tampaknya kepercayaan Saccheri pada Euclid ternyata menghyadanelakukan
perubahan logis menjadi geometri non-euclid. Upayanya untuk mempertah&uicid
ternyata suatu kegagalan, tetapi kesalahan besar dengan sedtagsatunya orang yang
memiliki kemampuan tak lazim dan dedikasi langka dapat mencapainya.

Latihan
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1. Buktikan postulat Playfair ekivalen dengan teorema sudut intealandberseberangan:
jika dua garis sejajar dipotong oleh garis transversal, sebaraaggaudut interior dalam
berseberangan yang terbentuk akan sama besar.

2. Beri kupasan mengenai bukti postulat sejajar Euclid yang dilbeniedalui argumen oleh
W. Bolyai (1775-1856):

Gambar 2.11
Diberikan titik P yang tidak berada pada garis L, PQ tegak Wengan L di Q, dan garis
M tegak lurus dengan PQ di P. Misalkan N merupakan sebarangngelakii P yang
berbeda dari M (gb 2.11). Tunjukkan bahwa N bertemu dengan L sehinggariyakan
satu-satunya garis yang melalui P yang sejajar denganshlkdn A sebarang garis antara

P dan Q. PerluagQ melalui Q hingga B. Misalkan AR tegak lurus dengan N di R dan

perluasﬁ melalui R hingga C. Maka A, B, C tidak terletak pada garis teatukan
sebuah segitiga. Misalkan Z merupakan lingkaran yang membatagga ini. Maka L dan
N merupakan bisektor tali busur yang tegak lurus dan haruslah bertemu di pusatnya

3. Beri kupasan mengenai pembuktian postulat sejajar Euclid di bawah ini

- .y
X
d
N
— Q >,
Gambar 2.12
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Diberikan titik P yang tidak pada garis L, PQ tegak lurus dengdirf. misalkan d adalah
jarak PQ dari P ke L. misalkan M adalah garis yang titikayta berada pada sisi yang
sama dari L sebagai titik P dan pada jarak d dari L. Jelaslalkeriuat P dan tidak bertemu
dengan L. Sekarang dimisalkan N adalah sebarang garis lainuimelaAkan kita
tunjukkan bahwa N bertemu dengan L. N melewati M dan memasuki daesaah Bihtlan
L, misalkan dikatakan pada daerah sebelah kanan dari garis PQkalkliXamerupakan
sebarang titik pada N yang berada di sebelah kanan garisMa®a karena X
mundur(menyusut) dari P, jarak dari X ke M akan meningkat tidak meriada. akhirnya
menjadi lebih besar dari d, jarak konstan dari titik M ke L. AkfarM juga harus bertemu
dengan L, dan tentu saja N bertemu dengan L. Oleh karena itu, lypakan satu-satunya
garis yang melalui P yang sejajar dengan L.

4. Beri kupasan mengenai pembuktian proposisi berikut ini; dua gartp tydek berjarak
sama pasti bertemu.

Gambar 2.13

Misalkan garis L tidak berjarak sama dari dari M. maka akan adaitduéd pada L
dengan jarak a dari M dan titik B pada L dengan jarak b dari M sedemikian seagga

b. misalkan kita katakan=ab. Misalkan c=a-b dan misalkan d adalah jarak AB. Karena
suatu titik bergerak melalui jarak d dari A ke B sepanjangdviknya pada L akan
menurun dikarenakan c. pilihlah X pada M dalam arah yang sama daibagai B

sedemikian sehingga AX adalah (a/c)d. maka karena suatu titik bedyparglin jarak

(a/c)d dari A ke X sepanjang M, maka jaraknya pada L menururedikiean (a/c)c=a.
Sehingga jarak dari X ke L adalah a-a=0, yakni M bertemu L di X.

Hal ini mengimplikasikan bahwa hanya ada satu garis melalui P yang
sgagjar dengan L, yakni garisyang melalui P yang berjaraknya sama dari L.

5. Beri kupasan mengenai pembuktian postulat sejajar Euclid dari A.M Legdiaéée1833):

Diketahui titik P tidak berada pada garis L, PQ tegak lurus padiad.dan garis M tegak
lurus dengan PQ di P. Misalkan N merupakan sebarang garis ydalgin® yang berbeda
dari garis M. Akan kita tunjukkan bahwa N bertemu dengan L sehingdarya satu-
satunya garis yang melalui P yang sejajar dengan L. TejaNsbertemu dengan L jika N
tegak lurus dengan L, sehingga dapat kita asumsikan N tidak tegakiémgesn L. karena
N berbeda dari M, pasti ada suatu titik R pada N sedemikianggetilfQPR’ adalah sudut
lancip. BentukJQPR yang sama dengalQPR dengan R’ berada pada sisi berlawanan PQ
dari R. maka Q berada didalanRPR’. Jadi, L memuat titik di dalamRPR’ dan harus
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bertemu satu dari sisi-sisinya. Jika L bertemu dengan Risiddtu saja N bertemu dengan
L. anggaplah L bertemu dengan sisi PR’ di A. pilih titik B pada BRi sedemikian

sehinggaPB = PA, makaAPQAAPQB( SAS) dariIPQB adalah sudut siku-siku. Jadi B
berada pada L dan N bertemu dengan L.

Ail’
P
- - M
R r
B
-~ P Q ;—L
Gambar 2.14

6. Beri kupasan mengenai pembuktian postulat sejajar Euclid berikut ini:

N
M P
R
¥ X
L 5 = -
Y' \
Xf
Gambar 2.15

Diketahui titik P tidak berada pada garis L, PQ tegak lurus aengali Q dan garis M
tegak lurus dengan PQ di P. Misalkan N adalah sebarang garisngéadgi P yang berbeda
dari M. Akan ditunjukkan bahwa N bertemu L sehingga M merupakan satu-sajanya
yang melalui P yang sejajar dengan L. Tentu saja N bertengadd. jika N tegak lurus
dengan L, sehingga dapat kita asumsikan N tidak tegak lurus denganena N berbeda
dari M, pasti ada suatu titik R pada N sedemikian sehinf@BR bukanlah sudut lancip.
Pilih titik X secara sebarang pada sisi PR d&piPR dan misalkan Y merupakan kaki tegak
lurus dari X pada sisi PQ daniQPR. Misalkan X menyusut tak berakhir, maka y menyusut

tak berakhir. Maka ada posisi Y'dari Y pada sisi PQ sedemikiaingga PY' > PQ .

Misalkan X’ merupakan posisi X pada sisi PR. Karéhd > PQ, titik P dan Y’haruslah
berada pada sisi yang berlawanan dari. Tetapi X’ dan Y’ bgyada sisi yang sama dari L,
karena Y'X' || L, jadi, P dan X’ berada pada sisi yang benteanadari L, dan garis N yang
menghubungkan titik P dan X’ haruslah bertemu di L.

7. Postulat sejajar Euclid secara tidak langsung menyatakanabahmlah sudut setiap
segitiga adalah 180 Apakah konversinya berlaku benar? Coba buktikan pernyataan ini,
tetapi jangan habiskan waktu saja tanpa persiapan yang cukup untukcahkame
permasalahan ini.
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