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Ïîëåçíû å ñâîéñòâà

Í åò, ïîæ àëóé, äðóãîãî òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå âñòðå÷àëîñü áû â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêå ñòîëü æ å ÷àñòî, êàê áåòà-ðàñïðåäåëåíèå. Äîñòàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî åãî ñïåöèàëüíûì
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Î òñþ äà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ∞→n  áåòà-ðàñïðåäåëåíèå ñõîäèòñÿ ê ãàììà-ðàñïðåäåëåíèþ .

Âîò åù å íåñêîëüêî ëþ áîïûòíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

1. Çíàìåíèòûé (ñì. êíèæ êó Â.Ô åëëåðà) çàêîí àðêñèíóñà: xarcsin
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2. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå: ( ) ( )1,1|x1,0xR Β= .

3. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: ( ) ( )1m,mnp1p,nm +−−Β=β .

À  âîò çíàìåíèòîå ñâîéñòâî ñèììåòðèè áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ: ( ) ( )a,bx11b,ax −Β−=Β .

Ï ðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ñàìûå ðàçíûå ñâîéñòâà. Í à
íèæ åñëåäóþ ù åì ðèñóíêå ïðèâåäåíû ãðàôèêè ïëîòíîñòè áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè íåñêîëüêèõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.
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Ãåíåðàöèÿ ñëó÷àéíû õ ÷èñåë

Ï óñòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà r1 è r2 íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0,1].
Ï îëîæ èì a 11 rs = , b 22 rs = . Åñëè 121 >+ ss , ïîâòîðèì âû÷èñëåíèÿ. Åñëè æ å

121 ≤+ ss , òî r =  s1/(s1+s2) ïîä÷èíÿåòñÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèþ  ñ ïàðàìåòðàìè a è b.

Âû ÷èñëåíèÿ

Ñòàíäàðòíîå ðàçëîæ åíèå ïëîòíîñòè â ðÿä Òåéëîðà è ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïðèâîäèò ê
ñòåïåííîìó ðÿäó
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êîòîðûé ôèãóðèðóåò âî âñåõ òåêñòàõ ïðî áåòà-ðàñïðåäåëåíèå. Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ äîâîëüíî
ìåäëåííî. Êðîìå òîãî, ìîæ åò âîçíèêíóòü ïåðåïîëíåíèå, êîãäà a è b âåëèêè (÷òî òðåáóåòñÿ,
íàïðèìåð, ïðè ïðèìåíåíèè F-êðèòåðèÿ ê áîëüø èì âûáîðêàì). Äðóãèå ðàçëîæ åíèÿ â ðÿä
ìîæ íî íàéòè â ãîðÿ÷î ðåêîìåíäóåìîì ñïðàâî÷íèêå Ì .À áðàìîâèöà è È .Ñòèãàíà "Ñïðàâî÷-
íèê ïî ñïåöèàëüíûì ôóíêöèÿì", Ì : Ì èð 1979.

Ãîðàçäî áîëåå ïîëåçíûì îêàçàëîñü ðàçëîæ åíèå íåïîëíîé áåòà-ôóíêöèè â öåïíóþ  äðîáü
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Õ àðàêòåð ñõîäèìîñòè åå ïîäõîäÿù èõ äðîáåé äîñòàòî÷íî ñëîæ åí, ïîñêîëüêó ÷ëåíû åå çâåíüåâ
àëüòåðíèðóþ ò. Î äíàêî, êàê ÷àñòî áûâàåò, ÷åòíûå ïîäõîäÿù èå äðîáè âåäóò ñåáÿ î÷åíü äàæ å
ïðèñòîéíî, ìîíîòîííî ñõîäÿñü ê íóæ íîìó ïðåäåëó. Ï îýòîìó â íèæ åñëåäóþ ù èõ êîäàõ â öèê-
ëå âû÷èñëÿþ òñÿ äâå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîäõîäÿù èå äðîáè: ýòî ïîçâîëÿåò â óñëîâèÿõ îñòàíî-

âà èìåòü äåëî ëèø ü ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè. Ñõîäèìîñòü âûñîêà ïðè 
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ñëó÷àå ïîòðåáóåòñÿ ïðîñóììèðîâàòü { }( )b,amaxO  ïîäõîäÿù èõ äðîáåé. Åñëè æ å
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+> , åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ñèììåòðèþ  áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ ïîèñêà êâàíòèëåé èñïîëüçóåòñÿ áèñåêöèÿ –  ìåòîä äåëåíèÿ ïîïîëàì îòðåçêà, ñîäåðæ àù å-
ãî êîðåíü.

Ï ðèâîäèìûå êîäû ñëåäóåò, åñòåñòâåííî, ðàññìàòðèâàòü ëèø ü êàê èëëþ ñòðàöèþ , õîòÿ è
ðàáîòîñïîñîáíóþ  âî âñåõ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷àõ, ñ êîòîðûìè ÿ ñòàëêèâàëñÿ. Åñëè æ å çàäà÷à
ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ îäíîé èç ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé – íåïîëíîé áåòà-
ôóíêöèè, òî ïðèäåòñÿ ó÷èòûâàòü ðàçíîîáðàçíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè (íàïðèìåð, î÷åíü ìàëåíüêèå
èëè î÷åíü áîëüø èå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ  a è b, ñîîòíîø åíèå ìåæ äó x è ïàðàìåòðàìè a è b
è ò.ï.). Äëÿ ðàáîòû ñ ïðèâîäèìûìè çäåñü êîäàìè íåîáõîäèìû ôóíêöèè, ñîäåðæ àù èåñÿ â
ôàéëàõ loggamma.h è loggamma.cpp.

Ô àéë betaDF.h:

/***********************************************************/
/*                   Beta distribution                     */
/***********************************************************/
#ifndef __BETA_H__                     /* To prevent redefinition           */

#define ENTRY   extern
#define LOCAL   static

class BetaDF {
   public:
      BetaDF(double u, double w);
      double value(double x);     // Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Beta(x|a,b)
      double quantile(double p);  // Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ: Beta(x|a,b)=p
   private:
      double a,b, logBeta;
      double fraction(double a, double b, double x);
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};

#define __BETA_H__                     /* Prevents redefinition             */
#endif                                 /* Ends #ifndef __BETA_H__           */

Ô àéë betaDF.ñpp:

/***********************************************************/
/*                   Áåòà-ðàñïðåäåëåíèå                    */
/***********************************************************/
#include <math.h>
#include <assert.h>

#include "BetaDF.h"
#include "logGamma.h"

BetaDF::BetaDF(double u, double w):
   a(u), b(w), logBeta(logGamma(a) + logGamma(b) - logGamma(a + b))
{
   assert(a > 0 && b > 0);
}

double
BetaDF::fraction(double a, double b, double x)
//
// Ñì. Abramowitz & Stegun,
//      Handbook of Mathematical Functions, 1964 [26.5.8]
//  Ì.Àáðàìîâèö, È.Ñòèãàí
//  Ñïðàâî÷íèê ïî ñïåöèàëüíûì ôóíêöèÿì (Ì: Ìèð, 1979)
//
//   Íåïîëíàÿ áåòà-ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â öåïíóþ äðîáü
//
//         i_beta(a,b,x) = x^{a}*(1-x)^{b}*fraction / a * beta(a,b),
//  ãäå
//
//                    1    d1   d2   d3   d4
//        fraction = ---  ---- ---- ---- ---- ....
//                    1+   1+   1+   1+   1+
//
//  Ïîäîõîäÿùèå äðîáè: A(n) / B(n)
//
//  ãäå
//        A(n) = (s(n) * A(n-1) + r(n) * A(n-2)) * factor
//        B(n) = (s(n) * B(n-1) + r(n) * B(n-2)) * factor
//  è
//        A(-1) = 1, B(-1) = 0, A(0) = s(0), B(0) = 1.
//
//  Çäåñü s(0) = 0 è ïðè n >= 1 s(n) = 1,
//  à r(1) = 1 è ïðè i >= 2
//
//        r(i) =  m(b-m)x / (a+i-1)(a+i)       êîãäà i = 2m,
//        r(i) = -(a+m)(a+b+m)x / (a+i-1)(a+i) êîãäà i = 2m+1,
//
//  factor - øêàëèðóþùèé ìíîæèòåëü, ïîçâîëÿþùèé èçáåæàòü ïåðåïîëíåíèÿ.
//
//  Èòàê, A(0) = 0 , B(0) = 1,
//        r(1) = -(a+b).x / (a+1)
//        A(1) = A(0) + r(1).A(-1) = r(1) = 1
//        B(1) = B(0) + r(1).B(-1) = 1
//
{
   double old_bta = 0, factor = 1;
   double A0 = 0, A1 = 1, B0 = 1, B1 = 1;
   double bta = 1, am = a, ai = a;
   double iter = 0, r;
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   do {
      /* íà÷èíàåì ñ i = 1, iter = 0, äàëüøå i ÍÅ÷åòíî   */
      ai += 1;
      r = -am * (am + b) * x / ((ai - 1) * ai);
      /* ïåðåñ÷åò A è B â äâà øàãà           */
      A0 = (A1 + r * A0) * factor;  /* i ÍÅ÷åòíî */
      B0 = (B1 + r * B0) * factor;
      /* çäåñü íà÷èíàåì ñ i = 2, iter = 1, äàëüøå i ÷åòíî */
      am += 1;
      iter += 1;
      ai += 1;
      r = iter * (b - iter) * x * factor / ((ai - 1) * ai);
      A1 = A0 + r * A1;     /* i ÷åòíî, A0 è B0 óæå øêàëèðîâàíû */
      B1 = B0 + r * B1;
      old_bta = bta;
      factor = 1 / B1;
      bta = A1 * factor;
   } while (fabs(old_bta) != fabs(bta));
   return bta * exp(a * log(x) + b * log(1 - x) - logBeta) / a;
}/*incBeta_fraction*/

double
BetaDF::value(double x)
//
// Âû÷èñëÿåò Beta(x|a,b):
//      âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
//      ïîä÷èíÿþùàÿñÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè 'a' è 'b',
//      ìåíüøå èëè ðàâíà 'x'.
//
{
   if (x <= 0)
      return 0;             /* ÍÅ îøèáêà!     */
   else if (x >= 1)
      return 1;             /* ÍÅ îøèáêà!     */
   if (x < (a + 1) / (a + b + 2))
      return fraction(a, b, x);
   else
      return 1 - fraction(b, a, 1 - x);
}/*value*/

double
BetaDF::quantile(double p)
//
// Èùåò òàêîå çíà÷åíèå 'x', äëÿ êîòîðîãî Beta(x|a,b) = p,
//      ò.å. ðàâíà 'p' âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
//      ïîä÷èíÿþùàÿñÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè 'a' è 'b',
//      ìåíüøå èëè ðàâíà 'x'.
//
{
   double fx, l = 0, r = 1, x = 0.5;

   assert(p >= 0 && p <= 1);
   if (p == 0 || p == 1) return p;

   do {
      fx = value(x);
      if (fx > p) r = x; else
      if (fx < p) l = x; else
         return x;
      x = (l + r)* 0.5;
   } while ((l!=x) && (r!=x));
   return x;
}/*quantile*/


