GuiaNo 3 Calculo Diferencial GruPo: I UNAD

Facultad de (Cliencias Pasicas chnologia e lngcnicria

DERIVADADE UNAFUNCIONENUNFUNTO

Dada una funcion £ (x), Yy considerado un punto a de su dominio, se llama derivada de

la funcién en ese punto, denotada como £ (a), al siguiente [imite:

fla + by — fia)
h

f{a) = lim
h—0)
I ste limite también Pucdc expresarse de las dos formas alternativas siguientes:

f'la) = lim L) ) = lim ai)
K—sal X —a Ax—0  Aw

ln’cchrC’cacién geométrica de la derivada

| a definicién de derivada tiene mucho que ver con el concepto de variacion

instantanea. Tcnicndo en cuenta que el cociente: f(b) f(a) expresa la Pcnclicn’cc

b

—da

de la recta que pasa por (a, f (a)) Y (b, F(b)), es lc’)gico pensar que si b y a estan muy

1




Préximos entre si, scParados por un valor h que tiende a cero, esta recta se

aProximaré alarecta tangente alafuncion en el Punto X = a.

Tal es la intchrctacién geométrica de la derivada de una funcion en un punto:

coincide con la Pcnclicntc delarecta tangente a la funcién en dicho Pun’co.

Y &

A

| aderivada de una funcién en un punto coincide con la Pendiente dela recta

f'(a) = tg

tangente a la funcién en dicho Punto-

chmplo

E_ncuentre una ecuacion de la recta tangente a la Parébola y= x*enel Punto (i ,l).

Solucién

_ 212 2 _ 2
i SR f(l):hm (A+h)’ =1 1+2h+h* =1 _ .. 2h+h
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
:§% +2+h=2

La ecuacion de recta y=y,=m (x—x,)



XY = (1’ 1) m =2

y=1 =2(x-1)
y=2x-2+1
y=2x-1

Ecuacién delarecta tangente

Dibujc |a Parébola Y muestre un segmento de larecta tangente en (i,i).
No olvide que en el Cjcrcicio anterior, la derivada de la funcion en un punto, es igual

ala Pcnclicntc dela recta ’cangcnte alacurvaenel Pun’co

DEFINICIONDE LARECTA NORMAL A UNA GRAFICA

La recta normal a una gréucica cn un PUﬂtO da&o cs la recta Pcrpcndicular a la recta

’cangen’cc en ese Pun’co.

E:jcmplo
E_ncucntrc una ecuacién de la recta normal a la Parébola y= x? en el Pun’co (i ,i).

Dibu'c la parabola 4y muestre un segmento de la recta tangente y otro de la recta
jeap Yy ) 2 9y

normal en el Punto (i )1 )

La recta normal a la gré]cica de f enun Pun’co, es Pcrpcn&icular alarecta tangente
en ese Pun’co.

Como la Pcnclicn’cc de larecta en (i, l) es 2 entonces la Pcndicn’cc de la recta norma

cn(i,i)cs _%

(chtas Pcrpcndiculares: mlmz=~l> Yy una ecuacion de la recta normal es:

y-1="Yx-n=y="Yx+3)



E:JCmPlO

Sea f(x)=2x+1.Encontrar f’(3)

'0) lim f(3+h2—f(3) lim 2(3+h)+1}: 2 (3)+1)
lim 6+2h+1-6-1 _ lim % PN f'(3):2

h—0 h h—0 h

N ota

Si hacemos x=c+h en la diferenciacion anterior, vemos que

si h >0, x = ¢ Luego podemos escribir

)t LD SO o F0=
h—0 h e Y—c
o) —tim FO=F©
x—c —c

E:JCmPlO
Sea f(x)=2x+1.Encuentre f’(3)
f,(?’) lin% f(x)— :{(3) lim 2x+1-(2 (3) +1
X x_

x—3 x_3
lim 270y 263

x—3 x_3 x—3 x_3

=lm =2 = f/3)=2

Activiclacl ProFunclizacio’n
TALLERN. 1

(sando la definicion calcula las derivadas de las funciones dadas; clcsl:)ués halla los

valores de las derivadas como se Pidc

L f@=4-2% f13) £, fO)
L f@=@-D*+L fED, £, @



FORMULAS DE DERIVADAS

Ejemplo
f(x)=c ¢ =constante
, . fx+h,. c—c
fo jim == dim =
Iim0=0
xh—0

() =0 Derivada de una constante =0

Ejemplo
sea f(x) =mx+b
mx+h)+b—mx—b mx+mh+b—mx—>b

£ lim I tim A
. mh .
%1{)%7:m = (mx+b) =m
Ejemplo
f(x) — xn ,
Fx) = limf()c+ h)— f(x) _ lim()c+h) - X
h—0 h h—0 h

_ n(n=1) ,_ nt
x11+nxn 1n+ ( )x112+.“+nxh +hn_xn
lim
h=0 h
4 nmn=-1 ,_ _ -
h|:nxnl+ (2 )xn 2h+.“+nxh112+hnl}
lim
h—0 h
f(x) =nx""
Ejemplo

f(x) =senx,

Fx) = limf(x +h)— f(x) _ limsen()c +h) — senx
h0 h 70

i €7 C08 h+ senh cos x — senx

iy :

. . senh
lim (senx cos h— sex)+lim cosx
h—0 h—0

. Ccos . senh
senx lim: cos xlim T =CoSXx

h—0 h h—0
(sen x)" =cos x

De igual forma (cos x) =—sen x



E:jcmplo

Dado lllm0 M =a ,determinar la derivada de
1—> x
f(x)=lux
In(x + k) —In x in 0
;o - T X
S ) %E:) h B }}f}; h
lu x(l hj

. X 1
Iim—————= hacemos a=— =

h—0 h X

. In(1+ah) 1
lim ——=a=—

h—0 h X

, 1
Asi (In)' =—
X

E:jcmplo
Dado llln% e" —1=1, determinar la derivada de
fx)=e"
, ) x+h _x ) eh _1
Sl =t i ==

Asi (e*) =e"
Caso Particular

Si f(x)=e™, TER
f(x)=re”

E:jcmplo

xlna

sea f(x) =a* ,comoa’ =e tenemos
(@) =E"™)=Inae™ =a“Ina

(a*Y=a"lna



Ejemplo

\ h)-1
Dado f(x) =logx =n= 1 lim n(x+h)—Inx

ln a h—0

1 1 1
=n—X—=
lua x xlna

Asi (log x)’ =

xlna
Activiclacl Pro{:unclizacio'n
TALLERN,2
oy =
Ax) =
3. (logx)'=
2
() =
5. (nx) =
(logx)" =
4
7 @xy =

TEOREMA

Sean f y g funciones definidas en el intervalo[a,b] . Supongamos que f y g son
derivables enx €[a,b]. E ntonces,
1.

f+g, fXxgtambién son derivables

o) [f+g®] = f 0+

b Tk o] = k7o)

o [rm#e] = g0+ g'w



Si g (x)#0 entonces % también es derivable

[f(x)j )+ g - f(x) g’ (v

= *en particular
g(x)

[lj » [s0]
g) &

Demostremos

b e Q)+ ) - (f +8)(x) _
(f"+8)(x)=lim P =

lim LM+t = f()—-g(x)

h—o h

iy LD B+ D=5 )

h—o

h—o

fx) +g'(x)
chmPlO
1. [Bx2=5)2x* —x)] =36x°—40x* —9x* +5

_ _ 2
5 D{?’f 5}: 3x 2?1-10)c2-4-21
x +7 (x=+7)

3 { 2 +§}_—8x3_i

. x+102 x! x?
4, D (3 sen x —2 cosx) =3cosx +2 senx
5. D (3sen 2x)= D, (6senx cosx)=6cos 2x

D (senx)=cosx
Sif (x) = cosx .entonces
flx+ h;— f(x)  lim cos(x+h)—cosx

=1

h—0 h

. cosxcosh—senxsenh—cosx
lim
h—0 h

. cosxcosh—cosx .. senxsenh
lim —lim
h—0 h h—0

) . cosh—1 . senh
lim cos x * lim —senxlim —— = —senx
h—0 h—0 h h—0 h

(cosx) — senx



D, (tanx) = DX(“’”} =
COS

_ (senx)’—cosx — senx(cos x)’

cos” x
_ COSXx—COSx — senx(—senx)

COS2 X

cos’ x+ sen’ 1 2
= > = =sec” x
cos” x cos

(tanx) =sec’® x

Activiclacl Pro{:unclizacio'n
TALLERNo3

E_jcrcicios

N

1. (cotx) = (secx) =

(cot7x) =

>

3. (cscx) =

5. (sen’x)= 6. (tanxsecx) =

D. senx _ 8. D, senx _
1-2cosx senx + cosx

0. Dx(seczxj 11.D}((1+senxj

X 1—senx

. Dx( cotx j
1—senx

REGLA DELACADENA

DERIVADA DE UNA FUNCION COMFUESTA (REGLA DE LA
CADENA)



NOTACIONFPARALAREGLAD ELACADENA

Sean y=f(u) y u=g(x)
dy _dy du
dx du dx

Sea y=f(x) y u=g(x)que determinan una funcion compuesta

y = f(g(x) = (fog)(x).
Si g esdiferenciable en x y f es difernciable en

u = g(x),entonces fog es derivable en x , y

(fog)' (x) = f(g(x)g'(x))
Esto es
D y=D, yDu

EJCITIPIO

Sea y = (2x* —4x+1)®

D.y=602x> —4x+1)” (4x—4)

((fog)' (x) = f'(g(x))g"(x))

Ahora consideremos la otra notacion: y=u® y u=2x*—-4x+1
Dyy =D y*Du

=60u> (4x —4) = 60(2x” —4x +1)(4x —4)
EJCITIPIO

D (cos3x) = —sen3x(3) = —3sen3x

D, (x* + senx)® = 6(x* + senx)(3x* + cos x)
D, (tan” x) = 2tan x * sec’

D, (sen’ (4x)) = sen” (4x)cos(4x) —4 =12sen’ (4x)cos4x

Nota: [ n el ejemplo anterior se hicieron mentalmente las sustituciones y se escribié

de inmediato la rcsPucsta.

Activiclacl Pro{:unclizacio'n
TALLER No#
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d ( 2x j d [x2+2x+lj

dx x+3 dx x> =2x+1
Lol 4 L —axr2)ox +1)

dx dx

d (Lj 6. %[3()8 —5)2x' - x)]

E x—1

7. 4 lsec3 2t—sec2t 8. i(sec2 xtan’ x)

dx 3 dx

d 4 4 d 2 4
9. —(cot t—csc t) 10.—[(3x —5)(2x —x)]

dx dx
11. 2¢ cot

2

12.i: a 13.i: tanx sen2x

dx 4— 2 dx
14.i:2tanx cos® x 15.i=(10g2 x)

dx dx

2

16.i:l sec’ 2t —sec 2t 17.i: x=7

dx 3 dx x+2

18. %: sen*(32=1)  19. %:(tanzx—x2)3

20. 4 = 4cos(sen3x)
dx

21 ()= (x> +4)° 22. f(x) = 4cos3x —3sendx
23.f(x) = (sec2 xtan’ x) 24. f(x) = sen*(cos2x)

DERIVADAS DE ORDEN SUFERIOR

E:jcmplo

y=x"+cotx
v i(xz cotx)z i()c2)+i(cot)c)= 2x—csc’ x
dx dx dx dx

i(5t4 - sect): i(5t4 )—i(sect) =20t> —sect tant
dt dt dt

11



DERIVADAS DE ORDEN SUFERIOR

Derivada f y leibniz
’ ’ d
Primera f y Dy o
dx
2
Segunda f’ y” D’y d 3}
dx
Tercera f y DX3 y 2}
dx
d4
cuarta fP% ¥ D!y i}
dx
enesima £ (x) y" D'y 'y
dxll
Si y=e"
D y=e"
D’.y=e"
D’.y=¢"
D*.y=e"

DERIVACION IMFLICITA

[recuentemente una funcion y = f(x) satisface una relacion (1)
F(x,y)=0 (2)

| a Cxprcsic'm (2) nos da en forma imPIfcita como funcion de x

- d , ,
SC trata dC encontrar d_y sS0n ncccsdacl dC CxPrcsar a, 5 como ]CUHCIéﬂ C{C X.
X

[~ s decircomo en la ecuacion (1). [ sto porque aveces es muy dificil &cspcjar o casi

imPosiblc de hacerlo.0
Los Cjcm]:)los que siguen lustran el Proce&imiento conociendo como: [Derivacion

lmPlfcita.

12



E:jcmplo
Calcular y' sabiendo que satisface la ecuacion.

x*y+xy=seny+1

Soclucion :

2xy+ x>y +y+xy =y'cosy
X’y +xy'=y'cosy=-2xy—y
V(x> +x—cosy)=—-2xy—y

,_ T2xy-y

y = x> +x—cosy#

x> +x—cosy
E:JCmPIO

& si x> +5y°=x+9
dx

Soclucion :

2x+15y2ﬂ=1
dx

dy
1592 Y —1-02x
Y

X
dy 1-2x
dx 15y°
EJCITIPIO

Encuentre la ecuacion de la tan gente ala curva y* — xy* +cos(xy) = 2
en el punto (0,1)

3y?y = (y* +2xyy") — sen(xy)[y + xy’] =0
En (x,y)=(0,)

3y*y =y = 2xyy’— y sen(xy) — xy’sen(xy) = 0
31)%y =17 = 2(0)(1)y” — 1 sen(0) — 0y’sen(0) = 0
3y’-1=0 = 3y'=1

(xy) =00 Y=}
y-1=Yx-0 =y=Yx+l

13



Activiclacl Pro{:unclizacio'n
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4, y =sec(tan x)

3
y=sen’x
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