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Clencias BAsicas Tecnologin e Inqenierin Facultad de
INTRODUCCION A LIMITES

Comenzamos con un ided intuitiva de una funcion con una

inter};remcién 3rzifim.
Consideramos LA fu neion:

2x? +x-3
f(x)=———F"—

(X)="=—
Observe que esta Juncion no esti definida cuande x=1; Esto
es T(X) no existe. Sin em]mrga I funcion esti definida para
cunlguier otro niimero real. Se investigari Los valores de la

funcién cuando x m;;raximn AT, pero sin lleﬁm A serl.

Tabla devalores f(x) cercanosat, pero menores quie [

x |0|0.85(05]075| 0.7 |0.97 | 0.927 | 0.9777 | 0.97777

FxY |3 35| 4 | 45 |4.5|4.975 | 4.7178 | 4.7998 | 4.17918

Tabla devalores f (X) cercanos A 1 pero mayores gue 1




X | Z |75\ 15| 1.25| 1.1 | 1.01 | 1.007 | 1.0007 | 1.00007

F) |7 | 65| 6 | 55 |5.2|502|5025|5.000Z | 5.0000Z

Observe que La tabLa conforme A x se Aproxima CAdA vez mis A

7, T(X)se acerca mas Y mhs a5,
Cuandox —»1, f(x)—>5

Esto es |f(x)—5| puede hacerse tan pequeiio como se desee
haciendo |X—5| Lo suficimtemmte Peﬂteﬁa Pero tenqm

fTBSEﬂ«tE que X nUNCA es 1.

Estn condicion puede escribirse en forma mis precisa

empleando dos simbolos para Las diferencins pequedis.

Los simbolos emplendos usualmente son de letras grieqas &
(epsilon) Y O (delta). De modo que se establece que pATA

cualquier numero & existen un numere O Pasitﬁ/a.

Seleccionada adecundamente, tal que si |X —]4 es menor gue O

Y |X—]4 20 o (estoes x # 1), entonces |f(X)—5| es menor gue
. Es impartnnte senAalar que ;Jrimera se eliqe £y que el valor

1o) c(epam(a del valor €.

Otra forma de expresar esto es:



PAra togo€ > 0, existen O >0 tal guesid < [x-1 <9

entvnces

Significado geométrico de £y o

Los vlores gl & se eligen Arbitraripmente y pueden ser

LAn peguesiv com 5z flesee, Y el valor qe O depenqle qel valor

elegigoqe €.

Como pAra cunlquier &>0 puede determinarse un 0>0 tal

que la Prnpasia’én:



3i0< |x=1| < 5 entonces |f(x)-5 < s cumpla se establece

que el limite f(x) canfarme x tiende A ser AproximAdA A T, es

iqual & 5, 0 expresado con el simbolo:

0bserve que esta ecuncion se tiene un nuevo uso del simbolo
“igunl " aquii m’ngv’m valor de x hace que f(X) tenga valor 5.
EL simbolo “iqual” es apropiade debido & que el Lado izgquierdo

esti escrito como IirTll f(x)=5
X—.

Iijem;:lo Sea f(x) = %

SOPZL iN__/




Tabla de valores cercanos A 0, pero mayores que 0.

X 7 0.5 0.7 0.07 0.001
Senx 0.54 0.95 0.997 | 0.2977 | 0.99977%
X
Tabia de valores cercanos a 0, perv menores gue 0,
X -1 0.5 0.1 -0.07 -0.007
Senx 0.54 0.95 0.927 | 0.9277 | 0.92997%
X
TEOREMAS 30BRE LIMITES

Bea n un entero Pésita ¢ una constante, f v q fwncimes con

Limites en A. Entonces.

limc=c

limx=a
limc f(x) =c lim f(x)
lim[f (x) + g(x)]=lim f (x) + limg(x)

lim[ £ (x) - g(x)]=1im f (x) - lim g(x)

lim[f(x) * g(x)]=lim f (x) *lim g(x)



f(X) B lim f(x)

X—a

=2 g(x)  limg(x)

dado que limg(x) =0

lim(f QI = [lim 1 (0]

limy/  (x) :n\/lim f(x),dadoque lim f(x) >0 cuando n es par

. lin f(x)
lim '™ =g *=

X—a

,Ejemrla Caleular:

"mr’ﬂ _Pe3 4 2
1§ x+8 1+8 ? 3
0. .
Natn:B indeterminado
Ejemplo Calcular:
. x?-25 ,
IXILTSI ~5 '™ puede aplicarse el teorema del limite de

un cociente, debido a quie Iin; (x-5) =0.

3Sin am}mrga, al fMtan'ZM el numerador se obtiene

x* - 25 _ (x=5)(x+5)

, como en el limite, se consideran Los
X=5 X—5

Valores de x cercanos A 5, perv sin tomar este valor, es ;Jasi}?le

Avidur el numerador y el denominador entre x-7.

2
asilim X225 im D=8 i s
X—5 X—-5 X—5 X—5 x—5



,Ejemrla Caleular:

. A X =2 0 .
IXIrTJ\/X_ 2 :6 Indeterminado c{eﬁia{a que lerg X—4=0, Nv se

puede aplicar Limite de un cociente.

Para Sim;alificm el cociente

Wx —2)(/x +2) CmX=4 111
X-HE2+2  os(x—HEX +2) e fx +2 4 +2 4

Ejemylo Calenlar:

. x*-8 0

||m 2—:—

xs2 X°—=X=2 0

im(x—2)(x2+2x+4)_ 22+2(2)+4_E_4

-2 (x=1)(x+1) 2+1 3

,Ejem;:la Calcular

. 1l-cosx O

lim = —

x—0 X 0

. (L—cosx)(1+cosx) ,.  1-—cos®x _sen’x .

lim 5 =lim — = lim ——*lim

x50 X“(1+ cosx) x>0 X“(L+C0SX) x>0 X x>0 14 COS X

. senx \’ . 1 , 1 1
lim | —— | lim =1 % ==
X0 X x>0 1+ COS X 1+1 2

,Ejem;;ta Caleular




l-cosx O

lim =

x—0 X 0

. (A-cosx)(l+cosx) . 1-cos®*x . sen®x 1
lim =lim = *

x50 X(L+ cos x) x>0 X(1+C0SX) x>0 X 1+ cosx
. senx . sen X 0 0

lim ——=*lim =1lx—=1x—=1%x0=0

x>0 X x>0 14C0SX 1+1 2

LIMITES LATERALES

Cuande una funcion salta como lo hace IX| en cada entero et
limite no existe en los puntos qades salta para todas Las

funcianas, resulta natural introducir Limites [aterales.

EL simbolo x> a* signifim que X se Aproxima A A por LA

derechi y X — & significa que x se Aproxima A A por LA

iZﬂA 1erdA.

DEFINICIONES:

Decir que el lim  f(x) =1 siqnifim que cuando x esti cerca
X

—a*

pero A La derecha de &, entonces f(x) esti cercade L

Decir que el lim f(x) =1 sigm'fim que cuAndo x esti cerca

X—a~

pero A laizquierda de A, entonces f(x) esth cercade L



,'Ej empla

Considere LA funcién f(x)= ||X||

4+ -0
3 = -0
2 == '_.::l
1._|_. ~

L1 1 1

— 1

1 2 3 a

im - 2

X—2

lim [x| no existe pero lim |x| =1y
X—2 X—2~

TEOREMA

im fx)=! dt yoolo s km_ flx)={ yim f(x)=I

Ejemplo
Hallar el valor de & para que

x3—4,x>1

lim f (x)exista si f(x
x—a 9 (){Bax+2,x£1

i =i —o = =—5
Debe ser que X"ﬂlf(x) !Lrpf(x) = -3=3a+2=>a A

TALLER N, 1



Caleular cadn vwno de los siquientes limites laterales, si

existen.
Iirr;(3x—7) Iirr;(x2+2x—1)
. 4x-5 . x?-25
lim lim
Xx—3 5)(_1 x>5 X—5
.35 -8s-16 _y*+8
lim———— lim
s24 25° —0s+4 y>-2 Yy 42
2_
li 8r+1 lim 2y—9
1\ r+3 y>3\2y“+7y+3

lim lim

x>l x—=1 5 745

. 3x-1 . [x*=3x+4
lim 5 lim 5

x> 9x° -1 r-4 | 2x° —x-1
Iim&—l

x>l x—1

Nota

Este taller debe ser incluido dentro del portafolio el cunl seri

revisado al final del semestre.
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