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Métodos de Integracion
* Integracion por Partcs
* Funciones trigonometricas
* Sustitucion trigonometricas
* Fracciones Parciales

e Sustituciones csPcciales

Cuando la antiderivada (integral) de ciertas funciones no son

inmediatas o no se Pueclen hallar por el método de cambio de

variable (sustitucion) anterior, debemos usar otros métodos.

lntegracién por Partcs

Tomemos dos funciones derivables f(x), y, g(x), hallamos la

derivada ClCl PrOClUCtO ClC las CIOS.

d%[f () g(x)] = £ (x)- g'(x) + g(x)- f'(x)

Despejemos f(x) : g’(x) tenemos.

f(x) g'(x)= a%[f(x)-g(x)]— g(x)- f'(x) integramos a ambos

lados




[0 dv= [ [F(0-g(0] dx = [0 () d

Si el concePto de integral esta bien claro sabemos que la
integral de la derivada son oPeraciones inversas , es decir la

integral de la derivada de una funcion es la funcion tenemos

que.
fd%[f(x)’g(x)] dx = f(x) g(x)
Entonces

) g(x) de= f(x) g(x)- [gx)- f(x) dx

Esta es una formula para integrar ciertas funciones que
generalrnente son el Proclucto de dos funciones, como por
ejeml:)lo un Polinomio por una trigonometrica, un Polinomio por

una exPonencial, trigonometrica por logari'trnica

Simpliticanclo la formula anterior llegarnos ala exPresic')n que

aparece en todos los libros de calculo.
Sea

u= (x), v=g(x) diferenciando tenemos

du= f ’(x) dx dv=g(x) dx reemplazando
Tenemos fu dv =u-v—fv du

Ejemplo



f xe' dx
Sihacemos

U=Xx du = dx
dv=e" dx

fdv=fexdx v=e'

fxex dx=xex—fexdx=x e'—e' +c¢
2.

2
fx sec”x dx

u=x , dv= sec’x dx
du = dx ,v=fseczx dx =tg x =
fx sec’x dx = x tg x—ftg x dx

senx

dx

=* 8 x_fCOSX

=x tg x—Infsecx|+c
3.

fex cosx dx

u=cosx ,dv=e'dx

X

du=-senx dx ,v=e

f e’ cosx dx =

e’ cosx + f e‘senx dx de nuevo por portes
e’ cosx x + u=gsenx , dv=e'dx

e’ cosx x + du=cosx ,v=e"

e’ cosx +[exsenx—fex COSX dx]

La mueva integral es la inicial, entonces la posamos al lado

izquierclo eFectuamos la suma 9 despejamos asi:



2fe"cosx dx = e cosx+e'senx o sea

e’ cosx +e'senx
+c
2

fe"cosx dx =

Método lntcgracién de Funciones Trigonomctricas.

Debemos repasar identidades trigonometricas que se usan en

este método son:

sen’x +cos’x =1
sen’x =1-cos” x
cos’ x =1-sen’x
tg’x +1=sec’ x
tg’x =sec’ x -1
l+cot’x=csc’x

ctg’x =csc’—1

senx = , COSx= , Igx=——
CcsSC X secx ctgx
1-cos(2x 1+ cos(2x
sen2x=+ , oszx=+

Veamos Primero las funciones trigonometricas que tienen

antiderivada (integral) inmediata.
E':J'crci cios

1. fcosx dx , cual es la funcion que al derivarla da cos x?.

Es sen x entonces

fcosx dx = senx + ¢

porqued—(senx + C) =cosx+0=cosx
X



fsenx dx =-cosx+c

d%’c(—cosx +¢) = —(-senx) + 0 = senx

3. fsech dx =tgx+c
4. fcchx dx =-ctgx+c

5. fsecx tgx dx =secx+c

1
6. f 5 1dx= 1g”'x +c recuerde que g se lee
X+

arcotangente X O INverso tangente X

7- f%= sen”'x + ¢

fL=sec‘lx+c
xvVx® -1

Ahora veamos unas funciones trigonometricas que se

Pueclen integrar por el método de cambio de variable

E':J'crcicio:
f senx +cosx dx U= senx
9. du=cosx dx
2
u
fu du=—+c¢
2
fsen2x -cosx dx U= senx
10. du=cosx dx
3 3
) u sen’x
fu du=—+c = +c
3 3



fsen3x -cosx dx U= senx

11. du=cosx dx
4

fu3 du=MI+c

sen4x

4

POCICITIOS generalizar:

1
0 sen""x
fsen X -cosx dx =———
n+l

1. También cuanclo Cl CcOseno ClCVEﬂClO a cualquier

exPonente esta multiplicaclo por sen seria:

5
fcos Xx-senx dx ; U=COSX
du = senx dx

s u® cos’® x
—fudu=——+c =-———+c¢
6 6

POCICITIOS generalizar:

. —cos"* x
fcosx-senx dx =— +¢
n+1

Cuando la funcién seno esta elevada a cualquier Potencia y
la funcidon coseno esta elevada a una Potencia IMPAR

Procedemos asi:

5 3 5 2
fsen X -cos x dx = fsen X *COS"x cosx dx



Nota: Rebajamos una unidad al cxPoncntc del

coseno.

5 5
fsen xcos’x dx = fsen x -cos’x cosx dx ; reemplazamos cos’ x =1-sen’x
fsensx(l—senzx) cosx dx ; suprimimos()
fsensx cosx dx —fsen7x cosx dx

S€I’l6X S€n8X

6 8

+C

Cuando la funcion coseno esta elevado a cualquier
Potencia y la funcién seno esta elevada a una Potencia

IMPAR Procedemos asi:

14.
fcos4 x-sen’x dx

Nota: Rebajamos una unidad al cxPoncntc del

SENOo.

f cos’ x-sen*x senx dx reemplazamos sen’x =1-cos” x
4
y elevamos al cuadrado porque tenemos sen”x
2
f cos’ x(l—cos2 x) senx dx efectuamos el cuadrado
f cos’ x(l —-2cos” x + cos* x)senx dx  suprimimos()
fcos“x senx dx —2fcos6x senx dx + fcosgx senx dx

—cos’ x —cos’ x
-2 —COoSC
5 7




Cuando la funcién seno o coseno esta elevado a

una PAR usamos la IDENTIDAD DE ANGULOS

DOBLES.
sen’x = 1—Ls(2x) ocoszx=1+LS(2x)
2 2
15

f sen’x dx usamos la identidad
f 1- cos(2x)
2

1 . .
dx sacamos > de integral y suprimimos ()

1 1
— Jdx —— | cos(2x)dx ,laintegral de dx es inmediata
5 J dx =5 [eos(2x) g

%fdx —%fcos(2x)dx Jlaintegral de dx es inmediata y la de cos(2x) es sen(2x)

l X - —senx(2x) +c
2 4

Vamos a la integrales de funciones tangente, cotangente,

secante ycoseca nte.

. . senx
f tgx dx ,usamos la identidad tgx
COSX
senx . .
f dx, hacemos cambio de variable
COSX
U =COSX
du — senx dx
16. du

- —= —1n|u| +¢c = —1n|cosx| +c
u

tambien se puede escribir como

du n
—f —=ln‘cos ‘+c
u

In

+c = lInfsecx|+c

COSx




Usanclo una ClC las Propieclacles ClC lOS logaritmos

Inx"=n Inx

17.

f tg°x dx usamos la identidad tg*x =sec’x -1

f(seczx—l) dx=fseczx dx - fdx= 1gx—-x+c
18.

f tgx sec’x dx
u=1gx

2
du=sec”x dx
2
u
fu du=7+c = 2" +c

19.

ftgsx-sec2x dx
u=1tgx

du=sec’ x dx

6 6
qu du = u—+c =>ti+c
6 6

20.

2
ftgéx sec’x dx
u=1gx

du =sec’ x dx

fu% du=§ u%+c =§tg%x+c



Cuando tangente esta elevada a cualcluicr
Potencia multiplicada por secante elevada a una

Potencia PAR.

21.

f tg’x sec* x dx, rebajamos dos unidades al exponente de

la secante.

ftg3x sec’ x dx

Tangente Yy secante con exPoncntcs IMPARES

22.

f tg’x sec’ x dx rebajamos una unidad a ambos exponentes
ftgzx sec’x tgx secx dx usamos tg’x=sec’x -1
f(seczx—l)seczx tgxsecx dx

fsec4x 1gx secx —fsech tgx secx dx
U=secx

du=secx tgx dx
5

fu4 du —fu2 du =L % e
5

sec’x sec’x
5 3




Secante elevada e una Potcncia PAR
23.

f sec*x dx rebajamos dos unidades al exponente

f sec’x sec’x dx usamos la identidad sec’x =tg’x +1
f(tg2x+ 1)sec2x dx

ftgzx sec’ x dx +fseczx dx

3

1g°x
3

+1gx+c
Secante elevado e una Potcncia IMPAR
24

fsec3x dx =secx tgx —ftg2x secx dx
=secx tgx—f(sec2x—1)secx dx
=Ssecx tgx—fsec3x dx +fsecx dx
=secx tgx—fsec3x dx +In[sec.x + 1gx|
2fsec3x dx =secx fgx+ Inlsecx +1gx|+c

secxtgx  Insecx + rgx|
+ +

f sec’x dx = c
2 2
Artificio matematico para

sec x(sec x + 1gx)dx
f secx dx = f S

2
sec” x + sec xtgx
= f & dx
Sec X + 1gx

sec x(secx + 1gx)dx
f secx dx = f sec xtgx

2
sec” x + sec xtgx
= f & dx
Sec X + 1gx



U=Secx+tgx

du = (secx +1gx + sec’ x)dx

f@ = Infu|+ ¢ = Insec x + 1gx| + ¢
u

METODO POR SUSTITUCION

TRIGONOMETRICA

Este es un método basado en cambios de variables
especiales con funciones trigonometricas, se Presentan

tres casos:

CASO |

Cua l’lClO le Presentan integra ﬂClOS con radicales

2 2
Ya =b~ , se hace x=a sen0

dx=a cosf do

25.

f\/4—x2 dx , se hace x=2 senf

dx =2 cosO db

f \4 - 4sen’6 2cosH do _

4sen’O

1/ 4(1- sen20 cosf dG

2sen

1-sen’0 cosf dO cos’ O cosfO db
f“ . :

2
sen-0

2
sen-0

fw=fctg20 do = [(csc>0-1)d0 =-cot -0

sen-0



Debemos escribir la respuesta en funcion de x para la
cual usamos un triangulo recténgulo cuyos elementos se

obtienen asi:

Eneste triangulo ha”amos

cateto adyacente

cogl =
cateto opuesto
/ 42

ctgl = NEmr

X
tambien hallamos el angulo 0 de

senf = i = 0= sen_'(f)
2 2

La respueta queda asi:

4-x° _l(x)
- - sen | —|+cC
X 2

CASO 11

Cuando se tienen integrales con un radical de la forma

a’+ x’ el cambio de variable es

x=a tgl , dx=a sec’0 db



f x dv x =3tg0

dx =3sec’0 dO

reemplazamos en la integral

f3tg9-3sec26 _9f tg0 sec’0 dO
91g°0 +9 91’0 +1)
1g0 sec’0 dO 9 ,tgBsec’O db

o RO LA L

V9sec’ 6

3[ 180 secO dO=3secO+c

secO

Despeja mos

cateto opuesto

tgf en x=3tg0= tg9=£=
3 cateto adyacente

Eneste triangulo recténgulo

hipotenusa

1g0 en x=3tg0= secO=
cateto adyacente

2 [ 2
9+ x =3sect9+c=39%+c =19+ x* +¢

3

CASO I

Cuando se tienen integrales con radicales de la forma

x*—a* el cambio de variable

x =asect
dx =asect tgf do



27.

dx
f— como la constante a’ es 3=a=\/§
x*x? =3

x=1/3secO

dx =/3sech 1g0 do

[ \3sech 120 do
(w/§)4 sec* O/3sec?6-3
V3 ¢ sect 1g0 do
9 7 sect 9\/3(8602 0- 1)
ﬁf secB tg0 dO 1 psecO tg0 do

9 Sec4 9\/3 tg20 9 SCC4 0 tg@

1 do 1 3 1 2
- =—]cos’0 dO=— | cos" 0 cosf db
9fsec39 9f 9f

éf(l—senze)cose d0=éfcos@ do

lfser12(9 cosO db
9

1 1 sen’0
—senf ——

9 9 3

1

—senf —Lsen39+ c
9 27

como
x  hipotenusa

x=13 secO =>secO=—
\/5 adyacente

senl = la respuesta queda
X
3
C1Ax*-3 1(Ax*-3
9 «x 9 X




