Cálculo Proposicional

1. PROPOSIÇÃO

Chama-se sentença ou proposição todo o conjunto de palavras ou símbolos que exprimem um pensamento de sentido completo. 

Exemplos de proposições:

1. A lua é um satélite da terra.

2. 3 x 5 = 5 x 3

3. Duas retas de um plano são paralelas ou incidentes.

4. Se Pedro estuda, então tem êxito na escola.

5. Vou ao cinema se e somente se conseguir dinheiro.

Na lógica, restringimo-nos a uma classe de proposições, que são as declarativas e que só aceitam dois valores: verdadeiro(V) ou falso (F), um excluindo o outro. 
A lógica matemática adota como regras fundamentais os dois seguintes princípios ou axiomas:

( I ) PRINCÍPIO DA NÃO CONTRADIÇÃO: uma proposição não pode ser verdadeira e falsa ao mesmo tempo.

( II ) PRINCÍPIO DO TERCEIRO EXCLUÍDO: qualquer proposição é verdadeira ou é falsa, não podendo ser nada mais do que isso.

Por exemplo, as proposições de 1 a 5 são verdadeiras, mas as 3 proposições seguintes são falsas:

• Vasco da Gama descobriu o Brasil.

• Dante escreveu os Lusíadas. (Obs: Camões escreveu “Os Lusíadas”).

• ¾ é um número inteiro.

As proposições são geralmente designadas pelas letras latinas minúsculas p, q, r, s... (sem índices ou acentos).

1.1. Valores Lógicos das Proposições

Diz-se que o valor lógico de uma proposição   p   é verdade quando   p   é verdadeiro e falsidade quando   p   é falso. Os valores lógicos verdade e falsidade de uma proposição designam-se abreviadamente pelas letras   V   e   F   (ou pelos símbolos 1 e 0, respectivamente).

Assim, o que os princípios da não-contradição e do terceiro excluído afirmam é que:

“Toda proposição pode assumir um, e somente um, dos dois valores: F ou V “.

Exercício 1: dar os valores lógicos das proposições abaixo, isto é, atribua V ou F para cada uma delas.

a) 3+5=8

b) A lua é um satélite da terra.

c) Colombo descobriu o Brasil.

d) Pedro Álvares Cabral descobriu a Colômbia.

e) o número 11 é primo.

f) (8-3)2 = 82 - 32

g) Um número divisível por 2 é par

h) 1 e -1 são raízes da equação x2-1=0

1.2 – Proposições simples e proposições compostas

As proposições podem ser classificadas como simples ou compostas.

A proposição simples é aquela que não contém nenhuma outra proposição como parte integrante de si mesma. São geralmente designadas pelas letras latinas minúsculas p, q, r, s... (sem índices ou acentos).
A proposição composta é formada pela combinação de duas ou mais proposições simples através de um elemento de ligação denominada conectivo. São geralmente designadas pelas letras latinas maiúsculas P, Q, R, S... (sem índices ou acentos). Ex.:

	Proposições  simples

p : Zenóbio é careca.

q: Pedro é estudante

r: O número 25 é um quadrado perfeito
	Proposições compostas

P: Zenóbio é careca e Pedro é estudante

Q: Zenóbio é careca ou Pedro é estudante

R: Se Zenóbio é careca, então é feliz


As proposições compostas são também chamadas de fórmulas proposicionais. Constrói-se uma proposição composta a partir de duas ou mais proposições simples e do uso de conectivos.

1.3 – Conectivos

Chamam-se conectivos as palavras usadas para formar proposições compostas a partir de proposições simples.

Ex.:

P :  O número 6 é par e o número 8 é o cubo do número 2

Q : O triângulo ABC é retângulo ou o triângulo ABC é isósceles

R : Não está chovendo

S : Se Jorge é engenheiro, então sabe matemática

T : O triângulo ABC é eqüilátero se e somente se é eqüiângulo

Podemos considerar como conectivos usuais da lógica as palavras grifadas, isto é:

E, Ou, Não, Se ... Então..., ... Se e somente se... (sse)

Exercício 2: dentre as proposições abaixo, quais são SIMPLES  e quais são COMPOSTAS:

a) O número 3 é maior que o número 5.

b) A terra é um planeta

c) 8*7 = 56

d) 3 + 5 <> 5 + 3

e) Se chover hoje, então a rua ficará molhada.

f) O sol brilha e queima as plantas.

g) Jorge é gaúcho ou é Catarinense.

h) Um triângulo é retângulo se e somente se tem um ângulo reto.

i) Se um triângulo é retângulo, então, dois de seus lados são perpendiculares

1.4 – Tabela-Verdade

Construção das tabelas - verdades: segundo o princípio do terceiro excluído, toda proposição simples p é verdadeira ou é falsa, isto é, tem o valor lógico V (verdade) ou o valor lógico F (falsidade).

	p

	V

	F


O valor lógico de uma expressão composta depende unicamente dos valores lógicos das expressões simples que compõem a mesma. Admitindo isso, recorre-se a um dispositivo denominado tabela – verdade para aplicar este conceito na prática.

Na tabela – verdade figuram todos os possíveis valores lógicos da proposição correspondentes a todas as possíveis atribuições de valores lógicos às proposições simples componentes. Assim, por exemplo, uma proposição composta cujas proposições simples componentes são p e q pode ter as possíveis atribuições:

	 
	p
	q

	1
	V
	V

	2
	V
	F

	3
	F
	V

	4
	F
	F


Neste caso, as combinações entre os elementos são: VV, VF, FV e FF. As tabelas - verdade são construídas como arranjos dos elementos componentes, e como um elemento pode receber somente os valores V ou F, o tamanho de uma tabela é dado pela quantidade de elementos combinados.

No caso de uma proposição composta com 3 elementos, teríamos 8 combinações possíveis:

VVV, VVF, VFV, VFF, FVV, FVF, FFV, FFF

	 
	p
	q
	r

	1
	V
	V
	V

	2
	V
	V
	F

	3
	V
	F
	V

	4
	V
	F
	F

	5
	F
	V
	V

	6
	F
	V
	F

	7
	F
	F
	V

	8
	F
	F
	F


Observação 1: a ordem das letras pode ser diferente e a combinação entre as letras também pode ser diferente da apresentada acima. Deve-se somente tomar o cuidado de não repetir duas combinações (2 linhas c/ VVF, por exemplo).

Observação 2: Para construirmos as tabelas – verdade podemos usar as seguintes regras:

- O número de linhas sempre depende do número de elementos combinados, e como uma preposição pode assumir os valores V ou F, o número de linhas de uma tabela – verdade é dado por 2n.

1 elemento : 21 linhas = 2 linhas

2 elementos: 22 linhas = 4 linhas

3 elementos: 23 linhas = 8 linhas

4 elementos: 24 linhas = 16 linhas

- Para construir a tabela inicia-se sempre atribuindo V, F,V, F,... para o elemento mais à direita da tabela, V, V, F, F,... para o segundo elemento da direita para a esquerda, V, V, V, V, F, F, F, F, ... para o terceiro elemento à partir da esquerda e assim, sucessivamente.

Exercício 3: construa uma tabela – verdade para 4 elementos: p, q, r, s.
1.5. Notação

O valor lógico para uma proposição simples p indica-se por V(p). Assim, exprime-se que p é verdadeiro escrevendo: V(p) = V.

Analogamente, pode-se exprimir que a proposição p tem o valor falso utilizando-se V(p) = F.

Considerando, por exemplo, as seguintes proposições simples:

p: O Sol é verde

q: um hexágono tem 6 lados

r: 2 é um número ímpar

s: um triângulo tem 4 lados

Tem-se:

V(p)=F 

V(q)=V 

V(r) =F 

V(s) =F

2. OPERAÇÕES LÓGICAS SOBRE AS PROPOSIÇÕES

Quando pensamos, efetuamos muitas vezes certas operações sobre proposições, chamadas operações lógicas. Estas obedecem a regras de um cálculo, denominado Cálculo Proposicional, semelhante ao da aritmética sobre números. Serão apresentadas, a seguir, as operações lógicas fundamentais do cálculo proposicional.

2.1 Negação (~)

Chama-se negação de uma proposição p a proposição representada por “não p”, cujo valor lógico é verdade (V) quando p for Falso e falsidade (F) quando valor de p é verdadeiro. Assim, “não p” tem o valor oposto do valor de p.

A negação de p indica-se com a notação “~p”, e é lido como “não p”.

O valor lógico da negação de uma proposição é definido por uma tabela – verdade muito simples:

	p
	~ p

	V
	F

	F
	V


Ou seja:       ~V = F,            ~F = V e

                          V (~ p)  = ~ V(p)

Exemplos:

(1)
 p: 2 + 3 = 5 (V)          e
~p: ~(2 + 3 = 5) (F)

V (~p) = ~V(p) = ~V = F

(2) 
q: 7 < 3 (F)

 e
 ~q: ~(7 < 3) (V)

V (~q) = ~V(q) = ~F = V

(3) 
r: Roma é a capital da França (F)

V (~r) = ~V(r) = ~F = V

Na linguagem comum a negação efetua-se, nos casos mais simples, antepondo o advérbio “não” ao verbo da proposição dada. Assim, por exemplo, considerando a proposição:

p : O Sol é uma estrela

sua negação é :

~p : O Sol não é uma estrela

Outra maneira de efetuar a negação consiste em antepor à proposição dada expressões tais como “não é verdade que”, “é falso que”. Assim, por exemplo, considerando a proposição:

q : Carlos é mecânico sua negação é :

~q : Não é verdade que Carlos é mecânico

Deve-se tomar um pouco de cuidado com a negação, porque, por exemplo a negação de “Todos os homens são elegantes” é “Nem todos os homens são elegantes” e a de “Nenhum homem é elegante” é “Algum homem é elegante”.

2.2. Conjunção (^ )

Chama-se conjunção de duas proposições p e q a proposição representada por “p e q”, cujo valor lógico é a verdade (V) quando as proposições p e q são ambas verdadeiras a falsidade (F) nos demais casos.

Simbolicamente, a conjunção de duas proposições p e q indica-se com a notação: “p ^ q”, que se lê: “p e q”.

O valor lógico da conjunção de duas proposições é, portanto, definido pela seguinte tabela – verdade:

	p
	q
	p ^q

	V
	V
	V

	V
	F
	F

	F
	V
	F

	F
	F
	F


ou seja, pelas igualdades:

V ^ V = V, 
V ^ F = F, 
F ^ V, 
F ^ F = F 


e

(p ^ q) = V (p) ^ V (q)

Exemplos:

(1) 
p: A neve é branca (V)
           q:  2 < 5 
       (V)
            p ^ q: A neve é branca e 2 < 5 (V)

           V (p . q) = V(p) . V(q) = V . V = V

(2) 
p: O enxofre é verde (F)
q: 7é um número primo  (V)
p ^ q : O enxofre é verde e 7 é um número primo (F)

V (p ^ q) = V(p) ^ V (q) = F ^ V = F

2.3. Disjunção ( v  )

Chama-se disjunção de duas proposições p e q a proposição representada por “p ou q”, cujo valor lógico é a verdade( V ) quando ao menos uma das proposições p e q é verdadeira e a falsidade (F) quando as proposições p e q são ambas falsas.

Simbolicamente, a disjunção de duas proposições p e q indica-se com a notação: “p v q”, que se lê: “p ou q”.

O valor lógico da disjunção de duas proposições é, portanto definido pela seguinte tabela – verdade:

	p
	q
	p  v  q

	V
	V
	V

	V
	F
	V

	F
	V
	V

	F
	F
	F


Exemplos:

(1)
p: Paris é a capital da França
 (V)
q:  9−4=5
(V) 

p v q: Paris é a capital da França ou 9 – 4 = 5
 (V)

V (p v q) = V(p) v V(q) = V v V = V

(2) 
p: Camões escreveu os Lusíadas
(V)
q: 2−2=1  
(F)
p v q : CAMÕES escreveu os Lusíadas ou 2 + 2 = 3 (V)

V (p v q) = V(p) v V(q) = V v F = V

(3) 
p: Roma é a Capital da Rússia
(F)
q: 5/7é uma fração própria

(V) 
p v q : Roma é a capital da Rússia ou 5/7 é uma fração própria 
(V)

V (p v q) = V(p) v V(p) = F v V = V

2.4. Disjunção Exclusiva ( v)

Na linguagem comum a palavra “ou” tem dois sentidos. Assim, p. ex., consideremos as duas seguintes proposições compostas:

p : Carlos é médico ou professor

q: Mário é alagoano ou gaúcho

Na proposição   p   se está a indicar que uma pelo menos das proposições “Carlos é médico”, “Carlos é professor” é verdadeira, podendo ser ambas verdadeiras: “Carlos é médico e professor”. Mas, na proposição   q  , é óbvio que uma e somente uma das proposições “Mário é alagoano”, “Mário é gaúcho” é verdadeira, pois, não é possível ocorrer “Mário é alagoano e gaúcho”.

Na proposição   p   diz-se que “ou” é inclusivo, enquanto que, na proposição   q  , diz-se que “ou” é exclusivo.

Assim sendo, a proposição   p   é a disjunção inclusiva ou apenas disjunção das proposições simples “Carlos é médico”, “Carlos é professor”, isto é:

P: Carlos é médico + Carlos é professor

A proposição   q   é a disjunção exclusiva das proposições simples “Mário é alagoano”, “Mário é gaúcho”, isto é:

q: Mário é alagoano  v  Mário é gaúcho

De um modo geral, chama-se disjunção exclusiva de duas proposições p e q a proposição representada simbolicamente por “p v q”, que se lê: “ou p ou q” ou “p ou q, mas não ambos”, cujo valor lógico é verdade (V) somente quando p é verdadeira ou q é verdadeira, mas não quando p e q são ambas verdadeiras, e falsidade(F) quando p e q são ambas verdadeiras ou ambas falsas.

O valor lógico da disjunção exclusiva de duas proposições é definido pela seguinte tabela – verdade:

	p
	q
	p V q

	V
	V
	F

	V
	F
	V

	F
	V
	V

	F
	F
	F


2.5 Condicional (()

Definição: chama-se condicional uma proposição representada por “se p então q” cujo valor lógico é falsidade (F) quando p é verdadeira e q é falsa e verdade (V) nos outros casos.

Simbolicamente, a condicional de duas proposições p e q indica-se com a notação “p(q” e pode ser lida das seguintes formas:

I. p implica q

II. se p então q

III. p é condição suficiente para q

IV. q é condição necessária para p

Na condicional “p(q” , diz-se que p é o antecedente e o q o conseqüente. O símbolo “(” é chamado de implicação.

Considere o seguinte exemplo:

João trabalha em uma estação meteorológica e faz a seguinte afirmação no dia 03 de março:

Se a umidade subir acima de 90 %, então choverá em menos de 24 horas

p: A umidade sobe acima de 90 %                         q: Choverá em menos de 24 horas.

O condicional não afirma a veracidade do antecedente e do conseqüente, mas a

relação existente entre eles.

Ex2.: Se João é Engenheiro, então sabe matemática.

A tabela – verdade da condicional de duas proposições é, portanto:

	p
	q
	p -> q

	V
	V
	V

	V
	F
	F

	F
	V
	V

	F
	F
	V


2.6 Bicondicional ( ( )

Definição: chama-se bicondicional uma proposição representada por “p se e somente se q” cujo valor lógico é verdade (V) quando p e q são ambas, verdadeira ou falsas.

Simbolicamente, a bicondicional de duas proposições p e q indica-se com a notação “p ( q” e pode ser lida das seguintes formas:

i. p é condição necessária e suficiente para q

ii. q é condição necessária e suficiente para p

iii. p se e somente se q (será mais utilizado) podendo ter a abreviação “p (q”.

A tabela – verdade da bicondicional de duas proposições é, portanto:

	p
	q
	p ↔ q

	V
	V
	V

	V
	F
	F

	F
	V
	F

	F
	F
	V


Quando se tem uma bicondicional p « q, na verdade implicamos p  q, e q  p ao mesmo tempo, ou seja, só é verdade quando as duas condicionais são verdadeiras.

Ex: João é careca, sse João não tem cabelo. Isso na verdade implica:

i) Se joão é careca, então João não tem cabelo e

ii) Se João não tem cabelo, então João é careca.

Obrigatoriamente, as duas proposições simples que compõem cada uma das proposições condicionais i e ii devem ser:

ambas verdadeiras ou falsas, para a bicondicional ser verdadeira.

EXERCÍCIOS

1) Seja p: “Está frio” e q: “Está chovendo”. Traduzir, para a linguagem corrente, as proposições:

a) ~p

b) p^q

c) p v q

d) q ↔ p
e) p → ~q

f) q v ~p

g) ~p ^ ~q
h) ~~q

2) Seja p: “Jorge é rico” e q: “Carlos é feliz”. Traduzir, para a linguagem corrente, as proposições:

a) p v q

b) q→p

c) p v ~q
d) q↔~p
e) ~p→q
f) (~p^q) → p

3) Traduza para a linguagem comum, sabendo que p: os preços são altos e q: os estoques são grandes.

a) (p^q) →p

b) (p ^ ~q) → ~p

c) ~p ^ ~q

d) p v ~q

e) ~(p^q)

f) ~(p v q)


g) ~(~p v ~q)

4) Seja p: “Jorge é alto” e q: “Jorge é elegante”. Traduzir, para a linguagem simbólica, as proposições:

a) Jorge é alto e elegante.




b) Jorge é alto mas não é elegante.

c) Não é verdade que Jorge é baixo ou elegante.


d) Jorge não é baixo e nem é elegente.

e) Jorge é alto, ou é baixo e elegante.

f) Não é verdade que Jorge é baixo ou que não é elegante.

5) Determinar o valor lógico (V ou F) de cada uma das seguintes proposições compostas:

a) Se 1 + 2 = 5, então 3 + 3 = 6

b) Não é verdade que 2 + 2 = 7 se e somente se 4 + 4 = 9

c) Não é verdade que 1 + 1 = 3 ou 20 = 1

d) É falso que , se Lisboa é a capital da França, então Brasília é a capital da Argentina.

6) Escrever simbolicamente para p: João é esperto, q: José é tolo.

a) João é esperto e José é tolo.


b) João é esperto ou José é tolo.

c) João é esperto e José não é tolo

7) Símbolo para: Vanda tem 5 anos ou se Vanda é bonita, então, é tagarela.

8) Dar os valores das proposições abaixo:

a) (8 > 2) v (4 <=4)

b) (6 < 10) v (6 > 3/2)

c) (6 < 2) ^ ((4-3) >=1)

d) (5 > 8) ^ (4>3)

e) (4 < 2) v (2<4)

f) (8-3= 5) → (2 <= 2)

g) (8>10) → (6-2 = 4)

h) (8>10) → (6 < 5)

i) (4 < 2 ) ↔ (8-2 = 15)

9) Dar o valor da proposição p nos casos adiantes:

a) V(p ^ q) = V   e   V(q) = V



b) V(q ^ p) = V   e   V(q) = F

c) V(q v p) = F   e   V(q) = F



d) V(q v p) = V   e   V(q) = V

3. TABELAS-VERDADES DE PROPOSIÇÕES COMPOSTAS

3.1 Fórmulas e Precedência

Uma fórmula é construída pela composição de símbolos de proposições simples (p, q, ...) e de conetivos lógicos (~  ,   ^  ,   v  ,   ↔  ,  →). Também podem ser usados parênteses. A precedência usual é:

1. Fórmulas dentro de parênteses (os mais internos primeiro)

2. ~ (a negação)

3. ^ (conjunção)

4. v (disjunção)

5. → (implicação material)

6. ↔ (bi-implicação ou equivalência lógica)

Uma fórmula que não tenha nenhum erro de sintaxe em sua escrita (por exemplo não tenha excesso nem falta de parênteses, conectivos ou símbolos estranhos, etc.) é chamada de fórmula bem-formada (wff em inglês). Aqui no texto, entretanto, quando nos referirmos a uma fórmula estaremos assumindo que ela é bem-formada.

Exemplos:

Supondo que p, q e r são proposições lógicas então as seguintes expressões são fórmulas bem-formadas (ou apenas fórmulas)

(p→q) ↔(q→p)

(p v~p) →(q ^~q)

~((p ^~q) →~r)

(p→q) →(~q →~p)

((p ^q ^r) v~(~q vp) v(p ^~r)) →(r ^~p)
3.2 Construção de Tabelas-Verdade para Fórmulas

Uma tabela-verdade mostra, em suas colunas mais a esquerda, todas as combinações de valores lógicos que as proposições de uma dada fórmula podem assumir. A partir destes valores de entrada pode-se “calcular” os valores que esta fórmula irá ter para cada uma destas combinações de valores.

Este cálculo é feito passo a passo criando-se colunas intermediárias que ficam posicionadas à direita das colunas de entrada e que contém os valores das subfórmulas que compõem a fórmula principal. Na última coluna mais a direita se coloca a coluna que contém os valores finais desta fórmula. Resumindo, para se construir a tabela-verdade de uma fórmula lógica pode-se seguir os seguintes passos:

(i)   nas colunas à esquerda coloque os símbolos sentenciais simples (p, q, ...), depois

(ii)  se houver sentenças simples negadas (~p, ~q, ...) coloque-as nas próximas colunas e por fim

(iii) seguindo a precedência crie uma coluna para cada fórmula composta (não é necessário repetir as sentenças simples negadas).

(iv) A última coluna a direita deve ser a expressão ou fórmula final.

Com o emprego das tabelas-verdades das operações lógicas fundamentais é possível construir a tabela-verdade correspondente a qualquer proposição composta dada. Logicamente, o valor-verdade final depende dos valores lógicos das proposições componentes.

Exercício:

1) Construir as tabelas-verdades:

a) (q ^ r) v m





b) (q v r) → ((q v s) → (p v s))

c) (p → r ) → p




d) (p → r )  v  p

e) (p → (q → r)) → ((p → q) → (p → r ))

f) ~ (p ^ q) ↔  (~~p ^ ~q)

g) (p→q) ↔ (q→p)




h) (p v ~p) → (q ^ ~q)

i) ~((p ^ ~q) → ~r)




j) (p→q) ↔ (~q → ~p)

k) ((p ^ q ^ r) v ~(~q v p) v (p ^ ~r)) → (r v ~p)

4. TAUTOLOGIAS, CONTRADIÇÕES E CONTINGÊNCIAS
4.1 Tautologia
Uma tautologia é uma fórmula que assume apenas o valor V, ou seja, que é sempre verdadeira. Uma tautologia é “intrinsecamente verdadeira” pela sua própria estrutura; ela é verdadeira independente de qualquer valor lógico atribuído as suas letras de proposição.

Por exemplo, a proposição composta   p ( ~(p ( q)   é uma Tautologia:

	p
	q
	p ( q
	~ (p ( q)
	p ( ~ (p ( q)

	V
	V
	V
	F
	V

	V
	F
	F
	V
	V

	F
	V
	F
	V
	V

	F
	F
	F
	V
	V


É importante que se faça a distinção entre proposições verdadeiras e tautologias. Nem sempre uma proposição verdadeira é uma tautologia. Por exemplo, “2+2=4” é uma proposição verdadeira, mas não é uma tautologia, pois, considerando sua representação por meio do símbolo proposicional    p, a tabela verdade desta wwf nem sempre é verdadeira:

	p

	V

	F



Por outro lado, para reforçar a idéia de uma tautologia, podemos dizer que a proposição “5 é a raiz primitiva de 17 ou 5 não é a raiz primitiva de 17” é uma tautologia, independentemente do que venha a ser a definição de raiz primitiva. Por exemplo, representando “5 é a raiz primitiva de 17” pelo símbolo proposicional    p  , observe que a tabela verdade de   p ( ~p   contém somente valores verdadeiros:

	p
	q
	~p
	p  (  ~p

	V
	V
	F
	V

	V
	F
	F
	V

	F
	V
	V
	V

	F
	F
	V
	V


4.2  Contradição

Uma contradição é o oposto de uma tautologia, ou seja, é uma fórmula que assume apenas o valor   F   independente de qualquer combinação de valores verdade atribuída às proposições lógicas simples que entram em sua composição.

Por exemplo, a proposição   (p(q)((p(~q)   configura uma contradição:

	p
	q
	~q
	p ( q
	p ( ~q
	(p ( q) (  (p ( ~q)

	V
	V
	F
	V
	F
	F

	V
	F
	V
	F
	V
	F

	F
	V
	F
	V
	F
	F

	F
	F
	V
	V
	F
	F



Observe que, como as tautologias, o fato de (p ( q) ( (p ( ~q) ser uma contradição independe dos significados atribuídos as subproposições envolvidas.


Também, é importante que façamos a distinção entre proposições falsas e contradições. Nem sempre uma proposição falsa é uma contradição. Por exemplo, “2+2=5” é uma proposição falsa, mas não é uma contradição pois, considerando que ela pode ser representada pelo símbolo proposicional   q, sua tabela verdade nem sempre é falsa:

	q

	V

	F



Por outro lado, “2+2=5 e 2+2(5” é uma contradição. Por exemplo, considerando que esta proposição pode ser representada por p ( ~p, observe que sua tabela verdade contém somente valores falsos:

	q
	~q
	q  (  ~q

	V
	F
	F

	F
	V
	F


OBS:  No caso da lógica proposicional para demonstrar que uma fórmula é uma tautologia ou uma contradição basta construir sua tabela-verdade.

4.3  Contingência

Chama-se contingência toda a proposição composta em cuja última coluna de sua tabela-verdade figuram as letras V e F cada uma pelo menos uma vez.

Em outros termos, contingência é toda proposição composta que não é tautologia nem contradição. 

	p
	~ p
	p ( ~ p

	V
	F
	F

	F
	V
	V


As contingências são também denominadas proposições contingentes ou proposições indeterminadas.

Exercício:

1) Verificar quais fórmulas são contradições, tautologias ou indeterminadas.

a) p p ( p

b) (p q) ((q r) (p r))

c) (p q ) v (q p)

d) ~p p  vq

e) p v (~p ( q)

f) ~(~p v q ) ~p ( ~q

5. IMPLICAÇÃO LÓGICA E EQUIVALÊNCIA LÓGICA
5.1  Relação de Implicação

Uma proposição p implica uma proposição q se e somente se p  q for uma tautologia.

Obs.: o símbolo  é de operação lógica e o símbolo  é de relação.

Ex.: p ( q  p  q uma vez que a operação condicional  gera uma tautologia.

Tabela-Verdade:

	p
	q
	p ( q
	p  q
	(p ( q)      p  q

	V
	V
	V
	V
	V

	V
	F
	F
	F
	V

	F
	V
	F
	F
	V

	F
	F
	F
	V
	V


Propriedades da Implicação Lógica

Reflexiva
P(P

Transitiva
Se P(Q e Q(R, então P(R
Exercício: verificar as implicações.

a) p  p + q

b) p ( q  p

c) (p + q) ( ~p  q

d) (p  q) ( p  q

e) (p  (q r))  q  (p  r)

5.2  Relação de Equivalência

Uma proposição p é equivalente a uma proposição q se e somente se p q for uma tautologia.

Obs.: o símbolo  é de operação lógica e o símbolo   é de relação.

Ex.: “p q” e “ ~p v q “ são proposições logicamente equivalentes pois possuem a mesma tabela-verdade. Então dizemos:

p q  ~p v q

Tabela-Verdade:

	p
	q
	~p
	p  q
	~p v q
	p  q      ~p v q

	V
	V
	F
	V
	V
	V

	V
	F
	F
	F
	F
	V

	F
	V
	V
	V
	V
	V

	F
	F
	V
	V
	V
	V


Propriedades da Equivalência Lógica

Reflexiva
P(P

Simétrica
Se P(Q então Q(P

Transitiva 
Se P(Q e Q(R, então P(R

Exercício: verificar as equivalências.

a) ~(p ( ~p) (p v ~p)

b) p ( (~p+q) (p (q)

c) (p (q r)) q (pr)
6. ÁLGEBRA DAS PROPOSIÇÕES OU REGRAS DE

    EQUIVALÊNCIA
6.1  Propriedade da Conjunção


Sejam p, q e r proposições simples quaisquer e sejam t e c proposições também simples cujos valores lógicos respectivos são V (Verdade) e F (Falsidade).

i) Idempotente :  p ( p  p

ii) Comutativa:  p ( q  q ( p

iii) Associativa:  (p ( q) ^ r    p ( (q ^ r)

iv) Identidade:  p ( t  p   e   p ( c  c

v) Complementar:  p ( ~ p  c 

6.2  Propriedade da Disjunção
 

Sejam p, q e r proposições simples quaisquer e sejam t e c proposições também simples cujos valores lógicos respectivos são V (Verdade) e F (Falsidade).

i) Idempotente :  p v p   p 

ii) Comutativa:  p v q   q v p

iii) Associativa:  (p v q) v r    p v (q v r)

iv) Identidade:  p v t   p   e   p v c   c

v) Complementar:  p v ~ p  t 

6.3  Propriedade da Conjunção e da Disjunção

Sejam p, q e r proposições simples quaisquer.

a - Distributivas
     i)  
p ( (q v r)  (p ( q) v (p ( r)
     ii)  
p v (q ( r)  (p v q) ( (p v r)

b - Absorção
     i)  
p ( (q v q)  p
     ii) 
p v (q ( q)  p

c - Regras de DE MORGAN
     i)  
~ (p ( q)  ~ p v ~ q
     ii)  
~ (p v q)  ~ p ( ~ q

6.4  Equivalências dos Demais Operadores
i) Dupla Negação:  ~(~p)  p

ii) Equivalência da Condicional: (p→q) ~p v q

iii) Contraposição:  (p→q)  (~q → ~p)

iv) Prova Condicional:  p→(q→r)  (p ( q) → r
v) Equivalência da Bicondicional: (pq) (p→q) ( (q→p)
EXERCÍCIO: Demonstrar, pelo uso da tabela-verdade, as equivalências tautológicas acima.
6. QUANTIFICADORES – PREDICADOS - VALIDADE
O que podemos expressar através das wffs até aqui apresentadas é muito limitado. Por exemplo; pode-se considerar a sentença “para todo x, x > 0” como uma sentença verdadeira sobre inteiros positivos, no entanto ela não pode ser simbolizada adequadamente através de símbolos proposicionais, parênteses e conectivos lógicos.

Esta sentença contém dois novos elementos, que são, um quantificador e um predicado.

“Para todo x,  x >0.”

└────┬───────┘└─┬──┘

     │          └─────► Predicado

     └────────────────► Quantificador
Os quantificadores são frases que indicam de alguma forma quantos objetos tem uma determinada propriedade. O quantificador universal é simbolizado por um A de cabeça para baixo, 
[image: image1.wmf], e é lido como “para todo”, “para todos”, “para cada”, “para qualquer”. Portanto a sentença anterior pode ser simbolizada como:


[image: image2.wmf]x

x

0


Um quantificador e sua variável são sempre colocados entre parênteses. O segundo parênteses indica que o quantificador age sobre a expressão interna, no caso, x > 0.

A frase “x > 0” descreve a propriedade da variável x, que é ser positiva. Uma propriedade também é chamada de predicado. Usamos a notação P(x) para representar um predicado não especificado em geral, ou alguma propriedade que x possa ter.

Portanto a sentença anterior é um exemplo particular da forma mais geral


[image: image3.wmf]x

P

x


O valor verdade da expressão inicial depende do domínio dos objetos sob os quais estamos “interpretando” a expressão, isto é, a coleção de objetos dos quais x pode ser escolhido. Esta coleção de objetos é chamada de domínio de interpretação.

Se o domínio de interpretação da sentença em estudo for todos os números inteiros positivos, então o valor verdade da expressão é verdadeiro.

Se o domínio de interpretação da sentença for todos os números inteiros, então o valor verdade da expressão é falso.

EXEMPLO: Qual o valor-verdade da expressão 
[image: image4.wmf]x

P

x

 em cada uma das seguintes interpretações?

i) P(x) é a propriedade de que x seja amarelo e o domínio de interpretação é o conjunto de todos os canários-da-terra?

ii) P(x) é a propriedade de que x seja amarelo e o domínio de interpretação é o conjunto de todos os pássaros?  

iii) P(x) é a propriedade de que x seja uma ave e o domínio de interpretação é o conjunto de todos os pássaros?

iv) P(x) é a propriedade de que x seja positivo ou negativo e o domínio de interpretação é o conjunto de todos os inteiros?

O quantificador existencial é simbolisado por um E espelhado,
[image: image5.wmf], e é lido como “existe um”, “para algum” ou “para pelo menos um”. Portanto a expressão


[image: image6.wmf]x

x
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deve ser lida como: “Existe um x tal que x > 0.”

Novamente o valor verdade da expressão depende do domínio de interpretação.

Se o domínio de interpretação contiver algum número positivo, a expressão terá valor verdadeiro, caso contrário, terá valor falso.

EXEMPLOS: 

i) Construa uma interpretação (i.e., dê o domínio e o siginificado de P(x) ) ) na qual 
[image: image7.wmf]x

P

x

 tenha o valor verdadeiro.

ii) Construa uma interpretação (i.e., dê o domínio e o siginificado de P(x) ) ) na qual 
[image: image8.wmf]x

P

x

 tenha o valor falso. 

iii) É possível achar uma interpretação na qual tanto 
[image: image9.wmf]x

P

x

  seja verdadeiro e 
[image: image10.wmf]x

P

x

 seja falso?

iv) É possível achar uma interpretação na qual tanto 
[image: image11.wmf]x

P

x

  seja verdadeiro e 
[image: image12.wmf]x

P

x

 seja verdadiro?

Os predicados vistos até agora contendo propriedades de apenas uma única variável são chamados predicados unários. Eles podem ser binários quando envolvem propriedades com duas variaveis, ternários quando envolvem propriedades com três variáveis ou ainda n-ários quando envolvem propriedades com n variáveis.

Os quantificadores podem ser combinados para se obter expressões compostas.

Considere agora a expressão


[image: image13.wmf]x
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Esta expressão pode ser lida como: “Para todo x, existe um y tal que x < y.” Ela significa que, supondo o domínio de interpretação como o conjunto dos números inteiros, para qualquer inteiro x existe um inteiro y ainda maior, portanto é obviamente verdadeira.

Trocando a ordem de precedência entre os quantificadores podemos escrever:


[image: image14.wmf]y
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Esta expressão pode ser lida como: “Existe um y tal que para todo x, x < y.” Ela significa que, supondo o domínio de interpretação como o conjunto dos números inteiros, existe um inteiro y que é maior que qualquer inteiro x, e , portanto é obviamente falsa, pois o domínio é infinito.

Estas duas expressões mostram claramente que a ordem na qual os quantificadores são apresentados é importante para o significado e interpretação da expressão.

Em uma expressão como
[image: image15.wmf]x

P

x

ou
[image: image16.wmf]x
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, x é considerada uma variável muda, isto é, os valores verdade das expressões permanecem os mesmos em uma dada interpretação, mesmo quando escrevemos
[image: image17.wmf]y

P

y

ou
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. Analogamente, o valor verdade de expressões compostas como
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é o mesmo de
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Também são permitidos constantes nas expressões. Um símbolo de constante (a, b, c, etc...) é interpretado como um objeto específico no domínio. Esta especificação é parte da interpretação e deve ser sempre determinada.

Exemplo:

Deve-se analisar a expressão
[image: image21.wmf]x

Q

x

,

a

sabendo que:

a – O domínio de interpretação é o conjunto dos números inteiros.

b – A propriedade Q(x,y) entre as variáveis em questão é definida por x < y.

c – O objeto específico no domínio em questão é a = 7.

Com essas três definições básicas podemos reescrever  a expressão como
[image: image22.wmf]x

x
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e interpretá-la como falsa, pois nem todo x é menor que 7.

Desta maneira pode-se concluir que uma interpretação de uma expressão envolvendo predicados consiste no seguinte:

a – A definição ou declaração de um conjunto de objetos chamado domínio de interpretação, que deve conter pelo menos um elemento.

b – A atribuição de uma propriedade dos objetos do domínio para cada predicado na expressão.

c – A atribuição de um objeto específico no domínio para cada símbolo constante da expressão.

As expressões podem ser obtidas da combinação de predicados, quantificadores, símbolos de agrupamento (parênteses ou colchetes) e dos conectivos lógicos já apresentados.

Os símbolos de agrupamento ajudam a identificar o escopo de um quantificador, ou seja, a sua área de influência.

Considere as expressões a seguir:

1 -
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2 -
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3 -
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Na expressão 1, não há quantificadores.

Na expressão 2, o escopo de
[image: image27.wmf]x

é
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.

Na expressão 3, o escopo de 
[image: image29.wmf]y

é
[image: image30.wmf]P

x

,

y

Q

x

,

y

enquanto que o escopo de 
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Na expressão 4 o escopo de
[image: image33.wmf]x

é
[image: image34.wmf]S
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e o de 
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EXERCÍCIOS

1-Sendo R o conjunto dos números reais, determinar o valor-verdade (V ou F) de cada uma das seguintes proposições predicativas:

a) (( x ( R)(| x | = x)

b) (( x ( R)(x2 = x)

c) (( x ( R)(| x | = 0)

d) (( x ( R)(x + 2 = x)

e) (( x ( R)(x + 1 > x)
f) (( x ( R)(x2 = x)

Resolução:

a) F (| -3 | = 3 ( -3)
b) V (12 = 1)

c) V (| 0 | = 0)

d) F (A equação x + 2 = 0 não tem solução)
e) V (Todo número real é solução da equação x + 1 > x)

f) F (32 ( 3)

2- Dar a negação das proposições do exercício 1:

Resolução:

a) (( x ( R)(~(| x | = x)) ( (( x ( R)(| x | ( x)
          b) (( x ( R)(~(x2 = x)) ( (( x ( R)(x2 ( x)

c) (( x ( R)(~(| x | = 0)) ( (( x ( R)(| x | ( 0)
          d) (( x ( R)(~(x + 2 = x)) ( (( x ( R)(x + 2 ( x)

e) (( x ( R) (~(x + 1 > x)) ( (( x ( R) (x + 1 ( x)
f) (( x ( R) (~(x2 = x)) ( (( x ( R) (x2 ( x)

3) Sendo A = {1,2,3,4,5}, determine o valor-verdade (V ou F) de cada uma das seguintes proposições predicativas:

a) (( x ( A)(x + 3 = 10)

b) (( x ( A)(x + 3 < 10)
c) (( x ( A)(x + 3 < 5)

d) (( x ( A)(x + 3 ( 7)

e) (( x ( A)(3x > 72)

f) (( x ( A)(x2 +2x = 15)

Resolução:

a) F (Nenhum elemento de A é raiz da equação x + 3 = 10)

b) V (Todos os elementos de A possuem a propriedade x + 3 < 10)

c) V (1 é solução da inequação x + 3 < 5)

d) F (5 não é solução da inequação x + 3 ( 7)

e) V (34 = 81 > 72)

f) V (3 é raiz da equação x2 + 2x = 15)

4- Dar a negação das proposições do exercício 3:

Resolução:

a) (( x ( A) (~(x + 3 = 10)) ( (( x ( A) (x + 3 ( 10)

b) b) (( x ( A)(~(x + 3 < 10)) ( (( x ( A)(x + 3 ( 10)

c) (( x ( A)(~(x + 3 < 5)) ( (( x ( A)(x + 3 ( 5)

d) (( x ( A)(~(x + 3 ( 7)) ( (( x ( A)(x + 3 > 7)

e) (( x ( A) (~(3x > 72)) ( (( x ( A) (3x ( 72)

f) (( x ( A) (~(x2 +2x = 15)) ( (( x ( A) (x2 +2x ( 15)

5- Sendo R o conjunto dos números reais, determinar o valor-verdade (V ou F) de cada uma das seguintes proposições predicativas:

a) (( x ( R)(2x = x)


b) (( x ( R)(x2 + 3x = 2)

c) (( x ( R)(x2 + 5 = 2x)


d) (( x ( R)(2x + 3x = 5x) 

6- Dar a negação das proposições do exercício 5:

7- Sendo A = {1,2,3}, determinar o valor-verdade (V ou F) de cada uma das seguintes proposições predicativas:

a) (( x ( A)(x2 + x – 6 = 0)

b) (( y ( A)(~(y2 + y = 6))

c) (( x ( A)(x2 + 3x = 1)

d) ~(( x ( A)(x2 + x = 6)

e) ~(( x ( A)(x2 + 3x = 1)

f) (( z ( A)(z2 +3z ( 1)

8- Sendo A = {1,2,3}, determinar o valor-verdade (V ou F) de cada uma das seguintes proposições predicativas:

a) (( x ( A)((x + 1)2 = x2 + 1)

b) (( x ( A)(x3 – x2 – 10x – 8 = 0)

c) (( x ( A)(x3 – 6x2 + 11x – 6 = 0)

d) (( x ( A)(x4 – 4x3 – 7x2 – 50x = 24)

9- Sendo A = {1,2,3,4}, determinar o valor-verdade (V ou F) de cada uma das seguintes proposições predicativas:

a) (( x ( A)(x + 3 < 6)


b) (( x ( A)(x + 3 < 6)

c) (( x ( A)(x2 –10 ( 8)


d) (( x ( A)(2x2 + x = 15)

10- Dar a negação das proposições do exercício 9:

11- Sendo R o conjunto dos números reais, determinar o valor-verdade (V ou F) de cada uma das seguintes proposições predicativas:

a) (( x ( R)(x2 + 1 > 0)


b) (( x ( R)(x2 + 1 = 0)

c) (( x ( R)(4x –3 = 1 – 2x)

d) (( x ( R)(x2 + 3x + 2 = 0)

e) (( x ( R)(3x2 – 2x –1 = 0)

f) (( x ( R)(3x2 – 2x + 1 = 0)

g) (( x ( R)((x + 2)2 = x2 + 4x + 4)

12- Sendo A = {2,3,4,5,6,7,8,9}, dar um contra-exemplo para cada uma das seguintes proposições predicativas:

(obs: Um contra-exemplo é um elemento do domínio que torne verdadeiro a negação proposição em questão.)

a) (( x ( A)(x + 5 < 12)


b) (( x ( A)(x é primo)

c) (( x ( A)(x2 > 1)


d) (( x ( A)(x é par)

e) (( x ( A)(0x = 0)


f) (( x ( A)(x | 72) onde (x | 72) = “x é divisor de 72”

Resolução:

a) Para x = 7, 8 e 9, temos x + 5 ( 12. Logo, cada um desses três números é um contra-exemplo.

b) Os números 4, 6, 8 e 9 não são primos e, portanto, cada um deles é um contra-exemplo.

c) Não há contra-exemplo, pois a proposição dada é verdadeira para todos os elementos do domínio.

d) Os números 3, 5, 7 e 9 são ímpares e, portanto, cada um deles é um contra-exemplo.

e) Não há contra-exemplo, pois a proposição dada é verdadeira para todos os elementos do domínio.

f) Os números 5 e 7 não dividem 72 e, portanto, cada um deles é um contra-exemplo.

13- Sendo A = {3,5,7,9}, dar um contra-exemplo para cada uma das seguintes proposições predicativas:

a) (( x ( A)(x + 3 ( 7)


b) (( x ( A)(x é impar)

c) (( x ( A)(x é primo)


d) (( x ( A)(| x | = x)

14- Dar a negação das proposições do exercício 13:

15- Dar a negação de cada uma das seguintes proposições predicativas:

a) (( x ( A)P(x) ( (( x ( A)Q(x)

b) (( x ( A)P(x) ( (( x ( A)Q(x)

c) (( x ( A)~P(x) ( (( x ( A)~Q(x)

d) (( x ( A)P(x) → (( x ( A)~Q(x)

7. DEDUÇÃO NA LÓGICA PROPOSICIONAL 

As definições vistas até agora nos permitiram criar uma linguagem formal para a Lógica Proposicional também nos permitiram ver como se pode descobrir o valor-verdade de expressões nestas linguagens através de tabelas-verdade. Porém isso não é tudo que uma linguagem lógica pode nos fornecer. Ainda é necessário definir como serão feitos raciocínios ou argumentações nesta linguagem. A lógica formal lida com um tipo particular de argumento, denominado de argumento dedutivo, que nos permite deduzir

uma conclusão Q, com base num conjunto de proposições P1 a Pn, onde Q e P1 a Pn representam fórmulas inteiras bem-formadas da lógica proposicional (e não apenas proposições simples).

7.1. Argumentos Válidos

Um argumento dedutivo pode ser representado de forma simbólica da seguinte forma:

P1  ( P2  ( P3 ( ... ( Pn → Q

As proposições P1 a Pn são denominadas de hipóteses ou premissas do argumento. A proposição Q é denominada de conclusão do argumento. Em termos de língua natural este tipo de simbolismo pode ser lido como:

“P1, P2, ... Pn acarretam Q” ou

“Q decorre de P1, P2, ... Pn” ou

“Q se deduz de P1, P2, ... Pn” ou ainda

“Q se infere de P1, P2, ... Pn”

Uma interpretação informal do argumento acima poderia levar em conta que Q seria uma conclusão lógica de P1, P2, ... Pn sempre que a verdade das proposições P1, P2, ... Pn implicar na verdade Q, ou seja, apenas quando o condicional:

P1  ( P2  ( P3 ( ... ( Pn → Q

for verdadeiro. O problema é que esta interpretação poderia afirmar como válido um argumento como:

A ( B → C

onde A representa “um dia tem 24 horas”, B representa “bananas são frutas” e C representa “hoje é depois de ontem”. Embora estas três sentenças sejam verdadeiras e portanto, neste caso, A ( B → C seja verdadeiro, não existe nenhuma relação real entre elas e portanto não se pode dizer que um argumento na forma tão genérica quanto A ( B → C seja sempre válido, ou seja, que seja verdadeiro independente do valor verdade das premissas ou da conclusão, mas apenas em função apenas da sua forma.

Dessa forma um argumento válido é um argumento onde a fórmula:

P1  ( P2  ( P3 ( ... ( Pn → Q

é uma tautologia.

Num argumento válido não interessam os valores verdade das hipóteses nem da conclusão, porque somente a forma do argumento é capaz de garantir sua validade. Por isto ele é denominado de argumento formal e esta é a razão por trás do poder de dedução da lógica formal, que pode verificar a validade ou correção de um argumento sem se ater as proposições que o compõem, isto é, sem se importar com seu significado.

7.2. Demonstrações

Para testar se P1  ( P2  ( P3 ( ... ( Pn → Q é uma tautologia poderíamos simplesmente construir uma tabela-verdade. Porém, em vez disso, vamos usar um processo baseado na aplicação de regras de dedução (ou regras de inferência) que modificam fórmulas de modo a preservar seu valor lógico.

A idéia básica é começar com as premissas P1, P2, ... Pn (supostamente verdadeiras) e tentar aplicar regras de dedução até terminar com a conclusão Q. Esta conclusão teria que ser, então, verdadeira uma vez que os valores lógicos são preservados sob as regras de inferência.

A seqüência de fórmulas obtidas por este processo é denominada de sequência de demonstração ou apenas de demonstração formal da conclusão em função de suas premissas.

Dessa forma uma demonstração formal da lógica proposicional teria a seguinte estrutura:

P1 (hipótese 1)

P2 (hipótese 2)

...

Pn (hipótese n)

F1 (fórmula obtida aplicando-se uma regra de dedução sobre as fórmulas anteriores)

F2 (fórmula obtida aplicando-se uma regra de dedução sobre as fórmulas anteriores)

...

Fm (fórmula obtida aplicando-se uma regra de dedução sobre as fórmulas anteriores)

Q (fórmula obtida aplicando-se uma regra de dedução sobre as fórmulas anteriores)

Neste tipo de argumento a conclusão Q simplesmente é a última forma obtida através da aplicações de uma regra de dedução.

Nota: muito embora pareça muito mais simples aplicar o método de construção da tabela verdade para verificar a validade de um argumento, o método da demonstração formal se justifica por duas razões: 

(i) quando o número de proposições simples é muito grande, por exemplo, com apenas 40 proposições simples seria necessária uma tabela-verdade com aproximadamente 1 TRILHÃO de linhas, por outro lado;

(ii) no caso das lógicas mais expressivas como a lógica de predicados simplesmente não é possível aplicar o método da tabela-verdade, ou seja, somente nos resta aplicar o método da demonstração formal.

7.3. Regras de Equivalência e Dedução

Existem dois tipos básicos de regras de dedução:

- Regras que se baseiam nas equivalências tautológicas vistas no capítulo 5 e que permitem substituir uma fórmula pela outra, já que ambas são equivalentes;

- Regras que se baseiam em implicações tautológicas, ou seja, onde regras que se baseiam nos argumentos válidos vistos no capítulo 5.

As regras baseadas em equivalências tautológicas serão simplesmente denominadas de Regras de Equivalência. A seguir é apresentada uma tabela contendo as principais regras de equivalência:

Regras de Equivalência
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As regras que são baseadas em implicações que já se tenha demonstrado (por tabela-verdade p.ex.) serem tautológicas, serão denominadas de Regras de Inferência. A tabela a seguir apresenta as principais regras de inferência:

Regras de Inferência
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Importante:

· Note que as regras de equivalência são “reversíveis”, isto é, durante uma demonstração também se pode passar de uma fórmula no formato da segunda coluna (Equivale a) para uma fórmula no formato da primeira coluna (Expressão) sem perder a validade lógica.

· Isto implica que uma regra de equivalência pode ser aplicada tanto na construção de seqüência de demonstração formal de um argumento, quanto na própria modificação de um argumento, isto é, como as fórmulas de uma regra de equivalência são intercambiáveis pode-se substituir uma subfórmula de um argumento por outra equivalente sem alterar a validade lógica do mesmo.

· Porém as regras de inferência não são reversíveis, isto é, somente pode-se passar da situação prevista na primeira coluna (De) para a(s) fórmula(s) da segunda coluna (Pode-se deduzir). O oposto, pela própria natureza da regra, não é permitido.

· Isto implica que não se pode usar este tipo de regra para alterar o argumento original, apenas se pode utilizá-la na construção de uma seqüência de demonstração.

EXEMPLO

Supondo que A→ (B ( C) e A são duas hipóteses de um argumento então a seguinte demonstração é válida:
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As fórmulas das 2 primeiras linhas são inseridas por conta das hipóteses, enquanto que a fórmula da linha 3 é derivada das fórmulas das linhas 1 e 2 pela regra modus ponens.

Usando a lógica proposicional provar que o argumento:

A ( (B → C) ( ((A ( B) → (D v ~C)) ( B → D

primeiro as hipóteses do argumento:

           [image: image40.png]1A hip
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alguns passos óbvios (que poderão ser úteis ou não):

           [image: image41.png]2. 4. mp
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Pelo menos D já aparece numa expressão um pouco menos complexa. Observe que já conseguimos isolar C, se tivéssemos C → D então já poderíamos isolar D por modus ponens. Embora isto não seja possível diretamente, nós sabemos pela regra do condicional como transformar uma disjunção numa implicação material:
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E agora, portanto:

           [image: image43.png]5.9, mp




Dicas de Dedução

1. A regra de modus ponens é provavelmente a regra de inferência mais intuitiva.Tente usá-la muitas vezes.

2. Fórmulas na forma ~(P v Q) ou ~(P ( Q) dificilmente são úteis numa seqüência de demonstração. Tente usar as leis de DeMorgan para convertê-las, respectivamente, em ~P ( ~Q ou ~P v ~Q, separando os componentes individuais de cada fórmula.

3. Fórmulas na forma P v Q dificilmente são úteis numa seqüência de demonstração, já que não implicam P nem Q. Tente usar a dupla negação para converter P v Q em ~(~P) v Q e depois usar a regra do condicional para obter ~P → Q.

7.4. Regra do Método Dedutivo

Supondo um argumento na seguinte forma:

P1 ( P2  ( P3 ( ... ( Pn → (R → S)

então pela própria forma como o método dedutivo é definido, pode-se, em vez de usar P1, ..., Pn como hipóteses e tentar inferir R → S, pode-se adicionar R como uma hipótese adicional e depois inferir S. Em outras palavras podemos provar:

P1  ( P2  ( P3 ( ... ( Pn ( R → S

Isto é uma vantagem, porque nos dá mais uma hipótese, isto é, “munição” adicional para a demonstração. Esta hipótese adicional será identificada como hip-md na sequência de demonstração.

Exemplos:

Provar que:

(A → (A → B)) → (A → B)

Pela regra do método dedutivo este argumento se transforma em:

(A → (A → B)) ( A → B

Agora a demonstração fica:
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         [image: image45.png]2.3.mp




Provar que:

(~A v B) ( (B → C) → (A → C)

É possível demonstrar a validade deste argumento sem usar a Regra do Silogismo Hipotético (sh), essencialmente demonstrando a própria validade do silogismo hipotético como parte da demonstração (usando, entretanto, uma pequena ajuda da regra do método dedutivo):
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A Regra do Silogismo Hipotético (sh) afirma que de P → Q e de Q → R, pode-se inferir P → R. A demonstração do argumento acima usando o silogismo hipotético é muito simples:

           [image: image47.png]1 ~AVvB hip
2. B—oC hip
3 A—>B 1, cond
7 ASC 2.3.sh




7.5. Argumentos Verbais

Considere o argumento:

“Se as taxas de juros caírem, o mercado vai melhorar. Ou os impostos federais vão cair, ou o mercado não vai melhorar. As taxas de juros vão cais, portanto os impostos vão cair.”

Usando os seguintes símbolos proposicionais simples:

M 
O mercado vai melhorar

J 
A taxa de juros vai cair

I 
Os impostos federais vão cair

Dessa forma o argumento fica:

(J → M) ( (I v ~M) (  J →  I

Uma demonstração possível da validade do argumento é:
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7.6. Exercícios de Dedução e Demonstração

1- Justifique cada passo na seguinte demonstração:
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2- Justifique cada passo na seguinte demonstração:
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3- Demonstre a validade dos seguintes argumentos formais (prove por dedução):

[image: image52.png]@
®)
©
@
(G}

@

~AAB—-A)—>-B

(ASBAA—=(B-CO)—>A—C0)

(€C—-D)—=C) = ((C—-D)—D)

~AA(AVB) B

A—-B—-C)AAv~-D)AB—=(D—=C)

(A—>B)A(B = (C—D)A A
(AAB)— ~(A—~B)

®

)]

(A

D)




Use a lógica proposicional para demonstrar a validade dos seguintes argumentos verbais:

4-  “Se segurança é um problema, então o controle da informação deve ser aumentado. Se segurança não é um problema, então os negócios via Internet devem aumentar. Portanto, se o controle da informação não for aumentado, os negócios na Internet crescerão.” (sugestão: use S, C e N como símbolos proposicionais).

5-  “Se o programa é eficiente, executa rapidamente: ou o programa é eficiente ou tem algum bug.” (sugestão: use E,R e B como símbolos proposicionais).
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