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Chapter 1Representação no espaço deestados
Referên
iaOgata, K. Dis
rete-Time Control Systems, Prenti
e Hall, 2. ed., 1995, 
ap.5 e 6.1.1 IntroduçãoOs métodos 
onven
ionais, 
omo lugar-das-raízes e métodos no domínio dafrequên
ia, são úteis quando estamos tratando de sistemas siso. São métodospara sistemas invariantes no tempo.O método no espaço de estados des
reve o sistema através n equaç�esdiferen
iais de primeira ordem. Permite o projeto de 
ontroladores que min-imizam um indí
e de performan
e, permitem o projeto para uma 
lasse desinais de entrada e permitem a in
lusão de 
ondições ini
iais no projeto do
ontrolador.O estado é de�nido 
omo o menor 
onjunto de variáveis tais que o 
on-he
imento destas variáveis em t = t0, junto 
om o 
onhe
imento do sinal deentrada de t = t0 até t > t0, determina 
ompletamente o 
omportamento dosistema em qualquer t > t01.2 De tempo 
ontínuo para dis
reto C2DNo 
ontrole digital de plantas que são 
ontínuas no tempo é ne
essário 
on-verter modelos de tempo 
ontínuo em modelos de tempo dis
reto. Do ponto5



6 CHAPTER 1. REPRESENTAÇ�O NO ESPAÇO DE ESTADOSde vista físi
o admite-se a existên
ia de um amostrador e de um seguradorde ordem zero no sistema. Do ponto de vista matemáti
o trata-se de umaoperação de integração de t a t+T , onde T denota o intervalo de amostragem.1.2.1 Fator de integraçãoPara integrar um sistema do tipo ẋ = Ax + Bu é 
onveniente agrupar ostermos ẋ e Ax no diferen
ial de um úni
o termo. Multipli
a-se a equação dosistema por um fator de integração M

Mẋ = MAx + MBu (1.1)ou ainda
Mẋ − MAx = MBu (1.2)Desja-se determinar M tal que
dMx

dt
= Mẋ − MAx (1.3)pois neste 
aso os sistema

d(Mx) = MBudt (1.4)pode ser integrado
Mx(t + T ) − Mx(t) =

∫ t+T

t
M(τ)Bu(τ)dτ (1.5)1.2.2 De�nição de eAtNa bus
a do fator de integração 
onvém lembrar da de�nição de eAt

eAt = I + At +
1

2!
A2t2 + . . . +

1

k!
Aktk + . . . (1.6)Esta série é 
onvergente e pode ser diferen
iada termo a termo

d(eAt)

dt
= A + A2t +

1

2!
A3t2 + . . . +

1

(k − 1)!
Aktk−1 + . . . (1.7)e pela propriedade asso
iativa

d(eAt)

dt
= A[I + At +

1

2!
A2t2 + . . . +

1

k!
Aktk + . . .] (1.8)



1.2. DE TEMPO CONTÍNUO PARA DISCRETO C2D 7que resulta
d(eAt)

dt
= AeAt (1.9)Esta propriedade de eAT é a propriedade ne
essária para o fator de inte-gração.1.2.3 Integral do sistema de kT a (k + 1)TVamos utilizar M = e−At 
omo fator de integração. De
orre da eq. 1.5,

e−A(k+1)T x((k + 1)T ) − e−A(kT )x(kT ) =
∫ (k+1)T

kT
e−AτBu(τ)dτ (1.10)Pré-multipli
ando por eA(k+1)T ,

x((k + 1)T ) − eAT x(t) = eA(k+1)T
∫ (k+1)T

kT
e−AτBu(τ)dτ (1.11)ou

x((k + 1)T ) − eAT x(t) =
∫ (k+1)T

kT
eA((k+1)T−τ)Bu(τ)dτ (1.12)Uma mudança de variável de integração simpli�
a o integrando. Seja

λ = t − kT ,
x((k + 1)T ) − eAT x(t) =

∫ (k+1)T

kT
eA(T−λ)Bu(λ + kT )dλ (1.13)Ao 
onsiderar a ex
itação u(λ + kT ) 
onstante no interval t → t + T ,resulta

x((k + 1)T ) − eAT x(kT ) = u(kT )(
∫ T

0
eA(T−λ)Bdλ) (1.14)Tomando a liberdade de retirar da notação o intervalo de dis
retização Te isolando x(k + 1),

x(k + 1) = (eAT )x(k) + (
∫ (k+1)∗T

kT
eA(T−λ)Bdλ) ∗ u(k) (1.15)É possível ainda, neste 
aso, mudar o intervalo de integração,

x(k + 1) = (eAT )x(k) + (
∫ T

0
eA(T−λ)Bdλ) ∗ u(k) (1.16)



8 CHAPTER 1. REPRESENTAÇ�O NO ESPAÇO DE ESTADOSE, �nalmente, da eq. 1.16, observa-se 
laramente a expressão que rela
ionaa matriz do sistema no tempo 
ontínuo A 
om a matriz do sistema no tempodis
reto G,
G = eAT (1.17)de
orre também a expressão que rela
iona a matriz de atuação no tempo
ontínuo B 
om a matriz de atuação no tempo dis
reto H ,

H = (
∫ T

0
eA(T−λ)Bdλ) (1.18)No S
ilab o 
omando que 
al
ula G e H em função de A, B e T é ds
r.No O
tave o 
omando que 
al
ula G e H em função de A, B e T é 
2d.1.3 Determinação de eAt a partir de AJá foi demonstrado que

d(eAt)

dt
= AeAt. (1.19)e de
orre da expansão em série de eAt que

eA0 = I (1.20)Seja F (t) = eAt. Desta forma F (t) satisfaz Ḟ = AF e podemos apli
ar atransformada de Lapla
e nos dois lados da equação,
sF (s) − F (0) = AF (s) (1.21)onde F (0) = eA0 = I. Rearranjando a eq. 1.21, resulta,

(sI − A)F (s) = I (1.22)ou seja,
F (s) = (sI − A)−1 (1.23)E, �nalmente, podemos dizer que,

F (t) = eAt = L−1[(sI − A)−1] (1.24)



1.4. ALGUMAS REPRESENTAÇÕES CANÔNICAS 91.4 Algumas representações 
an�ni
asConsidere uma sistema siso des
rito por
y(k)+a1y(k−1)+. . .+any(k−n) = b0u(k)+b1u(k−1)+. . .+bnu(k−n) (1.25)Em termos de função de tranferên
ia pulsada,

Y (z)

U(z)
=

b0 + b1z
−1 + . . . + bnz

−n

1 + a1z−1 + . . . + anz−n
(1.26)1.4.1 Forma 
an�ni
a 
ontrolável
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




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




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






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
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












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0
0...
0
1

















u(k)(1.27)
y(k) = [bn − anb0

...bn−1 − an−1b0
... . . . b1 − a1b0]













x1(k)
x2(k)...
xn(k)













+ b0u(k) (1.28)
1.4.2 Forma 
an�ni
a observável
















x1(k + 1)
x2(k + 1)...

xn−1(k + 1)
xn(k + 1)

















=

















0 0 . . . 0 0 −an

1 0 . . . 0 0 −an−1... ... ... ... ...
0 0 . . . 1 0 −a2

0 0 . . . 0 1 −a1

































x1(k)
x2(k)...

xn−1(k)
xn(k)

















+

















bn − anb0

bn−1 − an−1b0...
b2 − a2b0

b1 − a1b0

















u(k)(1.29)
y(k) = [ 0 0 . . . 0 1 ]













x1(k)
x2(k)...
xn(k)













+ b0u(k) (1.30)



10 CHAPTER 1. REPRESENTAÇ�O NO ESPAÇO DE ESTADOS1.4.3 Forma 
an�ni
a diagonalSe os pólos da função de transferên
ia pulsada são todos distintos, é possíveldiagonalizar a matriz A do sistema












x1(k + 1)
x2(k + 1)...
xn(k + 1)













=













p1 0 . . . 0
0 p2 . . . 0... ... ...
0 0 . . . pn

























x1(k)
x2(k)...
xn(k)













+













1
1...
1













u(k) (1.31)
y(k) = [ c1 c2 . . . cn ]













x1(k)
x2(k)...
xn(k)













+ b0u(k) (1.32)
1.4.4 Forma 
an�ni
a de JordanSe a função de transferên
ia tem pólo múltiplo de ordem m em z = p1 entãoé possível representar o sistema na forma 
an�ni
a de Jordan


























x1(k + 1)
x2(k + 1)...
xm(k + 1)

xm+1(k + 1)...
xn(k + 1)



























=



























p1 1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 p1 1 . . . 0 0 . . . 0... ... ... 0

... ...
0 0 0 . . . p1 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0 pm−1 . . . 0... ... ... ... ... ...
0 0 0 . . . 0 0 . . . pn





















































x1(k)
x2(k)...
xm(k)

xm+1(k)...
xn(k)



























+



























0
0...
1
1...
1



























u(k)(1.33)
y(k) = [ c1 c2 . . . cn ]













x1(k)
x2(k)...
xn(k)













+ b0u(k) (1.34)
1.5 Solução de equações no espaço de estadosdis
retoConsidere o sistema no tempo dis
reto
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x(k + 1) = Gx(k) + Hu(k)

y(k) = Cx(k) + Du(k)
(1.35)A solução pode ser obtida por re
ursão

x(1) = Gx(0) + Hu(0)
x(2) = Gx(1) + Hu(1) = G2x(0) + GHu(0) + Hu(1)

x(3) = Gx(2) + Hu(2) = G3x(0) + G2Hu(0) + GHu(1) + Hu(2)... (1.36)que pode ser es
rito sinteti
amente
x(k) = Gkx(0) +

k−1
∑

j=0

Gk−j−1Hu(j) (1.37)1.5.1 Matriz de transiçãoA solução do sistema homogêneo x(k + 1) = Gx(k) pode ser es
rita
x(k) = Ψ(k)x(0) (1.38)Ao 
omparar a eq. 1.37 e a eq. 1.38 resulta,

Ψ(k) = Gk (1.39)1.5.2 Solução do sistema dis
reto via Transformada zConsidere o sistema no tempo dis
reto
x(k + 1) = Gx(k) + Hu(k) (1.40)Apli
ando a transformada z na eq. 1.40

zX(z) − zx(0) = GX(z) + HU(z) (1.41)então
(zI − G)X(z) = zx(0) + HU(z) (1.42)Pré-multipli
a-se a eq. 1.42 por (zI − G)−1

X(z) = (zI − G)−1zx(0) + (zI − G)−1HU(z) (1.43)



12 CHAPTER 1. REPRESENTAÇ�O NO ESPAÇO DE ESTADOSe apli
a-se a transformada inversa
x(k) = Z−1[(zI − G)−1z]x(0) + Z−1[(zI − G)−1HU(z)] (1.44)1.5.3 Método para 
al
ular (zI − G)−1A inversa de (zI − G) pode ser 
al
ulada em termos da matriz adjunta

(zI − G)−1 =
adj(zI − G)

|zI − G|
(1.45)Note que o determinante |zI − G| é o polin�mio 
ara
terísti
o

|zI − G| = zn + a1z
n−1 + a2z

n−2 + . . . + an (1.46)Demonstra-se que a matriz adjunta tem uma representação expandida
adj(zI − G) = Izn−1 + H1z

n−2 + . . . + Hn−1 (1.47)onde as matrizes Hi dependem dos 
oe�
ientes do polin�mio 
ara
terísti
o
H1 = G + a1I

H2 = GH1 + a2I...
Hn−1 = GHn−2 + an−1I
Hn = GHn−1 + anI = 0

(1.48)Os 
oe�
ientes do polin�mio 
ara
terísti
o eq. 1.46 podem ser 
al
uladosalternativamente por
a1 = −trG

a2 = −1
2
trGH1...

an = − 1
n
trGHn−1

(1.49)Exemplo: Determine a inversa da matriz (zI − G) quando G vale,






0.1 0.1 0.0
0.3 −0.1 −0.2
0.0 0.0 −0.3





 (1.50)



1.6. ESTABILIDADE DE LIAPUNOV 131.6 Estabilidade de LiapunovO segundo método de Liapunov para analisar a estabilidade de sistemas nãose restringe a sistemas lineares invariantes no tempo, apli
a-se também asistemas variantes no tempo e sistemas não lineares.Sabe-se que um sistema vibratório é estável se sua energia total é de
res-
ente. O método de Liapunov baseia-se numa generalização deste fato. Se osistema tem um estado assintoti
amente estável, então a energia amarzenadade
ai no tempo. Para tratar sistemas mais abstratos, onde o 
on
eito de en-ergia poten
ial tem pou
o signi�
ado, Liapunov introduziu uma função deenergia �
tí
ia, a Função de Liapunov.1.6.1 Função positiva de�nidaUma função , V (x), é dita positivo de�nida se V (x) > 0 para qualquerestado x e se V (0) = 0. Uma função variável no tempo, V (x, t), é ditapositivo de�nida se for limitada por baixo por uma função positivo de�nida
V (x, t) > V (x) > 0, para qualquer estado x, e se V (0, t) = 0.1.6.2 Critério de Sylvester para determinar se uma ma-triz é positivaO determinante da matriz deve ser positivo e os determinantes dos minorsprin
ipais su
essivos também são positivos. Por exemplo, para que umamatriz 3x3 seja positiva de�nida é ne
essário

a1,1 > 0

∣

∣

∣

∣

∣

a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

∣

∣

∣

∣

∣

> 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3

a3,1 a3,2 a3,3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> 0 (1.51)Exemplo : Mostre que a função V (x) = 10x2
1+4x2

2+x2
3+2x1x2−2x2x3−4x1x3é positivo de�nida usando o 
ritério de Sylvester.1.6.3 A Função de LiapunovA Função de Liapunov é uma função positivo de�nida, 
ontínua, 
om primeirasderivadas par
iais 
ontínuas e tem derivada temporal negativa de�nida.
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)S( ε

δ )S(

X 0

X e

Figure 1.1: Estabilidade assintóti
a1.6.4 Estabilidade segundo LyapunovSeja uma região esféri
a tal que ||x−xe|| < δ denotada por S(δ). Um estadode equílibrio xe é dito estável se existe S(δ) tal que as trajetórias que 
omeçamem S(δ) não saem de S(ǫ) enquanto o tempo aumenta inde�nidamente, ver�g. 1.1.1.6.5 Estabilidade assintóti
aUm estado xe é dito assintoti
amente estável se qualquer solução que teminí
io em S(δ) 
onverge, sem sair de S(ǫ), para xe a medida que que o tempoaumenta inde�nidamente, ver �g. 1.1.Se δ não depende de do instante ini
ial t0 então o estado de equílibrio édito uniformemente assintoti
amente estável.1.6.6 InstabilidadeUm estado de equilíbrio xe é dito instável se para um numero real ǫ > 0 eoutro numero δ > 0, não importa quão pequeno, existe sempre um estado x0em S(δ) tal que a trajetória sai de S(ǫ), ver �g. 1.11.6.7 Teorema sobre estabilidade assintóti
aSeja uma sistema des
rito por ẋ = f(x, t), onde f(0, t) = 0 para qualquer
t. Se existe uma função es
alar V (x, t), 
om derivadas par
iais 
ontínuassatisfazendo
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• V (x) é positivo de�nida
• V̇ (x, t) é negativo de�nidaentão, o estado de equilíbrio na origem é uniformente assintoti
amente es-tável.1.6.8 Teorema sobre estabilidade no tempo dis
retoSeja uma sistema des
rito por x((k+1)T ) = f(x(kT )), onde f(0, k) = 0 paraqualquer k. Se existe uma função es
alar V (x), 
ontínua em x satisfazendo
• V (x) é positivo de�nida
• ∆V = V (x((k + 1)T )) − V (x(kT )) < 0

• V (x)→∞ enquanto ||x||→∞então, o estado de equilíbrio na origem é assintoti
amente estável e V (x) éuma função de Lyapunov.1.6.9 Estabilidade de um sistema dis
reto invariante notempoConsidere um sistema dis
reto invariante no tempo x(k + 1) = Gx(k), ondeorigem é estado de equilíbrio xe = 0. Uma possível função de Lyapunov é
V (x(k)) = x∗(k)Px(k) (1.52)onde P é Hermitiana, P ∗ = P . O símbolo ∗ denota 
onjugado transposto.Então

∆V (x(k)) = V (x(k+1))−V (x(k)) = x∗(k+1)Px(k+1)−x∗(k)Px(k) (1.53)ou seja,
∆V (x(k)) = [Gx(k)]∗PGx(k)−x∗(k)Px(k) = x∗(k)(G∗PG−P )x(k) (1.54)Convém 
hamar G∗PG − P = −Q e neste 
aso

∆V (x(k)) = −x∗(k)Qx(k) (1.55)
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ondição ne
essária e su�
iente para que x = 0 seja assintoti
amenteestável é que dada uma matriz Q, positiva de�nida real simétri
a, existe umamatriz P , positivo de�nida Hermitiana.Exemplo: Determine a estabilidade na origem do sistema
x(k + 1) =

[

0 1
−0.5 −1

]

x(k) (1.56)Solução: Seja Q = I, se P que satisfaz GtPG − P = −Q for hermitiana,positivo de�nida, então o sistema será estável na origem.1.7 Teorema de Cayley-HamiltonSeja A uma matriz nxn 
om polin�nmio 
ara
terísti
o
|λI − A| = λn + a1λ

n−1 + . . . + an−1λ + an = 0 (1.57)então a matriz A satisfaz seu polin�nmio 
ara
terísti
o
An + a1A

n−1 + . . . + an−1A + an = 0 (1.58)Vamos demonstrar este teorema para o 
aso parti
ular em que A é diag-onalizável, ou seja, A tem autovalores distintos. Matriz de autovetores Mreduz a matriz A a uma matriz diagonal
A = MΛM−1 →Ak = MΛkM−1 (1.59)Ao substituir λ no polin�mio 
ara
terísti
o resulta
An + a1A

n−1 + . . . + an−1A + an (1.60)Substituindo a eq. 1.59 na eq. 1.60
M [Λn + a1Λ

n−1 + . . . + an−1Λ + an]M−1 = 0 (1.61)Cada linha do termo entre 
ol
hetes é pre
isamente o polin�mio 
ara
-terísti
o 
om λ = autovalor e portanto 
ada linha é ne
essariamente nula.Desta forma a matriz A satisfaz seu próprio polin�mio 
ara
terísti
o.As 
onsequên
ias deste fato são vastas. Observem que An é linear-mente dependente de An−1, . . ., A e I. A n-�©sima pot�ªn
ia de A n�£otraz informa�§�£o nova sobre o sistema.
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retoUm sistema é dito 
ontrolável se for possível transferir o sistemade um estado arbitrário para outro estado desejado e arbitrário emperíodo de tempo �nito.Considere o sistema des
rito por
x(k + 1) = Gx(k) + Hu(k) (1.62)onde assume-se que o 
ontrole é 
onstante por tre
hos.O sistema a
ima é 
onsiderado 
ontrolável se existe uma história de 
ont-role u(k) 
om um número �nito de intervalos tal que o estado ini
ial x(0) podeser transferido para o estado �nal desejado xf em no máximo n períodos.No n-ésimo instante de tempo

x(n) − Gnx(0) = [H GH . . . Gn−1H ]













u(n − 1)
u(n − 1)...

u(0)













(1.63)Pelo teorema de Cayley-Hamilton não adianta aumentar o número deintervalos de tempo além de n pois Gn não irá aumentar o posto da matrizentre 
ol
hetes, doravante denominada matriz de 
ontrolabilidade.Se o posto da matriz de 
ontrolabilidade for 
ompleto, então o sistema édito 
ontrolável. Existem outros 
ritérios para veri�
ar a 
ontrolabilidade deum sistema.1.9 Observabilidade de sistema dis
retoConsidere um sistema não forçado des
rito por
x(k + 1) = Gx(k)

y(k) = Cx(k)
(1.64)O sistema é dito observável se o estado ini
ial x(0) for determinável apartir da observação de y(k) em tempo �nito de intervalos. Vamos observaros primeiros n valores de y(k)

y(0) = Cx(0)
y(1) = CGx(0)... ... ...

y(n − 1) = CGn−1x(0)

(1.65)
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ial seja determinável, é ne
essário que a matriz
O =













C
CG...

CGn−1













(1.66)tenha posto 
ompleto. Pelo teorema de Cayley-Hamilton não adianta esten-der o número de observações por que Gn não irá alterar o posto da matriz deobservabilidade. De�ne-se a matriz da eq. 1.66 
omo matriz de observabili-dade e o sistema será observável se ela for de posto 
ompleto.Exemplo 6-5 Ogata: Considere o sistema no tempo 
ontínuo
[

ẋ1

ẋ2

]

=

[

0 1
−1 0

] [

x1

x2

]

+

[

0
1

]

u (1.67)e
y =

[

1 0
]

[

x1

x2

] (1.68)1. o sistema é 
ontrolável?2. o sistema é observável?3. determine os autovalores de A;4. mostre que o sistema dis
reto 
om intervalo de amostragem T tem
G = [cosT sinT ;−sinT cosT ] e H = [(1 − cosT ); sinT ];5. mostre que para T = nπ 
om n = 1, 2, . . ., G = I ou G = −I;6. mostre que nestas 
ondições o sistema não é 
ontrolável.Solu�§�£o a partir do quarto �­temA matriz G pode ser 
al
ulada por

G = eAT = L−1[(sI − A)−1] = L−1





[

s −1
1 s

]

−1


 (1.69)
al
ulando a matriz inversa entre 
ol
hetes
G = exp(AT ) = L−1

([

s
s2+1

1
s2+1

−1
s2+1

s
s2+1

]) (1.70)
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G =

[

cos(T ) sen(T )
−sen(T ) cos(T )

] (1.71)1.10 Controle por lo
ação de pólosConsidere o sistema dis
reto
x(k + 1) = Gx(k) + Hu(k) (1.72)se a dinâmi
a do sistema n�£o é satisfatória pode-se realimentar o estadoatravés de uma matriz de ganhoO sinal de 
ontrole, admitindo um sinal de referên
ia r(k)

u(k) = r(k) − Kx(k) (1.73)
onsequentemente,
x(k + 1) = Gx(k) + H(r(k) − Kx(k)) (1.74)ou seja,
x(k + 1) = (G − HK)x(k) + Hr(k) (1.75)Se o sistema da eq. 1.72 for 
ontrolável então existe uma matriz K talque os autovalores da matriz G − HK podem ser arbitrariamente alo
ados.Na práti
a, este tipo de 
ontrole enfrenta um desa�o, normalmente oestado x(k) não é observado, apenas um vetor de dimensão menor y(k) =

Cx(k) é observado. Este problema é 
ontornado através do emprego de umobservador de estado 
ompleto. Um observador de estado 
ompleto estimao estado 
ompleto a partir da história das observações y(k), das história de
ontrole u(k) e informação a priori 
omo, por exemplo, um modelo da planta.1.11 Observador de estado 
ompletoLuenberger prop�s um observador na forma de um sistema dinâmi
o linearnas observações y(k) e linear na história de 
ontrole u(k).
x̂(k + 1) = GOx̂(k) + Ly(k) + Mu(k) (1.76)Convém de�nir o vetor erro de observação
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e(k) = x(k) − x̂(k) (1.77)e 
onsequentemente,

e(k + 1) = x(k + 1) − x̂(k + 1) (1.78)A partir desta última equação,
e(k + 1) = Gx(k) + Hu(k) − (GOx̂(k) + Ly(k) + Mu(k)) (1.79)Reagrupando e substituindo Ly(k) por LCx(k) resulta
e(k + 1) = Gx(k) + Hu(k) − GOx̂(k) − LCx(k) − Mu(k) (1.80)Adota-se por 
onveniên
ia, M = H , e neste 
aso,

e(k + 1) = Gx(k) − GOx̂(k) − LCx(k) (1.81)Reagrupando os termos em x(k)

e(k + 1) = (G − LC)x(k) − GOx̂(k) (1.82)E �nalmente, se GO = G − LC, a dinâmi
a do erro passa a dependerapenas dos autovalores de G − LC,
e(k + 1) = (G − LC)e(k) (1.83)Se o sistema original for observável, pode-se alo
ar arbitráriamente osautovalores de G − LC através da es
olha da matriz L.1.12 Fórmula de A
kerman para a matriz deganho do 
ontroladorConsidere o sistema

x(k + 1) = Gx(k) + Hu(k) (1.84)utilizando realimentação de estado do tipo u(k) = −Kx(k), deseja-se queo sistema de malha fe
hada tenha pólos em z = ν1,z = ν2, . . ., z = νn.Deseja-se portanto que a equação 
ara
terísti
a seja
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|zI−G+HK| = (z−ν1)(z−ν2) . . . (z−νn) = zn+α1z

n−1+. . .+αn−1z
1+αn = 0(1.85)De�ne-se por 
onveniên
ia Ḡ = G−HK. Do teorema de Cayley-Hamilton,

Ḡ satisfaz sua equação 
ara
terísti
a
Ḡn + α1Ḡ

n−1 + . . . + αn−1Ḡ
1 + αnI = Φ(Ḡ) = 0 (1.86)Considere a expansão de Ḡn

I = I
Ḡ = G − HK
Ḡ2 = G2 − GHK − HKḠ...̄
Gn = Gn − Gn−1HK − . . . − HKḠn−1

(1.87)Multipli
ando as equações por α1, α2, . . ., αn e somando,
Φ(Ḡ) = αnI+αn−1G

1+. . .+α1G
n−1+Gn−αn−1HK−αn−2GHK−αn−2HKḠ−. . .(1.88)que pode ser rees
rito em forma matri
ial

Φ(Ḡ) = Φ(G)−[H GH . . . Gn−1H ]













αn−1K + αn−2KḠ + . . . + KḠn−1

αn−2K + αn−3KḠ + . . . + KḠn−2...
K













= 0(1.89)Multipli
ando pela inversa da matriz de 
ontrolabilidade,












αn−1K + αn−2KḠ + . . . + KḠn−1

αn−2K + αn−3KḠ + . . . + KḠn−2...
K













= [H GH . . . Gn−1H ]−1Φ(G)(1.90)Finalmente, pré-multipli
a-se por [0 0 . . . 0 1] e resulta
K = [0 0 . . . 0 1][H GH . . . Gn−1H ]−1Φ(G) (1.91)Esta expressão de K é 
hamada de fórmula de A
kerman.
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kerman para a matriz deganho do observadorPara determinar a matriz de ganho do observador, também 
onhe
ida pormatriz de Luenberger, podemos es
rever,
L = Φ(G)



















C
CG
CG2...

CGn−1



















−1 

















0
0
0...
1



















(1.92)Esta expressão de L é 
hamada de fórmula de A
kerman para determinaro ganho do observador.1.14 Controle Ótimo Quadráti
oCondidere um sistema invariante no tempo do tipo,
x(k + 1) = Gx(k) + Hu(k) (1.93)e um índi
e de desempenho quadráti
o

J =
1

2
x∗(N)Sx(N) +

1

2

N−1
∑

k=0

[x∗(k)Qx(k) + u∗(k)Ru(k)] (1.94)Vamos demonstrar que a lei de 
ontrole que minimiza J tem a forma
u(k + 1) = −K(k)x(k) (1.95)e 
aso o estado não puder ser todo medido, devemos utilizar um observadorde estado.Deseja-se minimizar J sujeito a restrições de 
omo o estado evolui, eq. 1.93,e 
onsiderando o estado ini
ial espe
i�
ado,

x(0) = c (1.96)Através do uso de multipli
adores de Lagrange, de�ne-se um índi
e dedesempenho aumentado, L,
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L = 1

2
x∗(N)Sx(N)

+ 1
2

∑N−1
k=0 [x∗(k)Qx(k) + u∗(k)Ru(k)]

+ λ∗(k + 1)[Gx(k) + Hu(k) − x(k + 1)]
+ [Gx(k) + Hu(k) − x(k + 1)]λ(k + 1)

(1.97)onde 
ada λ(k) é um vetor.Para minimizar o índi
e aumentado L devemos impor derivada par
ial
om respeito a 
ada 
omponente dos vetores λ, u e x igual a zero. Do pontode vista 
omputa
ional é melhor derivar L 
om respeito a λ̄, ū e x̄. Para
i = 1, 2, . . . , n e k = 1, 2, . . . , N resulta,

∂L

∂x̄i(k)
= 0 (1.98)e

∂L

∂λ̄i(k)
= 0 (1.99)E para i = 1, 2, . . . , n e k = 1, 2, . . . , N ,

∂L

∂ūi(k)
= 0 (1.100)Invo
a-se agora uma regra da derivada par
ial de formas bilineares quadrat-i
as 
omplexas,

∂

∂x̄
x∗Ay = Ay (1.101)para fa
ilitar o desenvolvimento. Obtem-se um 
onjunto de equações queformam Two point boundary value problem, TPBVP.

∂L

∂x̄(k)
= 0 →Qx(k) + G∗λ(k + 1) − λ(k) = 0 (1.102)
∂L

∂x̄(N)
= 0 →Sx(N) − λ(N) = 0 , (1.103)

∂L

∂ū(k)
= 0 →Ru(k) + H∗λ(k + 1) = 0 , (1.104)

∂L

∂x̄(k)
= 0 →Gx(k − 1) + Hu(k − 1) − x(k) = 0 (1.105)Estas equações admitem simplif
ações,
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λ(k) = Qx(k) + G∗λ(k + 1) , (1.106)

λ(N) = Sx(N) , (1.107)
u(k) = −R−1H∗λ(k + 1) , (1.108)e

x(k + 1) = Gx(k) + HR−1H
∗λ(k + 1) (1.109)
om a 
ondição ini
ial x(0) = c.Covém eliminar λ destas equações através da sequinte substituição,

λ(k) = P (k)x(k) (1.110)Ao substituir a eq. 1.110 na eq. 1.106 resulta,
P (k)x(k) = Qx(k) + G∗P (k + 1)x(k + 1) (1.111)Ainda mais, ao substituir a eq. 1.110 na eq. 1.93 resulta,

x(k + 1) = Gx(k) + HR−1H
∗P (k + 1)x(k + 1) (1.112)Desta última equação,

[I + HR−1H
∗P (k + 1)]x(k + 1) = Gx(k) (1.113)onde, para sistemas 
ontroláveis, demonstra-se que a inversa do termo entre
ol
hetes existe. E portanto,

x(k + 1) = [I + HR−1H
∗P (k + 1)]−1Gx(k) (1.114)Substitue-se a eq. 1.114 na eq. 1.111 e obtém-se

P (k)x(k) = Qx(k) + G∗P (k + 1)[I + HR−1H
∗P (k + 1)]−1Gx(k) (1.115)que rearranja-se

[P (k) − Q − G∗P (k + 1)[I + HR−1H
∗P (k + 1)]−1G]x(k) = 0 (1.116)Entretanto, esta última equação deve valer para todo x(k) e isto impli
aque
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P (k) = Q + G∗P (k + 1)[I + HR−1H

∗P (k + 1)]−1G (1.117)Há um lema de inversão de matrizes,
(A + BD)−1 = A−1 − A−1B(I + DA−1B)−1DA−1 (1.118)que pode ser usado para rearranjar a eq. 1.117 
om A = I, B = HR−1 e

D = H∗P (k + 1),
P (k) = Q + G∗P (k + 1)G−G∗P (k + 1)H [R + H∗P (k + 1)]−1H ∗ P (k + 1)G(1.119)esta é a equação de Ri

ati.Note que de
orre da eq. 1.103 e da eq. 1.110 que para k = N

P (k) = S (1.120)A equação de Ri

ati pode ser resolvida de trás para frente, determinando
P (N), P (N − 1), . . . , P (0).Para determinar a história de 
ontrole parte-se da eq. 1.108 e da eq. 1.106que resulta,

u(k) = −R−1H∗(G∗)−1[λ(k) − Qx(k)] , (1.121)que, eliminando λ torna-se
u(k) = −R−1H∗(G∗)−1[P (k) − Q]x(k) = −K(k)x(k) (1.122)e eviden
ia o ganho ótimo K(k),

K(k) = −R−1H∗(G∗)−1[P (k) − Q] (1.123)1.15 Exer
í
ios Re
omendados1.15.1 Formas 
an�ni
asProblemas resolvidos: A-5-1, A-5-2, A-5-3Exemplos resolvidos: 5-1



26 CHAPTER 1. REPRESENTAÇ�O NO ESPAÇO DE ESTADOSProblemas propostos: B-5-1, B-5-2, B-5-3, B-5-41.15.2 Solução de Equações de DiferençasExemplos resolvidos: 5-3Exemplos resolvidos: A-5-14, A-5-161.15.3 Estabilidade de LyapunovExemplos resolvidos:5-9Problemas resolvidos:A-5-17, A-5-22Problemas propostos: B-5-21, B-5-22, B-5-23, B-5-241.15.4 Alo
ação de Pólos e ObservadoresExemplos resolvidos:6-2,6-4, 6-5, 6-6 método 2, 6-8, 6-9, 6-10 método 2.Problemas resolvidos:A-6-3, A-6-10, A-6-16Problemas propostos: B-6-6, B-6-7, B-6-9, B-6-11, B-6-16.



Chapter 2A Transformada de Lapla
e e aTransformada Z
2.1 A Transformada de Lapla
e2.1.1 Intro
uçãoAtravés da transformada de Lapla
e derivadas temporais 
orrespondem auma multipli
ação pela variável s e, desta forma, equações diferen
iais or-dinárias tornam-se equações algébri
as. A transformada de Lapla
e é uti-lizada na solução de equações diferen
iais ordinárias, equações de diferenças,equações integrais, e equações diferen
iais par
iais. Alguns 
ritérios de esta-bilidade de sistemas lineares são formulados e visualizados no plano 
omplexo
s.2.1.2 De�niçãoSeja f(t) = 0 para t < 0 e s uma variável 
omplexa. A transformada deLapla
e lateral da função f(t) é

LP [f(t)] = F (s) =
∫

∞

0
f(t)e−stdt (2.1)2.1.3 Condições de existên
ia da transformadaA transformada de Lapla
e existe se a integral de Lapla
e 
onverge. A inte-gral 
onverge se f(t) for 
ontínua por tre
hos e se for de ordem exponen
ialquando t tende a in�nito. Uma função é dita de ordem exponen
ial se existeum real σ positivo tal que 27
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lim
t→∞

e−σt|f(t)| = 0 (2.2)Por exemplo, a função et2 
om 0 < t < ∞ não possui transformada deLapla
e pois não é de ordem exponen
ial. Entretanto, a função
f(t) = et2 for 0 < t < T (2.3)

= 0 for t ≤ 0 e t > T (2.4)possui transformada de Lapla
e. Sinais �si
amente gerados sempre possuemtransformada de Lapla
e.2.1.4 A transformada de algumas funçõesFunção exponen
ialConsidere a função exponen
ial
f(t) = 0 for t < 0 (2.5)
= Ae−αt for t≥0 (2.6)sua transformada de Lapla
e é

LP [f(t)] =
∫

∞

0
Ae−αte−stdt =

∫

∞

0
Ae−(α+s)tdt =

A

s + α
(2.7)Função degrauConsidere a função degrau

f(t) = 0 for t < 0 (2.8)
= A for t > 0 (2.9)sua transformada de Lapla
e é

LP [A] =
∫

∞

0
Ae−stdt =

A

s
(2.10)



2.1. A TRANSFORMADA DE LAPLACE 29Função rampaConsidere a função rampa
f(t) = 0 for t < 0 (2.11)

= At for t≥0 (2.12)sua transformada de Lapla
e é
LP [At] =

∫

∞

0
Ate−stdt (2.13)que pode ser integrada por partes

LP [At] = A

(

t
e−st

−s
|∞0 −

∫

∞

0

e−st

−s
dt

)

=
A

s

∫

∞

0
e−stdt =

A

s2
(2.14)Função senoidalConsidere a função senoidal

f(t) = 0 for t < 0 (2.15)
= A sin (ωt) for t≥0 (2.16)sua transformada de Lapla
e é

LP [A sin (ωt)] =
∫

∞

0

A

2j

(

ejωt − e−jωt
)

dt (2.17)
=

A

2j

1

(s − jω)
−

A

2j

1

(s + jω)
(2.18)

=
Aω

s2 + ω2
(2.19)Função pulsoConsidere a função pulso

f(t) =
A

t0
for 0 < t < t0 (2.20)

= 0 for t < 0 e t > t0 (2.21)



30CHAPTER 2. A TRANSFORMADA DE LAPLACE E A TRANSFORMADA Zque pode ser de�nida em termos da função degrau
f(t) =

A

t0
1(t) −

A

t0
1(t − t0) (2.22)A transformada de Lapla
e torna-se

LP [f(t)] = LP
[

1(t)
]

− LP
[

1(t − t0)
] (2.23)

=
A

t0s
−

A

t0s
e−st0 (2.24)

=
A

t0s
(1 − e−st0) (2.25)Função impulsoConsidere a função impulso

f(t) = lim
t0→0

A

t0
for 0 < t < t0 (2.26)

= 0 for t < 0 e t > t0 (2.27)sua transformada de Lapla
e é
LP [f(t)] = lim

t0→0

[

A

t0s
(1 − e−st0)

] (2.28)
= lim

t0→0

d
dt0

[A(1 − e−st0)]
d

dt0
(st0)

(2.29)
=

As

s
= A (2.30)2.1.5 SuperposiçãoA transformada de Lapla
e é um operador linear, ou seja,

LP [f1(t) + f2(t)] = LP [f1(t)] + LP [f2(t)] (2.31)2.1.6 Translação de uma funçãoConsidere a função f(t−α)1(t−α) 
om α > 0. Observe que o degrau unitárioimpõe valores nulos para t < α. Por de�nição a transformada de Lapla
e é
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LP [f(t − α)1(t − α)] =

∫

∞

0
f(t − α)1(t− α)e−stdt (2.32)Mudando a variável de integração de t para τ onde τ = t − α

LP [f(t − α)1(t − α)] =
∫

∞

−α
f(τ)1(τ)e−s(τ+α)dt (2.33)

=
∫

∞

0
f(τ)1(τ)e−s(τ+α)dt (2.34)

=
∫

∞

0
f(τ)1(τ)e−sτe−sαdt (2.35)

= e−sα
∫

∞

0
f(τ)1(τ)e−sτdt (2.36)

= e−sαF (s) (2.37)2.1.7 Multipli
ação por e−αtA transformada de Lapla
e de uma função f(t) amorte
ida por e−αt resultaem
LP [e−αtf(t)] =

∫

∞

0
e−αtf(t)e−stdt = F (s + α) (2.38)Ou seja, multipli
ar por uma exponen
ial provo
a um deslo
amento dafunção no plano s.2.1.8 Limite inferior da transformada de Lapla
eSe a função f(t) 
ontém um impulso em t = 0 
onvém distinguir dois tiposde transformada ded Lapla
e

LP+[f(t)] =
∫

∞

0+
f(t)e−stdt (2.39)

LP−[f(t)] =
∫

∞

0−
f(t)e−stdt (2.40)2.1.9 Teorema da Diferen
iaçãoIntegra-se a transformada de Lapla
e por partes

∫

∞

0
f(t)e−stdt = f(t)

e−st

−s
|∞0 −

∫

∞

0

[

d

dt
f(t)

]

e−st

−s
dt (2.41)
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F (s) =

f(0)

s
+

1

s
LP

[

d

dt
f(t)

] (2.42)rearranjando,
LP

[

d

dt
f(t)

]

= sF (s) − f(0) (2.43)Analogamente,
LP

[

d2

dt2
f(t)

]

= s2F (s) − sf(0) − ḟ(0) (2.44)2.1.10 Teorema do valor �nalUma propriedade importante da Transformada de Lapla
e é o Teorema dovalor �nal, ela permite 
al
ular o limite de uma função quando e tempo tendea in�nito, ou seja, o valor de regime permanente, quando este limite existe.Existem tres possibilidades para o limite de uma função quando o tempotende a in�nito, o limite é 
onstante, o limite é inde�nido ou a função é ilim-itada. Se a Transformada de Lapla
e, Y (s), tiver algum pólo no semiplanodireito, y(t) será ilimitada. Se Y (s) tiver um par de pólos no eixo imaginário,então y(t) 
ontém uma função seno que persiste para sempre e o valor �nalnão é de�nido. Se todos os pólos estiverem no semiplano esquerdo de s eapenas um pólo estiver em s = 0, então todos os termos de y(t) de
aem parazero ex
eto um termo que é 
onstante no tempo.Teorema: Se todos os pólos de Y (s) perten
em ao semiplano esquerdo, então
lim
t→∞

y(t) = lim
s→0

sY (s) (2.45)De fato, a transformada de Lapla
e da derivada de uma função é
L

[

df

dt

]

=
∫

∞

0
e−st df

dt
dt (2.46)Mostra-se 
onveniente investigar o limite da eq. 2.46 quando s→0,

lim
s→0

[sF (s) − f(0−)] = lim
s→0

∫

∞

0
e−stdf

dt
dt = lim

t→∞

f(t) − f(0−) (2.47)
omo se desejava demonstrar.
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ialOutro teorema permite 
al
ular o valor ini
ial de uma função quando se
onhe
e a sua transformada de Lapla
e.Teorema: Para qualquer par, F (s) e f(t), asso
iado pela transformada deLapla
e,
lim
s→∞

sF (s) = f(0+) (2.48)De fato, a transformada de Lapla
e da derivada de uma função é
L

[

df

dt

]

=
∫

∞

0
e−stdf

dt
dt (2.49)Mostra-se 
onveniente investigar o limite de s→∞ da eq. 2.49,

lim
s→∞

L

[

df

dt

]

= lim
s→∞

[

∫ 0+

0−
e−stdf

dt
dt +

∫

∞

0+

e−stdf

dt
dt

] (2.50)O segundo termo da eq. 2.50 tende a zero uma vez que e−st→0. O primeirotermo é igual a sF (s) − f(0−), desta forma,
lim
s→∞

[sF (s) − f(0−)] = lim
s→∞

[f(0+) − f(0−)] (2.51)ou seja,
lim
s→∞

sF (s) = f(0+) (2.52)2.1.12 Teorema da IntegralDeseja-se agora determinar a transformada de Lappla
e da integral no tempode uma função,
F1(s) = L

[
∫ t

0
f(ζ)dζ

]

=
∫

∞

0

[
∫ t

0
f(ζ)dζ

]

e−stdt (2.53)Integrando por partes, onde
u =

∫ t

0
f(ζ)dζ (2.54)e

dv = e−stdt (2.55)Resulta,
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F1(s) =

[

−
e−st

s

∫ t

0
f(ζ)dζ

]

∞

0

−
∫

∞

0
−

1

s
e−stf(t)dt =

1

s
F (s) (2.56)2.1.13 Transformada Inversa de Lapla
eA maneira mais simples de determinar a transformada inversa de Lapla
e éatravés da 
onsulta de tabelas de transformadas de Lapla
e. Outra maneira
onsiste em expandir a função F (s) em frações par
iais.Expansão em frações par
iaisVamos 
onsiderar ini
ialmente F (s) que involve pólos distintos. A função

F (s) pode sempre ser expandida em uma soma de frações par
iais.
F (s) =

B(s)

A(s)
=

a1

s + p1

+
a2

s + p2

+ . . . +
an

s + pn

(2.57)Os valores dos residuos ak podem ser determinados por,
ak =

[

(s + pk)
B(s)

A(s)

]

s=−pk

(2.58)Uma vez que,
LP−1

[

ak

s + pk

]

= ake
−pkt (2.59)F(t) resulta,

f(t) =
n
∑

k=1

ake
−pkt (2.60)2.1.14 Solução de Equações Lineares Invariantes no TempoVamos abordar a té
ni
a de solução de equações lineares invariantes no tempousando a Transformada de Lapla
e através de um exempÄºo.Exemplo: Determine a solução de

ÿ(t) + 5ẏ(t) + 4y(t) = 3 (2.61)onde y(0) = α, ẏ(0) = β. Determina-se a Transformada de Lapla
e dos doislados da eq. 2.61
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s2Y (s) − sα − β + 5[sY (s) − α] + 4Y (s) =

3

s
(2.62)Isola-se Y (s)

Y (s) =
s(sα + β + 5α) + 3

s(s + 1)(s + 4)
(2.63)Convém rees
rever Y (s) na forma de frações par
iais

Y (s) =
3
4

s
−

3−β−4α
3

s + 1
+

3−4α−4β
12

s + 4
(2.64)Utilizando a transformada inversa de Lapla
e de uma fração par
ial

y(t) =
3

4
−

3 − β − 4α

3
e−t +

3 − 4α − 4β

12
e−4t (2.65)2.2 A Transformada ZA transformada z tem o mesmo papel na análise de sistemas dis
retos linearese invariantes no tempo que a transformada de Lapla
e tem na análise desistemas lineares, invariantes e 
ontínuos no tempo. A 
onvolução no tempotorna-se um produto de funções no domínio da transformada z.2.2.1 A transformada z bilateralA transformada z de uma sequên
ia dis
reta é de�nida pela soma

X(z) =
∞
∑

−∞

x(n)z−n (2.66)onde z é uma variável 
omplexa.Uma vez que a transformada z é de�nida por uma série in�nita, ela existeapenas para os valores de z em que a série 
onverge. A região de 
onvergên
ia(ROC) é o 
onjunto de valores de z em que a série X(z) assume um valor�nito. A ROC de um sinal 
ausal é a região externa de um 
ír
ulo. A ROCde um sinal anti-
ausal é a região interna de um 
ír
ulo.Exemplo: Indique o ROC da sequên
ia
x(n) = 1, 2, 5, 7, 0, 1

↑
(2.67)onde a seta verti
al denota o instante n = 0
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X(z) = z2 + 2z + 5 + 7z−1 + z−3 (2.68)e portanto, a região de 
onvergên
ia é o plano z 
ompleto 
om ex
eção dodo ponto z = 0 e do ponto z = ∞Uma série �nita ou in�nita pode ser representada em forma fe
hada nodomínio z.Exemplo: Determine a transformada z da sequên
ia
x(n) = 1, 1

2
, (1

2
)
2
, . . .

↑
(2.69)solução: da de�nição de transformada z

X(z) = 1 +
1

2
z−1 + (

1

2
)
2

z−2 + . . . + (
1

2
)
n

z−n + . . . (2.70)ou melhor,
X(z) =

∞
∑

n=0

(

1

2
z−1

)n (2.71)Esta expressão é uma série geométri
a in�nita
1 + A + A2 + . . . =

1

1 − A
if |A| < 1 (2.72)Desta forma, a transformada z de x(n) torna-se

X(z) =
1

1 − 1
2
z−1

(2.73)
om ROC tal que
|
1

2
z−1| < 1 →|z| >

1

2
(2.74)Uma sequên
ia dis
reta é univo
amente determinada através de sua trans-formada z se a região de 
onvergên
ia for espe
i�
ada.Exemplo: Determine a ROC da sequên
ia

x(n) = αn1(n) + βn1(−n − 1) (2.75)



2.2. A TRANSFORMADA Z 37solução: A partir da de�nição da transformada z,
X(z) =

∞
∑

n=0

αnz−n +
−1
∑

n=−∞

βnz−n =
∞
∑

n=0

(αz−1)n +
∞
∑

m=1

(β−1z)m (2.76)portanto a ROC é tal que
|αz−1| < 1 →|z| > |α| (2.77)e
|β−1z| < 1 →|z| < |β| (2.78)

2.2.2 Transformada z lateralA transformada z bilateral requer que os sinais estejam de�nidos na faixade tempo de −∞ < n < ∞. A transformada z lateral permite resolverequações de diferenças 
om 
ondições ini
iais espe
i�
adas. Por de�nição atransformada z lateral é
X+(z) =

∞
∑

n=0

x(n)z−n (2.79)Não é ne
essário informar a ROC da transformada z uma vez que ossinais são todos 
ausais. A transformada z lateral não 
ontém informação arespeito sobre o sinal quando n < 0).Exemplo: Determine a transformada z lateral da sequên
ia
x(n) = 1, 2, 5, 7, 0, 1

↑
(2.80)A partir da de�nição da transformada z lateral

X(z) = +5 + 7z−1 + z−3 (2.81)e portanto a transformada z lateral é diferente da transformada z bilateralneste 
aso.
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ação por 
onstante
Z+[ax(k)] =

∞
∑

k=0

ax(k)z−k (2.82)ou seja,
Z+[ax(k)] = a

∞
∑

k=0

x(k)z−k = aX+(z) (2.83)Linearidade
Z+[αf(k) + βg(k)] = α

∞
∑

k=0

f(k)z−k + β
∞
∑

k=0

g(k)z−k (2.84)ou seja,
Z+[αf(k) + βg(k)] = αF (z) + βG(z) (2.85)Multipli
ação por ak

Z+[akx(k)] =
∞
∑

k=0

akx(k)z−k =
∞
∑

k=0

x(k)(a−1z)−k = X+(a−1z) (2.86)Teorema do deslo
amento no tempo
Z+[x(k − n)] =

∞
∑

k=0

x(k − n)z−k (2.87)ou seja,
Z+[x(k − n)] = z−n

∞
∑

k=0

x(k − n)z−(k−n) (2.88)admitindo x(n) 
ausal, e m = k − n

Z+[x(k − n)] = z−n
∞
∑

m=0

x(m)z−m = z−nX+(z) (2.89)Teorema da translação 
omplexa
Z+[eakT x(kT )] =

∞
∑

k=0

eakT x(kT )z−k =
∞
∑

k=0

x(kT )(zeaT )−k = X+(zeaT )(2.90)
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ial
X+(z) =

∞
∑

n=0

x(n)z−n = x(0) + x(1)z−1 + x(2)z−2 + . . . (2.91)Vamos investigar o valor que X(z) assume quando z→∞,
lim
z→∞

X(z) = x(0) (2.92)Este teorema é útil para avaliar x(0) quando uma expressão 
ompa
ta de
X(z) é disponível.Teorema do valor �nalConsidere uma sequên
ia x(k), 
ausal, e 
om todos os pólos dentro do 
ír-
ulo unitário, 
om uma úni
a possível ex
eção, a existên
ia de um pólo em
z = 1. Nestas 
ondições a sequên
ia x(k) é dita estável. Da de�nição detransformada z

Z+[x(k)] =
∞
∑

k=0

x(k)z−k (2.93)e
Z+[x(k − 1)] =

∞
∑

k=0

x(k − 1)z−k = z−1X(z) (2.94)Subtraindo a última equação da penúltima equação
∞
∑

n=0

x(n)z−n −
∞
∑

k=0

x(k − 1)z−k = X(z) − z−1X(z) (2.95)Apli
ando o limite,
lim
z→1

(
∞
∑

n=0

x(n)z−n −
∞
∑

k=0

x(k − 1)z−k) = lim
z→1

[(1 − z−1)X(z)] (2.96)O lado esquerdo da eq. 2.96 é
[x(0) − x(−1)] + [x(1) − x(0)] + [x(2) − x(1)] + . . . = x(∞) = limk→∞x(k)(2.97)Portanto, da eq. 2.96 e da eq. 2.97, obtém-se

lim
z→1

(X(z) − z−1X(z)) = lim
k→∞

x(k) (2.98)
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essário 
onhe
er a inversa da transformada z para que ela seja útil naanálise de sistemas lineares. A seguir são apresentados quatro métodos de
al
ular a transformada inversa z.Método da divisão diretaEste método é utilizado quando é difí
il a obtenção de uma expressão emforma fe
hada para a transformada inversa Z−1[X(z)] ou estamos interessa-dos apenas em alguns valores ini
iais de x(k).A transformada X(z) pre
isa estar na forma de ra
ional, isto é, 
omo arazão entre dois polin�mios e tanto numerador quanto denominador devemser representados 
omo uma série de potên
ias 
res
entes de z−1Exemplo: Determine x(k) quando
X(z) =

10z + 5

(z − 1)(z − 0.2)
(2.99)solução:Ini
ialmente, numerador e denominador devem ser es
ritos 
omo sériesde potên
ias 
res
entes de z−1

X(z) =
10z−1 + 5z−2

1 − 1.2z−1 + 0.2z−2
(2.100)A divisão do numerador pelo denominador resulta

10z−1 + 17z−2 + 18z−3 + . . .
1 − 1.2z−1 + 0.2z−2 10z−1 + 5z−2

10z−1 − 12z−2 + 2z−3

17z−2 − 2z−3

17z−2 − 20.4z−3 + 3.4z−4

18.4z−3 − 3.4z−4

(2.101)
Portanto, a sequên
ia x(k) é

X(z) = 10z−1 + 17z−2 + 18z−3 + . . . (2.102)



2.2. A TRANSFORMADA Z 41Método por equação de diferençasA resposta de um sistema linear y(k) é igual à 
onvolução dis
reta entre suafunção de transferên
ia g(k) e sua ex
itação x(k).
Y (z) = G(z)X(z) (2.103)Exemplo: Considere um sistema linear 
om

G(z) =
0.4673z − 0.3393

z2 − 1.5327z + 0.6607
(2.104)Forma-se a equação de diferenças apartir de

(z2 − 1.5327z + 0.6607)Y (z) = (0.4673z − 0.3393)X(z) (2.105)ou seja,
y(k+2)−1.5327y(k+1)+0.6607y(k) = 0.4673x(k+1)−0.339x(k) (2.106)Admitindo que g(k) = 0 para k < 0, e substituindo k = −2 e depois

k = −1 determina-se y(0) e y(1) na equação anterior. Basta in
rementar kpara obter y(2), y(3), e assim por diante.Método da expansão em frações par
iaisEste método é muito útil quando X(z) é uma função na forma
X(z) =

b0 + b1z
−1 + b2z

−2 + . . . + bMz−M

1 + a1z−1 + a2z−2 + a3z−3 + . . . + aNz−N
(2.107)Se aN for diferente de zero e M < N a função ra
ional é dita própria.Se a função X(z) for imprópria, ela sempre pode ser es
rita na forma de umpolin�mio mais uma função ra
ional própria.Eliminam-se as potên
ias negativas em z,

X(z) =
b0z

N + b1z
N−1 + b2z

N−2 + . . . + bMzN−M

zN + a1zN−1 + a2zN−2 + a3zN−3 + . . . + aN

(2.108)A função X(z)/z é sempre própria
X(z)

z
=

b0z
N−1 + b1z

N−2 + b2z
N−3 + . . . + bMzN−M−1

zN + a1zN−1 + a2zN−2 + a3zN−3 + . . . + aN
(2.109)Os valores de z que zeram o denominador da eq. 2.108 são 
hamados depólos da função.
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ura-se uma expansão do tipo
X(z)

z
=

A1

z − p1
+

A2

z − p2
+ . . . +

AN

z − pN
(2.110)Para determinar 
ada um dos Ak, multipli
a-se X(z)/z por (z − pk)

(z − pk)X(z)

z
=

(z − pk)A1

z − p1
+

(z − pk)A2

z − p2
+ . . . +

(z − pk)AN

z − pN
(2.111)e �nalmente, no limite em que z→zk resulta Ak.Pólos MúltiplosConsidere o 
aso em que o k-ésimo pólo tem multipli
idade l. A expansãoem frações par
iais deve 
onter os termos

A1k

z − pk

+
A2k

(z − pk)2
+ . . . +

AlN

(z − pk)l
(2.112)Multipli
a-se toda a expansão em frações par
iais por (z − pk)

l. A ex-pressão resultante e suas derivadas 
om respeito a z são avaliadas em z = zkpara determinar os 
oe�
ientes Ak.Exemplo: Determine a expansão em frações par
iais de
X(z) =

1

(1 + z−1)(1 − z−1)2
(2.113)Eliminam-se potên
ias negativas de z

X(z)

z
=

z2

(z + 1)(z − 1)2
(2.114)A expansão em frações par
iais deve ter a forma

X(z)

z
=

A1

(z + 1)
+

A2

(z − 1)
+

A3

(z − 1)2
(2.115)Multipli
a-se a eq. 2.115 por (z + 1) e resulta

(z + 1)X(z)

z
=

(z + 1)A1

(z + 1)
+

(z + 1)A2

(z − 1)
+

(z + 1)A3

(z − 1)2
(2.116)Ao avaliar eq. 2.116 quando z = −1
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A1 =

(z + 1)X(z)

z
=

1

4
(2.117)Multipli
a-se a eq. 2.115 por (z − 1)2 e resulta

(z − 1)2X(z)

z
=

(z − 1)2A1

(z + 1)
+

(z − 1)2A2

(z − 1)
+

(z − 1)2A3

(z − 1)2
(2.118)e resulta

(z − 1)2X(z)

z
=

(z − 1)2A1

(z + 1)
+ (z − 1)A2 + A3 (2.119)Ao avaliar eq. 2.118 quando z = 1

A3 =
(z + 1)X(z)

z
=

1

2
(2.120)Deriva-se os dois lados da eq. 2.119 
om respeito a z

d

dz

[

(z − 1)2X(z)

z

]

=
2(z − 1)(z + 1)A1

(z + 1)2
+

−(z − 1)2A1

(z + 1)2
+ A2 (2.121)E avalia-se a eq. 2.121 em z = 1

A2 =
d

dz

[

(z − 1)2X(z)

z

]

=
3

4
(2.122)Consultando uma tabela de transformadas z determina-se a transformadainversa de 
ada fração par
ial.
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Chapter 3Planta 
ontínua no tempo 
om
ontrolador de tempo dis
reto
3.1 Transformada de Lapla
e do 'Sampler andHold'Vamos 
onsiderar um amostrador �
tí
io, 
hamado amostrador por impulsos.O sinal amostrado desta forma é um trem de impulsos, 
onforme eq. 3.1 e a�g. 3.1

x∗(t) =
∞
∑

k=0

x(kT )δ(t − kT ) (3.1)A Transformada de Lapla
e do sinal amostrado por impulsos é
X∗(s) = L[x∗(t)] = x(0)L[δ(t)]+x(1)L[δ(t−T )]+x(2)L[δ(t−2T )]+. . . (3.2)Entretanto, a Transformada de Lapla
e da função impulso é a intensidadedo impulso. Lembrando da propriedade da translação no tempo

X∗(s) = x(0) + x(1)e−Ts + x(2)e−2Ts + . . . =
∞
∑

k=0

x(kT )e−kTs (3.3)A semelhança entre X∗(s) de um sinal amostrado por impulsos 
om X(z)de uma sequên
ia dis
reta é enorme. Em parti
ular, se de�nimos z = eTs asduas transformadas se tornam iguais
X∗(s)|s=(1/T )ln(z) =

∞
∑

k=0

x(kT )z−k = X(z) (3.4)45



46CHAPTER 3. PLANTA CONTÍNUA NO TEMPO COMCONTROLADOR DE TEMPO DISCRETO
x(t)

x(t) x (t)

x (t)

X(s) X (s)

*

*

*

Figure 3.1: Asso
iativa da ConvoluçãoPortanto, a operação �
tí
ia 
hamada 'amostragem por impulsos' é fa
il-mente des
rita no plano s e seu resultado é fa
ilmente des
rito no plano
z. As 
onsequên
ias da semelhança entre X∗(s) e X(z) são importantes. Épossível mapear o plano s no plano z, e traduzir 
ritérios de estabilidadedesenvolvidos no plano s para gerar 
ritérios de estabilidade no plano z.As atenções voltam-se agora para uma representação em Transformadade Lapla
e para o pro
esso �
tí
io 
hamado data-hold. Data-hold é o pro
essoque gera um sinal 
ontínuo h(t) a partir de uma sequên
ia dis
reta x(kT ).Durante o intervalo kT < t < (k+1)T , o sinal 
ontínuo pode ser aproximadopor um polin�mio

h(kT − τ) = anτn + an−1τ
n−1 + . . . + a1τ + a0 (3.5)Quando τ = 0, h(kT − τ) deve 
on
ordar 
om x(kT ), de fato

h(kT − τ)|0 = anτ
n + an−1τ

n−1 + . . . + a1τ + h(kT ) = h(kT ) (3.6)O data-holdmais simples utiliza n = 0 e é 
hamado de data-hold de ordemzero. O resultado pode ser visto na �g. 3.2 e a reprentação matemáti
a estána eq. 3.7.
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x (t)* x(t)

Data−hold
ordem zeroFigure 3.2: Pro
esso data-hold de ordem zero

xh(t) = x(0)[u(t)−u(t−T )]+x(1)[u(t−T )−u(t−2T )]+. . . =
∞
∑

k=0

x(kT )[u(t−kT )−u(t−(k+1)T )](3.7)Lembrando que a Transformada de Lapla
e da função degrau é 1/s e apropriedade da translação no tempo,
L[u[t − kT )] =

e−kTs

s
, (3.8)a Transformada de Lapla
e do sinal feito 
ont�­nuo por um segurador deordem zero, eq. 3.7, torna-se

Xh(s) =
∞
∑

k=0

x(kT )
e−kTs − e−(k+1)Ts

s
=

1 − e−Ts

s

∞
∑

k=0

x(kT )e−kTs (3.9)ou seja,
Xh(s) =

1 − e−Ts

s
X∗(s) (3.10)Portanto, o modelo do data-hold de ordem zero é simplesmente,

Gh0(s) =
1 − e−Ts

s
(3.11)Com estes dois modelos, o modelo de amostrador e o modelo de data-hold,é possível representar um sistema misto, par
ialmente no tempo 
ontínuo,par
ialmente no tempo dis
reto, no plano z. Adi
ionalmente, a regi�£o deestabilidade no plano s, o semi-plano esquerdo, �© mapeado para a regi�£ointerna de um 
�­r
ulo unit�¡rio no plano z atrav�©s de z = esT .
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Chapter 4Propriedades bási
as darealimentação
4.1 Tipos de sistemas e erro de seguimento emregime permanenteOs sistemas podem ser 
lassi�
ados pelo grau do polin�mio que representa osinal de ex
itação para o qual o erro de seguimento em regime permanente é
onstante.Ainda que o sistema seja estável, o sinal de erro pode ser 
onsiderável. Épre
iso veri�
ar o erro em regime permanente resultante de uma ex
itaçãotipo degrau, rampa ou parábola, para 
onhe
er a abilidade do sistema paraseguir sinais de ex
itação.Um sistema dis
reto pode ser 
lassi�
ado de a
ordo 
om o número depólos em z = 1 na função de transferên
ia de malha aberta. O sistema é
lassi�
ado 
omo tipo 0, 1 ou 2, se a função de transferên
ia de malha abertativer 0, 1 ou 2 pólos em z = 1.Considere o sistema da �g. ??. Do diagrama sabe-se que

e(t) = r(t) − b(t) (4.1)O teorema do valor �nal informa que
limk→∞e(kT ) = limz→1[(1 − z−1)E(z)] (4.2)Ainda, a partir do diagrama,

G(z) = r(1 − z−1)Z[Gp(s)/s] (4.3)e 49
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GH(z) = r(1 − z−1)Z[(Gp(s)H(s))/s] (4.4)Portanto o erro,

E(z) = R(z) − GH(z)E(z) (4.5)que pode ser rees
rito 
omo
E(z) =

1

1 + GH(z)
R(z) (4.6)Finalmente, o erro em regime permanente,

ess = limz→1(1 − z−1)
1

1 + GH(z)
R(z) (4.7)Quando a ex
itação é um degrau, r(t) = 1(t),

R(z) =
1

1 − z−1
(4.8)e

ess = limz→1(1 − z−1)
1

1 + GH(z)

1

1 − z−1
(4.9)simpli�
ando,

ess = limz→1
1

1 + GH(z)
=

1

1 + Kp

(4.10)Quando a ex
itação é uma rampa, r(t) = t1(t),
R(z) =

Tz−1

(1 − z−1)2
(4.11)e

ess = limz→1(1 − z−1)
1

1 + GH(z)

Tz−1

(1 − z−1)2
(4.12)simpli�
ando,

ess = limz→1
T

(1 − z−1)GH(z)
=

1

Kv
(4.13)Quando a ex
itação é uma rampa, r(t) = t21(t)/2,

R(z) =
T 2(1 − z−1)z−1

2(1 − z−1)3
(4.14)
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ess = limz→1(1 − z−1)

1

1 + GH(z)

T 2(1 − z−1)z−1

2(1 − z−1)3
(4.15)

simpli�
ando,
ess = limz→1

T 2

(1 − z−1)2GH(z)
=

1

Ka

(4.16)
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