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2a. Parte: Modelos matemáticos da mecânica muscular I

Modelos Macroscópicos tipo Hill

Elementos básicos:
Elemento Contrátil
Elemento Elástico em Série
Elemento Elástico em paralelo
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Relação força x velocidade de encurtamento
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DINÂMICA DA CONTRAÇÃO MUSCULAR

• Modelo de Zajac: introdução do tendão

Parâmetros
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F FM M,(
~

) = força muscular
F FM M* *,(

~
) = força muscular quando o músculo está no comprimento

ótimo
F FCE CE, (

~
) = força no elemento contrátil

F FPE PE, (
~

) = força no elemento passivo
F FT T, (

~
) = força no tendão

Ls = comprimento do sarcômero
L LM M(

~
) = comprimento do músculo

L LT T,(
~

) = comprimento do tendão
L LMT MT,(

~
) = comprimento do atuador músculo-tendíneo

v vM M,(~ ) = velocidade da fibra muscular
v va

M
a

M,(~ ) = velocidade de alongamento da fibra muscular
v ve

M
e

M,(~ ) = velocidade encurtamento da fibra muscular
v vT T,(~ ) = velocidade do tendão
v vMT MT,(~ ) = velocidade do atuador músculo-tendíneo
t,( )τ = tempo
σ σT T,(~ ) = tensão no tendão
εT = deformação do tendão
u t u( ), ( )τ = excitação muscular
a t a( ), ( )τ = ativação muscular
αM = ângulo da fibra muscular
LM

α = comprimento das fibras musculares projetado no eixo do
tendão
FM

0 = força isométrica máxima do músculo
LM

0 = comprimento ótimo das fibras musculares (desenvolvendo a
força máxima)
α 0 = ângulo ótimo da fibra muscular quando L LM M= 0

ε0
T = deformação no tendão quando F FT M= 0

σ 0
T = tensão no tendão quando F FT M= 0

L Ls
T

s
T,(

~
) = comprimento do tendão relaxado

k kSE SE,(
~

) = rigidez das pontes cruzadas (SEE)
k kT T,(

~
)= rigidez do tendão

ET = módulo de elasticidade do tendão
A T = área da seção transversal do tendão
fla= componente ativa da relação força-comprimento
flp= componente passiva da relação força-comprimento
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vm = velocidade máxima de encurtamento das fibras musculares
τc = escala de tempo ( τc

M
ML v≡ 0 )

τ τact act, (~ ) = constante de tempo para contração
τ τdeact deact,(~ ) = constante de tempo para relaxamento
β = τact / τdeact

F FPE PE(~ ) = Força no elemento elástico em paralelo
F FDE DE(~ ) = Força no elemento viscoso em paralelo
F FCE CE(~ ) = Força no elemento contrátil
B B(~) = Coeficiente de amortecimento do elemento viscoso
k kPE PE,(

~
) = rigidez do elemento elástico em paralelo (PE)

Dinâmica da ativação

)kuk)(au(dtda 21 +−=

em que Tact=1/(k1+k2) e Tdeac=1/k2.

Tact=0.020 e Tdeac=0.050
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Músculo relaxado
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Para o músculo que se contrai:

~ cos ~
~
~

~L L
F
k

LM ST
T

T
MTα + + =
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Mecânica do Tendão

• O tendão está operando no regime linear

Sejam a tensão σT
T

T

F
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= e a deformação
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Pela lei de Hooke, σ εT T TE= . Se
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, temos que a

força no tendão pode ser calculada como:
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que, expressa em termos adimensionais, fica:
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Com isso, o coeficiente de rigidez do tendão é
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Nos níveis máximos de tensão isométrica, a tensão de trabalho
do tendão é:

σ0
0 32T
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T

F

A
= = MPa (1/3 tensão de ruptura)

Sendo, segundo Butler et al. (1984), ET = 1.2 GPa, e
~
L L Ls

T
s
T M= 0 , a rigidez de qualquer tendão pode, de acordo com

este modelo, ser calculada como
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Modelo de Zajac Modificado

Inclusão de elementos elástico e viscoso em paralelo ao
elemento contrátil

• Responde ao relaxamento (força inicial alta e ativação
baixa)

• Responde à estimulação nula
• Corrige instabilidade numérica em músculos com

tendões longos

Relações força× comprimento e força× velocidade
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Relação força ×××× comprimento :
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Relação força ×××× velocidade
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• Alongamento (
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alongamento: se FM ≥ 1,4 F0
M ,

~va
M

= 0.15 (Kuo, 1995)
No ponto de união entre os elementos
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Elemento elástico em paralelo
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~

k
~

F
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A deformação dos três elementos em paralelo é a mesma:
cálculo a partir da deformação do tendão:

α
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Força no elemento viscoso:
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Força do elemento contrátil: inverso da relação V x F
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Substituindo as expressões no balanço de forças
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solução algébrica:
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Parâmetros dos elementos elástico e viscoso:

para o músculo gastrocnemius do sapo (Imbar e Adam ,1976)

kPE = 1500 g/cm ≅ 1500 N/m

B = 225 g.s/cm ≅ 225 N.s/m

Se F k LPE PE M= ∆ , dividindo os dois desta equação por F0
M e L0
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a rigidez normalizada do elemento elástico em série fica:

~
k k

L

F
PE PE

M

M= 0

0

Para o elemento viscoso

F BvDE M=

dividindo por F0
M e por vm (a velocidade máxima de encurtamento

do músculo, que pode ser estimada segundo a equação τc
M

ML v= 0 ,
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musc3.m

clear global
clear all

%parametros musculares
%t: tendão
%ti: tiu (normalizado)
%g: geral
%m: musculo
%mt: musculo-tendíneo
%1- LD cão
%2- RF homem
%3- IL homem
mass_LD=112.4; %em gramas
ro_LD=1.056; %g/cm3
Lmt_LD=0.237; %em metros
PCSA_LD=112.4/(1.056*Lmt_LD*100); %em cm^2
Lst_LD=2*0.018; %em metros
alfo_LD=10; %em graus
Lom_LD=(Lmt_LD-Lst_LD)/cos(alfo_LD*pi/180);
Fom_LD=9.3*PCSA_LD;
Talc=0.1; % Talc=Lom/vm
Fomg=[Fom_LD 930 1474];
Lomg=[Lom_LD 0.082 0.127];
alfog=pi/180*[alfo_LD 5 7];
Lstg=[Lst_LD 0.410 0.085];
Lmtg=Lomg+Lstg;
Lsttig=Lstg./Lomg;
Ltg=Lmtg-Lomg; %estimativa de que o
comprimento inicial do musculo = Lom
Lttig=Ltg./Lomg;
%Epsog=(Ltg-Lstg)./Lstg;
kttig=37.5./Lsttig;
Lmttig=Lmtg./Lomg;
Btig=225*Lomg./(Fomg*Talc); % elemento viscoso
em paralelo
kpetig=2*1500*Lomg./(Fomg); % elemento
elastico em paralelo

%parâmetros da dinâmica da ativação
tactti=0.5*0.0065; %em segundos / Talc
tdeactti=0.22;
k2=1/tdeactti;
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k1=k2+1/tactti;

%simulação para um músculo

i=2; %número do músculo

%aplica parâmetros específicos a partir da
lista de músculos
Lstti=Lsttig(i);
Lmtti=Lmttig(i);
ktti=kttig(i);
alfo=alfog(i);
Fom=Fomg(i);
kpeti=kpetig(i);
Bti=Btig(i);
Vmtti=0; %contração isométrica
Ltti=Lttig(i);

t0=0;
tf=5; %tempo de simulação em segundos

Lmti0=1;

global param

t=[t0:0.01:tf];

resp=zeros(3*21,(length(t)+1));

for i=21:21
uref=(i-1)/20;
a0=uref;

Ftti0=uref;
y0=[a0 Ftti0 Lmti0];

param=[Lstti,Lmtti,ktti,alfo,Fom,kpeti,Bti,Vm
tti,k1,k2,uref];

[t,y]=ode45( 'mmusc3' ,t,y0');
a=y(:,1);
Ftti=y(:,2);

Lmti=y(:,3);
resp(3*i-2:3*i,1)=[uref a0 Ftti0]';
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resp(3*i-2:3*i,2:length(t)+1)=[a Ftti
Lmti]';
end

clf
hold on
for i=21:21,

plot(t,resp(i*2,2:length(t)+1))
pause

end
hold off

figure(1)
plot(t,y)
legend( 'a' , 'Ftti' , 'Lmti' )

figure(2)
psLtti=Ftti/ktti+Lstti;
psLmti=(Lmtti-psLtti)/cos(alfo);
deltaLmti=Ftti/(ktti*cos(alfo));
Fpeti=deltaLmti*kpeti;

plot(t,psLtti,t,Lmti,t,deltaLmti,t,Fpeti,t,Ftti
)
legend( 'Ltti' , 'Lmti' , 'deltaLmti' , 'Fpeti' , 'Ftti'
)

mmusc3.m

function yp=mmusc3(t,y);

global param

Lstti=param(1);
Lmtti=param(2);
ktti=param(3);
alfo=param(4);
Fom=param(5);
kpeti=param(6);
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Bti=param(7);
Vmtti=param(8);
k1=param(9);
k2=param(10);
uref=param(11);

if t>=0 & t<1,
u=0,

elseif t>=1 & t<2.5,
u=uref;

else u=0;,
end

u

y1=y(1);
y2=y(2);
y3=y(3);

a=y1;
Ftti=y2;
Lmti=y3;

fl=4.4930*Lmti^5-13.990*Lmti^4+12.884*Lmti^3-
2.5336*Lmti^2+.16673*Lmti+.11769e-2;

Q=Ftti/cos(alfo)*(1-kpeti/ktti);
ab=-4*Bti;
bb=-(Bti+a*fl+4*Q);
cb=a*fl-Q;
Veti=(-bb-(bb^2-4*ab*cb)^0.5)/(2*ab);

y1p =(u-1.*y1)*(k1*u+k2);
y2p =10*ktti*(Vmtti+Veti*cos(alfo));
y3p =-10*Veti;

yp=[y1p,y2p,y3p];

yp=yp';

[y1 y2 y3]

t
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%[Veti aVeti]

%pause
home

Identificação do modelo linear da mecânica muscular
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3a. parte: Reflexos neurais

Fusos musculares: conjuntos de pequenas fibras
musculares modificadas e envolvidas por uma capa de
tecido conjuntivo

Sensores de alongamento muscular

Neurônios aferentes do fuso muscular: grupo I (primária,
mede deslocamento e velocidade e II (secundária, mede
deslocamento).

Aferentes Ia – se conectam em espiral ao redor do fuso
Aferentes II – se conectam no fuso sem espiral

Corpos celulares dos Ia e II: nas raízes dorsais





19

Funcionamento passivo: estiramento da fibra leva ao
disparo das fibras aferentes.

Funcionamento ativo: mantém o comprimento do fuso na
contração

Motoneurônios α: só fibras extrafusais
Motoneurônios β: fibras extra e intrafusais
Motoneurônios γ: só fibras intrafusais

c/ acionamento dos motoneurônios β e γ, a região polar
do fuso encurta e a central alonga, disparando os
neurônios sensitivos.

Órgãos tendíneos de Golgi: sensores de força nos tendões
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Reflexos básicos - Reflexo de estiramento
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Vias aferentes


