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CONTEUDO



Capitulo 1

Teorema do Movimento do
Baricentro

1.1 Objetivo

Resultante das forcas internas

Momento resultante das forcas internas

Teorema do movimento do baricentro

e Exemplos

1.2 Resultante das Forcas de um Sistema de
Pontos

Seja um conjunto de pontos materiais P; de massas m;, conforme fig. 1.1. A
resultante das forcas que atuam em P; é,

o Hext Hint
Ro=Y R+ YR (1)
j ki
onde ﬂe;?t é uma forca externa ao sistema de pontos atuando sobre P;, e
F/3t é a agao de P, sobre P,
Admitindo a validade do principio da acao e reacao, isto é, F/" = —Fj"t,
A somatoria de todas as forcas internas torna-se nula,

SSEn=0 (1.2)

1 jF#
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Figura 1.1: Sistema de pontos materiais
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A resultante total do sistema de forcas que atuam no sistema de pontos
materiais, R = ¥ RZ, é igual a resultante das forgas externas apenas, uma
vez que as forgas internas se cancelam. Ou seja,

R=Y R = ZZ Feot (1.3)

1.3 Momento das Forcas em um Sistema de
Pontos

O momento de todas as forcas que atuam sobre um sistema, em relagao ao
p’olo O, é, por definicao,

Mo =Y [(P,— O) A R)) (1.4)

i

Expandindo R; em parcelas de forcas internas e externas,

Mo =Y _[(P, — O)] A (Re™ + 3 Fint)] (1.5)
) Ve
Isolando 0 momento causado pelas das forcas externas, obtemos dois ter-
mos,

Mo =Y _[(P,— O) A R)) +ZP O) A (Y Fm) (1.6)
i Ve

Admitindo novamente a validade do principio da acao e reacao, para cada
termo (H—O)/\ﬁi?t existe (P, —O) /\F”ji”;t que se cancelam levando o segundo
termo da eq. 1.6 a tornar-se nulo, ver fig. 1.2. Ou seja, 0 momento das for¢as
internas € nulo.

Resulta da eq. 1.6 que o momento total das forcas que atuam no sistema
de pontos € iqual ao momento das forcas externas ao sistema de pontos.

1.4 Teorema do Movimento do Baricentro TMB

O baricentro de um sistema de pontos se comporta como se nele estivesse
concentrada toda a massa do sistema e nele agisse a resultante das forcas
externas. De fato, por defini¢do, m(G — O) = >, m;(P; — O), onde G é o
baricentro do sistema e m é a massa total do sistema. Derivando esta equagao
no tempo,
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Figura 1.2: Par de forgas diretamente opostas
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y
B
X A
0]
L
Figura 1.3: Bote com um tripulante
m(vg — Up) = Zmiﬁi — Zmﬁo (1.7)
i i
Simplificando,
miig = Zmﬂ_fi (1-8)
i
Derivando no tempo, mais uma vez,
mig =Y mid; =Y R = R (1.9)
i i

Observe que, se numa direcao i, a resultante for nula, R.4 = 0, entao
conserva-se a quantidade de movimento nesta direcao,

mig.i = 0 = miig.i = cte (1.10)

Ezemplo: Qual é o deslocamento de um bote quando um tripulante se desloca
de um extremo ao outro? Dados m, a massa do tripulante, M, a massa do
bote, e L, o comprimento do bote.

—

(M +m)ig=0= G — 0 = cte (1.11)

Da definicao de baricentro,

mL+ ML/2  mx+ M(x+ L/2)
-0 = = 1.12
¢-0 m+ M m+ M (1.12)
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Portanto,
. mkL
v m+ M

Ezxemplo: Uma granada de massa m move-se a uma altura h, com velocidade
horizontal vy para a direita quando explode em dois fragmentos de massas
my e massa my. Um fragmento atinge o solo no instante 7', a uma distancia
d. Determine a posi¢ao do outro fragmento neste instante.

No instante em que o primeiro fragmento atinge o solo, a posicao do
centro de massa é dada por ¢ = vyT e yg = h — gT?/2.

A partir da definicao de centro de massa tem-se que

(1.13)

mxg = mix, + mod (1.14)

myc = miyr + mso0 (1.15)

Destas duas equagoes, resulta

1
1 = —[muyT — mad (1.16)
my
m
= —[h—gT?/2 1.17
b=l = g2 (117

Ezxemplo: Um carro de massa M tem centro de massa no ponto A. Um bloco
de massa m jaz sobre a dianteira do carro e tem centro de massa no ponto
B. O coeficiente de atrito cinético entre o bloco e o carro é ;4 = 0,1. Atua
sobre o carro uma forca horizontal F'. Determinar o intervalo de tempo que
leva o bloco para abandonar o carro de 1 m de comprimento.

A normal de apoio vale N = mg e a forca de atrito maxima é yN. Da lei
fundamental, uN = mapg, ou seja, ag = ug.

Da defini¢do de centro de massa, ag = (as + ap)/2. A aceleragao do
centro de massa ¢ ag = F//(m + M). Portanto a aceleracao do carro

as = 2ac — ag (1.18)

e a aceleracao do bloco relativa ao carro

apret = ap — ag = —2(ag — Ap) = =2(F/(m + M) — ug) (1.19)

A aceleragao relativa é constante. O movimento relativo é uniformemente
acelerado Tg,e; = aprqt?/2. O instante em que o bloco deixa o carro é
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y

Figura 1.4: Corda em queda livre

t= ( Fl (1.20)

mean — M9
Ezemplo: Uma corda de comprimento L esta suspensa verticalmente por seu
extremo A, com seu extremo inferior B tocando o solo. Em seguida, a corda
é¢ abandonada. Determinar a acao do solo sobre a corda ap6s a extremidade
A da corda ter descido a distancia a. Dados m = pL, massa total da corda,
e p, densidade linear.
Por definicao, a altura do baricentro é,

h msolo(hsolo) + mvertical(hvertical) (1 21)

Gt p— .
pL

Tomando o solo como referéncia, h,,, = 0 e observando que Myerticar =

(L —a)p e que hyerticar = (L — a)/2, temos

(L —a)? —(L —d)a
_ == 1.22
ha 57— VG 7 (1.22)
Derivando mais uma vez no tempo,
.2 _ ..
o= & L—a) (1.23)

L L
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Da lei fundamental,

mag = —mg + N (1.24)
Sabe-se ainda que,
da  dada
— = = 1.25
dt ~ dtda Y (1.25)
Ou seja,
a2
add:gda:gzga%—C (1.26)

Mas sabe-se que @ = 0 para a = 0 e decorre que C' = 0. Das egs. 1.23 e
1.26,

2ga (L —a)g
ag = —
L L
Finalmente, introduzindo eq. 1.27 na eq. 1.24, temos N = 3agp.

(1.27)



Capitulo 2

Teorema da Energia Cinética

Antes de abordar o teorema da energia cinética para um corpo rigido defi-
nem-se algumas grandezas que surgem no calculo da energia cinética e do
momento angular de um sistema de pontos rigidamente ligados.

2.1

2.2

Objetivos
Energia cinética de um corpo rigido
Matriz de Inércia
Translacao de eixos e 0 momento de inércia
Translagao de eixos e o produto de inércia
Matriz de Rotacao
Eixos principais de inércia
Teorema da Energia Cinética

Exemplos

Energia Cinética e Matriz de Inércia

A energia cinética de um sistema de pontos materiais é a soma da energia
cinética de cada ponto do sistema,

T:Z 5 (2.1)

13
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A expressao da energia cinética de um sistema de pontos rigidamente
ligados serd utilizada para apresentar o conceito de matriz de inércia. Como
o sistema de pontos é rigido, vale a equacao de Poisson,

¥ = U + WA(P; — O) (2.2)

Substituindo eq. 2.2 na eq. 2.1, obtém-se,
1
T = 2 > mi(io + GNP, = 0).(To + GA(P; — 0)) (2.3)
Ou, ainda,
1 1
T= 3> ml + 3 mido.(@ A (P = 0)) + 5 3 mi(@ A (P, = 0))* (24)

Para escrever o ultimo termo da eq. 1.26 em coordenadas cartesianas,

observa-se,
A
WA (P, —0)=det| w, w, w, (2.5)
Ti Yi %

Calculando o determinante simboélico,

-

(Ziwy - yz‘wzﬁ

-

WA (P —0)= +(zw, — zw,)j (2.6)
+(yiw, — xjwy)k

Calculando o quadrado desta expressao,

[u_j A (Pz - O)]2 = (Ziwy - yiwz)2 + ($1wz - Ziw:c)2 + (yzwx - $iwy)2 (27)
E expandindo os termos entre parénteses,
[@A(Pi=O) = (7 +y)ws + (2 +a))wy + (yf +a)w?  (2.8)
—22;Y; Wy W, — 2X;2;We Wy — 2T Wy Wy

Entao,
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@ A (P — O))? 1
1
+§w2 ' (27 + 2h)m;

1
o Y2 + g,

—Wy Wy, Z Zzzyzmz
— WL W, Z 12;;M;

(2.10)
Em notacao matricial,
1 - 2
§Zmi[w/\(Pi—O)] = (2.11)
Jxx _J:cy _sz Wy

(wy wy wy) | =Jye  Jyy  —Jya Wy (2.12)
_sz _Jzy Jzz Wy

|~

Onde por definicao,

Jow = (2 +yi)m (2.13)
Jyy = ZZ:(ZZQ +x)m; (2.14)
Joe = i(Z?er?)mi (2.15)
Joy = ixiyimi (2.16)
Sy = iyi'zimi (2.17)
Jow = zz:zzx,mz (2.18)

As trés primeiras equagoes representam momentos de inércia e as trés
ultimas representam produtos de inércia.
Exemplo: Calcule os momentos de inércia em relagao aos eixos Ox e Oy do
arco de circunferéncia homogéneo de massa m.
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X

Figura 2.1: Momentos de inércia de um arco

2a
B X

Figura 2.2: Momentos de inércia de um triangulo
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y

(0] X'

Figura 2.3: Sistemas de referéncia

Ezemplo: Calcular os momentos de inércia em relagao aos eixos Oz e Oy do
triangulo de vértices OAB. Dados m, rho e a.
O momento de inércia em relagao ao eixo Oz é por definicao,

Jow =Y My} :/0 y>pp dy (2.19)

onde p = 2a(a — y)/a representa o comprimento de um elemento de area
elementar de largura dy. Substituindo p = p(a) na eq. 2.19 tem-se,

pat  ma?

Joz = / 2p(ay® —y*) dy — (2.20)
0 6 6

Analogamente, o momento de inércia em relacao ao eixo Oy é

Ty = /2ax2pp(x) dx (2.21)
w =, :

onde p(x) = a(2a — x)/2a representa o comprimento de um elemento de area
elementar de largura dz. Substituindo p(x) na eq. 2.21, tem-se

2a
Jyy = / plax® — 2*/2)dx = pa* = ma® (2.22)
0

Observe que Jy, > Jy,.

2.3 Translacao de eixos e momentos de inércia

Sejam dois sistemas de referéncia Gry e Ox'y’. O sistema Gry passa pelo
centro de massa e o sistema Ox'y’ é paralelo a este. ver fig. 2.3.
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Teorema: O momento de inércia em relagao a um eixo paralelo a um eixo
baricentral ¢ igual a soma do momento de inércia em relacgao ao eixo bari-
central e o produto da massa do corpo pelo quadrado da distancia entre os
eixos.

De fato,

T :/ (d + y)?pd A (2.23)
Area
Expandindo o termo entre parénteses,

e = / (@ + 1% + 2yd)dA = P+ Jou +2dp [ ydA  (2.24)
Area

Area

Pela definicao de baricentro sabe-se que [, ydA = 0 e resulta

Joror = d°m + Jpp (2.25)

2.4 Raio de Giracao

Denomina-se Raio de gira¢ao, Rg, a distancia a um eixo, digamos Ox, onde
pode-se concentrar toda a massa do corpo rigido sem alterar seu momento
de inércia em relagao a Ox.

Das defini¢oes de momento de inércia e raio de giragao,

Jow = / (y* + 2%)pdV = mRZ, (2.26)
\%
Ou seja,
JSCSC
Rg =1/ — (2.27)
m

2.5 Translacao de eixos e Produtos de Inércia

Conhecidos os produtos de inércia em relagao a um sistema de eixos bari-
central, Gxyz, pode-se expressar um dos produtos de inércia em relacao a
um sistema Ox'y’z’, onde Ox' é paralelo a Gx, Oy’ é paralelo a Gy e Oz’ é

paralelo a Gz. Da definicdo de produto de inércia

oy = Z:Biyimi (2.28)

Nas novas coordenadas,
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Figura 2.4: Translacao de um Sistema de Referéncia

Jpry = Z mi(z; +a)(y; +b) = Z mi(zy; + ay; + bx; + ab) (2.29)

Lembrando que no sistema baricentral 3~ m;ay; = 0e > m;by; = 0, resulta

Jx/y/ = ny + mab (230)

2.6 Momento Polar de Inércia
Denomina-se momento polar de inércia a quantidade

Jo = /V(P —0)?pdV = /V(x2 Y 1% (2.31)

Trata-se do momento em relacao a um poélo e nao em relacao a um eixo.
Observa-se ainda que,

Jo = (a7 + i + 2])m (2.32)

Duplicando a equacao acima,

2Jo = Z(yf + 22)m; + Z(:Bf + 22)m; + Z(:Bf + y%)m; (2.33)

Ou seja, duas vezes o momento polar de inércia é igual ao trago da matriz
de inércia.
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y=Xx

X

Figura 2.5: Composicao de momentos de inércia

2.7 Composicao de Momentos de Inércia

O momento de inércia de um corpo pode ser calculado subtraindo momentos
de inércia de corpos mais simples.

Exemplo: Sendo m a massa de um solido gerado pela rotagao da su-
perficie hachura-da na fig. 2.5, em torno do eixo Oy, calcule J,,. ¢ dado o
momento de inércia de um disco em torno de seu eixo, J,, = mR?/2.

O momento de inércia do cilindro de raio unitario e espessura unitéria,
J1, menos o momento de inércia do soélido gerado pela area sobre a curva, Js,
é igual ao momento de inércia do solido gerado pela area hachurada, J3.

Jy = mR?/2 = mphR*/2 (2.34)

Da fig. 2.5 sabe-se que R =1 e h = 1. E resulta o valor de J; = 7p/2.
O momento de inércia J, é dado por

h o2 1 h
Jy = / ™ 'Ody = @/ 2? 2wdr = pﬂ/ 2% da (2.35)
o 2 2 Jo 0

Resolvendo a integral, resulta J, = mp/4. Decorre o valor de Js,

Jys=J1—Jo=mp/2 —7mp/d=mp/d (2.36)

2.8 Matriz de Rotacao dos Eixos de um Sis-
tema de Referéncia

Considere o sistema Ox'y’z’ que sofreu uma rotacdo em relagdo ao sistema
Oxyz.
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\\ Xl

Figura 2.6: Rotagao de um Sistema de referéncia

Os versores 1, 7, k estao relacionados com os versores ¢/, j/, k' através de

i = COS Qi + COS gy j' + COS Qg K (2.37)
J = COS Q1 + COS Qv j' + COS Qo K (2.38)
k = coS a1’ + cOS tzy j' + COS tppr K/ (2.39)

Um vetor qualquer pode ser expresso nas duas bases,

T=xi+yj+ 2k (2.40)
T=a'i +yf + 2K (2.41)

Substituindo as eqgs. 2.39 na eq. 2.40 e comparando com a eq. 2.41 observa-
se que,

T COS Qlyyr  COS Qyzr  COS (lyyy T

"1 = | cosayy cosay, cosa., (2.42)
y1= ay vy zy Yy :
4 COS Qlzyr  COS Qiyyr  COS (tpy z

Ou em notagdo mais compacta, v" = Lv, onde L é uma matriz que pro-
move a rotacao de eixos.

2.9 Eixos Principais de Inércia

Vamos expressar a energia cinética de rotagao de um corpo rigido através
de dois sistema de coordenadas diferentes. Estes sistemas de coordenadas
tem um ponto em comum e o deslocamento entre eles é descrito por uma
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rotacao. Existe portanto uma matriz de rotacao que relaciona o vetor de

rotagao expresso no sistema Oxyz com o vetor de rotagao expresso no sistema
1,0 !

Ox'y',

w = Lw (2.43)

A energia cinética de rotacao de um corpo rigido expressa no sistema
Ozyz é

1
T= §thw (2.44)

onde [ é a matriz de inércia relativa a Oxyz, e w é um vetor coluna repre-
sentando w em relagao a Oxyz.
A energia cinética de rotacao de um corpo rigido expressa no sistema
Ox'y'z é
1 1ty 1
T= oW I'w (2.45)

onde I’ é a matriz de inércia relativa a Oxz'y’z’, e w' &€ um vetor coluna
representando w’ em relacao a Ox'y'z’.
Substituindo a eq. 2.43 na eq. 2.45 e comparando com a eq. 2.44 tem-se

wilw = w'I'w' = wL'I'Lw (2.46)
Portanto, a matriz de inércia I pode ser calculada a partir de I’,

[=LTL (2.47)

Aos particulares eixos Ox, Oy, Oz em que [ se torna diagonal denominam-
se eixos principais de inércia. A existéncia destes eixos é garantida por um
teorema da Algebra Linear.

2.10 Teorema da Energia Cinética para um Corpo
Rigido

A energia cinética de um sistema de pontos rigidamente ligados é a soma da
energia cinética de cada ponto do sistema

T=> mu;.u; (2.48)

Derivando esta expressao,
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dr

T = ma;.v; (2.49)

i

Porém, da lei fundamental,

md; = (Z ety mt) (2.50)

k jF#£i

A taxa de variacao da energia cinética torna-se

‘;—f:;[(; ext 4 ; mt). ] (2.51)

Multiplicando a expressao anterior por dt obtém-se o diferencial da ener-
gia cinética em funcao do trabalho diferencial das forcas internas e das forcas
externas

dT = Z <Z fer dH) +> (Z fimt dP) (2.52)

7 jneqi

Pelo principio da agao a reacao e pela hipotese’otese de rigidez entre os
pontos do corpo rigido, o trabalho diferencial das for¢as internas é nulo, pois

fint.dp, = — fint 4P, (2.53)

Concluindo, a variagao da energia cinética de um corpo rigido é igual ao
trabalho realizado pelas forcas externas,

dT = 3" Rt .dP, — T — Ty = 70" (2.54)
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Capitulo 3

O Teorema do Momento Angular

3.1 Objetivos

e Momento Angular de um Sistema Rigido
e Teorema do Momento Angular para um Sistema de Pontos

e Exemplos no Plano
O momento angular de um sistema de pontos é por defini¢ao

Ho = >_(Pi = O)Amyt; (3.1)

7

onde, se o sistema é rigido,

U; = VO + GA(P; — O) (3.2)
Substituindo a eq. 3.2 na eq. 3.1,

7

Ho = 3 [mi(P, — O)wid) + X [mi( P~ O)ANGA(P ~ 0)]  (33)

Adotando um sistema de coordenadas cartesiano com origem em O, o
vetor posicao torna-se

A segunda somatoria da eq. 3.3 pode ser expressa em coordenadas car-
tesianas. Inicialmente, expressa-se WA(P; — O) em coordenadas cartesianas,
através do determinante simbolico

25



26 CAPITULO 3. O TEOREMA DO MOMENTO ANGULAR

gk
Z; Yi Zi

ou seja,

— — —

ON(P; — O) = (wyz; — w,y;)i + (W — wey;)j + (wey; — wyzi))k (3.6)

O passo seguinte consiste em calcular (P; — O)A(JA(P; — O)), através do
determinante simbdlico

i j k
(P — O)NGA(P; — 0)) = ; Yi 2
(wyzi - wzyi) (wzfi - 'LU;,;ZZ') (w:cyi - wy$i)

resulta,

(we(y? + 22) — wyzy; — wzxizi)ﬂ—
(P — O)NGA(P; = 0)) = (—wyaiy; + wy (2] + 27) — wzyizi)jj_ (3.7)
(—wemizi — wyyizi + w, (2?2 + y)k

O momento angular do corpo rigido em coordenadas cartesianas ¢

m(G — O)A\vH+
7 Simi(we (Y7 + 27) — wyziy; — wzxizi);+
Hp = 2 2 =
S mi(—weriy; + wy (o] 4+ 27) — w.y2) j+
S M —weiz; — wyyszi + we (7 + Y7 )k

(3.8)

e levando em consideracao as definicoes de momentos e produtos de inércia,
o momento angular pode ser expresso em forma matricial

m(G — O)ANvH+
= Joz  —Joy  —Jaz Wy
(i 7 k)| —Joy  Jyy  —ae Wy
_sz _Jzy Jzz Wy

(3.9)

Observe que nesta expressao temos uma notacao mista, o primeiro termo
utiliza notagao vetorial e o segundo termo utiliza notacao matricial.
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3.2 Teorema do Momento Angular

O teorema do momento angular nao requer a hipotese rigidez entre os pontos
do sistema. é na verdade um teorema de sistemas de pontos materiais. Parte-
se da definicao do momento angular de um sistema de pontos materiais,

Hy = (P, — O)Amys, (3.10)

)

Deriva-se a expressao do momento angular em relacao ao tempo,

dH
A Z 0; — UO) AN, U; +Z (P, — O)Am;a; (3.11)
i
Introdunzindo a lei fundamental, e cancelando um dos produtos vetoriais,

d[‘fo - o ot
= Zvi/\mivo + Z(R — O)A\R§™ (3.12)
7 (2

Finalmente, da defini¢ao de centro de massa e reconhecendo que o segundo
termo é o momento das forcas externas ao sistema, tem-se a proposicao do

teorema do momento angular

Hp = mig Ao + M_éxt (3.13)

A taxa de variacao do momento angular é igual‘a soma do momento das
forcas externas e o termo mvgAvSH.

3.3 Exemplos no plano

Exemplo: Um disco parte do repouso e rola sem escorregar sobre o plano
inclinado, ver fig. 3.1. Calcular sua velocidade apos ter percorrido uma dis-
tancia . Dado: Jg = mR?/2.

A variagao da energia cinética é igual ao trabalho das forcas externas ao
corpo rigido T'— Ty = 7¢*t. A energia cinética em um dado instante ¢ dada
por

mv2 1 Jmm _me _sz 0
S0 0 w)| Ty Jyy —Jy 0 (3.14)

T —

Efetuando as operagoes de multiplicacgao,
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/ y
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afa (

Figura 3.1: Disco sobre plano inclinado

o,

1 1
T= §mvé + §Jzzw§ (3.15)

A velocidade do centro de massa GG pode ser expressa em termos de w,,

Ve = gy + w.kA(G — CIR) = —Rw.i (3.16)
Introduzindo a eq. 3.16 na eq. 3.15

3
T:ZmW@ (3.17)

O trabalho das forcas externas é o trabalho da forca peso

—

7‘6‘“:/ mg(— cosaj + sinaz).d:vfz/ mgsin adr = mgsinax  (3.18)
0 0

Finalmente, igualando a eq. 3.17 e a eq. 3.18,

3
Zmszg = mgsin ax (3.19)
Portanto,
2 2 2 93
ve = RAw; = J9sinoz (3.20)

Exemplo: A barra parte do repouso da posi¢ao 6y = 7/2, com velocidade
angular wy no sentido horéario, ver fig. 3.2. Obtenha o menor valor de wy para
que a barra nao mude seu sentido de rotacao. Dado: Jg = mL?/12, momento
de inércia da barra em relagao ao centro de massa.
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™
v

G w

Figura 3.2: Barra articulada fora do centro de massa

A energia cinética da barra utilizando o ponto O como origem do sistema
de coordenadas,

1 1
To = §mv?) + mup.dA(G — 0) + §thw (3.21)
Os dois primeiros termos sao nulos uma vez que o ponto O é fixo,
1 2
To = §Jzzowz (3.22)

O momento de inércia da barra em relacao ao seu centro de massa é
dado. Resta calcular o momento de inércia da barra em relagao ao sistema
de coordenadas passando por O,

L? m
_ 2 _ 2

Para que o movimento nao se inverta a barra deve chegar com energia

cinética diferente de zero na posicao vertical,

(3.23)

1
T="Ty+7"" = §m(L2/12 + d?) — mgd > 0 (3.24)
Portanto,

9 2gd

wy > 2t &) (3.25)

Exemplo Uma roda gigante de raio R gira com velocidade angular &,
constante. Uma cadeira de massa m, momento de inércia J, e centro de
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theta 7 x
N

Figura 3.3: Roda Gigante

massa G esta articulada em A. Usando o sistema de referéncia (A, x, vy, z)
solidario a cadeira, pede-se, para a situagao mostrada na fig. 3.3:

a) a aceleracao do ponto A;

b) determinar 6 em funcio de Jyu;

¢) determinar as reagoes na articulagdo A, em funcao de 0, 9,9 e demais
dados.

A aceleragao do ponto A é centripeta ay = —w?R(—1) onde @ = cos a + Bi+
sina + 67 uma vez que o corpo rigido OA tem velocidade angular constante.
Para relacionar 0 e J, podemos utilizar o teorema do momento angular,

Hj = mugAvy + ngt (3.26)
O momento das forcas externas em relacao ao poélo A
Mji:“ = mgh sin Ok (3.27)
onde h = |G — A||.
Resta desenvolver uma expressiao para H4. Sabe-se,
Hy=m(G — A4 + Ja0k (3.28)
Derivando a eq. 3.28 no tempo,
Hy = mugAvii + m(G — ANy + Ja0k (3.29)

Igualando a eq. 3.27 e a eq. 3.29
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Jabk = mghsin 0k — m(G — A)Ad4 (3.30)
O 1ltimo termo pode ser expandido,
m(G — A)Aay = mhifw? R(cos a + 0i + sin o + 67) (3.31)
e simplificado,
m(G — A)Ad4 = mw’Rhsin 6 + ok (3.32)
A relagao entre Jy e 0 torna-se
1
= J—(mgh sin @ — mw?Rhsin (0 + a)) (3.33)
A

As reagoes na articulacao A podem ser obtidas através do teorema do
centro de massa. A aceleracao do centro de massa é

§

iy = dy — OEA(G — A) — OkA(—BEA(G — A)) (3.34)
Ou seja,

-,

it = —w?R(cos (a + 0)i + sin (o + 0)7) + 0hj + 0°hi (3.35)
Ja a resultante das forcas atuantes na cadeira

—

R =mg(—cosaj —sinoi) + Ryi + R,j (3.36)

Na dire¢ao Ox resulta

R, = m(—w?cos (a + ) + °h + gsin ) (3.37)

e na direcao Oy, resulta
R, = m(—w?Rsin (a + ) + 6h + g cos a) (3.38)

Exemplo: Um disco esta apoiado sobre uma plataforma horizontal e o
coeficiente de atrito entre ambos é u, ver fig. 3.4. O sistema permanece em
repouso até que o plano adquire aceleracao a = ai constante. Pede-se:

a) calcule a aceleragdo do baricentro e a aceleragdo angular do disco,
admitindo que ocorre escorregamento no plano de contato;

b) repita o calculo admitindo rolamento puro;

¢) determine o valor maximo de @ que possibilita rolamento puro.

Do diagrama de corpo livre do disco e do teorema do centro de massa
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Figura 3.4: Plano Acelerado e Disco

mag; = pmgi—a; = ugi (3.39)

A aceleragao angular é obtida através do teorema do momento angular

Hg = Mg—Jawk = Rumgk (3.40)

Isolando a aceleragao angular e substituindo Jg = mR?/2

o 2
R
Na condicao de rolamento a projecao da aceleracao do ponto de contato
A na diregao ié igual a projecao da aceleracao do plano na diregao i, isto
é, ay = a. A forca no contato F;t deve ser calculada através do teorema do
centro de massa

(3.41)

mag; = Fyt—mag = Fyt (3.42)

e do teorema do momento angular

Jow = REt (3.43)

No instante inicial a velocidade angular é nula e a relacao entre aceleracao
angular e aceleracao do centro de massa é obtida através da féormula de
Poisson

i = ah +GN(G — A) + BA[BA(G — A) (3.44)
O ltimo termo é nulo e (G — A) = Ri, portanto

F.t )
— =a—wR (3.45)
m

Substituindo o valor de F,t da eq. 3.45 na eq. 3.43
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~

Figura 3.5: Roda Gigante

2a

- (3.46)

w
Decorre ainda que ag = a/3.
O maior valor da aceleracao do plano que possibilita a hipotese de ro-
lamento deve respeitar F,t<umg. Do teorema do movimento do centro de
massa

mag = ma/3 = Ftleumg—a<3ug (3.47)

Exemplo: Um carretel de peso mg parte do repouso. Um fio enrolado
no carretel sustenta um bloco B de peso mg. O fio passa por uma polia ideal
conforme a fig. 3.5. Sabendo que r = R/2 e que Jo = 3mR?/2, pede-se:

a) a velocidade de B em fungao de z;

b) a tracdo no fio;

¢) as componentes da rea¢ao em c.

A energia cinética em um instante genérico

(3.48)

A velocidade angular obedece a w = vp/(R+ 1) e vp = vp. Portanto, a
energia cinética pode ser escrita em termos de vpg

_ bmug
6

T (3.49)
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Apenas a forca peso no corpo B contribui para o trabalho das forcas
externas

T = / mg dr = mgx (3.50)
0
Do teorema da energia cinética T — Ty = 7%
6
W2 = % (3.51)
Derivando a eq. 3.51 em relagao ao tempo
6 3
Qpap = 2L qp =" (3.52)
5t 5t
Da lei fundamental
3 8
map = mg — F’trac_)F’trac =mg + ﬂ = ﬂ (353)

A reacao no ponto de contato C' pode ser avaliada através do teorema do
movimento do centro de massa

-

magi = (Firac — Fat);+ (N —mg)j (3.54)
Resta determinar a aceleracao ag em termos da aceleracao ap
i = ap + GA(G — B) + GAAA(G — B)] (3.55)

Substituindo v = 3rw na eq. 3.51 obtém-se w = 3¢g/15r. Projetando a
eq. 3.55 na direcao ¢
39 39 4y
24 _ 3.56
A R T (3:56)
Portanto, a componente de atrito resulta

4 4

% - F’trac - Fat_>Fat - % (357)

e a componente normal resulta N = mg.

Exemplo: Um cilindro de massa m e raio R desce um plano inclinado que
forma um angulo a com a horizontal, conforme fig. 3.6. Dados os coeficientes
de atrito estatico u, e dinamico ug entre o cilindro e o plano, determine:

a) a aceleragao do centro de massa G do cilindro e a aceleragao angular
w do cilindro, admitindo que nao ocorre escorregamento;

b) repetir o item anterior admitindo que ocorre escorregamento no con-
tato;
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Figura 3.6: Cilindro escorregando no plano

¢) determine o angulo a que delimita a as condigoes dos tens a) e b);
d) mostre que se hé escorregamento, no movimento subsequente continua
0 escorregamento.

Do diagrama de corpo livre e do teorema do movimento do centro de
massa temos

mag; = (mgsina — Fy)i + (N —mgcosa)j (3.58)
Como a aceleracao do centro de massa tem a direcao i

ag = gsina — Fy /m (3.59)

O teorema do momento angular expresso em um sistema de coordenadas
que passa pelo centro de massa resulta

Jow.k = —Rumyg cos ak (3.60)

Da hipotese de nao escorregamento e sabendo que a trajetoéria do centro
de massa é retilinea tem-se que

Substituindo a eq. 3.61 na eq. 3.59 e na eq. 3.60 obtém-se

w=2¢gsina/R (3.62)

e consequentemente ag = 2gsin «
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Por outro lado, admitindo que ocorre escorregamento no contato a forca
de atrito é conhecida, F; = umg cos a, da eq. 3.59 decorre

ag = gsina — j1g cos « (3.63)
e da eq. 3.60, que representa o teorema do momento angular,

249 cos o
R

O angulo a que delimita a condigao de escorregamento é tal que a velo-
cidade do ponto de contato é nula

(3.64)

w =

ve = v + GA(C — G) = 0—ve = Rw (3.65)
Integrando no tempo a aceleracao do centro de massa vg = agt = gsina—
g cos at e integrando a expressao da acelera¢ao angular w = —2ug cos at/R.
Portanto,
(gsina — pugcos )t = 2ug cos at (3.66)
Simplificando,
tan o = 3 (3.67)

Finalmente, se a < 3 na eq. 3.66 observa-se que a velocidade do ponto
de contato serda sempre diferente de zero.

Exemplo: Um disco pesado de massa m e raio r, rola sem escorregar
no interior de um tubo de raio R. Determinar as componentes da agao do
tubo sobre o disco quando este se encontra na posicao mais alta, admitindo
que o disco nao perde contato com o tubo antes de atingir a posicao mais
elevada. é conhecida a velocidade do centro de massa G na posi¢ao mais

baixa vg = /11g(R —1)/3.

A tnica forca que realiza trabalho no disco é a for¢a peso

T=—-2mg(R—r) (3.68)
A energia cinética do disco na posicao mais baixa é dada por

1
Ty = §ch2 (3.69)

onde Jo = 3mr?/2 e w? = 11g(R —r)/(3r?)

Do teorema da energia cinética T'— Ty = 7, portanto
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/5

Figura 3.7: Cilindro rolando no interior de um tubo

T - zmg(R S i Clink) (3.70)

Para determinar a aceleracao angular utiliza-se o teorema do momento
angular tendo o ponto de contato C' como poélo

Jotw = 0—w = 0 (3.71)

A aceleracao do centro de massa tem componente transversal nula e com-
ponente radial

W22

(R—r)? (
Finalmente, as reacoes no contato podem ser determinadas pelo teorema
do movimento do centro de massa

at.j = —P(R—71) = R—7) (3.72)

mag; = —Fyui — (mg+ N)j (3.73)
Logo, F; =0 e

w?r?

(R—7r)=mg—N =0 (3.74)
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Capitulo 4

Algumas aplicacoes do TMA

4.1 Objetivos

Rotacao ao redor de um eixo fixo

Movimento com um ponto fixo

Movimento geral de um soélido

Exemplos

Precessao estacionaria de um piao

Efeito giroscopico

4.2 Rotacao ao redor de um eixo fixo

Sejam Oz o eixo de rotacao, Ox e Oy ligados ao solido. O momento angular
de um corpo rigido ¢ dado por

Ho =m(G — O)At) + [i j k| Jw (4.1)

Uma vez que vp = 0,

ﬁO = _szwzz_ JwaZj+ JZZWZE (4

[\
~—

Derivando Hp observando que J,., Jy., J.., k sao constantes e que ap = 0,
tem-se

Ho = W, (—Jpui — Jyof + Jook) + w2 (=Jpe + Jyui) (4.3)

39
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Pelo teorema do momento angular

Hp = migAio + Mo = M, (4.4)
Igualando a eq. 4.3 e a eq. 4.4 tem-se

Jzzwz = MOz
. 2
—Jpy +widy, = Moy
. 2
—Jy Wy — wzfsz = MOy

Se o solido apresentar J,, = 0 e J,, = 0 decorre que Mo, = 0 e Mo, = 0.
Esta condicao é procurada através do balanceamento de rotores.

4.3 Movimento com um ponto fixo

Seja O um ponto fixo e sejam ainda Ox, Oy e Oz eixos principais de inércia.
Consequentemente os produtos de inércia sao nulos e a expressao do momento
angular resulta

ffo = Jopwai + Jyywyj_"jt Jzzwzg (4.5)

Derivando em relacao ao tempo, observando que v5 = 0, ap = 0, e que
os momentos de inércia sao constantes porque o sistema Oxyz é solidario ao
corpo

mex;—i—
Jyywy Jj+
Skt
mex;—i—

S5
I

Jyywyj_‘"
Jowk

onde

A taxa de variacao do momento angular torna-se
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-

(Joay — Jyywyw, + Jswyw, )i

Ho = (Jyyy + Jppwow, — Joow,wy) ] (4.7)
(Jo2y — Jpawawy + Jyywywy )k
Do teorema do momento angular
Hp = migaAio + Mo = M, (4.8)

Igualando a eq. 4.7 com a eq. 4.8 tem-se

Jyywy - (JZ

Jxxwm - (Jyy - Jzz)wywz = MOw
z wa)wzwm = MOy

Jyy)wewy, = Moy

Se acaso J, = Jy, a ultima equagao é simplificada J,.w, = Mo..

4.4 Movimento geral de um sélido

Seja Gryz um sistema de coordenadas que passa pelo centro de massa onde
Gz, Gy, e Gz sao eixos principais de inércia. O momento angular do corpo
rigido é expresso por

He = m(G — Q)N + [i ] k] Jw (4.9)

ou seja,

—— =

Hg = [i]k]Jw (4.10)

Expandindo esta expressao

ﬁg = Jopwai + Jyywyj+ Jzzwzlg (4.11)

e derivando no tempo

mem;+
Jyywyj:'—i-
Jw k+
mez?jL
Jyywyjf"

JzszE

5
I

(4.12)
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onde

i =GN = —wyk + w,k
j=&N] = +wxl;: — Wi
k=&nk = we) + wyz

A taxa de variacao do momento angular torna-se

L (et = (Jyy = Ty )i+
Hg = (Jywy — (s — Jua)wswy)j+ (4.13)
(Josby — (Juw — Jyy)wywy )k

Do teorema do momento angular

Hg = migAig + Mg = Mg (4.14)
[gualando a eq. 4.13 com a eq. 4.14 tem-se

Jyywy - (Jz

Jmmwx - (Jyy - Jzz>wywz = MGw
z J:c:c)wzwx - MG’y

Jyy)wawy = Mg,

Examplo: A barra AB homogénea, de comprimento L e massa m é
articulada em A e gira em torno do eixo vertical u, ver fig. 4.1. Em B
existe uma massa concentrada 2m. O angulo « é constante e a aceleracao da
gravidade é g. Pede-se:

a) a posicao do centro de massa e o momento de inércia Jy,;

b) a em fungao da velocidade angular w;

c) as reagoes em A em fungao de a.

A posicao do baricentro é obtida através de sua defini¢ao

mL/2+2mL-
— i
3m

G- A= (4.15)

Pelo teorema de Steiner podemos associar o momento de inércia em re-

lagdo ao eixo Gy, Jg, = mL*/12 com o momento de inércia que passa pelo
eixo By

Jpy = Jay +2mL* + mL? /4 = TmL?*/3 (4.16)



4.4. MOVIMENTO GERAL DE UM SOLIDO 43

u

w4

A

afa

B
\ '
Figura 4.1: Barra articulada

Dado que A é ponto fixo, que os produtos de inércia sao nulos e que
Jzz = 0, o momento angular em relacao ao ponto A torna-se

. 0 0 0 —W COS «
Ha=(i j k)|O0 J, O w sin « (4.17)
0o 0 J, 0

ou seja, Hy = Jywsinay.
Derivando a expressao do momento angular

Hy= Jyyw sinaj = — W sin o cos o (4.18)

O momento das for¢as atuantes no corpo rigido em relacao ao ponto A é
expresso por

—5dmgsin o -

My = (B — A)A(=2mgi) + [(B — A) /2| A(—mygii) = Sk (419)

[gualando a eq. 4.18 e eq. 4.19, consequéncia do teorema do momento
angular, obtém-se o valor do quadrado da velocidade angular
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Figura 4.2: Eixo em rotacgao

15¢g
2= 7 4.20
w 14L cos o ( )

Conhecida a velocidade angular pode-se explorar o teorema do movimento
do centro de massa. A resultante das forcas atuantes no corpo rigido é funcao
da reacao na articulacao R,t + R,j + R.k e da forca peso,

mag = R,i+ Ryj—l— RZE — 3mgu (4.21)

onde ag; = 5Lw?/2(cos o —sinai) e @ = — cos i 4 sin aj.
Portanto, R, = —mg(3cosa + 25tana/28), R, = mg(3sina + 25/28) e
R, =0.

Exemplo Determinar as rea(;oes dinamicas em D, sendo que a velocidade
angular w e um momento M = Mj estd atuando no eixo, ver fig. 4.2.
O momento angular do corpo rigido em relagao ao ponto C' é dado por

He = —mewy;jL Jyywyj— Jzywylg (4.22)
onde J,, = 2(mL?/12 + mL?*/4) = 2mL?*/3,

L
oy = / rLpdx = mL?*/2 (4.23)
0

L
Ty = /0 2(2L)pdz = mL* (4.24)

Portanto, o momento angular é simplificado
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He = mLw,(—i/2+2/3 — k) (4.25)
A taxa de variacao do momento angular no tempo torna-se
He = mL*,(—i/2 +25/3 — k) + mL*w2(k/2 — i) (4.26)
O momento das forcas em relagao ao ponto C

Mg = (AL Zp — 11mgL)i + (mgL/2 + M)j — ALX pk (4.27)

Igualando a eq. 4.26 e a eq. 4.27, tendo em vista o teorema do momento
angular resulta da direcao Cy

g M

j, = —— 4.28
= op Tl (4.28)
da direcao C'z

mg M mLw]
Xp=—"+—— 4.29
PRI TS (4.29)

Finalmente, na direcao Cz

43 M mLw?

Zp =9 T (4.30)

16 8L 4

4.5 Precessao estacionaria de um piao

O vetor de rotacao de um piao é frequentemente descrito através de coor-
denadas angulares conhecidas por dngulos de Fuler. Sejam dois sistemas de
coordenadas OXY Z, fixo e Oxyz solidario ao piao, conforme a fig. 4.3.

O vetor de rotacao pode ser expresso por

&= oK + 0] + psik (4.31)
porém K = cosfk — sin 0i, e decorre

&= —dsinbi+ 6] + (cosb + ¥k (4.32)

Conhecido o vetor de rotacao do piao, a quantidade de movimento angular
em relacao ao polo O é dada por

Ho = m(G — O)Avg + [i ] K][J][w] (4.33)

lembrando que os produtos de inércia sao nulos e que a velocidade do ponto
O é nula
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theta z

Figura 4.3: angulos de Euler

Ho = —Jputsin 07 + Jy,07 + (¢ cos 6 + ) Tk (4.34)

Investiga-se agora a possibilidade de um movimento onde 6, QS e w sao
constantes. Simplifica-se a expressao anterior porto que 6 = 0,

Ho = —Jouésin 07 + (¢ cos 0 + 1/})JZZE (4.35)
Derivando em relagao ao referencial OXY Z, lembrando que a aceleragao

do ponto O é nula,
Hy = — bsin 92%—|— (gb cos 6 + w)Jzzlg (4.36)

onde a derivada do versor 7 é

i = (—psinbi + ¢ cos Ok)AT = ¢ cos 0 (4.37)
e a derivada do versor E,
K= (—psin i + ¢ cos Ok)Ak = ¢sin 6] (4.38)

A derivada da quantidade de movimento angular torna-se

Pfo = —Jp§? sin O cos 0] + (G cos O + 1) psin 6,7 (4.39)

Antes de utilizar o teorema do momento angular é necessario determinar
o momento das for¢as atuantes no corpo rigido em relagao ao p’olo O. Seja
(G — O) = Lk para simplificar a notacao.
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Figura 4.4: Rotor

My = (G — O)A(—mgK) = Lsin Omgj (4.40)

Portanto, do TMA resulta uma condicao para que a precessao estacionaria
possa ocorrer,

(—JpedcosO + (pcosl +¥)J..)p = Limg (4.41)

4.6 Efeito Giroscopico

Considere um rotor constituido por um disco de centro de massa G solidario
ao eixo AB, com vetor de rotacao & conforme a fig. 4.4.

O chassis de um veiculo pode imprimir um binério representado pelas
forgas Pe @, opostas e de mesma intensidade. Do teorema do momento
angular observa-se que

Hy = Mz = (A— G)AF, + (B — G)AF, (4.42)

A derivada do momento angular Hg é ortogonal as forcas Pe Cj Do
principio da acao e reacao, sabe-se que o rotor aplica ao chassis do veiculo um
binario oposto ao binério que o chassis aplica no rotor. O efeito giroscopico
é o efeito do binario que o rotor exerce sobre o chassis.

Exemplo: Um sistema é composto por um carrinho de massa M, uma
barra de massa desprezivel e um disco de massa m e raio R, conforme a
fig. 4.5. O vinculo em O permite que a barra gire apenas em torno do eixo
Oz. O carrinho se desloca num plano horizontal com aceleragao @ e o disco
gira em torno de OA com velocidade angular w;, constante. A barra move-se
com velocidade angular & e aceleracao angular . Pede-se:

a) determinar o binario transmitido ao carrinho por meio do vinculo no
ponto O;

b) determinar o valor de @ para que o permanega constante;
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Figura 4.5: Rotor

¢) determinar a for¢a que a barra aplica sobre o carrinho nas condi¢oes
do item anterior.

A partir do teorema do momento angular é possivel determinar o bina-
rio que a barra transmite ao carrinho. Escolhido o ponto O como p’olo, a
quantidade de movimento angular é

Ho = m(G — O)Aig + [1 ] K][J][w] (4.43)

Substituindo o vetor de rotagao & = wi — ¢k na expressao acima
Hy) = m(G — O)A\v) + J el — JoaGtj (4.44)
A derivada no tempo do vetor quantidade de momento angular

Ho = migANigy + m(G — OYAa) + Jogwi — J..iik (4.45)
onde i = —GkAT = —dj e dp = a(— cos aj + sin a;).
O termo m(Gp)Aap pode ser descrito em componentes cartesianas por

—mULa cos ak. Resulta
Hpy = muig Ay — mLa cos ak — meo‘zj — Jzzdlg (4.46)
O momento das forcas que atuam no corpo rigido barra+disco

Mo = —mgLsin ok + M,i + M,j (4.47)

O teorema do momento angular, neste caso onde o p6lo O nao é fixo nem
tampouco tem aceleracao nula é dado por
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ffo = mugAg + Mo (4.48)
Introduzindo a eq. 4.46 e a eq. 4.47 na eq. 4.48 tem-se na diregao i

M, =0 (4.49)
na direcao j
M, =—J — zawd (4.50)
e na direcao k
J..0+mLacosa =mgLsina (4.51)
Portanto o binario transmitido ao carrinho é Myj' = —meo’zj

Introduzindo a condicao & = 0 na eq. 4.51, determina-se a aceleracao do
carrinho para que « seja constante
a=gtana (4.52)

Determina-se a forca que a barra exerce sobre o carrinho através do teo-
rema do movimento do centro de massa do corpo rigido barra+disco

mag = mg(—cosai —sinaj) + Yo + Xot (4.53)
onde a aceleracao do centro de massa é determinada pela relacao fundamental
(Poisson)

a¢; = a(—cosaj + sinai) — Litj — &°Li (4.54)
Entao, nas condi¢oes do item (b), a = gtan a, decorre

Xo= 9 (4.55)
COS ¥

e que Yo = 0.
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