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Capítulo 1Teorema do Movimento doBari
entro
1.1 Objetivo

• Resultante das forças internas
• Momento resultante das forças internas
• Teorema do movimento do bari
entro
• Exemplos1.2 Resultante das Forças de um Sistema dePontosSeja um 
onjunto de pontos materiais Pi de massas mi, 
onforme �g. 1.1. Aresultante das forças que atuam em Pi é,

~Ri =
∑

j

~F ext
i,j +

∑

k 6=i

~F int
i,k (1.1)onde ~F ext

i,j é uma força externa ao sistema de pontos atuando sobre Pi, e
~F int

i,k é a ação de Pk sobre Pi.Admitindo a validade do prin
ipio da ação e reação, isto é, ~F int
i,k = −~F int

k,i .A somatória de todas as forças internas torna-se nula,
∑

i

∑

j 6=i

~F int
i,j = ~0 (1.2)5
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Figura 1.1: Sistema de pontos materiais



1.3. MOMENTO DAS FORÇAS EM UM SISTEMA DE PONTOS 7A resultante total do sistema de forças que atuam no sistema de pontosmateriais, ~R =
∑

i
~Ri, é igual à resultante das forças externas apenas, umavez que as forças internas se 
an
elam. Ou seja,

~R =
∑

i

~Rext
i =

∑

i

∑

j

~F ext
i,j (1.3)1.3 Momento das Forças em um Sistema dePontosO momento de todas as forças que atuam sobre um sistema, em relação aop'olo O, é, por de�nição,

~MO =
∑

i

[(Pi − O) ∧ ~Ri] (1.4)Expandindo ~Ri em par
elas de forças internas e externas,
~MO =

∑

i

[(Pi − O)] ∧ (~Rext
i +

∑

j 6=i

~F int
i,j )] (1.5)Isolando o momento 
ausado pelas das forças externas, obtemos dois ter-mos,

~MO =
∑

i

[(Pi − O) ∧ ~Ri] +
∑

i

[(Pi − O) ∧ (
∑

j 6=i

~F int
i,j )] (1.6)Admitindo novamente a validade do prin
ípio da ação e reação, para 
adatermo (Pi−O)∧ ~F int

i,j existe (Pi−O)∧ ~F int
j,i que se 
an
elam levando o segundotermo da eq. 1.6 a tornar-se nulo, ver �g. 1.2. Ou seja, o momento das forçasinternas é nulo.Resulta da eq. 1.6 que o momento total das forças que atuam no sistemade pontos é igual ao momento das forças externas ao sistema de pontos.1.4 Teorema do Movimento do Bari
entro TMBO bari
entro de um sistema de pontos se 
omporta 
omo se nele estivesse
on
entrada toda a massa do sistema e nele agisse a resultante das forçasexternas. De fato, por de�nição, m(G − O) =

∑

imi(Pi − O), onde G é obari
entro do sistema em é a massa total do sistema. Derivando esta equaçãono tempo,
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Figura 1.2: Par de forças diretamente opostas



1.4. TEOREMA DO MOVIMENTO DO BARICENTRO TMB 9
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Figura 1.3: Bote 
om um tripulante
m( ~vG − ~vO) =

∑

i

mi~vi −
∑

i

mi~vO (1.7)Simpli�
ando,
m~vG =

∑

i

mi~vi (1.8)Derivando no tempo, mais uma vez,
m~aG =

∑

i

mi~ai =
∑

i

~Ri = ~Rext (1.9)Observe que, se numa direção ~u, a resultante for nula, ~R.~u = 0, então
onserva-se a quantidade de movimento nesta direção,
m~aG.~u = 0 =⇒ m~vG.~u = ~cte (1.10)Exemplo: Qual é o deslo
amento de um bote quando um tripulante se deslo
ade um extremo ao outro? Dados m, a massa do tripulante, M , a massa dobote, e L, o 
omprimento do bote.

(M +m)~vG = ~0 =⇒ G−O = ~cte (1.11)Da de�nição de bari
entro,
G− O =

mL+ML/2

m+M
=
mx+M(x+ L/2)

m+M
(1.12)



10 CAPÍTULO 1. TEOREMA DO MOVIMENTO DO BARICENTROPortanto,
x =

mL

m+M
(1.13)Exemplo: Uma granada de massa m move-se a uma altura h, 
om velo
idadehorizontal v0 para a direita quando explode em dois fragmentos de massas

m1 e massa m2. Um fragmento atinge o solo no instante T , a uma distân
ia
d. Determine a posição do outro fragmento neste instante.No instante em que o primeiro fragmento atinge o solo, a posição do
entro de massa é dada por xG = v0T e yG = h− gT 2/2.A partir da de�nição de 
entro de massa tem-se que

mxG = m1x1 +m2d (1.14)e
myG = m1y1 +m20 (1.15)Destas duas equações, resulta
x1 =

1

m1
[mv0T −m2d (1.16)

y1 =
m

m1

[h− gT 2/2] (1.17)Exemplo: Um 
arro de massaM tem 
entro de massa no ponto A. Um blo
ode massa m jaz sobre a dianteira do 
arro e tem 
entro de massa no ponto
B. O 
oe�
iente de atrito 
inéti
o entre o blo
o e o 
arro é µ = 0, 1. Atuasobre o 
arro uma força horizontal F . Determinar o intervalo de tempo queleva o blo
o para abandonar o 
arro de 1 m de 
omprimento.A normal de apoio vale N = mg e a força de atrito máxima é µN . Da leifundamental, µN = maB, ou seja, aB = µg.Da de�nição de 
entro de massa, aG = (aA + aB)/2. A a
eleração do
entro de massa é aG = F/(m+M). Portanto a a
eleração do 
arro

aA = 2aG − aB (1.18)e a a
eleração do blo
o relativa ao 
arro
aBrel = aB − aA = −2(aG −AB) = −2(F/(m+M) − µg) (1.19)A a
eleração relativa é 
onstante. O movimento relativo é uniformementea
elerado xBrel = aBrelt

2/2. O instante em que o blo
o deixa o 
arro é



1.4. TEOREMA DO MOVIMENTO DO BARICENTRO TMB 11

N

x

L

d

y

Figura 1.4: Corda em queda livre
t =

√

√

√

√

1

( F
(m+M)

− µg
(1.20)Exemplo: Uma 
orda de 
omprimento L está suspensa verti
almente por seuextremo A, 
om seu extremo inferior B to
ando o solo. Em seguida, a 
ordaé abandonada. Determinar a ação do solo sobre a 
orda após a extremidade

A da 
orda ter des
ido a distân
ia a. Dados m = ρL, massa total da 
orda,e ρ, densidade linear.Por de�nição, a altura do bari
entro é,
hG =

msolo(hsolo) +mvertical(hvertical)

ρL
(1.21)Tomando o solo 
omo referên
ia, hsolo = 0 e observando que mvertical =

(L− a)ρ e que hvertical = (L− a)/2, temos
hG =

(L− a)2

2L
=⇒ vG =

−(L− d)ȧ

L
(1.22)Derivando mais uma vez no tempo,

aG =
ȧ2

L
−

(L− a)ä

L
(1.23)



12 CAPÍTULO 1. TEOREMA DO MOVIMENTO DO BARICENTRODa lei fundamental,
maG = −mg +N (1.24)Sabe-se ainda que,
dȧ

dt
=
da dȧ

dt da
= g (1.25)Ou seja,

ȧ dȧ = g da =⇒
ȧ2

2
= ga+ C (1.26)Mas sabe-se que ȧ = 0 para a = 0 e de
orre que C = 0. Das eqs. 1.23 e1.26,

aG =
2ga

L
−

(L− a)g

L
(1.27)Finalmente, introduzindo eq. 1.27 na eq. 1.24, temos N = 3agρ.



Capítulo 2Teorema da Energia Cinéti
aAntes de abordar o teorema da energia 
inéti
a para um 
orpo rígido de�-nem-se algumas grandezas que surgem no 
ál
ulo da energia 
inéti
a e domomento angular de um sistema de pontos rigidamente ligados.2.1 Objetivos
• Energia 
inéti
a de um 
orpo rígido
• Matriz de Inér
ia
• Translação de eixos e o momento de inér
ia
• Translação de eixos e o produto de inér
ia
• Matriz de Rotação
• Eixos prin
ipais de inér
ia
• Teorema da Energia Cinéti
a
• Exemplos2.2 Energia Cinéti
a e Matriz de Inér
iaA energia 
inéti
a de um sistema de pontos materiais é a soma da energia
inéti
a de 
ada ponto do sistema,

T =
∑

i

mi~vi.~vi

2
(2.1)13



14 CAPÍTULO 2. TEOREMA DA ENERGIA CINÉTICAA expressão da energia 
inéti
a de um sistema de pontos rigidamenteligados será utilizada para apresentar o 
on
eito de matriz de inér
ia. Comoo sistema de pontos é rígido, vale a equação de Poisson,
~vi = ~vO + ~w∧(Pi − O) (2.2)Substituindo eq. 2.2 na eq. 2.1, obtém-se,

T =
1

2

∑

i

mi(~vO + ~w∧(Pi − O).(~vO + ~w∧(Pi −O)) (2.3)Ou, ainda,
T =

1

2

∑

i

miv
2
o +

∑

i

mi~vO.(~w ∧ (Pi − O)) +
1

2

∑

i

mi(~w ∧ (Pi − O))2 (2.4)Para es
rever o último termo da eq. 1.26 em 
oordenadas 
artesianas,observa-se,
~w ∧ (Pi − O) = det

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k
wx wy wz

xi yi zi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(2.5)Cal
ulando o determinante simbóli
o,
~w ∧ (Pi − O) =

(ziwy − yiwz)~i

+(xiwz − ziwx)~j

+(yiwx − xiwy)~k

(2.6)Cal
ulando o quadrado desta expressão,
[~w ∧ (Pi − O)]2 = (ziwy − yiwz)

2 + (xiwz − ziwx)
2 + (yiwx − xiwy)

2 (2.7)E expandindo os termos entre parênteses,
[~w ∧ (Pi − O)]2 = (z2

i + y2
i )w

2
x + (z2

i + x2
i )w

2
y + (y2

i + x2
i )w

2
z (2.8)

−2ziyiwywz − 2xiziwxwy − 2yixiwywxEntão,
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∑

i

mi[~w ∧ (Pi − O)]2

2
=

1

2
w2

x

∑

i

(z2
i + y2

i )mi (2.9)
+

1

2
w2

y

∑

i

(z2
i + x2

i )mi

+
1

2
w2

z

∑

i

(x2
i + y2

i )mi

−wywz

∑

iziyimi

−wxwz

∑

iziximi

−wywx

∑

ixiyimi (2.10)Em notação matri
ial,
1

2

∑

i

mi[~w ∧ (Pi −O)]2 = (2.11)
1

2
(wx wy wz )







Jxx −Jxy −Jxz

−Jyx Jyy −Jyx

−Jzx −Jzy Jzz













wx

wy

wz





 (2.12)Onde por de�nição,
Jxx =

∑

i

(z2
i + y2

i )mi (2.13)
Jyy =

∑

i

(z2
i + x2

i )mi (2.14)
Jzz =

∑

i

(z2
i + y2

i )mi (2.15)
Jxy =

∑

i

xiyimi (2.16)
Jyz =

∑

i

yizimi (2.17)
Jzx =

∑

i

ziximi (2.18)As três primeiras equações representam momentos de inér
ia e as trêsúltimas representam produtos de inér
ia.Exemplo: Cal
ule os momentos de inér
ia em relação aos eixos Ox e Oy doar
o de 
ir
unferên
ia homogêneo de massa m.
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Figura 2.3: Sistemas de referên
iaExemplo: Cal
ular os momentos de inér
ia em relação aos eixos Ox e Oy dotriângulo de vérti
es OAB. Dados m, rho e a.O momento de inér
ia em relação ao eixo Ox é por de�nição,
Jxx =

∑

miy
2
i =

∫ a

0
y2ρp dy (2.19)onde p = 2a(a − y)/a representa o 
omprimento de um elemento de áreaelementar de largura dy. Substituindo p = p(a) na eq. 2.19 tem-se,

Jxx =
∫ a

0
2ρ(ay2 − y3) dy =

ρa4

6
=
ma2

6
(2.20)Analogamente, o momento de inér
ia em relação ao eixo Oy é

Jyy =
∫ 2a

0
x2ρp(x) dx (2.21)onde p(x) = a(2a−x)/2a representa o 
omprimento de um elemento de áreaelementar de largura dx. Substituindo p(x) na eq. 2.21, tem-se

Jyy =
∫ 2a

0
ρ(ax2 − x3/2)dx = ρa4 = ma2 (2.22)Observe que Jyy > Jxx.2.3 Translação de eixos e momentos de inér
iaSejam dois sistemas de referên
ia Gxy e Ox′y′. O sistema Gxy passa pelo
entro de massa e o sistema Ox′y′ é paralelo a este. ver �g. 2.3.



18 CAPÍTULO 2. TEOREMA DA ENERGIA CINÉTICATeorema: O momento de inér
ia em relação a um eixo paralelo a um eixobari
entral é igual à soma do momento de inér
ia em relação ao eixo bari-
entral e o produto da massa do 
orpo pelo quadrado da distân
ia entre oseixos.De fato,
Jx′x′ =

∫

Area
(d+ y)2ρdA (2.23)Expandindo o termo entre parênteses,

Jx′x′ =
∫

Area
(d2 + y2 + 2yd) dA = d2m+ Jxx + 2dρ

∫

Area
y dA (2.24)Pela de�nição de bari
entro sabe-se que ∫A y dA = 0 e resulta

Jx′x′ = d2m+ Jxx (2.25)2.4 Raio de GiraçãoDenomina-se Raio de giração, RG, à distân
ia a um eixo, digamos Ox, ondepode-se 
on
entrar toda a massa do 
orpo rígido sem alterar seu momentode inér
ia em relação a Ox.Das de�nições de momento de inér
ia e raio de giração,
Jxx =

∫

V
(y2 + z2)ρdV = mR2

G (2.26)Ou seja,
RG =

√

Jxx

m
(2.27)2.5 Translação de eixos e Produtos de Inér
iaConhe
idos os produtos de inér
ia em relação a um sistema de eixos bari-
entral, Gxyz, pode-se expressar um dos produtos de inér
ia em relação aum sistema Ox′y′z′, onde Ox′ é paralelo a Gx, Oy′ é paralelo a Gy e Oz′ éparalelo a Gz. Da de�nição de produto de inér
ia

Jxy =
∑

xiyimi (2.28)Nas novas 
oordenadas,
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Figura 2.4: Translação de um Sistema de Referên
ia
Jx′y′ =

∑

mi(xi + a)(yi + b) =
∑

mi(xiyi + ayi + bxi + ab) (2.29)Lembrando que no sistema bari
entral∑miayi = 0 e∑mibyi = 0, resulta
Jx′y′ = Jxy +mab (2.30)2.6 Momento Polar de Inér
iaDenomina-se momento polar de inér
ia à quantidade

JO =
∫

V
(P −O)2ρdV =

∫

V
(x2 + y2 + z2) dV (2.31)Trata-se do momento em relação a um pólo e não em relação a um eixo.Observa-se ainda que,

JO =
∑

(x2
i + y2

i + z2
i )mi (2.32)Dupli
ando a equação a
ima,

2JO =
∑

(y2
i + z2

i )mi +
∑

(x2
i + z2

i )mi +
∑

(x2
i + y2

i )mi (2.33)Ou seja, duas vezes o momento polar de inér
ia é igual ao traço da matrizde inér
ia.
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Figura 2.5: Composição de momentos de inér
ia2.7 Composição de Momentos de Inér
iaO momento de inér
ia de um 
orpo pode ser 
al
ulado subtraindo momentosde inér
ia de 
orpos mais simples.Exemplo: Sendo m a massa de um sólido gerado pela rotação da su-perfí
ie ha
hura-da na �g. 2.5, em torno do eixo Oy, 
al
ule Jyy. é dado omomento de inér
ia de um dis
o em torno de seu eixo, Jyy = mR2/2.O momento de inér
ia do 
ilindro de raio unitário e espessura unitária,
J1, menos o momento de inér
ia do sólido gerado pela área sobre a 
urva, J2,é igual ao momento de inér
ia do sólido gerado pela área ha
hurada, J3.

J1 = mR2/2 = πρhR4/2 (2.34)Da �g. 2.5 sabe-se que R = 1 e h = 1. E resulta o valor de J1 = πρ/2.O momento de inér
ia J2 é dado por
J2 =

∫ h

0

πx2ρ

2
dy =

πρ

2

∫ 1

0
x2 2xdx = ρπ

∫ h

0
x3 dx (2.35)Resolvendo a integral, resulta J2 = πρ/4. De
orre o valor de J3,

J3 = J1 − J2 = πρ/2 − πρ/4 = πρ/4 (2.36)2.8 Matriz de Rotação dos Eixos de um Sis-tema de Referên
iaConsidere o sistema Ox′y′z′ que sofreu uma rotação em relação ao sistema
Oxyz.
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Figura 2.6: Rotação de um Sistema de referên
iaOs versores ~i,~j,~k estão rela
ionados 
om os versores ~i′, ~j′, ~k′ através de
~i = cosαxx′

~i′ + cosαxy′
~j′ + cosαxz′

~k′ (2.37)
~j = cosαyx′

~i′ + cosαyy′
~j′ + cosαyz′

~k′ (2.38)
~k = cosαzx′

~i′ + cosαzy′
~j′ + cosαzz′

~k′ (2.39)Um vetor qualquer pode ser expresso nas duas bases,
~v = x~i+ y~j + z~k (2.40)

~v = x′~i′ + y′~j′ + z′~k′ (2.41)Substituindo as eqs. 2.39 na eq. 2.40 e 
omparando 
om a eq. 2.41 observa-se que,






x′

y′

z′





 =







cosαxx′ cosαyx′ cosαzx′

cosαxy′ cosαyy′ cosαzy′

cosαxz′ cosαyz′ cosαzz′













x
y
z





 (2.42)Ou em notação mais 
ompa
ta, v′ = Lv, onde L é uma matriz que pro-move a rotação de eixos.2.9 Eixos Prin
ipais de Inér
iaVamos expressar a energia 
inéti
a de rotação de um 
orpo rígido atravésde dois sistema de 
oordenadas diferentes. Estes sistemas de 
oordenadastem um ponto em 
omum e o deslo
amento entre eles é des
rito por uma



22 CAPÍTULO 2. TEOREMA DA ENERGIA CINÉTICArotação. Existe portanto uma matriz de rotação que rela
iona o vetor derotação expresso no sistema Oxyz 
om o vetor de rotação expresso no sistema
Ox′y′z′,

w
′ = Lw (2.43)A energia 
inéti
a de rotação de um 
orpo rígido expressa no sistema

Oxyz é
T =

1

2
w

tIw (2.44)onde I é a matriz de inér
ia relativa a Oxyz, e w é um vetor 
oluna repre-sentando ~w em relação a Oxyz.A energia 
inéti
a de rotação de um 
orpo rígido expressa no sistema
Ox′y′z′ é

T =
1

2
w

′tI ′w′ (2.45)onde I ′ é a matriz de inér
ia relativa a Ox′y′z′, e w
′ é um vetor 
olunarepresentando ~w′ em relação a Ox′y′z′.Substituindo a eq. 2.43 na eq. 2.45 e 
omparando 
om a eq. 2.44 tem-se

w
tIw = w

′tI ′w′ = wLtI ′Lw (2.46)Portanto, a matriz de inér
ia I pode ser 
al
ulada a partir de I ′,
I = LtI ′L (2.47)Aos parti
ulares eixosOx, Oy, Oz em que I se torna diagonal denominam-se eixos prin
ipais de inér
ia. A existên
ia destes eixos é garantida por umteorema da Álgebra Linear.2.10 Teorema da Energia Cinéti
a para um CorpoRígidoA energia 
inéti
a de um sistema de pontos rigidamente ligados é a soma daenergia 
inéti
a de 
ada ponto do sistema

T =
∑

i

mi~vi.~vi (2.48)Derivando esta expressão,



2.10. TEOREMA DA ENERGIA CINÉTICA PARA UMCORPO RÍGIDO23
dT

dt
=
∑

i

mi~ai.~vi (2.49)Porém, da lei fundamental,
mi~ai =





∑

k

~f ext
i,k +

∑

j 6=i

~f int
i,j



 (2.50)A taxa de variação da energia 
inéti
a torna-se
dT

dt
=
∑

i









∑

k

~f ext
i,k +

∑

j 6=i

~f int
i,j



 .~vi



 (2.51)Multipli
ando a expressão anterior por dt obtém-se o diferen
ial da ener-gia 
inéti
a em função do trabalho diferen
ial das forças internas e das forçasexternas
dT =

∑

i

(

∑

k

~f ext
i,k .dPi

)

+
∑

i





∑

jneqi

~f int
i,j .dPi



 (2.52)Pelo prin
ípio da ação a reação e pela hipótese'otese de rigidez entre ospontos do 
orpo rígido, o trabalho diferen
ial das forças internas é nulo, pois
~f int
i,j .dPi = − ~f int

j,i .dPj (2.53)Con
luindo, a variação da energia 
inéti
a de um 
orpo rígido é igual aotrabalho realizado pelas forças externas,
dT =

∑

i

~Rext
i .dPi → T − T0 = τ ext

t0,t (2.54)
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Capítulo 3O Teorema do Momento Angular
3.1 Objetivos

• Momento Angular de um Sistema Rígido
• Teorema do Momento Angular para um Sistema de Pontos
• Exemplos no PlanoO momento angular de um sistema de pontos é por de�nição

~HO =
∑

i

(Pi − O)∧mi~vi (3.1)onde, se o sistema é rígido,
~vi = ~vO + ~ω∧(Pi − O) (3.2)Substituindo a eq. 3.2 na eq. 3.1,

~HO =
∑

i

[mi(Pi − O)∧ ~vO] +
∑

i

[mi(Pi − O)∧(~ω∧(Pi − O))] (3.3)Adotando um sistema de 
oordenadas 
artesiano 
om origem em O, ovetor posição torna-se
Pi − O = xi

~i+ yi
~j + zi

~k (3.4)A segunda somatória da eq. 3.3 pode ser expressa em 
oordenadas 
ar-tesianas. Ini
ialmente, expressa-se ~ω∧(Pi − O) em 
oordenadas 
artesianas,através do determinante simbóli
o 25
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~ω∧(Pi − O) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k
wx wy wz

xi yi zi

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(3.5)ou seja,
~ω∧(Pi −O) = (wyzi − wzyi)~i+ (wzxi − wxyi)~j + (wxyi − wyxi)~k (3.6)O passo seguinte 
onsiste em 
al
ular (Pi −O)∧(~ω∧(Pi −O)), através dodeterminante simbóli
o

(Pi − O)∧(~ω∧(Pi − O)) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k
xi yi zi

(wyzi − wzyi) (wzxi − wxzi) (wxyi − wyxi)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣resulta,
(Pi − O)∧(~ω∧(Pi − O)) =

(wx(y
2
i + z2

i ) − wyxiyi − wzxizi)~i+

(−wxxiyi + wy(x
2
i + z2

i ) − wzyizi)~j+

(−wxxizi − wyyizi + wz(x
2
i + y2

i )
~k

(3.7)O momento angular do 
orpo rígido em 
oordenadas 
artesianas é
~HO =

m(G−O)∧ ~vO+
∑

imi(wx(y
2
i + z2

i ) − wyxiyi − wzxizi)~i+
∑

imi(−wxxiyi + wy(x
2
i + z2

i ) − wzyizi)~j+
∑

imi(−wxxizi − wyyizi + wz(x
2
i + y2

i )
~k

(3.8)e levando em 
onsideração as de�nições de momentos e produtos de inér
ia,o momento angular pode ser expresso em forma matri
ial
~HO =

m(G−O)∧ ~vO+

(~i ~j ~k )







Jxx −Jxy −Jxz

−Jxy Jyy −Jxz

−Jxz −Jzy Jzz













wx

wy

wz







(3.9)Observe que nesta expressão temos uma notação mista, o primeiro termoutiliza notação vetorial e o segundo termo utiliza notação matri
ial.



3.2. TEOREMA DO MOMENTO ANGULAR 273.2 Teorema do Momento AngularO teorema do momento angular não requer a hipótese rigidez entre os pontosdo sistema. é na verdade um teorema de sistemas de pontos materiais. Parte-se da de�nição do momento angular de um sistema de pontos materiais,
~HO =

∑

i

(Pi − O)∧mi~vi (3.10)Deriva-se a expressão do momento angular em relação ao tempo,
d ~HO

dt
=
∑

i

(~vi − ~vO)∧mi~vi +
∑

i

(Pi − O)∧mi~ai (3.11)Introdunzindo a lei fundamental, e 
an
elando um dos produtos vetoriais,
d ~HO

dt
=
∑

i

~vi∧mi ~vO +
∑

i

(Pi −O)∧ ~Rext
i (3.12)Finalmente, da de�nição de 
entro de massa e re
onhe
endo que o segundotermo é o momento das forças externas ao sistema, tem-se a proposição doteorema do momento angular

~̇HO = m ~vG∧ ~vO + ~Mext
O (3.13)A taxa de variação do momento angular é igual`a soma do momento dasforças externas e o termo m ~vG∧ ~vO.3.3 Exemplos no planoExemplo: Um dis
o parte do repouso e rola sem es
orregar sobre o planoin
linado, ver �g. 3.1. Cal
ular sua velo
idade após ter per
orrido uma dis-tân
ia x. Dado: JG = mR2/2.A variação da energia 
inéti
a é igual ao trabalho das forças externas ao
orpo rígido T − T0 = τ ext. A energia 
inéti
a em um dado instante é dadapor

T =
mv2

G

2
+

1

2
( 0 0 wz )







Jxx −Jxy −Jxz

−Jyx Jyy −Jyz

−Jzx −Jzy Jzz













0
0
wz





 (3.14)Efetuando as operações de multipli
ação,
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alfa

x

y

R

G

Figura 3.1: Dis
o sobre plano in
linado
T =

1

2
mv2

G +
1

2
Jzzw

2
z (3.15)A velo
idade do 
entro de massa G pode ser expressa em termos de wz,

~vG = ~vcir + wz
~k∧(G− CIR) = −Rwz

~i (3.16)Introduzindo a eq. 3.16 na eq. 3.15
T =

3

4
mR2w2

z (3.17)O trabalho das forças externas é o trabalho da força peso
τ ext =

∫ x

0
mg(− cosα~j + sinα~i).dx~i =

∫ x

0
mg sinαdx = mg sinαx (3.18)Finalmente, igualando a eq. 3.17 e a eq. 3.18,

3

4
mR2w2

z = mg sinαx (3.19)Portanto,
v2

G = R2w2
z =

3

4
g sinαx (3.20)Exemplo: A barra parte do repouso da posição θ0 = π/2, 
om velo
idadeangular ω0 no sentido horário, ver �g. 3.2. Obtenha o menor valor de ω0 paraque a barra não mude seu sentido de rotação. Dado: JG = mL2/12, momentode inér
ia da barra em relação ao 
entro de massa.
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L

d

O

G w

Figura 3.2: Barra arti
ulada fora do 
entro de massaA energia 
inéti
a da barra utilizando o ponto O 
omo origem do sistemade 
oordenadas,
TO =

1

2
mv2

O +m~v0.~ω∧(G− 0) +
1

2
ωtJω (3.21)Os dois primeiros termos são nulos uma vez que o ponto O é �xo,

TO =
1

2
JzzO

ω2
z (3.22)O momento de inér
ia da barra em relação ao seu 
entro de massa édado. Resta 
al
ular o momento de inér
ia da barra em relação ao sistemade 
oordenadas passando por O,

JzzO
= JzzG

+md2 = (
L2

12
+ d2)

m

2
(3.23)Para que o movimento não se inverta a barra deve 
hegar 
om energia
inéti
a diferente de zero na posição verti
al,

T = T0 + τ ext =
1

2
m(L2/12 + d2) −mgd > 0 (3.24)Portanto,

ω2
0 >

2gd

(L2/12 + d2)
(3.25)Exemplo Uma roda gigante de raio R gira 
om velo
idade angular ~ω,
onstante. Uma 
adeira de massa m, momento de inér
ia JA e 
entro de
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O

A

x

y

alfa

theta

G
w

Figura 3.3: Roda Gigantemassa G está arti
ulada em A. Usando o sistema de referên
ia (A, x, y, z)solidário à 
adeira, pede-se, para a situação mostrada na �g. 3.3:a) a a
eleração do ponto A;b) determinar θ̈ em função de JA;
) determinar as reações na arti
ulação A, em função de θ, θ̇, θ̈ e demaisdados.A a
eleração do pontoA é 
entrípeta ~aA = −ω2R(−~u) onde ~u = cosα + θ~i+
sinα + θ~j uma vez que o 
orpo rígido OA tem velo
idade angular 
onstante.Para rela
ionar θ̈ e JA podemos utilizar o teorema do momento angular,

~̇HA = m ~vG∧ ~vA + ~Mext
A (3.26)O momento das forças externas em relação ao pólo A

~Mext
A = mgh sin θ~k (3.27)onde h = ‖G− A‖.Resta desenvolver uma expressão para ~̇HA. Sabe-se,

~HA = m(G− A)∧ ~vA + JAθ̇~k (3.28)Derivando a eq. 3.28 no tempo,
~̇HA = m ~vG∧ ~vA +m(G− A)∧ ~aA + JAθ̈~k (3.29)Igualando a eq. 3.27 e a eq. 3.29
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JAθ̈~k = mgh sin θ~k −m(G− A)∧ ~aA (3.30)O último termo pode ser expandido,

m(G− A)∧ ~aA = mh~i∧ω2R(cosα + θ~i+ sinα + θ~j) (3.31)e simpli�
ado,
m(G−A)∧ ~aA = mω2Rh sin θ + α~k (3.32)A relação entre JA e θ̈ torna-se

θ̈ =
1

JA

(mgh sin θ −mω2Rh sin (θ + α)) (3.33)As reações na arti
ulação A podem ser obtidas através do teorema do
entro de massa. A a
eleração do 
entro de massa é
~aG = ~aA − θ̈~k∧(G− A) − θ̇~k∧(−θ̇~k∧(G− A)) (3.34)Ou seja,

~aG = −ω2R(cos (α + θ)~i+ sin (α+ θ)~j) + θ̈h~j + θ̇2h~i (3.35)Já a resultante das forças atuantes na 
adeira
~R = mg(− cosα~j − sinα~i) +Rx

~i+Ry
~j (3.36)Na direção Ox resulta

Rx = m(−ω2 cos (α + θ) + θ̇2h+ g sinα) (3.37)e na direção Oy, resulta
Ry = m(−ω2R sin (α+ θ) + θ̈h+ g cosα) (3.38)Exemplo: Um dis
o está apoiado sobre uma plataforma horizontal e o
oe�
iente de atrito entre ambos é µ, ver �g. 3.4. O sistema permane
e emrepouso até que o plano adquire a
eleração ~a = a~i 
onstante. Pede-se:a) 
al
ule a a
eleração do bari
entro e a a
eleração angular do dis
o,admitindo que o
orre es
orregamento no plano de 
ontato;b) repita o 
ál
ulo admitindo rolamento puro;
) determine o valor máximo de ~a que possibilita rolamento puro.Do diagrama de 
orpo livre do dis
o e do teorema do 
entro de massa
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G

a

x

y

R

A

m

Figura 3.4: Plano A
elerado e Dis
o
m ~aG = µmg~i→ ~aG = µg~i (3.39)A a
eleração angular é obtida através do teorema do momento angular
~̇HG = ~MG→JGω̇~k = Rµmg~k (3.40)Isolando a a
eleração angular e substituindo JG = mR2/2

ω̇ =
2µg

R
(3.41)Na 
ondição de rolamento a projeção da a
eleração do ponto de 
ontato

A na direção ~i é igual à projeção da a
eleração do plano na direção ~i, istoé, aA = a. A força no 
ontato ~Fat deve ser 
al
ulada através do teorema do
entro de massa
m ~aG = ~Fat→maG = Fat (3.42)e do teorema do momento angular

JGω̇ = RFat (3.43)No instante ini
ial a velo
idade angular é nula e a relação entre a
eleraçãoangular e a
eleração do 
entro de massa é obtida através da fórmula dePoisson
~aG = ~aA + ~̇ω∧(G− A) + ~ω∧[~ω∧(G− A) (3.44)O último termo é nulo e (G−A) = R~i, portanto

Fat

m
= a− ω̇R (3.45)Substituindo o valor de Fat da eq. 3.45 na eq. 3.43
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B
C

G
R

r

Figura 3.5: Roda Gigante
ω̇ =

2a

3R
(3.46)De
orre ainda que aG = a/3.O maior valor da a
eleração do plano que possibilita a hipótese de ro-lamento deve respeitar Fat≤µmg. Do teorema do movimento do 
entro demassa

maG = ma/3 = Fatleµmg→a≤3µg (3.47)Exemplo: Um 
arretel de peso mg parte do repouso. Um �o enroladono 
arretel sustenta um blo
o B de peso mg. O �o passa por uma polia ideal
onforme a �g. 3.5. Sabendo que r = R/2 e que JC = 3mR2/2, pede-se:a) a velo
idade de B em função de x;b) a tração no �o;
) as 
omponentes da reação em c.A energia 
inéti
a em um instante genéri
o
T =

mv2
B

2
+
mv2

c

2
+
JCω

2

2
(3.48)A velo
idade angular obede
e a ω = vD/(R+ r) e vD = vB. Portanto, aenergia 
inéti
a pode ser es
rita em termos de vB

T =
5mv2

B

6
(3.49)
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orpo B 
ontribui para o trabalho das forçasexternas
τ ext =

∫ x

0
mg dx = mgx (3.50)Do teorema da energia 
inéti
a T − T0 = τ ext

v2
B =

6gx

5
(3.51)Derivando a eq. 3.51 em relação ao tempo

2vBaB =
6gvB

5
→aB =

3g

5
(3.52)Da lei fundamental

maB = mg − Ftrac→Ftrac = mg +
3mg

5
=

8mg

5
(3.53)A reação no ponto de 
ontato C pode ser avaliada através do teorema domovimento do 
entro de massa

maG
~i = (Ftrac − Fat)~i+ (N −mg)~j (3.54)Resta determinar a a
eleração aG em termos da a
eleração aB

~aG = ~aB + ~̇ω∧(G− B) + ~ω∧[∧∧(G−B)] (3.55)Substituindo vB = 3rω na eq. 3.51 obtém-se ω̇ = 3g/15r. Projetando aeq. 3.55 na direção ~i
aG =

3g

5
+

3g

15
=

4g

5
(3.56)Portanto, a 
omponente de atrito resulta

4mg

5
= Ftrac − Fat→Fat =

4mg

5
(3.57)e a 
omponente normal resulta N = mg.Exemplo: Um 
ilindro de massam e raioR des
e um plano in
linado queforma um ângulo α 
om a horizontal, 
onforme �g. 3.6. Dados os 
oe�
ientesde atrito estáti
o µs e dinâmi
o µd entre o 
ilindro e o plano, determine:a) a a
eleração do 
entro de massa G do 
ilindro e a a
eleração angular

ω̇ do 
ilindro, admitindo que não o
orre es
orregamento;b) repetir o item anterior admitindo que o
orre es
orregamento no 
on-tato;
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G

R

alfa

x

y

Figura 3.6: Cilindro es
orregando no plano
) determine o ângulo α que delimita a as 
ondições dos tens a) e b);d) mostre que se há es
orregamento, no movimento subsequente 
ontinuao es
orregamento.Do diagrama de 
orpo livre e do teorema do movimento do 
entro demassa temos
m ~aG = (mg sinα− Fat)~i+ (N −mg cosα)~j (3.58)Como a a
eleração do 
entro de massa tem a direção ~i

aG = g sinα− Fat/m (3.59)O teorema do momento angular expresso em um sistema de 
oordenadasque passa pelo 
entro de massa resulta
JGωz

~k = −Rµmg cosα~k (3.60)Da hipótese de não es
orregamento e sabendo que a trajetória do 
entrode massa é retilínea tem-se que
aG = ω̇R (3.61)Substituindo a eq. 3.61 na eq. 3.59 e na eq. 3.60 obtém-se

ω̇ = 2g sinα/R (3.62)e 
onsequentemente aG = 2g sinα



36 CAPÍTULO 3. O TEOREMA DO MOMENTO ANGULARPor outro lado, admitindo que o
orre es
orregamento no 
ontato a forçade atrito é 
onhe
ida, Fat = µmg cosα, da eq. 3.59 de
orre
aG = g sinα− µg cosα (3.63)e da eq. 3.60, que representa o teorema do momento angular,

ω̇ = −
2µg cosα

R
(3.64)O ângulo α que delimita a 
ondição de es
orregamento é tal que a velo-
idade do ponto de 
ontato é nula

~vC = ~vG + ~ω∧(C −G) = ~0→vC = Rω (3.65)Integrando no tempo a a
eleração do 
entro de massa vG = aGt = g sinα−
µg cosαt e integrando a expressão da a
eleração angular ω = −2µg cosαt/R.Portanto,

(g sinα− µg cosα)t = 2µg cosαt (3.66)Simpli�
ando,
tanα = 3µ (3.67)Finalmente, se α ≤ 3µ na eq. 3.66 observa-se que a velo
idade do pontode 
ontato será sempre diferente de zero.Exemplo: Um dis
o pesado de massa m e raio r, rola sem es
orregarno interior de um tubo de raio R. Determinar as 
omponentes da ação dotubo sobre o dis
o quando este se en
ontra na posição mais alta, admitindoque o dis
o não perde 
ontato 
om o tubo antes de atingir a posição maiselevada. é 
onhe
ida a velo
idade do 
entro de massa G na posição maisbaixa vG =

√

11g(R− r)/3.A úni
a força que realiza trabalho no dis
o é a força peso
τ = −2mg(R− r) (3.68)A energia 
inéti
a do dis
o na posição mais baixa é dada por
T0 =

1

2
JCω

2 (3.69)onde JC = 3mr2/2 e ω2 = 11g(R− r)/(3r2)Do teorema da energia 
inéti
a T − T0 = τ , portanto
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O

GR

r

x

y

Figura 3.7: Cilindro rolando no interior de um tubo
T =

3

4
mg(R− r)→ω2 =

g(R− r)

r2
(3.70)Para determinar a a
eleração angular utiliza-se o teorema do momentoangular tendo o ponto de 
ontato C 
omo pólo

JCω̇ = 0→ω̇ = 0 (3.71)A a
eleração do 
entro de massa tem 
omponente transversal nula e 
om-ponente radial
~aG.~j = −Ω2(R− r) =

−ω2r2

(R− r)2
(R− r) (3.72)Finalmente, as reações no 
ontato podem ser determinadas pelo teoremado movimento do 
entro de massa

m ~aG = −Fat
~i− (mg +N)~j (3.73)Logo, Fat = 0 e

N +mg =
ω2r2

(R− r)2
(R− r) = mg→N = 0 (3.74)
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Capítulo 4Algumas apli
ações do TMA
4.1 Objetivos

• Rotação ao redor de um eixo �xo
• Movimento 
om um ponto �xo
• Movimento geral de um sólido
• Exemplos
• Pre
essão esta
ionária de um pião
• Efeito giros
ópi
o4.2 Rotação ao redor de um eixo �xoSejam Oz o eixo de rotação, Ox e Oy ligados ao sólido. O momento angularde um 
orpo rígido é dado por

~HO = m(G−O)∧ ~vO + [~i~j ~k]Jω (4.1)Uma vez que ~vO = ~0,
~HO = −Jxzωz

~i− Jyzωz
~j + Jzzωz

~k (4.2)Derivando ~HO observando que Jxz, Jyz, Jzz, ~k são 
onstantes e que ~aO = ~0,tem-se
~̇HO = ẇz(−Jxz

~i− Jyz
~j + Jzz

~k) + w2
z(−Jxz

~j + Jyz
~i) (4.3)39
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~̇HO = m ~vG∧ ~vO + ~MO = ~MO (4.4)Igualando a eq. 4.3 e a eq. 4.4 tem-se

Jzzω̇z = MOz

−Jxzω̇z + ω2
zJyz = MOx

−Jyzω̇z − ω2
zJxz = MOySe o sólido apresentar Jxz = 0 e Jyz = 0 de
orre que MOx = 0 e MOy = 0.Esta 
ondição é pro
urada através do balan
eamento de rotores.4.3 Movimento 
om um ponto �xoSeja O um ponto �xo e sejam ainda Ox, Oy e Oz eixos prin
ipais de inér
ia.Consequentemente os produtos de inér
ia são nulos e a expressão do momentoangular resulta

~HO = Jxxωx
~i+ Jyyωy

~j + Jzzωz
~k (4.5)Derivando em relação ao tempo, observando que ~vO = ~0, ~aO = ~0, e queos momentos de inér
ia são 
onstantes porque o sistema Oxyz é solidário ao
orpo

~̇HO =

Jxxωx
~i+

Jyyωy
~j+

Jzzωz
~k+

Jxxωx
~̇i+

Jyyωy
~̇j+

Jzzωz
~̇k

(4.6)
onde

~̇i = ~ω∧~i = −ωy
~k + ωz

~k

~̇j = ~ω∧~j = +ωx
~k − ωz

~i

~̇k = ~ω∧~k = −ωx
~j + ωy

~iA taxa de variação do momento angular torna-se
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~̇HO =

(Jxxω̇x − Jyyωyωz + Jzzωyωz)~i

(Jyyω̇y + Jxxωxωz − Jzzωzωx)~j

(Jzzω̇z − Jxxωxωy + Jyyωyωx)~k

(4.7)Do teorema do momento angular
~̇HO = m ~vG∧ ~vO + ~MO = ~MO (4.8)Igualando a eq. 4.7 
om a eq. 4.8 tem-se

Jxxω̇x − (Jyy − Jzz)ωyωz = MOx

Jyyω̇y − (Jzz − Jxx)ωzωx = MOy

Jzzω̇z − (Jxx − Jyy)ωxωy = MOzSe a
aso Jxx = Jyy a última equação é simpli�
ada Jzzω̇z = MOz.4.4 Movimento geral de um sólidoSeja Gxyz um sistema de 
oordenadas que passa pelo 
entro de massa onde
Gx, Gy, e Gz são eixos prin
ipais de inér
ia. O momento angular do 
orporígido é expresso por

~HG = m(G−G)∧ ~vG + [~i~j ~k]Jω (4.9)ou seja,
~HG = [~i~j ~k]Jω (4.10)Expandindo esta expressão

~HG = Jxxωx
~i+ Jyyωy

~j + Jzzωz
~k (4.11)e derivando no tempo

~̇HG =

Jxxωx
~i+

Jyyωy
~j+

Jzzωz
~k+

Jxxωx
~̇i+

Jyyωy
~̇j+

Jzzωz
~̇k

(4.12)
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~̇i = ~ω∧~i = −ωy

~k + ωz
~k

~̇j = ~ω∧~j = +ωx
~k − ωz

~i

~̇k = ~ω∧~k = −ωx
~j + ωy

~iA taxa de variação do momento angular torna-se
~̇HG =

(Jxxω̇x − (Jyy − Jzz)ωyωz)~i+

(Jyyω̇y − (Jzz − Jxx)ωzωx)~j+

(Jzzω̇z − (Jxx − Jyy)ωyωx)~k

(4.13)Do teorema do momento angular
~̇HG = m ~vG∧ ~vG + ~MG = ~MG (4.14)Igualando a eq. 4.13 
om a eq. 4.14 tem-se

Jxxω̇x − (Jyy − Jzz)ωyωz = MGx

Jyyω̇y − (Jzz − Jxx)ωzωx = MGy

Jzzω̇z − (Jxx − Jyy)ωxωy = MGzExamplo: A barra AB homogênea, de 
omprimento L e massa m éarti
ulada em A e gira em torno do eixo verti
al ~u, ver �g. 4.1. Em Bexiste uma massa 
on
entrada 2m. O ângulo α é 
onstante e a a
eleração dagravidade é g. Pede-se:a) a posição do 
entro de massa e o momento de inér
ia Jyy;b) α em função da velo
idade angular ω;
) as reações em A em função de α.A posição do bari
entro é obtida através de sua de�nição
G−A =

mL/2 + 2mL

3m
~i (4.15)Pelo teorema de Steiner podemos asso
iar o momento de inér
ia em re-lação ao eixo Gy, JGy = mL2/12 
om o momento de inér
ia que passa peloeixo By

JBy = JGy + 2mL2 +mL2/4 = 7mL2/3 (4.16)



4.4. MOVIMENTO GERAL DE UM SÓLIDO 43
u

x

x

z

alfa
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Figura 4.1: Barra arti
uladaDado que A é ponto �xo, que os produtos de inér
ia são nulos e que
Jxx = 0, o momento angular em relação ao ponto A torna-se

~HA = (~i ~j ~k )







0 0 0
0 Jyy 0
0 0 Jzz













−ω cosα
ω sinα

0





 (4.17)ou seja, ~HA = Jyyω sinα~j.Derivando a expressão do momento angular
~̇HA = Jyyω sinα~̇j = −Jyyω

2 sinα cosα (4.18)O momento das forças atuantes no 
orpo rígido em relação ao ponto A éexpresso por
~MA = (B − A)∧(−2mg~u) + [(B − A)/2]∧(−mg~u) =

−5mg sinα

2
~k (4.19)Igualando a eq. 4.18 e eq. 4.19, 
onsequên
ia do teorema do momentoangular, obtém-se o valor do quadrado da velo
idade angular
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Figura 4.2: Eixo em rotação
ω2 =

15g

14L cosα
(4.20)Conhe
ida a velo
idade angular pode-se explorar o teorema do movimentodo 
entro de massa. A resultante das forças atuantes no 
orpo rígido é funçãoda reação na arti
ulação Rx

~i+Ry
~j +Rz

~k e da força peso,
m ~aG = Rx

~i+Ry
~j +Rz

~k − 3mg~u (4.21)onde ~aG = 5Lω2/2(cosα~j − sinα~i) e ~u = − cosα~i+ sinα~j.Portanto, Rx = −mg(3 cosα + 25 tanα/28), Ry = mg(3 sinα + 25/28) e
Rz = 0.Exemplo Determinar as reações dinâmi
as emD, sendo que a velo
idadeangular ω e um momento ~M = M~j está atuando no eixo, ver �g. 4.2.O momento angular do 
orpo rígido em relação ao ponto C é dado por

~HC = −Jxyωy
~i+ Jyyωy

~j − Jzyωy
~k (4.22)onde Jyy = 2(mL2/12 +mL2/4) = 2mL2/3,

Jxy =
∫ L

0
xLρ dx = mL2/2 (4.23)e

Jzy =
∫ L

0
z(2L)ρ dz = mL2 (4.24)Portanto, o momento angular é simpli�
ado
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~HC = mL2ωy(−~i/2 + 2~j/3 − ~k) (4.25)A taxa de variação do momento angular no tempo torna-se

~̇HC = mL2ω̇y(−~i/2 + 2~j/3 − ~k) +mL2ω2
y(
~k/2 −~i) (4.26)O momento das forças em relação ao ponto C

~MC = (4LZD − 11mgL)~i+ (mgL/2 +M)~j − 4LXD
~k (4.27)Igualando a eq. 4.26 e a eq. 4.27, tendo em vista o teorema do momentoangular resulta da direção Cy

ω̇y =
g

2L
+

M

mL2
(4.28)da direção Cz

XD =
mg

8
+
M

4L
−
mLω2

y

8
(4.29)Finalmente, na direção Cx

ZD =
43mg

16
−
M

8L
−
mLω2

y

4
(4.30)4.5 Pre
essão esta
ionária de um piãoO vetor de rotação de um pião é frequentemente des
rito através de 
oor-denadas angulares 
onhe
idas por ângulos de Euler. Sejam dois sistemas de
oordenadas OXY Z, �xo e Oxyz solidário ao pião, 
onforme a �g. 4.3.O vetor de rotação pode ser expresso por

~ω = φ̇ ~K + θ̇~j + ˙psi~k (4.31)porém ~K = cos θ~k − sin θ~i, e de
orre
~ω = −φ̇ sin θ~i+ θ̇~j + (φ̇ cos θ + ψ̇)~k (4.32)Conhe
ido o vetor de rotação do pião, a quantidade de movimento angularem relação ao pólo O é dada por
~HO = m(G−O)∧ ~vO + [~i~j ~k][J ][ω] (4.33)lembrando que os produtos de inér
ia são nulos e que a velo
idade do ponto

O é nula
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Figura 4.3: ângulos de Euler
~HO = −Jxxφ̇ sin θ~i+ Jyyθ̇~j + (φ̇ cos θ + ψ̇)Jzz

~k (4.34)Investiga-se agora a possibilidade de um movimento onde θ, φ̇ e ψ̇ são
onstantes. Simpli�
a-se a expressão anterior porto que θ̇ = 0,
~HO = −Jxxφ̇ sin θ~i+ (φ̇ cos θ + ψ̇)Jzz

~k (4.35)Derivando em relação ao referen
ial OXY Z, lembrando que a a
eleraçãodo ponto O é nula,
~̇HO = −Jxxφ̇ sin θ~̇i+ (φ̇ cos θ + ψ̇)Jzz

~̇k (4.36)onde a derivada do versor ~i é
~̇i = (−φ̇ sin θ~i+ φ̇ cos θ~k)∧~i = φ̇ cos θ~j (4.37)e a derivada do versor ~k,
~̇k = (−φ̇ sin θ~i+ φ̇ cos θ~k)∧~k = φ̇ sin θ~j (4.38)A derivada da quantidade de movimento angular torna-se

~̇HO = −Jxxφ̇
2 sin θ cos θ~j + (φ̇ cos θ + ψ̇)φ̇ sin θJzz

~j (4.39)Antes de utilizar o teorema do momento angular é ne
essário determinaro momento das forças atuantes no 
orpo rígido em relação ao p'olo O. Seja
(G−O) = L~k para simpli�
ar a notação.
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Figura 4.4: Rotor
~MO = (G−O)∧(−mg ~K) = L sin θmg~j (4.40)Portanto, do TMA resulta uma 
ondição para que a pre
essão esta
ionáriapossa o
orrer,

(−Jxxφ̇ cos θ + (φ̇ cos θ + ψ̇)Jzz)φ̇ = Lmg (4.41)4.6 Efeito Giros
ópi
oConsidere um rotor 
onstituido por um dis
o de 
entro de massa G solidárioao eixo AB, 
om vetor de rotação ~ω 
onforme a �g. 4.4.O 
hassis de um veí
ulo pode imprimir um binário representado pelasforças ~P e ~Q, opostas e de mesma intensidade. Do teorema do momentoangular observa-se que
~̇HG = ~MG = (A−G)∧ ~F1 + (B −G)∧ ~F2 (4.42)A derivada do momento angular ~̇HG é ortogonal às forças ~P e ~Q. Doprin
ípio da ação e reação, sabe-se que o rotor apli
a ao 
hassis do veí
ulo umbinário oposto ao binário que o 
hassis apli
a no rotor. O efeito giros
ópi
oé o efeito do binário que o rotor exer
e sobre o 
hassis.Exemplo: Um sistema é 
omposto por um 
arrinho de massa M , umabarra de massa desprezível e um dis
o de massa m e raio R, 
onforme a�g. 4.5. O vín
ulo em O permite que a barra gire apenas em torno do eixo

Oz. O 
arrinho se deslo
a num plano horizontal 
om a
eleração ~a e o dis
ogira em torno de OA 
om velo
idade angular ω~i, 
onstante. A barra move-se
om velo
idade angular α̇ e a
eleração angular α̈. Pede-se:a) determinar o binário transmitido ao 
arrinho por meio do vín
ulo noponto O;b) determinar o valor de ~a para que α permaneça 
onstante;
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Figura 4.5: Rotor
) determinar a força que a barra apli
a sobre o 
arrinho nas 
ondiçõesdo item anterior.A partir do teorema do momento angular é possível determinar o biná-rio que a barra transmite ao 
arrinho. Es
olhido o ponto O 
omo p'olo, aquantidade de movimento angular é
~HO = m(G− O)∧ ~vO + [~i~j ~k][J ][ω] (4.43)Substituindo o vetor de rotação ~ω = ω~i− α̇~k na expressão a
ima

~HO = m(G− O)∧ ~vO + Jxxω~i− Jzzα̇~j (4.44)A derivada no tempo do vetor quantidade de momento angular
~̇HO = m ~vG∧ ~vO +m(G−O)∧ ~aO + Jxxω~̇i− Jzzα̈~k (4.45)onde ~̇i = −α̇~k∧~i = −α̇~j e ~aO = a(− cosα~j + sinα~i).O termo m(GO)∧ ~aO pode ser des
rito em 
omponentes 
artesianas por

−mLa cosα~k. Resulta
~̇HO = m ~vG∧ ~vO −mLa cosα~k − Jxxωα̇~j − Jzzα̈~k (4.46)O momento das forças que atuam no 
orpo rígido barra+dis
o

~MO = −mgL sinα~k +Mx
~i+My

~j (4.47)O teorema do momento angular, neste 
aso onde o pólo O não é �xo nemtampou
o tem a
eleração nula é dado por
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~̇HO = m ~vG∧ ~vO + ~MO (4.48)Introduzindo a eq. 4.46 e a eq. 4.47 na eq. 4.48 tem-se na direção ~i

Mx = 0 (4.49)na direção ~j
My = −J − xxωα̇ (4.50)e na direção ~k

Jzzα̈ +mLa cosα = mgL sinα (4.51)Portanto o binário transmitido ao 
arrinho é My
~j = −Jxxωα̇~jIntroduzindo a 
ondição α̈ = 0 na eq. 4.51, determina-se a a
eleração do
arrinho para que α seja 
onstante

a = g tanα (4.52)Determina-se a força que a barra exer
e sobre o 
arrinho através do teo-rema do movimento do 
entro de massa do 
orpo rígido barra+dis
o
m ~aG = mg(− cosα~i− sinα~j) + YO

~j +XO
~i (4.53)onde a a
eleração do 
entro de massa é determinada pela relação fundamental(Poisson)

~aG = a(− cosα~j + sinα~i) − Lα̈~j − α̇2L~i (4.54)Então, nas 
ondições do item (b), a = g tanα, de
orre
XO =

mg

cosα
(4.55)e que YO = 0.
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