Problema timpului mort in proiectarea asistata de calculator a sistemelor.
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Timpul mort este un parametru foarte important al sistemelor. El are o interpretare
fizica clard, caracterizand procesele de transport de material, energie sau informatie. Adeseori
si procesele distribuite Tn spatiu sunt caracterizate aproximativ tot cu ajutorul unui timp mort.
In practica curentd identificarea unui proces se face cel mai simplu cu ajutorul urmatorului

model de functie de transfer:
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in care U(s) s1 Y(s) sunt intrarea si iesirea sistemului,
K : constanta de proportionalitate,
T : constanta de timp mort,
F : constanta de timp.

In domeniul timp modelul (1) se prezinti sub forma urmitoarei ecuatii diferentiale:

7. 204y = ke @

Modelul in spatiul starilor corespunzator lui (2) este:



dx(t) _ 010 KO,

y(t) = Cx(t) + Du(t) =[1].[%(t)]
n care x(t)=[%(t)] este vectorul starilor iar

®3)

A,B,C si D: matrici, parametrii modelului.

In toate cele trei modele ale sistemului timpul mort apare sub o forma
necorespunzitoare. in domeniul frecventd modelul (1) contine timpul mort in componenta de
tip exponential:

H. (s)=¢* (4)
iar in domeniul timp modelele (2) si (3) depind de timpul mort in mod implicit. Eliminarea
acestor dificultati se face iIn mod frecvent prin doua metode: aproximarea Pade si
transformarea intr-un model cu timp discret.

Folosirea aproximarii Pade conduce la modele de tip fractie rationala pentru functia de
transfer (4) care contine timpul mort. Prezentam in continuare aproximatiile Pade de ordinul
1,2,3 si 4.
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Aproximatiile Pade de ordinul doi i trei sunt cele mai folosite.

Deoarece in practica inginereasca modelul (1) utilizat frecvent, am 1Incercat sa
determinam conditiile in care aproximarea Pade este satisfacatoare. Pentru aceasta am studiat
in domeniul timp si frecventd functiile de transfer de tip (4) inainte si dupd aproximarea lor de
tip Pade de ordinul 1...9. Un exemplu de raspuns indicial si diagrama Bode a fazei sunt
prezentate in figura 1. Modulul functii de transfer (4) este egal cu unu pentru orice frecventa

si nu a mai fost reprezentat grafic.



Step response of Gth-order Pade approximation
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Fig. 1. Functia de transfer cu timp mort aproximata Pade de ordinul 6 studiata in domeniul
timp si domeniul frecventa.

Se observa ci timpul mort considerat a fost 7=1 secundi. In domeniul frecventd se
observa cid aproximarea este bund pani la pulsatia de 10 radiani/sec. In domeniul timp
aproximatia este nesatisfacdtoare datorita oscilatiilor care apar in perioada timpului mort de o
secunda. Aceste oscilatii au aproximativ amplitudinea de 0,3 si perioada de Tp=0,4 secunde.

Insa cel mai frecvent timpul mort apare in expresii de tipul (1). Aceasta inseamna ci
oscilatiile din figura 1 provocate de aproximarea Pade pot fi atenuate de cétre filtrul trece jos
reprezentat de functia de transfer de ordinul unu cu care este inmultita exponentiala cu timp
mort. Pentru o atenuare de aproximativ 100 de ori prin filtrare este necesar ca:
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Pentru exemplul considerat perioade oscilatiilor este de T¢=0,4 secunde si rezultd din
(9) ca constanta de timp a procesului este TE>6,3 secunde. In figura 2 se prezintd raspunsul
indicial al sistemului cu functia de transfer (1) in care K=1, t=1s si Tg=6,3s. Se observa ca
oscilatiile din perioada timpului mort (fig. 1) s-au micsorat de aproximativ 100 de ori.

Pentru timpi morti diferiti de 1 secunda perioada oscilatiilor poate fi exprimata cu

urmatoarea relatia determinata prin experimente simulate:



T,=@-01n)r (10)
in care n = 2...9 este ordinul aproximatiei Pade
Din relatiile (9) si (10) rezultd o relatie orientativd pentru alegerea ordinului n a

aproximatiei Pade in functie de raportul intre timpul mort T si constanta de timp Tr a

sistemului:
T _ 2
T 1001-0.n) (11)
1.1
y'(t)
0.9+
0.7+
0.5+
Raspuns la treapta ungar
pentru HY(s)=€%(1+6,3s) @
aproximatia Pade de ordin 6
0.3+
0.1
01 t t ¥ t t t t t t t t t t t t t t t t t [S]
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Fig. 2. Simularea unui model continuu cu timp mort. Verificarea relatiei (11) pentru n=6,
=15 5i TF=6.3s.

Intr-un mod global si aproximativ relatia (11) spune c@ aproximatia Pade este utila
pentru functiile de transfer de tipul (1) dacad timpul mort nu depaseste 10% din constanta de
timp a sistemului. Aceasta este si limita pentru care sunt folositoare regulatoarele PID pentru
conducerea unor sisteme cu aceasta functie de transfer.

A doua metoda de reprezentare a timpului mort consta in folosirea modelelor cu timp
discret. Pentru aceasta se introduce la intrarea blocului cu functia de transfer (1) un esantionor

si un extrapolator de ordin zero, iar la iesire un esantionor, ca in figura 3.
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Fig. 3. Modelul numeric echivalent al unei functii de transfer.
Raportul dintre transformata z a iesirii discretizate si transformata z a intrarii
discretizate formeaza functia de transfer discretd. Pentru cazul particular (1) se obtine din
tabele relatia urmatoare:

Y(2) _ K 7 1-e 7T

HF(Z)=W— L (12)

in care T este perioada de esantionare iar n este determinat de relatia:
A
n= |nt(?) (13)

Daca Ke=1, Te=1s si T=1s atunci (12) devine:
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Réspunsul la semnal treaptd unitard pentru aceastd functie de transfer este prezentat in
figura 4. Comparativ cu figura 2 se observd cd timpul mort este reprezentat exact desi

constanta de timp a sistemuluyi &ste mult mai mica, 1 secunda fata de 6,3 secunde.
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Fig. 4. Simularea unui model discret cu timp mort.



Dupa cum se observa, in figura 4 valorile dintre esantioane sunt interpolate liniar.
Datorita perioadei mari de esantionare, T=1S comparativ cu constanta de timp=Is,
raspunsul indicial are un aspect foarte aproximativ. Se poate micsora perioada de esantionare
dar 1n acest caz creste ordinul modelului n determinat de relatia (13).

O altd dificultate apare la folosirea modelului discret in cazul in care raportul dintre
timpul mortt si perioada de esantionare T in relatia (13) nu este un numar intreg. Solutia
acestei probleme am gasit-o in aproximarea Pade de ordin unu (5) a restului.

Cele doua metode de reprezentare a timpului mort le-am concretizat in doud program
Scilab prezentate 1n listele 1 si 2.

In concluzie, pentru sistemele obisnuite, intilnite frecvent in practica, consider ci
metoda aproximatiei Pade este foarte utila in analiza sistemelor iar metoda modelului discret
in simularea sistemelor. Am folosit aproximatia Pade de ordinul doi cu succes in analiza
sistemelor automate prin metoda locului rddacinilor. Programul de simulare KitSAS pe care 1-

am elaborat foloseste metoda modelului discret fara aproximarea Pade a restului.
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Lista 1. Programul Scilab pentru construirea

unei functii de transfer cu timp mort
prin aproximarea Pade.

function [H]=pade(T,n)

a=[I;b=[];

[nargout,nargin] = argn(0)

/I PADE Aproximatia Pade a timpului mort.

/I [H] = PADE(T,n) determina aproximatia

/[Pade de ordin n a functiei de transfer exp(-T*

//H este un obiect tip functie de transfer.
ni = nargin;
no = nargout;
if ni==1 then
n=1;
elseif n<0|T<0 then
error('T si N trebuie sa fie nenegative.");
end
n = round(n);
Il Coeficientii aproximatiei Pade
/I se determina recursiv
/I h[k+1] = (N-K)/(2*N-k)/(k+1) * h[k], h[0] =1
Il exp(-T*s) ==
/I Sum { h[K] (-T*s)*k } / Sum { h[K] (T*s)"k }
if T>0 then
a = zeros(1,n+1);
a(l)=1
b = zeros(1,n+1);
b(1)=1
fork =1:n
fact = T*(n-k+1)/(2*n-k+1)/k;
%v2 = (-fact)*a(k)
a(1,k+1) = %v2(:).";
%v2 = fact*b(k)
b(1,k+1) = %v2(’).";
end

~

%v1l = a/b(n+1)
a=%v1(,$:-1:1);
%v1 = b/b(n+1)

b = %v1(;,$:-1:1);
else

a=1,

b=1,

end //if T>0

for k=1:n+1

al(k)=a(n-k+2)

b1(k)=b(n-k+2)

end //for k

num=poly(al,'s', 'coef’)

den=poly(b1l, 's', 'coef’)

H=syslin('c', num/den);




Lista 2. Programul Scilab pentru transformarea unui
modetontinuu Tntr-un model discret cu
timp mort.

function [Hz]=s2z(Hs, T, Tm)

/I O functie de transfer in s

Il este transformata intr-o functie de transfer in z

/I Hz=s2z(Hs, T {,Tm})

/I Hz - functie de transfer in z

/I Hs - functie de transfer in s obtinuta cu syslin

/' T - perioada de esantionare

/[ Tm - timpul mort, facultativ

[nargout,nargin] = argn(0)

ni = nargin;

no = nargout;

if ni == 3 then

/I restul timpului mort care nu poate fi discretizat

nmort=Tm/T;

n=int(nmort);

Tr=Tm-n*T,

I/l aproximatia pade2 a restului

num=poly([2, -Tr], 's', 'coef");

den=poly([2, Tr],'s', 'coef’);

pade2=syslin('c', num/den)

h=Hs*pade2;

ssd=dscr(h, T);

sd=ss2tf(ssd);

Hmort=1/(%z"n);

Hz=Hmort*sd,;

else

ssd=dscr(Hs, T);

Hz=ss2tf(ssd);

end




