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Guía para presentar prueba #6

La prueba incluye: Vectores en R2 con énfasis en la diagonalización de matrices simétricas por medio de transformaciones ortogonales: revisar como se construyeron las matrices ortogonales que diagonalizaron a la matriz que se muestra abajo. Además, calcular autovalores y autovectores de matrices de orden 2 y 3 utilizando el polinomio característico:

Este ejemplo se desarolló en el capítulo 6

Matriz
    
Transformación R(
Matriz diagonal
Autovectores
        
        Autovalores


 A =

R( =


D  =
            v1=
         v2  =
             (1 = 2



















              (2 = -3

Verifique que en cada caso  A vi = ( i vi. Cada v i ( 0. Es decir, verifique que: 
A v1 = ( 1 v1 , A v2 = ( 2 v2 .









  

El cálculo de los autovalores, valores propios o valores característicos, así como de sus autovectores, vectores propios o vectores característicos asociados (cada valor propio tiene infinitos autovectores asociados) incluye quizás los tópicos de esta materia mas aplicables. Algunas aplicaciones se refieren al estudio de los sistemas dinámicos que describen los cambios de un sistema con el paso del tiempo. 

Las aplicaciones son tan variadas que no es posible ni aún escribir una lista de ellas sin ocupar varias páginas. A su estudio y la investigación de sus aplicaciones se dedican infinidad de especialistas en el mundo.

Dada una matriz A, un autovalor de A es un número real o complejo (  con la propiedad  Av = (v, con el vector v ( 0.

Un autovalor puede ser 0, no así un autovector, el cual debe ser por definición diferente del vector 0. Auncuando la matriz A conste de sólo números reales, sus autovalores pueden ser números complejos así como sus autovectores.

Los autovalores y autovectores de las matrices simétricas, son siempre reales. Muchos tipos de matrices, como las matrices Ortogonales tienen autovalores reales. En nuestro curso evitaremos la aparición de matrices con autovalores y autovectores complejos ya que ello nos obligaría a trabajar con su aritmética. Toda la teoría enseñada en este curso se puede aplicar a matrices con elementos complejos, a veces con ligeras variaciones, mas trabajando con aritmética compleja.

Desarrollaremos en esta guía un ejemplo que se trabajó en clase.

Definición: Dada una matriz cuadrada A, se define el polinomio característico de A como el polinomio en la variable (

Ejemplos

Hallaremos le polinomio característico de una de  las  matrices de ejemplo del capítulo 6


   Para A = 

A - (I = 

   - ( 
            = 

         

Luego  det(A - (I) = (1-() (-2-() – 4 = 


es su polinomio característo

Ecuación característica y cálculo de autovalores

Los autovalores de A, (1 = 2 y (2 = - 3, aparecieron en el capítulo 6 como los elementos de la matriz diagonalizada D
Se pueden calcular también, y esto es parte del tema de la prueba, calculando las raíces del polinomio característico, al igualarlo a 0, ecuación que se define como la ecuación característica de A.

La ecuación característica de A es:   

Utilizando la ecuación de segundo grado, hallamos las dos raíces, (1 = 2 y (2 = - 3, coincidiendo con los resultados arrojados por la diagonalización por matrices de rotación.

El cálculo de autovalores como raíces de la ecuación característica es teóricamente sencillo, mas no lo es si la matriz es de grado, digamos 4 o más, ya que en ese caso el polinomio característico es de grado 4 y no hay una fórmula que ustedes conozcan ( y además los matemáticos se cansaron ya de buscarla ya que se demostró que no es posible encontrar fórmulas de tal tip, que involucren radicales, para polinomios de orden 4 o más). Hay una para polinomios de grado 3, que quizás la quiera utilizar Mandrake, el Mago.

Por ello los grandes paquetes como MatLab, utilizan generalizaciones de nuestras matrices de rotación del capítulo 6, para calcular autovalores de matrices de gran tamaño.

Calculo de autovectores una vez conocidos los autovalores

Lo interesante de las matrices de rotación es que las columnas de la matriz de rotación que diagonalizan a la matriz A, contienen de una vez los autovectores (en su orden).

De los resultados de la diagonalización de la matriz de rotación mostrada arriba, concluimos que un autovector asociado al autovalor  (1 = 2 se encuentra en la primera columna de D es decir que es


autovalor


autovector 


  (1 = 2

Nuestro nuevo método no proporciona los autovectores, estos se deben calcular por medio de la ecuación que satisfacen, en este caso



Av = ( v,  con ( = 2.

Utilizaremos por lo tanto ( y usted también lo hará en la prueba)




Av = 2 v, así



     = 2

Esto nos lleva al sistema de ecuaciones simultáneas


Reduciendo el sistema anterior al sistema homogéneo

concluimos que v1    =   2 v2, es la solución general, de donde un autovector particular podría ser


 


v1  =

El método de la diagonalización por matrices ortogonales produce unos muy convenientes autovectores de longitud 1.

Si dividimos a v1 por su longitud o norma euclideana (5, obtendríamos precisamente el autovector que se calculó en el capítulo 6.

Utilizando la ecuación matricial  Av = -3v, podemos hallar un autovector asociado al autovalor (2 = -3.

Cálculo de autovalores y autovectores. Caso n=3
Calcularemos autovalores y autovectores para la matriz




     A   =

La matriz  A - (I es 

Calcularemos el polinomio característico de A , es decir, det (A - (I)

Utilizaremos nuestro conocimiento de la utilización de las operaciones elementales por filas, en el cálculo del determinante, con el fín de no terminar con un polinomio de 3er. grado cuyas raíces nos sean difíciles de calcular así:





       =



        = F1 +  F3



 =

    F2 – 2 F3






  =  (3 - ()2

      = (3 - ()2

          =  (3 - ()2



  

                  




                   F3 – F1 

= -  (3 - ()2 (( + 3) 

Calculando los autovalores como ceros de la ecuación característica

- ( ( - 3) 2 (( +  3) = 0

hallamos dos autovalores (pudieron ser 3): 

( 1 = 3 con multiplicidad algebraica 2 y ( 2= -3, con multiplicidad algebraica 1.

Calculemos el conjunto de los autovectores con autovalor  ( 1 = 3 llamado subespacio E( ( =3 ) y el conjunto de los autovectores con autovalor  (2 =-3, llamado también subespacio E( ( = -3 )

E( ( =3 ):
Sea    Ax = 3 x






=  3  


Luego





Llegando a

El cual se reduce a



Utilizando la sustitución


        x1  -   2 x2   -    x3 = 0

 x1  =   2 x2   +    x3







 x2  =      x2  






 x3  =      x3

encontramos la solución general




    =  x2
                +   x3
Luego

y
son autovectores que constituyen una base de E ( ( = 3 ), ya que su número ( multiplicidad geométrica) es igual a la multiplicidad algebraica de ( = 3, como raíz del polinomio característico, que es 2. Verificándose además la proposición 2. del teorema espectral para matrices simétricas ( que no es parte de nuestro tema) la cual señala que en el caso de matrices simétricas, la dimensión de E(() es igual a la multiplicidad algebraica de ( como raiz de la ecuación característica.

E( ( = - 3 ):

Resolveremos    Ax = - 3 x






=  - 3  


Luego





Llegando a

El cual se reduce por gauss- Jordan a:

             Utilizando la sustitución

        x1  +   
   x3 = 0

 

x1  =   - x3



         x2   - 2 x3 = 0



x2  =  2 x3  
encontramos la solución general




    =  x3
                 


Luego E( ( = -3 ) es un subespacio de dimensión 1, generado por el vector 

Por lo tanto E (( = -3) es un subespacio de dimensión 1, verificándose de nuevo la proposición 2. del teorema espectral para matrices simétricas (no es parte de nuestro tema). La multiplicidad geométrica de ( = -3, (dimensión de E((=-3)), es igual a su multiplicidad algebraica como raíz del polinomio característico (esto es siempre válido para matrices simétricas).

Ejercicios modelo para la prueba. Si resuelve algunos a conciencia, le auguro éxito

1.  Dadas las siguientes matrices simétricas:


   a)  A  =


b)   A = 


c) A =

d) A=



i)Diagonalice, en cada caso, a las matrices por medio de una transformación ortogonal semejante, utilizando una matriz de rotación, siguiendo los ejemplos presentados en el capítulo 6 sobre vectores en R2.

ii) En la matriz diagonal D deben aparecer los autovalores, y en las columnas de R( , autovectores.

Interprete su diagonalización preparando una tabla donde aparezca cada autovalor    acompañado de al menos un autovector asociado.

2) Para cada una de las  matrices del ejercicio 1),  utilizando el polinomio característico,  efectue un estudio similar a los que se han desarrollado aquì como ejemplo. En cada caso estudie los subespacios E((), encontrando una base para cada uno de ellos.

3) Para las siguientes matrices

a. Calcule sus autovalores utilizando la ecuación característica
b. Estudie cada uno de los subespacios E((), especificando en cada subespacio una base, su dimensión (número de vectores que configuran dicha base) y si su dimensión (multiplicidad geométrica de () es igual a la multiplicidad algebraica de (.
i)  



ii)


iii)




























































iv)



v)


   vi)   

4) Verifique que los autovalores de las matrices diagonal , triangular superior y triangular inferior, respectivamente


A =


B =


C = 


son  1, -2, 3

5) Calcule el espectro o conjunto de autovalores de la siguiente matriz, señalando para cada autovalor su multiplicidad algebraica.



6) Halle el espectro o conjunto de autovalores de las siguientes matrices. Para cada autovalor ( halle una base de E(().







,


         , 







,


       ,



,


1    2


2   -2





2    0


0   -3





2(5 / 5     -(5 / 5





 (5 / 5      2(5 / 5





2(5 / 5 


	  (5 / 5





   -(5 / 5


      


  2(5 / 5




















det( A - (I)





1    2


2   -2





1    2


2   -2





1    0


0    1





1-(    2


2     -2-(





2(5 / 5 


 


 (5 / 5





1    2


2   -2





(2 + ( - 6 = 0





(2 + ( - 6





 v1


 


 v2





 v1


 


 v2





  v1    +   2 v2 = 2 v1


2 v1   -   2 v2 = 2 v2





  -v1    +   2 v2 = 0


2 v1   -   4 v2 =  0





2 


 


 1





x1


x2


x3





x1


x2


x3





2	 2	 1 


2	-1	-2


1	-2	 2





     -  x1 +        2 x2    +     x3 = 0


     2 x1  -       4  x2     -  2 x3 = 0


        x1  -         2 x2    -     x3 = 0 





(2-3) x1 +        2 x2 +             x3 = 0


     2 x1 +  (-1-3) x2  -         2 x3 = 0


        x1  -         2 x2 +  (2-3)  x3 = 0 





2


1


0





1


0


1





x1


x2


x3





2


1


0





1


0


1





x1


x2


x3





x1


x2


x3





2	 2	 1 


2	-1	-2


1	-2	 2





     5 x1 +        2 x2    +     x3 = 0


     2 x1  +       2  x2     -  2 x3 = 0


        x1  -         2 x2    +  5 x3 = 0 





(2+3) x1 +        2 x2 +             x3 = 0


     2 x1 +  (-1+3) x2  -         2 x3 = 0


        x1  -         2 x2 +  (2+3)  x3 = 0 





-1


 2


 1








x1


x2


x3





-1


 2


 1








2     1


1    -2





0    1


1    0





 3    3


-1   -1





2	 2	 1 


2	-1	-2


1	-2	 2





2 - (	 2	 1 


2	-1- (	-2


1	-2	 2 - (





2 - (	 2	 1 


2	-1- (	-2


1	-2	 2 - (





2 - (	 2	 1 


   0	3 - (      -6 + 2(


   1	-2	 2 - (





3 - (	 0	3 - ( 


   0	3 - (      -6 + 2(


   1	-2	 2 - (





1      0       1 


0      1     -2


1     -2   2 - (





Sacando (3- () como factor de las filas 1 y 2 





1     (3


e) A =


	(3   -1








1      0       1 


0      1     -2


0     -2   1 - (





  1     -2


 -2   1 - (





2	 1


1	 2








1     1


f) A = 


	1     1





2	-2        -1


0	 1	0


2	-4        -1





  0     - 1


  1       0





  2       5


- 1     - 4





 3    -1     0      0 


-4   -1      0      0


 0     0     2      1


 0     0    -1      0





 3    -1     0      0 


-4   -1      0      0


 0     0     3      0


 0     0     0    - 5





3   -1     1      0 


0    3     0      0


0    0     3      0


0    0     0    - 5





 1     0    1


  5   -2    7


  0    0    3





1    3    1


0   -2    4


0    0    3





1    0    0


0   -2    0


0    0    3





 1    1     4      2


  2   1     3     6


 0    0   -1      2


 0    0     0     5 





2         6





2       - 2





- 3	 1	  0 


 1	-2	  1


 0	 1	 -3





 4	 2	  2 


 2	 4	  2


 2	 2	  4





 1	 1	  1 


 1	 1	  1


 1	 1	  1





 1       2	     4	-3 


 0       1      7	 7


 0       0      3       8


 0       0      0      -2  





 1	 1	  1 


 0	 2	  1


 0	 0	  2





-3	 1	  0 


 1	-2	  1


 0	 1	- 3








