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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà çàäà÷àì àíàëiçó
ñòîõàñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ i ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (ÑÄÐ),
ùî ìiñòÿòü äðîáîâèé áðîóíiâñüêèé ðóõ. Äðîáîâèé áðîóíiâñüêèé ðóõ (ÄÁÐ)
¹ íåìàðêîâñüêèì, ãàóññiâñüêèì ïðîöåñîì çi ñòàöiîíàðíèìè i çàëåæíèìè
ïðèðîñòàìè, â ñèëó ÷îãî, íà âiäìiíó âiä çâè÷àéíîãî âiíåðiâñüêîãî ïðîöå-
ñó, âií äîáðå îïèñó¹ äîâãîñòðîêîâó çàëåæíiñòü, òîáòî çà äîïîìîãîþ éîãî
ìîæíà ìîäåëþâàòè ÿâèùà, ÿêi iñòîòíî çàëåæàòü âiä ìèíóëîãî. Êðiì òîãî,
â äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿäàþòüñÿ òàê çâàíi ìiøàíi ìîäåëi, ÿêi ìiñòÿòü êîìïî-
íåíòè, îêðåìî ïîáóäîâàíi çà âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì i ÄÁÐ. Òàêi ìiøàíi
ìîäåëi ìîæóòü îïèñóâàòè ïðîöåñè àáî ÿâèùà, ÿêi âêëþ÷àþòü êîðîòêî-
ñòðîêîâó i äîâãîñòðîêîâó êîìïîíåíòè.

Çîêðåìà äîñëiäæåííÿ ïðîöåñiâ iç äîâãîñòðîêîâîþ çàëåæíiñòþ, êîí-
êðåòíiøå ÑÄÐ, ùî ìiñòÿòü äèôåðåíöiàëè âiäíîñíî âiíåðiâñüêîãî ïðîöå-
ñó òà ÄÁÐ, âèíèêà¹ ó çâ'ÿçêó ç ðîçâèòêîì ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨
ôîíäîâîãî ðèíêó, îñîáëèâî â òié ¨¨ ÷àñòèíi, ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç ñó÷àñíèì
ñòîõàñòè÷íèì àíàëiçîì.

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî iñòîðè÷íî ïåðøîþ ðîáîòîþ ó ôiíàíñîâié ìàòå-
ìàòèöi ñòàëà äèñåðòàöiÿ Áàøåëü¹ [1], ó÷íÿ Ïóàíêàðå, ÿêèé çà äåêiëüêà
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ðîêiâ äî Åéíøòåéíà i çà 23 ðîêè äî Âiíåðà ìàòåìàòè÷íî îçíà÷èâ ïîíÿòòÿ
�áðîóíiâñüêîãî ðóõó�, âèêîðèñòàâ éîãî â ÿêîñòi ìîäåëi äèíàìiêè öií àêöi¨.
Îñíîâíèé íåäîëiê ìîäåëi Áàøåëü¹, ÿêèé ïîëÿãàâ ó ìîæëèâié âiä'¹ìíîñòi
öiíè àêöi¨, áóâ ó 1965 ðîöi óñóíåíèé âiäîìèì åêîíîìiñòîì Ñàìþåëüñî-
íîì, êîòðèé çàïðîïîíóâàâ äëÿ öèõ öií ãåîìåòðè÷íèé áðîóíiâñüêèé ðóõ.
Ñüîãîäíi öÿ ìîäåëü íîñèòü iì'ÿ Áëåêà i Ñêîóëçà, êîòði â 1973 ðîöi [2] îò-
ðèìàëè â ðàìêàõ äàíî¨ ìîäåëi òî÷íi ôîðìóëè ðîçðàõóíêó ñïðàâåäëèâî¨
öiíè i õåäæóþ÷èõ ñòðàòåãié äëÿ îïöiîíiâ ¹âðîïåéñüêîãî òèïó.

Çà îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ ç'ÿâèëîñÿ áàãàòî íàóêîâèõ ïðàöü â îáëàñòi ñó-
÷àñíîãî ñòîõàñòè÷íîãî àíàëiçó â ìàòåìàòè÷íié òåîði¨ ôiíàíñiâ [3 � 27]. Â
ðàìêàõ ìîäåëi Áëåêà-Ñêîóëçà, ç âèêîðèñòàííÿì åëåìåíòiâ ôóíêöiîíàëü-
íîãî òà îïóêëîãî àíàëiçó, áóëè îòðèìàíi âàãîìi ðåçóëüòàòè ïðî ñòðóêòó-
ðó öií, ïðî âëàñòèâîñòi àðáiòðàæíîñòi, ïîâíîòè i ðiâíîâàãè ôiíàíñîâîãî
ðèíêó.

Ïiñëÿ Àçiéñüêî¨ êðèçè 1998 ðîêó íà ôîíäîâîìó ðèíêó âèùåçãàäàíi
ìîäåëi áóëè ïiääàíi êðèòè÷íîìó àíàëiçó, à çãîäîì ïî÷àëè ðîçãëÿäàòèñü
ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi öiíè àêöi¨, êîòði âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ÄÁÐ.
Òàê, íàïðèêëàä, ó ðîáîòi [28], âèêîðèñòîâóþ÷è ùîäåííi ñòàòèñòè÷íi äàíi
öåíòðó CRSP (Center for Research in Security Prices) ïðî öiíè àêöié, àâ-
òîðè çíàéøëè åìïiðè÷íó îçíàêó äîâãîñòðîêîâî¨ çàëåæíîñòi öiíè àêöi¨.

Íà ñüîãîäíiøíié äåíü àêòóàëüíîþ ïðîáëåìîþ ¹ ðîçðîáêà îñíîâíèõ
åëåìåíòiâ ñòîõàñòè÷íîãî àíàëiçó, ÿêi ìîæíà áóëî á âèêîðèñòàòè äëÿ äî-
ñëiäæåííÿ õàðàêòåðèñòèê ðèíêó îñíîâíèõ öiííèõ ïàïåðiâ, ìàòåìàòè÷íi
ìîäåëi öiíè àêöi¨ ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ÄÁÐ, à ñàìå òàêèõ



6

õàðàêòåðèñòèê, ÿê àðáiòðàæíiñòü i ôiíàíñîâà ðiâíîâàãà ðèíêó, óìîâè çà-
ìiíè éìîâiðíiñíî¨ ìiðè (çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè Ãiðñàíîâà).

Òàê, ó ðîáîòàõ [29 � 31] äîñëiäæóþòüñÿ íàïiâëiíiéíi ÑÄÐ, ùî ìiñòÿòü
ñòîõàñòè÷íi äèôåðåíöiàëè âiäíîñíî âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó òà ÄÁÐ. Ïðî-
òå â ðîáîòi [29] çíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi òiëüêè ëîêàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó ÑÄÐ, ùî ïðåäñòàâëÿþòü ÿê ÷èñòó, òàê i ìiøàíó äðîáîâi ìîäåëi
öiíè àêöi¨; â ðîáîòi [30] çíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ãëîáàëü-
íîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ, ùî ìiñòèòü òiëüêè îäèí äèôåðåíöiàë âiäíîñíî
ãåëüäåðîâî íåïåðåðâíîãî ïðîöåñó, ïðè÷îìó iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿç-
êó äîâåäåíî çà óìîâè ãëîáàëüíî¨ ëiïøèöåâîñòi êîåôiöi¹íòà çíîñó, ÿêà
íà ïðàêòèöi äóæå ðiäêî âèêîíó¹òüñÿ; â ðîáîòi [31] ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÑÄÐ
ç äèôåðåöiàëàìè âiäíîñíî âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó i ÄÁÐ, àëå ó âèïàäêó
íàïiâëiíiéíîñòi òàêèõ ÑÄÐ, ñôîðìóëüîâàíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó íå
âèêîíóþòüñÿ. Òîìó â äàíié äèñåðòàöi¨ àêòóàëüíèì ¹ äîñëiäæåííÿ óìîâ
iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ãëîáàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äâîõ òèïiâ íàïiâëiíiéíèõ ñòî-
õàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:
1. ùî ìiñòÿòü òiëüêè îäèí ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë âiäíîñíî äðîáî-

âîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó i ïðåäñòàâëÿ¹ �÷èñòó äðîáîâó� ìîäåëü öiíè
àêöi¨;

2. ùî ìiñòÿòü ñòîõàñòè÷íi äèôåðåíöiàëè âiäíîñíî âiíåðiâñüêîãî ïðîöå-
ñó òà äðîáîâîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó, i ïðåäñòàâëÿþòü �ìiøàíó äðî-
áîâó� ìîäåëü öiíè àêöi¨.

×àñòî ïðè äîñëiäæåííi âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ ÑÄÐ ïîòðiáíî îöiíþ-
âàòè ¨õ ìîìåíòè. Çîêðåìà â äåÿêèõ âèïàäêàõ íàïiâëiíiéíèõ ÑÄÐ, ùî
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ìiñòÿòü ÄÁÐ, ðîçâ'ÿçîê ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ âiíåðiâñüêèõ ií-
òåãðàëiâ âiäíîñíî ÄÁÐ, à çíà÷èòü, ïîòðiáíî çíàòè ìàêñèìàëüíi îöiíêè
ìîìåíòiâ òàêèõ âiíåðiâñüêèõ iíòåãðàëiâ âiäíîñíî ÄÁÐ. Â ðîáîòi [32] íàâå-
äåíî ìàêñèìàëüíi îöiíêè íà âèïàäêîâîìó iíòåðâàëi òiëüêè äëÿ ìîìåíòó
ÄÁÐ. Ó ðîáîòi [33] íà äåòåðìiíîâàíîìó iíòåðâàëi çíàéäåíî òiëüêè âåðõ-
íþ îöiíêó ìîìåíòó âiíåðiâñüêîãî iíòåãðàëà âiäíîñíî ÄÁÐ. Ó äèñåðòàöi¨
ïðîäîâæåíî öi äîñëiäæåííÿ i îäåðæàíî âñi, âåðõíi i íèæíi, ìàêñèìàëüíi
îöiíêè ìîìåíòiâ âiíåðiâñüêèõ iíòåãðàëiâ âiäíîñíî ÄÁÐ.

Ó ðîáîòi [34], âèêîðèñòîâóþ÷è çâè÷àéíi ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà, áóëî çíàé-
äåíî óìîâè ôiíàíñîâî¨ ðiâíîâàãè ðèíêó, öiíà àêöié ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ
ÑÄÐ, ùî ìiñòèòü òiëüêè îäèí äèôåðåíöiàë âiäíîñíî âiíåðiâñüêîãî ïðîöå-
ñó. Àíàëîãi÷íi äîñëiäæåííÿ óìîâ ôiíàíñîâî¨ ðiâíîâàãè ðèíêó àêöié, öiíà
ÿêèõ ïðåäñòàâëåíà ÿê ÷èñòîþ, òàê i ìiøàíîþ äðîáîâèìè ìîäåëÿìè, áóëî
ïðîâåäåíî â äèñåðòàöi¨ âèêîðèñòîâóþ÷è äðîáîâi ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà.

Ñåðåä ðîáiò, ïðèñâÿ÷åíèõ äîñëiäæåííþ âëàñòèâîñòåé àðáiòðàæíîñòi
ðèíêó, öiíà àêöié ÿêîãî ¹ ôóíêöi¹þ ÄÁÐ, ñëiä âèäiëèòè [35, 36]. Àëå â
íèõ ðîçãëÿäàþòüñÿ íàéïðîñòiøi âèïàäêè �÷èñòî¨ äðîáîâî¨� ìîäåëi öiíè
àêöi¨ òà ìîäåëi ç �îäíîðiäíèì ÿäðîì�. Ó äèñåðòàöi¨ äîñëiäæóþòüñÿ óìîâè
àðáiòðàæíîñòi ðèíêó àêöié, öiíà ÿêèõ ¹ ôóíêöi¹þ âiíåðiâñüêîãî iíòåãðàëà
âiäíîñíî ÄÁÐ.
Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiþ âèêîíàíî â ðàìêàõ íàóêîâî¨ ïðîãðàìè �Ñòàòèñòè÷íèé àíàëiç
âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ i ïîëiâ, i éîãî çàñòîñóâàííÿ� êàôåäðè òåîði¨ éìîâið-
íîñòåé i ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòå-
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òó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0197U003176).
Ìåòà òà çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ ðîç-

ðîáêà åëåìåíòiâ ñòîõàñòè÷íîãî àíàëiçó äëÿ:
� äðîáîâèõ iíòåãðàëiâ âiäíîñíî ôóíêöié, ùî âèçíà÷àþòüñÿ äðîáîâèì áðî-
óíiâñüêèì ðóõîì, ñòîõàñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ, iíòåãðàòîð ÿêèõ âèçíà÷à¹òüñÿ
äðîáîâèì áðîóíiâñüêèì ðóõîì;
� ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî ïðåäñòàâëÿþòü ÷èñòó i ìi-
øàíó äðîáîâi ìîäåëi öiíè àêöi¨ íà ôiíàíñîâîìó ðèíêó îñíîâíèõ öiííèõ
ïàïåðiâ;
� äîñëiäæåííÿ óìîâ àðáiòðàæíîñòi, ôiíàíñîâî¨ ðiâíîâàãè, çàìiíè éìîâið-
íiñíî¨ ìiðè äëÿ ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ àêöié, öiíà ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ ÷èñòîþ i
ìiøàíîþ äðîáîâèìè ìîäåëÿìè.
Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òü-

ñÿ iç âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, ðîçáèòèõ íà 16 ïàðàãðàôiâ, âèñíîâêó i
ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi âiíåðiâñüêèõ iíòåãðàëiâ
âiäíîñíî ÄÁÐ.

Ñêðiçü ó ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîâíèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið ç ôiëüòðà-
öi¹þ (Ω,F , (Ft)t≥0 ,P

). ×åðåç (BH
t , (Ft)t≥0 ,P

) ïîçíà÷åíî äðîáîâèé áðî-
óíiâñüêèé ðóõ (ÄÁÐ) ç iíäåêñîì Õþðñòà H ∈ (0, 1), ùî õàðàêòåðèçó¹òüñÿ
íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

(1) BH
t - ïðîöåñ çi ñòàöiîíàðíèìè ïðèðîñòàìè;

(2) BH
0 = 0, i EBH

t = 0 äëÿ âñiõ t > 0;
(3) E

(
BH

t

)2
= t2H äëÿ âñiõ t > 0;
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(4) BH
t � ãàóññiâñüêèé ïðîöåñ.

Îñêiëüêè äîâãîñòðîêîâà çàëåæíiñòü õàðàêòåðèçó¹òüñÿ iíäåêñîì Õþð-
ñòà H ∈

(1
2 , 1
), òî äàëi â ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ëèøå òàêi çíà÷åííÿ H. Â

ñèëó òåîðåìè Êîëìîãîðîâà òðà¹êòîði¨ ñåïàðàáåëüíî¨ ìîäèôiêàöi¨ öüîãî
ïðîöåñó ¹ íåïåðåðâíi ç éìîâiðíiñòþ 1. Â ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñàìå òàêà
ìîäèôiêàöiÿ.

Òåðìií �âiíåðiâñüêèé� îçíà÷à¹ iíòåãðàë ç íåâèïàäêîâîþ ïiäiíòåãðàëü-
íîþ ôóíêöi¹þ. Äëÿ H > 1

2 îçíà÷èìî iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð Γ :

Γf(t) := H(2H − 1)

∞∫
0

f(s) |s− t|2H−2 ds,

i ñêàëÿðíèé äîáóòîê

〈f, g〉Γ := 〈f,Γg〉 = H(2H − 1)

∞∫
0

∞∫
0

f(t)g(s) |s− t|2H−2 ds dt

äå 〈·〉− çâè÷àéíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê â L2[0,∞).
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç LΓ

2 ïðîñòið åêâiâàëåíòíèõ êëàñiâ âèìiðíèõ ôóíêöié
f òàêèõ, ùî 〈f, f〉Γ <∞. Òåïåð ÿñíî, ùî âiäîáðàæåííÿ BH

t 7→ 1[0, t) ìîæ-
íà ïðîäîâæèòè äî içîìåòði¨ ìiæ ãàóññiâñüêèì ïðîñòîðîì, ïîðîäæåíèì
BH

t , t ≥ 0, ÿê íàéìåíøèì çàìêíóòèì ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì L2 (Ω,F ,P),
ùî ìiñòèòü (BH

t , t ≥ 0
) i ïðîñòîðîì LΓ

2 . Äëÿ f ∈ LΓ
2 iíòåãðàë

∞∫
0
f(s) dBH

s

òåïåð ìîæíà îçíà÷èòè ÿê îáðàç ôóíêöi¨ f â öié içîìåòði¨.
Çàóâàæèìî, ùî

E

∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

f(s) dBH
s

∣∣∣∣∣∣
2

= H(2H − 1)

∞∫
0

∞∫
0

f(s)f(u) |u− s|2H−2 du ds.

Äëÿ òàêèõ iíòåãðàëiâ ó ïàðàãðàôi 1.1 ñôîðìóëüîâàíî i äîâåäåíî ñòî-
õàñòè÷íó òåîðåìó Ôóáiíi.
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Òåîðåìà 0.0.1. Íåõàé íåâèïàäêîâà, âèìiðíà ôóíêöiÿ f = f(t, s) : R2
+ →

R çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè

T∫
0

T∫
0

T∫
0

|f(t, s||f(t, u)||s− u|2H−2 ds du dt < +∞,

T∫
0

T∫
0

T∫
0

T∫
0

|f(t1, s||f(t2, u)||s− u|2H−2 ds du dt1 dt2 < +∞

Òîäi iñíóþòü iíòåãðàëè

I1 =

T∫
0

 T∫
0

f(t, s) dt

 dBH
s ; I2 =

T∫
0

 T∫
0

f(t, s) dBH
s

 dt

i ç iìîâiðíiñòþ 1 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü I1 = I2 .

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ñòîõàñòè÷íó òåîðåìó Ôóáiíi, â ïàðàãðàôi 1.2
äîñëiäæåíî óìîâè äèôåðåíöiéîâíîñòi äðîáîâîãî iíòåãðàëàΦ(t) =

t∫
0
φ(t, s) ds,

ÿäðî ÿêîãî òàê âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ÄÁÐ:

φ (t, s) = KH0
(t, s)

s∫
0

α (u) dBH
u , H ∈

(
1

2
, 1

)
, H0 ∈

(
1

2
, 1

)
,

äå
KH0

(t, s) := (t− s)
1
2−H0 β

(s
t

)
, 0 < s < t.

Öi óìîâè äèôåðåíöiéîâíîñòi íàâåäåíî â íàñòóïíèõ òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 0.0.2. Íåõàé ôóíêöiÿ α : R+ → R � îáìåæåíà i âèìiðíà,

ôóíêöiÿ β ∈ L2[0, 1] → R çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

m = esssup
u∈[0,1]

|u β(u)| < +∞.
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Òîäi ôóíêöiÿ δt =
t∫

0
α(u) u

t2 KH0

(
1, u

t

)
dBH

u âèçíà÷åíà äëÿ êîæíîãî t >

0, E
t∫

0
δ2
t dt < +∞ i

t∫
0
δs ds = tH0− 3

2 Φ(t), t > 0.

Òåîðåìà 0.0.3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè Òåîðåìè 0.0.2 i, êðiì òîãî,

β ∈ C ((0, 1]). Òîäi δt � öå ïîõiäíà â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó â òî÷öi

t > 0 ôóíêöi¨ tH0− 3
2Φ(t).

Ó ïàðàãðàôi 1.3 íàâåäåíî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ äèôåðåíöiþâàííÿ òà-
êèõ äðîáîâèõ iíòåãðàëiâ ïðè çàìiíi ìiðè â ëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ, ÿêi ìiñòÿòü ÄÁÐ.

Äàëi â ïàðàãðàôi 1.4 îäåðæàíî âåðõíi i íèæíi îöiíêè ìîìåíòiâ ñó-
ïðåìóìiâ iíòåãðàëiâ âèäó Iτ =

τ∫
0
f(t)dBH

t , ÿê äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ, òàê i
âèïàäêîâèõ τ . Îöiíêè íà äåòåðìiíîâàíèõ iíòåðâàëàõ îäåðæàíi çà ðàõóíîê
ãàóññîâîñòi Iτ i íàâåäåíi â íàñòóïíèõ òåîðåìàõ. Íåõàé f äåòåðìiíîâàíà
âèìiðíà äîäàòíà ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∞∫
0

∞∫
0

f(s)f(u) |u− s|2H−2 du ds <∞,

I∗τ :=

(
τ∫
0
f(s) dBH

s

)∗
:= sup

t≤τ

∣∣∣∣ t∫
0
f(s) dBH

s

∣∣∣∣ .
Òåîðåìà 0.0.4. Äëÿ áóäü-ÿêèõ p > 0, T > 0 ìà¹ ìiñöå îöiíêà

E (I∗T )p ≤ Cp(H)‖f‖p
L1/H(0,T ).

Ïîçíà÷èìî f∗ = inf
s∈[0,T ]

f(s), i ïðèïóñòèìî, ùî f∗ > 0.

Òåîðåìà 0.0.5. Äëÿ áóäü-ÿêèõ p > 0, T > 0 ìà¹ ìiñöå îöiíêà

E (I∗T )p ≥ CpT
pHf p

∗ .
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Îöiíêè íà âèïàäêîâèõ iíòåðâàëàõ îäåðæàíî çàâäÿêè ïðåäñòàâëåííþ
ÄÁÐ çà äîïîìîãîþ òàê çâàíîãî ìàðòèíãàëà Ìîë÷àíà ([37�39]). Âîíè
ïðåäñòàâëåíi â íàñòóïíèõ òåîðåìàõ. Ïîêëàäåìî, äàëi, α = H − 1

2 i äëÿ
êîæíîãî t > 0 g(t) = 1

f(t) .

Òåîðåìà 0.0.6. Íåõàé ôóíêöiÿ sαf(s) íå ñïàäà¹ íà [0,∞). Òîäi äëÿ êîæ-

íîãî p > 0 iñíó¹ êîíñòàíòà C(p,H) > 0 òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ìî-

ìåíòó çóïèíêè τ

E (I∗τ )
p ≤ C(p,H)

(
E
(
(f(τ))

pH
2H−1τ pH

)) 2H−1
H (

E
(
τ pH
)) 1−H

H .

Òåîðåìà 0.0.7. Íåõàé äëÿ ÿêîãîñü T > 0

g′(s) ≥
(
α

s
− α

t− s

)
g(s), 0 < s < t < T.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî p > 0 iñíó¹ êîíñòàíòà c(p,H) > 0, òàêà, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî ìîìåíòó çóïèíêè τ ≤ T

E (I∗τ )
p ≥ c(p,H) (Mg(T ))−p Eτ pH ,

äå Mg(T ) := sup
s∈(0,T ]

g(s).

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî îòðèìàíi îöiíêè iñòîòíî çàëåæàòü âiä âëàñòè-
âîñòåé ôóíêöi¨ f . Ó êiíöi ïåðøîãî ðîçäiëó, â ïàðàãðàôi 1.5, íàâåäåíî
ïðèêëàä îöiíþâàííÿ ìîìåíòiâ ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ìiñòÿòü ÄÁÐ.

Äðóãèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ ÷èñòî¨ äðîáîâî¨
ìîäåëi öiíè àêöi¨, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÑÄÐ dXt = cXt dB

H
t + b(t,Xt) dt, t ≥ t0, c 6= 0

Xt=t0 = X0 −Ft0-âèìiðíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà.
(0.1)
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Ó ïàðàãðàôi 2.1 íàâåäåíi óìîâè iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ãëîáàëüíîãî ðîç-
â'ÿçêó ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ùî ìiñòèòü òiëüêè îäèí
ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë âiäíîñíî ÄÁÐ.
Òåîðåìà 0.0.8. Íåõàé ôóíêöiÿ b çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) b ∈ C (R+ × R,R) ;

2) óìîâó Ëiïøèöÿ ïî x ∈ R ðiâíîìiðíî âiäíîñíî t ∈ [0, T ],

òîáòî ∀T > 0 ∃LT > 0 :

sup
t∈[0,T ]

|b(t, x1)− b(t, x2)| ≤ LT |x1 − x2|;

3) óìîâó ðîñòó: ∀T > 0 ∃CT > 0 :

|b(t, x)| ≤ CT (1 + |x|).

Òîäi ðiâíÿííÿ (0.1) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê íà [0,+∞), ïðè÷îìó iñíó¹ ìíî-

æèíà Ω′ ⊂ Ω, P(Ω′) = 1 òàêà, ùî ∀ω ∈ Ω′ ∀T > 0 ∃C = C(ω, T ) òàêà,

ùî ∀ 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T |Xt1 −Xt2| ≤ C(ω, T )|t1 − t2|α äëÿ áóäü-ÿêîãî

0 ≤ α < H. Òîáòî, òðà¹êòîði¨ Xt ç éìîâiðíiñòþ 1 íàëåæàòü êëàñîâi

Lipα[0, T ], ∀T > 0, ∀α ∈ [0, H).

Äàëi â ïàðàãðàôi 2.2 äîâåäåíî ñòîõàñòè÷íó òåîðåìó Ôóáiíi äëÿ ñòî-
õàñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ ç âèïàäêîâèì iíòåãðàíäîì i ÄÁÐ ÿê iíòåãðàòîðîì.
Äëÿ òàêèõ iíòåãðàëiâ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî îçíà÷åííÿ ñòîõàñòè÷íîãî iíòå-
ãðàëà

t∫
0
fs dB

H
s , äå fs âèïàäêîâà âèìiðíà ãåëüäåðîâà ôóíêöiÿ ïîðÿäêó H

(äèâ., íàïðèêëàä, [29], äå äîâåäåíî, ùî òàêèé iíòåãðàë ìîæíà ðîçãëÿäàòè
ÿê ãðàíèöþ ç éìîâiðíiñòþ 1 iíòåãðàëüíèõ ñóì Ðiìàíà-Ñòiëòü¹ñà).

Íåõàé 0 < T1 < T2, Φ = Φ(s, u, ω) : [T1, T2]
2 × Ω → R - âèïàäêîâà

âèìiðíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ ôóíêöiÿ.
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Òåîðåìà 0.0.9. Íåõàé ç iìîâiðíiñòþ 1 ôóíêöiÿ Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) ∀ s ∈ (T1, T2) Φ(s, ·, ω) êóñêîâî ãåëüäåðîâà ïî u ∈ [T1, T2] ç ïîêàçíèêîì

α1 > 1
2, ïðè÷îìó ¨¨ êóñêîâî-ãåëüäåðîâà íîðìà îáìåæåíà ïî s, òîáòî

iñíó¹ C = C(ω) òàêå, ùî Cα1

Φ(s,·,ω)([T1, T2]) < C

2) ôóíêöiÿ
T2∫
T1

Φ(s, u, ω) dBH
u çìiííî¨ s iíòåãðîâíà çà Ðiìàíîì íà âiäðiçêó

[T1, T2].

Òîäi iñíóþòü ïîâòîðíi iíòåãðàëè I1 :=
T2∫
T1

(
T2∫
T1

Φ(s, u, ω) dBH
u

)
ds òà

I2 :=
T2∫
T1

(
T2∫
T1

Φ(s, u, ω) ds

)
dBH

u i ì.í. âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü I1 = I2.

Ïåðø íiæ ñôîðìóëþâàòè â äàíîìó ðîçäiëi óìîâè çàìiíè ìiðè äëÿ ðiâ-
íÿííÿ ÷èñòî¨ äðîáîâî¨ ìîäåëi öiíè àêöi¨ (0.1), ïîòðiáíî áóëî â ïàðàãðàôi
2.3 çíàéòè óìîâè äèôåðåíöiéîâíîñòi iíòåãðàëà

I(t) :=

t∫
0

s
1
2−H(t− s)

1
2−H

s∫
0

α(u, ω) dBH
u ds,

äå α = α(u, ω) : R×Ω → R - âèïàäêîâà ãåëüäåðîâà íà [0, t] ôóíêöiÿ ç ïî-
êàçíèêîì β > 1

2 . Ñëiä çàóâàæèòè, ùî â ïàðàãðàôi 2.2 äîâåäåíî, ùî òàêèé
iíòåãðàë iñíó¹ äëÿ âñiõ ω ∈ Ω′, P(Ω′) = 1 i, áiëüø òîãî, iñíó¹ ïîâòîðíèé
iíòåãðàë J(t) :=

t∫
0
α(u, ω)

t∫
u

s
1
2−H(t − s)

1
2−H ds dBH

u , i ì.í. âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü I(t) = J(t), t > 0.

Ëåìà 0.0.1. Íåõàé α = α(u, ω) : R×Ω → R - âèïàäêîâà ãåëüäåðîâà íà

[0, t] ôóíêöiÿ ç ïîêàçíèêîì β > 1
2. Òîäi ∀t > 0 I(t) äîïóñêà¹ ïðåäñòàâ-

ëåííÿ

I(t) = t2−2H

t∫
0

δs ds,
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äå ôóíêöiÿ

δs = s2H−3

s∫
0

u
3
2−H(s− u)

1
2−Hα(u, ω) dBH

u

ì.í. íàëåæèòü êëàñîâi L1([0, t]), òîáòî
t∫

0
|δs| ds <∞ ì.í., t ≥ 0.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî äèôåðåöiéîâíiñòü ñòîõàñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ ñïè-
ðà¹òüñÿ íà ñòîõàñòè÷íó òåîðåìó Ôóáiíi.

Ó ïàðàãðàôi 2.4, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè äèôåðåíöiéîâíîñòi iíòåãðàëà
I(t), îòðèìó¹ìî óìîâè çàìiíè ìiðè. Äëÿ ðiâíÿííÿ (0.1) ââàæà¹ìî, ùî
t0 = 0, ôóíêöiÿ b(t, x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 0.0.8 i ìîæå áóòè
ïðåäñòàâëåíà ÿê b(t, x) = e(t, x)x, äå e ∈ C2(R+ × R); ÿäðî K(t, s) =

C1s
1/2−H(t − s)1/2−HI{s ∈ (0, t)} i µ(u) = r−e(u,Xu)

c , r ∈ R, äå C1 =

(2HB)−1. Óìîâè çàìiíè ìiðè ñôîðìóëüîâàíi â íàñòóïíèõ ëåìi i òåîðåìi.

Ëåìà 0.0.2. Íåõàé ôóíêöiÿ e(t, x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) ∀T > 0 ∃CT > 0, ∀u ≤ T, ∀x ∈ R

|e(u, x)| ≤ CT (1 + |x|), |e′t(u, x)| ≤ CT (1 + |x|),

|e′x(u, x)| ≤ CT (1 + |x|), |e′′xx(u, x)| ≤ CT (1 + |x|);

2)

∀T > 0 ∃LT > 0 ∀t ∈ [0, T ],∀x1, x2 ∈ R

sup
t∈[0,T ]

|e′x(t, x1)− e′x(t, x2)| ≤ LT |x1 − x2|.

Òîäi

1)
t∫

0
K(t, s)|µ(s)| ds <∞ ì.í.,
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2) iñíó¹ ïðåäñòàâëåííÿ
t∫

0
K(t, s)µ(s) ds =

t∫
0
ϕs ds,

äå
t∫

0
|ϕs| ds <∞ ì.í.

Ó õîäi äîâåäåííÿ ëåìè 0.0.2 òàêîæ ïîêàçàíî, ùî ôóíêöiÿ ϕs ì.í. íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ. Òîìó ∀t > 0 ì.í. iñíó¹ iíòåãðàë

t∫
0
s2H−1ϕ2

s ds, à çíà÷èòü

âèïàäêîâèé ïðîöåñ Zt := 1
C2

t∫
0
sH− 1

2ϕs dWs ¹ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèì

ìàðòèíãàëîì ç êâàäðàòè÷íîþ õàðàêòåðèñòèêîþ 〈Z〉t = 1
C2

2

t∫
0
s2H−1ϕ2

s ds,

äå C2 = CH

2H(2−2H)1/2 , CH =
(

2HΓ(3/2−H)
Γ(H+1/2)Γ(2−2H)

)1/2
.

Äàëi â ðîáîòi äëÿ ðiâíÿííÿ (0.1) çàìiíþ¹òüñÿ éìîâiðíiñíà ìiðà P íà
iíøó � Q, òàêó, ùî QT � PT , äå QT = Q|FT

, i âiäíîñíî ÿêî¨ çíîñ áóäå
ìàòè âèãëÿä rXt dt, òîáòî ðiâíÿííÿ (0.1) ñòàíå ëiíiéíèì.

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ÿêùî Q òàêà, ùî dQT

dPT
= exp

{
ZT − 1

2〈Z〉T
}
, òî

ïðîöåñ B̂H
t = BH

t −
t∫

0
µ(u) du ¹ ÄÁÐ âiäíîñíî ìiðè Q (äèâèñü òåîðåìó 4

[40], à òàêîæ [41], [42]).

Òåîðåìà 0.0.10. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 0.0.2 i äîäàòêîâî âè-

êîíó¹òüñÿ íàñòóïíà óìîâà

E exp

{
Zt −

1

2
〈Z〉t

}
= 1.

Òîäi ðiâíÿííÿ (0.1) âiäíîñíî ìiðè Q äîïóñêà¹ íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ

dXt = rXt dt+ cXt dB̂
H
t

Ó êiíöi äðóãîãî ðîçäiëó â ïàðàãðàôi 2.5 çà äîïîìîãîþ äðîáîâèõ ðiâ-
íÿíü Áþðãåðñà íàâåäåíî óìîâè ôiíàíñîâî¨ ðiâíîâàãè ðèíêó àêöié, öiíà
ÿêèõ çàäàíà ðiâíÿííÿì (0.1).
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Òðåòié ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ ìiøàíî¨ äðîáîâî¨
ìîäåëi öiíè àêöi¨, ùî çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÑÄÐ, ÿêå ìiñòèòü ñòîõàñòè÷íi
äèôåðåíöiàëè âiäíîñíî âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó i ÄÁÐ dXt = σ1Xt dWt + σ2Xt dB

H
t + b(t,Xt) dt, t ≥ t0

Xt=t0 = X0 −Ft0 -âèìiðíà, âèïàäêîâà âåëè÷èíà.
(0.2)

ßê i â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi äëÿ ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ (0.2), â ïàðàãðàôi 3.1 çíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi éîãî
ãëîáàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó. Öi óìîâè àíàëîãi÷íi óìîâàì iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi
ðîçâ'ÿçêó ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (0.1).

Ó ïàðàãðàôi 3.2 íàâåäåíî óìîâè çàìiíè ìiðè äëÿ ðiâíÿííÿ (0.2). Â
êiíöi ðîçäiëó â ïàðàãðàôi 3.3, íàâåäåíî íåîáõiäíó óìîâó ôiíàíñîâî¨ ðiâ-
íîâàãè ðèíêó àêöié, öiíà ÿêèõ âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (0.2).

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ïðî óìîâè iñíó-
âàííÿ i âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó äëÿ òðüîõ âèäiâ (B, S)�ðèíêó àêöié i îá-
ëiãàöié.

Ó ïàðàãðàôi 4.1, ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïåðøèé âèä ðèíêó, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ
�äðîáîâîþ� àêöi¹þ:

St = exp (Xt) := exp


t∫

0

ν(s) ds+

t∫
0

µ(s) dBH
s


i ïðîöåñîì öiíè îáëiãàöi¨ (Bt, (Ft)t≥0 ,P

): Bt = ert, r ≥ 0, t ≥ 0; äå µ, ν -
íåâèïàäêîâi âèìiðíi ôóíêöi¨, ïðîöåñ Xt - ïîêàçíèê àêöi¨.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò ðîáîòè [43], äå ïîêàçàíî, ùî (B, S)�ðèíîê
áåçàðáiòðàæíèé, êîëè iñíó¹ ìiðà P∗ ∼ P, âiäíîñíî ÿêî¨ St

Bt
¹ ìàðòèíãàëîì,

à âiäñóòíiñòü åêâiâàëåíòíî¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè íå ¹ äîñòàòíüîþ óìîâîþ
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äëÿ iñíóâàííÿ àðáiòðàæó (B, S)�ðèíêó, áóëî âèâåäåíî ñïiââiäíîøåííÿ
ìiæ iñíóâàííÿì ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè i âëàñòèâiñòþ òðà¹êòîðié ïðîöåñó
St

Bt
.

Ëåìà 0.0.3. Ìàðòèíãàëüíà ìiðà P∗ ∼ P iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

ïðîöåñ Xt ñåìiìàðòèíãàë.

Äàëi â öüîìó ïàðàãðàôi çà óìîâè îáìåæåíîñòi ôóíêöi¨ µ äîâåäåíî
âiäñóòíiñòü åêâiâàëåíòíî¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè i äëÿ âèïàäêó ν = r ïîáó-
äîâàíî ïðèêëàä iíâåñòèöiéíîãî ïîðòôåëÿ, ùî äîïóñêà¹ àðáiòðàæ.

Ó ïàðàãðàôi 4.2 ðîçãëÿäà¹òüñÿ äðóãèé âèä ðèíêó, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ
çìîäèôiêîâàíîþ çà äîïîìîãîþ ïðîöåñó Âîëüòåððà �äðîáîâîþ� àêöi¹þ

Xt :=

t∫
0

K(t, s) a(s) ds+

t∫
0

K(t, s) b(s) dBH
s , (0.3)

äå a i b íåâèïàäêîâi, âèìiðíi ôóíêöi¨,

K(t, s) =

 0, s > t,

s
1
2−H(t− s)

1
2−H , 0 < s < t

.

Çíàéäåíî ôóíêöi¨ a i b, äëÿ ÿêèõ ïîêàçíèê àêöi¨ (0.3) ¹ ñåìiìàðòèíãà-
ëîì, à çíà÷èòü, ñàì ðèíîê áåçàðáiòðàæíèé.

Â ïàðàãðàôi 4.3 ðîçãëÿäà¹òüñÿ òðåòié âèä ðèíêó, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ àê-
öi¹þ, ïîêàçíèê ÿêî¨ Xt ìà¹ âèãëÿä

Xt = V c
h (t) :=

t∫
0

h(t− s) c(s) dWs, t > 0

Ó âèïàäêó c ≡ 1 ïðîöåñ V c
h (t) äîêëàäíî äîñëiäæåíî â [36].

Ñôîðìóëüîâàíî óìîâó ñåìiìàðòèíãàëüíîñòi ïðîöåñó V c
h (t), ÿêà çàáåç-

ïå÷ó¹ âiäñóòíiñòü àðáiòðàæó (B, S)�ðèíêó.
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Òåîðåìà 0.0.11. 1) Íåõàé h ∈ AC[0, t], t > 0. Òîäi, ÿêùî

t∫
0

(h′(t− u) c(u))
2
du <∞, (0.4)

òî V c
h (t) ñåìiìàðòèíãàë.

2) ßêùî V c
h (t) ñåìiìàðòèíãàë, ÿêèé ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi V c

h (t) =

Mt +At, äå M � ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë, A � ïðîöåñ iíòåãðîâíî¨ âàðiàöi¨,

i c íåñïàäíà, òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (0.4).

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè,
ÿêi âèçíà÷àþòü íàóêîâó íîâèçíó i âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, òàêi:

1. Óïåðøå ñôîðìóëüîâàíî i äîâåäåíî ñòîõàñòè÷íi òåîðåìè Ôóáiíi äëÿ
âiíåðiâñüêèõ iíòåãðàëiâ âiäíîñíî ÄÁÐ i ñòîõàñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ ç
âèïàäêîâèì iíòåãðàíäîì i ÄÁÐ ÿê iíòåãðàòîðîì. Âèêîðèñòîâóþ÷è
öi òåîðåìè, çíàéäåíî:

(a) óìîâè äèôåðåíöiéîâíîñòi äðîáîâîãî iíòåãðàëà
t∫

0
φ(t, s) ds, ÿäðî

ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ âiíåðiâñüêîãî iíòåãðàëà âiä-
íîñíî ÄÁÐ. Íàâåäåíî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ äèôåðåíöiþâàííÿ
òàêèõ äðîáîâèõ iíòåãðàëiâ ïðè çàìiíi ìiðè â ëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ, ùî ìiñòÿòü ÄÁÐ;

(b) óìîâè äèôåðåíöiéîâíîñòi äðîáîâîãî iíòåãðàëà
t∫

0
φ(t, s) ds, ÿäðî

ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ñòîõàñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ ç âè-
ïàäêîâèì iíòåãðàíäîì i ÄÁÐ ÿê iíòåãðàòîðîì. Äàëi, çà äîïîìî-
ãîþ îäåðæàíèõ óìîâ äèôåðåíöiéîâíîñòi çíàéäåíî óìîâè çàìiíè
éìîâiðíiñíî¨ ìiðè äëÿ ÑÄÐ, ÿêi ïðåäñòàâëÿþòü ÷èñòó äðîáîâó
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ìîäåëü öiíè àêöi¨. Äëÿ öi¹¨ ÷èñòî¨ äðîáîâî¨ ìîäåëi ðèíêó àêöié
çíàéäåíî óìîâó ôiíàíñîâî¨ ðiâíîâàãè.

2. Îäåðæàíî íîâi âåðõíi òà íèæíi îöiíêè ìîìåíòiâ ñóïðåìóìiâ iíòå-
ãðàëiâ âèãëÿäó Iτ =

τ∫
0
f(t)dBH

t ÿê äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ, òàê i âè-
ïàäêîâèõ τ . Îöiíêè íà äåòåðìiíîâàíèõ iíòåðâàëàõ îäåðæàíi çà ðà-
õóíîê ãàóññîâîñòi Iτ , íà âèïàäêîâèõ - çàâäÿêè ïðåäñòàâëåííþ ÄÁÐ
çà äîïîìîãîþ òàê çâàíîãî ìàðòèíãàëà Ìîë÷àíà ([37�39]). Öi îöiíêè
iñòîòíî çàëåæàòü âiä âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ f . Ó êiíöi ðîçäiëó íàâå-
äåíî ïðèêëàä îöiíþâàííÿ ìîìåíòiâ ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêèõ ñòîõàñòè÷íèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî ìiñòÿòü ÄÁÐ.

3. Äëÿ ÑÄÐ, ùî ìiñòÿòü äèôåðåíöiàëè âiäíîñíî âiíåðiâñüêîãî ïðîöå-
ñó òà ÄÁÐ, à çíà÷èòü, ïðåäñòàâëÿþòü ìiøàíó äðîáîâó ìîäåëü öiíè
àêöi¨ íà ðèíêó îñíîâíèõ öiííèõ ïàïåðiâ, âïåðøå çíàéäåíî óìîâè iñ-
íóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó; çíàéäåíî óìîâó ôiíàíñîâî¨ ðiâíîâàãè
äëÿ òàêîãî ðèíêó.

4. Äëÿ ÷èñòî¨ äðîáîâî¨ ìîäåëi ðèíêó àêöié äîâåäåíî âiäñóòíiñòü åêâi-
âàëåíòíî¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè, i ïîáóäîâàíî ïðèêëàä iíâåñòèöiéíîãî
ïîðòôåëÿ, ùî äîïóñêà¹ àðáiòðàæ; äëÿ çìîäèôiêîâàíî¨ çà äîïîìîãîþ
ïðîöåñiâ Âîëüòåððà ÷èñòî¨ äðîáîâî¨ ìîäåëi òà ìîäåëi ç �îäíîðiäíèì�
ÿäðîì, çíàéäåíî óìîâè âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiÿ ìà¹ ÿê òåîðåòè÷íå,
òàê i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ. Òåîðåòè÷íà öiííiñòü ðîáîòè ïîëÿãà¹ â ðîçðîá-
öi íåîáõiäíîãî ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó, à ñàìå åëåìåíòiâ ñòîõàñòè÷íîãî
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àíàëiçó ñòîõàñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ i ÑÄÐ, ïîáóäîâàíèõ çà äîïîìîãîþ ÄÁÐ,
ç ìåòîþ çàñòîñóâàííÿ ¨õ ïðè äîñëiäæåííi âàæëèâèõ õàðàêòåðèñòèê ôi-
íàíñîâîãî ðèíêó îñíîâíèõ öiííèõ ïàïåðiâ, öiíà àêöi¨ íà ÿêîìó ïðåäñòàâ-
ëåíà ÷èñòîþ i ìiøàíîþ äðîáîâèìè ìîäåëÿìè. Ç-ïîìiæ òàêèõ âàæëèâèõ
õàðàêòåðèñòèê ñëiä âèäiëèòè àðáiòðàæíiñòü ðèíêó, ôiíàíñîâà ðiâíîâàãà,
iñíóâàííÿ åêâiâàëåíòíî¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ¨õ
ìîæíà âèêîðèñòàòè íà ïðàêòèöi ïðè äîñëiäæåííi õàðàêòåðèñòèê ôîí-
äîâîãî ðèíêó, ÿêèé ¹ íåîáõiäíîþ ëàíêîþ ñó÷àñíî¨ ðèíêîâî¨ åêîíîìiêè i
îñòàííiì ÷àñîì â Óêðà¨íi ïåðåæèâà¹ áóðõëèâèé ïåðiîä ñâîãî ñòàíîâëåí-
íÿ.
Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè

îäåðæàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Ó ñïiëüíèõ ïðàöÿõ ñïiâàâòîðó íàëåæàòü
ïîñòàíîâêè çàäà÷ i àíàëiç çäîáóòèõ ðåçóëüòàòiâ.
Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðî-

áîòè äîïîâiäàëèñü íà íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ êàôåäðè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé
i ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi
Òàðàñà Øåâ÷åíêà, ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè óíiâåðñèòåòó Ãåëüñiíêi (Ôií-
ëÿíäiÿ), âiääiëó òåîði¨ éìîâiðíîñòåé i ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè Iíñòèòó-
òó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (ì. Äîíåöüê); íà
ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ: �The 23rd Research Students' Conference in
Probability and Statistics� (11 � 14 êâiòíÿ 2000 ð., Êàðäiôô, Âåëèêîáðè-
òàíiÿ); �Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iìåíi Ì. Êðàâ÷óêà� (11 � 14
òðàâíÿ 2000 ð., ì. Êè¨â); �First World Congress of the Bachelier Finance
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Society� (28 ÷åðâíÿ - 1 ëèïíÿ 2000 ð., Ïàðèæ, Ôðàíöiÿ); �Workshop on
Mathematical Finance� (5-7 æîâòíÿ 2000 ð., Êîíñòàíö, Íiìå÷÷èíà).
Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ

[44 � 49].
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Àâòîð äèñåðòàöi¨ âèñëîâëþ¹ ùèðó ïîäÿêó ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíè-
êó, ïðîôåñîðó Ìiøóði Þëi¨ Ñòåïàíiâíi çà ïîñòàíîâêó ðîçãëÿíóòèõ ó äè-
ñåðòàöiéíié ðîáîòi çàäà÷ i ïîñòiéíó óâàãó äî ðîáîòè.
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Ðîçäië 1

ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI

ÂIÍÅÐIÂÑÜÊÈÕ IÍÒÅÃÐÀËIÂ

ÂIÄÍÎÑÍÎÄÐÎÁÎÂÎÃÎ

ÁÐÎÓÍIÂÑÜÊÎÃÎÐÓÕÓ

Ó öüîìó ðîçäiëi íàâîäÿòüñÿ îñíîâíi âëàñòèâîñòi âiíåðiâñüêèõ iíòåãðàëiâ
âiäíîñíî ÄÁÐ:

� óìîâè äèôåðåíöiéîâíîñòi äðîáîâèõ iíòåãðàëiâ, ÿäðà ÿêèõ âèçíà÷à-
þòüñÿ çà äîïîìîãîþ ÄÁÐ;

� âåðõíi òà íèæíi ìàêñèìàëüíi îöiíêè äëÿ ìîìåíòiâ âiíåðiâñüêèõ ií-
òåãðàëiâ âiäíîñíî ÄÁÐ.

Íåîáõiäíiñòü äèôåðåíöiþâàòè äðîáîâi ñòîõàñòè÷íi iíòåãðàëè, ÿäðà ÿêèõ
ìiñòÿòü äðîáîâèé áðîóíiâñüêèé ðóõ, âèíèêà¹ ïðè çàìiíi ìiðè i çàñòî-
ñóâàííi òåîðåìè Ãiðñàíîâà äî ïðîöåñiâ ç �äîâãîñòðîêîâîþ çàëåæíiñòþ�
(�long-range dependence�). Íåõàé, íàïðèêëàä, íà êàíîíi÷íîìó éìîâiðíiñ-
íîìó ïðîñòîði çàäàíî ñòîõàñòè÷íèé �äèôóçiéíèé� ïðîöåñ âèäó
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xt =
t∫

0
I1(s) ds + I2(t), äå Ii(t) =

t∫
0
αi(s) dB

H
s � âiíåðiâñüêèé iíòåãðàë

âiäíîñíî ÄÁÐ. Ïðèïóñòèìî, ùî α2(t) > 0, i ïîêëàäåìî

c(t) = I1(t) (α2(t))
−1 . (1.1)

Òîäi, ÿêùî iñíó¹ ïîõiäíà äðîáîâîãî iíòåãðàëà,

β(t) =
d

dt

t∫
0

u
1
2−H (t− u)

1
2−Hc(u) du (1.2)

i
Kt

c(s) = s
1
2−H d

ds

t∫
s

v2H−1(v − s)
1
2−Hβ(v) dv,

òî çãiäíî ç òåîðåìîþ 1 ([41]), ïðîöåñ B̂H
t = BH

t −
t∫

0
c(s) ds áóäå ÄÁÐ

âiäíîñíî íîâî¨ ìiðè P̂ òàêî¨, ùî
(

dP̂
dP

)
t

= exp
{
Mt − 1

2 〈M〉t
} , äå Mt =

t∫
0
Kt

c(s) dB
H
s - ãàóññiâñüêèé ìàðòèíãàë, 〈M〉t =

t∫
0
Kt

c(s)c(s) ds. Ïðè öüîìó
â ðîáîòi [41] íåÿâíî ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ïîõiäíà β(t) iñíó¹ äëÿ áóäü-ÿêî¨
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ c(t). Öå íå òàê íàâiòü äëÿ ôóíêöié, ùî íàëåæàòü
äî äåÿêîãî ãåëüäåðîâîãî êëàñó, ïðî ùî ñâiä÷èòü ïðèêëàä, íàâåäåíèé ó
ëåìi 1.2.1. Ç iíøîãî áîêó, äîñòàòíÿ óìîâà äèôåðåíöiéîâíîñòi äðîáîâèõ
iíòåãðàëiâ, òîáòî iñíóâàííÿ ïîõiäíèõ Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ, ìiñòèòüñÿ â [50,
ñòîð. 43], i öi¹þ óìîâîþ ¹ àáñîëþòíà íåïåðåðâíiñòü c(u), ùî íàäòî çâóæó¹
êëàñ äîïóñòèìèõ ÿäåð äëÿ íàøîãî âèïàäêó (çàãàëüíiøi óìîâè íà ÿäðî
c(s) íàâåäåíî â [50, ñòîð. 185] äëÿ òîãî, ùîá iñíóâàëà ïîõiäíà çà Ìàðøî
âiä äðîáîâîãî iíòåãðàëà, àëå ïîõiäíi Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ i Ìàðøî íå çàâæäè
ñïiâïàäàþòü íà ôóíêöiÿõ òèïó (1.1) ).
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Ó öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî äîâîëi çàãàëüíi äîñòàòíi óìîâè íà ÿäðî c(t)
òèïó (1.1) äëÿ iñíóâàííÿ äðîáîâî¨ ïîõiäíî¨ (1.2) i ïðåäñòàâëåííÿ äðîáî-
âîãî iíòåãðàëà ÿê iíòåãðàëà âiä ñâî¹¨ ïîõiäíî¨. ßê äîïîìiæíèé ðåçóëüòàò,
îäåðæàíî ñòîõàñòè÷íó òåîðåìó Ôóáiíi äëÿ âiíåðiâñüêèõ iíòåãðàëiâ âiäíîñ-
íî ÄÁÐ. Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi ïîõiäíî¨ β(t), äîâåäåíî ¨¨ íåïåðåðâíiñòü
ç éìîâiðíiñòþ 1 íà êîæíîìó âiäðiçêó, ùî íå ìiñòèòü 0.

Âiäçíà÷èìî, ùî iíäåêñ Õþðñòà äðîáîâîãî ïðîöåñó, ùî âõîäèòü â ÿä-
ðî c(t), â íàøèõ òåîðåìàõ íå îáîâ'ÿçêîâî ñïiâïàäà¹ ç ïîêàçíèêîì H â
iíòåãðàëi (1.2).

Ïðè äîâåäåííi äèôåðåíöiéîâíîñòi äðîáîâîãî iíòåãðàëà ìè áóäåìî âè-
êîðèñòîâóâàòè ñòîõàñòè÷íó òåîðåìó Ôóáiíi, à òîìó ñïî÷àòêó ñôîðìóëþ¹-
ìî i äîâåäåìî ¨¨.

1.1. Ñòîõàñòè÷íà òåîðåìà Ôóáiíi äëÿ âiíåðiâñüêèõ
iíòåãðàëiâ âiäíîñíî ÄÁÐ ç íåâèïàäêîâèì iíòå-
ãðàíäîì

Òåîðåìà 1.1.1. Íåõàé íåâèïàäêîâà, âèìiðíà ôóíêöiÿ f = f(t, s) : R2
+ →

R çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ∀T > 0 :

T∫
0

T∫
0

T∫
0

|f(t, s)||f(t, u)||s− u|2H−2 ds du dt < +∞, (1.3)

T∫
0

T∫
0

T∫
0

T∫
0

|f(t1, s)||f(t2, u)||s− u|2H−2 ds du dt1 dt2 < +∞ (1.4)
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Òîäi iñíóþòü iíòåãðàëè

I1 =

T∫
0

 T∫
0

f(t, s) dt

 dBH
s ; I2 =

T∫
0

 T∫
0

f(t, s) dBH
s

 dt

i I1 = I2 ç éìîâiðíiñòþ 1.

Äîâåäåííÿ. 1) Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ äëÿ îáìåæåíèõ, âèìiðíèõ f.
Íåõàé c = sup

(t,s)∈[0,T ]2
|f(t, s)| < +∞, òîäi çãiäíî ç [51] iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü

ïðîñòèõ ôóíêöié {Pn(t, s)|(t, s) ∈ [0, T ]2, n ≥ 1} òàêà, ùî Pn ⇒ f, n →

+∞ íà [0, T ]2 i

Pn(t, s) :=
n2n−1∑
k=0

k

2n

(
1Ak

n+
(t, s)− 1Ak

n−
(t, s)

)
+ n

(
1Bn+(t, s)− 1Bn−

(t, s)
)
,

äå
Ak

n+ := {(t, s) ∈ [0, T ]2 : k
2n ≤ f(t, s) ≤ k+1

2n , k = 0, n2n − 1},

Ak
n− := {(t, s) ∈ [0, T ]2 : −k+1

2n ≤ f(t, s) ≤ − k
2n , k = 0, n2n − 1},

Bn+ := {(t, s) ∈ [0, T ]2 : f(t, s) ≥ n},

Bn− := {(t, s) ∈ [0, T ]2 : f(t, s) ≤ −n}.

Äëÿ ïðîñòèõ ôóíêöié òâåðäæåííÿ òåîðåìè î÷åâèäíå. Äàëi äëÿ îáìå-
æåíî¨ ôóíêöi¨ f i n ≥ 1 :

|I1 − I2| =

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

 T∫
0

(f(t, s)− Pn(t, s)) dt

 dBH
s −

−
T∫

0

 T∫
0

(f(t, s)− Pn(t, s)) dB
H
s

 dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

 T∫
0

(f(t, s)− Pn(t, s)) dt

 dBH
s

∣∣∣∣∣∣+
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+

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

 T∫
0

(f(t, s)− Pn(t, s)) dB
H
s

 dt

∣∣∣∣∣∣ =: L1n + L2n. (1.5)

Òåïåð,

E |L1n|2 = H(2H − 1)

T∫
0

T∫
0

 T∫
0

(f(t1, s)− Pn(t1, s)) dt1

×
×

 T∫
0

(f(t2, u)− Pn(t2, u)) dt2

 |s− u|2H−2 ds du ≤

≤ H(2H − 1)

(
sup

(t,s)∈[0,T ]2
|f(t, s)− Pn(t, s)|

)2

T 2

T∫
0

T∫
0

|s− u|2H−2 ds du =

=

(
sup

(t,s)∈[0,T ]2
|f(t, s)− Pn(t, s)|

)2

T 2H+2 → 0, n→ +∞ (1.6)

E |L2n|2 ≤ T

T∫
0

E

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

(f(t, s)− Pn(t, s)) dB
H
s

∣∣∣∣∣∣
2

dt = TH(2H − 1)×

T∫
0

 T∫
0

T∫
0

(f(t, s)− Pn(t, s)) (f(t, u)− Pn(t, u)) |s− u|2H−2 ds du

 dt ≤

=

(
sup

(t,s)∈[0,T ]2
|f(t, s)− Pn(t, s)|

)2

T 2H+2 → 0, n→ +∞ (1.7)

Çâiäñè ç îöiíîê (1.3)-(1.5) îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè äëÿ îáìåæåíèõ
ôóíêöié f.

2) Íåõàé òåïåð f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (1.1) i (1.2). Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi
ôóíêöié fn(t, s) = f(t, s)1{f(t,s)≤n}(t, s), n ≥ 1 òâåðäæåííÿ òåîðåìè âæå
äîâåäåíî.
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Äàëi ïîçíà÷èìî Cn := {(t, s, u) ∈ [0, T ]3 : |f(t, s)| ≥ n, |f(t, u)| ≥ n}.

Òîäi ∀n ≥ 1∣∣∣∣∣∣
T∫

0

 T∫
0

f(t, s) dt

 dBH
s −

T∫
0

 T∫
0

f(t, s) dBH
s

 dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

 T∫
0

f(t, s)1{f(t,s)≤n}(t, s) dt

 dBH
s

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

 T∫
0

f(t, s)1{f(t,s)≤n}(t, s) dB
H
s

 dt

∣∣∣∣∣∣ =: I1n + I2n; (1.8)

E |I1n|2 = H(2H − 1)

T∫
0

T∫
0

 T∫
0

f(t1, s)1Bn+(t1, s) dt1

×
×

 T∫
0

f(t2, u)1Bn+(t2, u) dt2

 |s− u|2H−2 ds du ≤ H(2H − 1)×

×
∫∫
Bn+

∫∫
Bn+

|f(t1, s)||f(t2, u)||s− u|2H−2 dt2 du dt1 ds −−−−→
n→+∞

0, (1.9)

E |I2n|2 ≤ TH(2H − 1)

T∫
0

T∫
0

T∫
0

fn(t, s) fn(t, u)|s− u|2H−2 ds du dt ≤

≤ T H(2H − 1)

∫∫∫
Cn

fn(t, s) fn(t, u)|s− u|2H−2 ds du dt −−−−→
n→+∞

0 (1.10)

Çâiäñè îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè äëÿ ôóíêöi¨ f .
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1.2. Äèôåðåíöiéîâíiñòü äðîáîâèõ iíòåãðàëiâ âiäíîñ-
íî ôóíêöié, ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ÄÁÐ

Ó öüîìó ïàðàãðàôi âèâ÷à¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíiñòü äðîáîâîãî iíòåãðàëà
Φ (t) =

t∫
0
φ (t, s) ds, ÿäðî ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ äðîáîâîãî

áðîóíiâñüêîãî ðóõó, à ñàìå

φ (t, s) = KH0
(t, s)

s∫
0

α (u) dBH
u , H ∈

(
1

2
, 1

)
, H0 ∈

(
1

2
, 1

)
, (1.11)

äå
KH0

(t, s) = (t− s)
1
2−H0 β

(s
t

)
, 0 < s < t.

Ïåðø íiæ äîñëiäæóâàòè äèôåðåíöiéîâíiñòü Φ, ñëiä çàóâàæèòè, ùî
íàâiòü ó ðàçi, ÿêùî ôóíêöiÿ c(s) äiéñíà i ãåëüäåðîâà, ïîõiäíà ôóíêöi¨
I(t) =

t∫
0
(t−s) 1

2−Hs
1
2−H c(s) ds ìîæå íå áóòè ñêðiçü âèçíà÷åíîþ íà [0,∞),

ïðî ùî ñâiä÷èòü íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 1.2.1. Íåõàé c(s) = |s− t0|r, äå 0 < r < H− 1
2 . Òîäi â òî÷öi t = t0

ïîõiäíà ôóíêöi¨ I(t) íå iñíó¹.

Äîâåäåííÿ. Çðîáèìî íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ

∀t > 0 I(t) =

t∫
0

(t− s)
1
2−H s

1
2−H c(s) ds =

= t2−2H

1∫
0

(1− u)
1
2−H u

1
2−H c(tu) du =

= t2−2H+r

1∫
0

(1− u)
1
2−H u

1
2−H

∣∣∣∣t0t − u

∣∣∣∣r du =: t2−2H+rI1(t).



31

Äîñëiäèìî òåïåð ïîõiäíó I1(t) â òî÷öi t = t0. Äëÿ t0
2 < t < t0 îöiíèìî

òàêèé âèðàç
I1(t)− I1(t0)

t− t0
= −

1∫
0

(1− u)
1
2−H u

1
2−H

(
t0
t − u

)r − (1− u)r

t0 − t
du <

< −
1−β∫
β

(1− u)
1
2−H u

1
2−H

(
t0
t − u

)r − (1− u)r

t0 − t
du, 0 < β <

1

2
.

Â îñòàííüîìó iíòåãðàëi ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ìà¹ òàêó iíòåãðîâíó íà
[β, 1− β] ìàæîðàíòó 2r

t0
β

1
2−H(1− u)r− 1

2−H .

Çâiäñè, çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä â iíòåãðàëi ìà¹ìî

−
1−β∫
β

(1− u)
1
2−H u

1
2−H

(
t0
t − u

)r − (1− u)r

t0 − t
du −−−→

t→t0−
− r

t0

1−β∫
β

(1− u)r− 1
2−H×

× u
1
2−H du ≤ − r

t0
(1− β)

1
2−H (1− u)r+ 1

2−H

r + 1
2 −H

∣∣∣∣∣
1−β

β

=

= − r

t0
(1− β)

1
2−H β

r+ 1
2−H − (1− β)r+ 1

2−H

r + 1
2 −H

.

Òåïåð, ÿêùî β → 0, òî ïðè 0 < r < H − 1
2 ãðàíèöÿ îñòàííüîãî âèðàçó

äîðiâíþ¹ −∞.

Îòæå, lim
t→t0

I1(t)−I1(t0)
t−t0

= −∞.

Òåîðåìà 1.2.1. Íåõàé ôóíêöiÿ α : R+ → R � îáìåæåíà i âèìiðíà,

ôóíêöiÿ β ∈ L2[0, 1] çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

m = esssup
u∈[0,1]

|u β(u)| < +∞.

Òîäi ôóíêöiÿ δt =
t∫

0
α(u) u

t2 KH0

(
1, u

t

)
dBH

u âèçíà÷åíà äëÿ êîæíîãî t >

0, E
t∫

0
δ2
t dt < +∞ i

t∫
0
δs ds = tH0− 3

2 Φ(t), t > 0.
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Äîâåäåííÿ.

Íåõàé c = sup
u∈R+

|α(u)| < +∞. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî t > 0 ôóíê-
öiÿ δt âèçíà÷åíà.

Ìà¹ìî ∀ t > 0 E |δt|2 =

= H(2H−1)

t∫
0

t∫
0

α(u)
u

t2
α(v)

v

t2
KH0

(
1,
u

t

)
KH0

(
1,
v

t

)
|u−v|2H−2 du dv ≤

≤ c2H(2H − 1)

t∫
0

t∫
0

u

t2
v

t2

(
1− u

t

)1/2−H0
∣∣∣β (u

t

)∣∣∣×
×
(
1− u

t

)1/2−H0
∣∣∣β (u

t

)∣∣∣ |u− v|2H−2 du dv = c2 t2H−2H(2H − 1)×

×
1∫

0

1∫
0

uv (1− u)
1
2−H0 |β(u)| (1− v)

1
2−H0 |β(v)| |u− v|2H−2 du dv ≤

≤ c2 t2H−2m2H(2H − 1)

1∫
0

1∫
0

(1− u)
1
2−H0 (1− v)

1
2−H0 |u− v|2H−2 du dv =

= c2m2 t2H−2H L 0 < +∞,

äå L 0 = B (2H, 2− 2H) + 2H−H0+1/2
22H−H0−1/2 (3/2−H0) (1+2H−2H0)

> 0.
Íàñòóïíà îöiíêà çàáåçïå÷ó¹ ñêií÷åííiñòü iíòåãðàëà ∫ t

0 |δs|
2 ds.

∀ t > 0

t∫
0

E |δs|2 ds ≤ c2m2 t2H−1H L0 < +∞.

Òàêîæ ç óìîâ òåîðåìè âèïëèâà¹ ñêií÷åííiñòü iíòåãðàëiâ
t∫

0

s∫
0
α (u)KH0

(t, s) dBH
u ds, t > 0

t∫
0

t∫
u

α (u) KH0
(t, s) ds dBH

u , t > 0

(1.12)
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Ñïðàâäi,

E

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

s∫
0

α(u)KH0
(t, s) dBH

u ds

∣∣∣∣∣∣
2

≤ t

t∫
0

|KH0
(t, s)|2 E

∣∣∣∣∣∣
s∫

0

α(u) dBH
u

∣∣∣∣∣∣
2

ds =

= t

t∫
0

|KH0
(t, s)|2 H(2H − 1)

s∫
0

s∫
0

α(u)α(v) |u− v|2H−2 du dv ds ≤

≤ H(2H − 1) c2 t3−2H0+2H

 1/2∫
0

(1− s)1−2H0 β2(s) ds+

+

1∫
1/2

(1− s)1−2H0 β2(s) ds

 ≤ H(2H − 1) c2 t3−2H0+2H×

×

22H0−1

1∫
0

β2(s) ds+m1/2
22H0−2

2− 2H0

 <∞,

äå ms = sup
u∈[s, 1]

|β(u)|2 < +∞, s ∈ (0, 1).

Äëÿ äðóãîãî iíòåãðàëà ìà¹ìî îöiíêó

E

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

t∫
u

α(u)KH0
(t, s) ds dBH

u

∣∣∣∣∣∣
2

= H(2H − 1)

t∫
0

t∫
0

α(u)α(v)×

×

 t∫
u

KH0
(t, s) ds

 t∫
v

KH0
(t, s) ds

 |u− v|2H−2 du dv ≤

≤ c2H(2H − 1)

t∫
0

t∫
0

 t∫
0

KH0
(t, s) ds

2

|u− v|2H−2 du dv =

= c2H(2H − 1) t2H

 t∫
0

KH0
(t, s) ds

2

≤ c2H(2H − 1) t2H+1×
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×
t∫

0

|KH0
(t, s)|2 ds = c2H(2H − 1) t2H+1

t∫
0

(t− s)1−2H0 β2
(s
t

)
ds ≤

≤ H(2H − 1) c2 t3−2H0+2H

22H0−1

1∫
0

β2(s) ds+m1/2
22H0−2

2− 2H0

 <∞.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ iíòåãðàëiâ (1.12) âèêîíóþòüñÿ óìîâè ñòîõà-
ñòè÷íî¨ òåîðåìè Ôóáiíi.

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è ñòîõàñòè÷íó òåîðåìó Ôóáiíi, ìîæíà çðîáèòè
íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ äëÿ ôóíêöi¨ Φ:

Φ(t) =

t∫
0

KH0
(t, s)

s∫
0

α(u) dBH
u ds =

t∫
0

t∫
u

α(u)KH0
(t, s) ds dBH

u =

= t3/2−H0

t∫
0

1∫
u/t

α(u)KH0
(1, s) ds dBH

u = t3/2−H0F (t), t > 0.

Äëÿ iíòåãðàëiâ
t∫

0
|δs|2 ds i F (t), çâàæàþ÷è íà ¨õ ñêií÷åííiñòü, òåæ âèêî-

íóþòüñÿ óìîâè ñòîõàñòè÷íî¨ òåîðåìè Ôóáiíi, à çíà÷èòü ¨¨ ìîæíà âèêîðè-
ñòàòè â íàñòóïíèõ ïåðåòâîðåííÿõ:

t∫
0

δs ds =

t∫
0

s∫
0

α(u)
u

s2 KH0

(
1,
u

s

)
dBH

u ds =

t∫
0

t∫
u

α(u)
u

s2 KH0

(
1,
u

s

)
ds×

×dBH
u =

t∫
0

1∫
u/t

α(u)KH0
(1, s) ds dBH

u = F (t) = tH0−3/2 Φ(t).

Íàñëiäîê 1.2.1. Ôóíêöiÿ Φ(t) = t3/2−H0

t∫
0
δs ds íàëåæèòü êëàñîâi

AC[0, T ] ∀T > 0 ([50]), îòæå äëÿ ìàéæå âñiõ ω ∈ Ω, ∀t > 0 :

Φ′(t) =

(
3

2
−H0

)
t1/2−H0

t∫
0

δs ds+ t3/2−H0 δt.
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Çíàéäåìî äîäàòêîâi óìîâè, çà ÿêèõ δt áóäå ïîõiäíîþ â ñåðåäíüîìó
êâàäðàòè÷íîìó ôóíêöi¨ tH0−3/2Φ(t) äëÿ âñiõ t > 0.

Òåîðåìà 1.2.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè Òåîðåìè 1.2.1 i, êðiì òîãî,

β ∈ C ((0, 1]). Òîäi δt ¹ ïîõiäíîþ â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó â òî÷öi

t > 0 ôóíêöi¨ F (t) = tH0− 3
2Φ(t).

Äîâåäåííÿ.Äîñòàòíüî äîâåñòè äèôåðåíöiéîâíiñòü ó ñåðåäíüîìó êâàä-
ðàòè÷íîìó ôóíêöi¨ F .

Äëÿ h > 0 :

F (t+ h)− F (t)

h
=

1

h

t+h∫
0

1∫
u

t+h

α(u)KH0
(1, s) ds dBH

u −

−1

h

t∫
0

1∫
u

t+h

α(u)KH0
(1, s) ds dBH

u +
1

h

t∫
0

1∫
u

t+h

α(u)KH0
(1, s) ds dBH

u −

−1

h

t∫
0

1∫
u
t

α(u)KH0
(1, s) ds dBH

u =
1

h

t+h∫
t

1∫
u

t+h

α(u)KH0
(1, s) ds dBH

u +

+
1

h

t∫
0

u
t∫

u
t+h

α(u)KH0
(1, s) ds dBH

u =: I1(t, h) + I2(t, h).

Äàëi çðîáèìî îöiíêè:

E |I1(t, h)|2 =
H(2H − 1)

h2

t+h∫
t

t+h∫
t

 1∫
u

t+h

α(u)KH0
(1, s) ds

×

×

 1∫
v

t+h

α(v)KH0
(1, s) ds

 |u− v|2H−2 du dv ≤ c2
H(2H − 1)

h2 ×
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×
t+h∫
t

t+h∫
t

 1∫
t

t+h

KH0
(1, s) ds


2

|u− v|2H−2 du dv =

= c2H(2H − 1)h1−2H0+2H

 1∫
t

t+h

KH0
(1, s) ds hH0− 3

2


2

−−→
h→0

0

−−→
h→0

c2H(2H − 1) lim
h→0

(
t

(t+ h)2

(
1− t

t+ h

) 1
2−H0

β

(
t

t+ h

))2

×

×
((

3

2
−H0

)
h

1
2−H0

)−2

lim
h→0

h1−2H0+2H =

= c2H(2H − 1)
t2H0−3β2(1)(3

2 −H0
)2 lim

h→0
h1−2H0+2H = 0, t > 0.

Äëÿ iíòåãðàëà I2(t, h) ìà¹ìî îöiíêè

E

∣∣∣∣∣∣∣I2(t, h)−
t∫

0

α(u)
∂

∂t

 1∫
u
t

KH0
(1, s) ds

 dBH
u

∣∣∣∣∣∣∣
2

=

= E |I2(t, h)− δt|2 = E

∣∣∣∣∣∣I2(t, h)−
t∫

0

α(u)
u

t2
KH0

(
1,
u

t

)
dBH

u

∣∣∣∣∣∣
2

=

= H(2H − 1)

t∫
0

t∫
0

α(u)
u

t2
KH0

(
1,
u

t

)
− 1

h

u
t∫

u
t+h

α(u)KH0
(1, s) ds

×

×

α(v)
v

t2
KH0

(
1,
v

t

)
− 1

h

v
t∫

v
t+h

α(v)KH0
(1, s) ds

 |u− v|2H−2 du dv =: Jt,h.

Çàóâàæèìî, ùî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ îñòàííüîãî iíòåãðàëà
Jt,h ìàéæå ñêðiçü çáiãà¹òüñÿ äî 0 ïðè h → 0. Ïîêàæåìî, ùî âîíà ùå é
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ìà¹ iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó, à çíà÷èòü, çà òåîðåìîþ Ëåáåãà, iíòåãðàë Jt,h

ïðÿìó¹ äî 0 ïðè h→ 0. Ìà¹ìî

Jt,h ≤ H(2H − 1)


t∫

0

t∫
0

∣∣∣α(u)
u

t2
KH0

(
1,
u

t

)
α(v)

v

t2
KH0

(
1,
v

t

)∣∣∣ ×

× |u− v|2H−2 du dv +

t∫
0

∣∣∣α(v)
v

t2
KH0

(
1,
v

t

)∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
1

h

u
t∫

u
t+h

α(u)KH0
(1, s) ds

∣∣∣∣∣∣∣×

×|u− v|2H−2 du dv +

t∫
0

∣∣∣α(u)
u

t2
KH0

(
1,
u

t

)∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
1

h

v
t∫

v
t+h

α(v)KH0
(1, s) ds

∣∣∣∣∣∣∣×

×|u− v|2H−2 du dv +

t∫
0

∣∣∣∣∣∣∣
1

h

u
t∫

u
t+h

α(u)KH0
(1, s) ds

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
1

h

v
t∫

v
t+h

α(v)KH0
(1, s) ds

∣∣∣∣∣∣∣×
× |u− v|2H−2 du dv

}
=: Lt,h.

Äëÿ 0 < h < 1 ñïðàâåäëèâà îöiíêà :∣∣∣∣∣∣∣
1

h

v
t∫

v
t+h

α(v)KH0
(1, s) ds

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ c
1

h

v
t∫

v
t+h

(1− s)
1
2−H0 |β(s)| ds ≤ c

(
1− v

t

) 1
2−H0

×

×1

h

v
t∫

v
t+h

|β(s)| ds ≤ c
(
1− v

t

) 1
2−H0 1

h

1∫
t

t+h

|β(s)| ds ≤ c
√
m t

t+1

1

t

(
1− v

t

) 1
2−H0

.

Çâiäñè

Lt,h ≤ c2 t2H−2m2H(2H−1)

1∫
0

1∫
0

(1−u)
1
2−H0(1−v)

1
2−H0|u−v|2H−2 du dv+

+2 c2 t2H−2m
√
m t

t+1
H(2H−1)

1∫
0

1∫
0

(1−u)
1
2−H0(1−v)

1
2−H0|u−v|2H−2 du dv+
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+c2 t2H−2m t
t+1
H(2H−1)

1∫
0

1∫
0

(1−u)
1
2−H0(1−v)

1
2−H0|u−v|2H−2 du dv < +∞.

Îòæå, δt ¹ ïîõiäíîþ â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó â òî÷öi t > 0 ôóíêöi¨
F (t) = tH0− 3

2Φ(t).

Ñôîðìóëþ¹ìî äîäàòêîâi óìîâè, çà ÿêèõ Φ (t) áóäå äëÿ ìàéæå âñiõ
ω ∈ Ω íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ íà ìíîæèíàõ âèäó [r, R] , R > r > 0.

Òåîðåìà 1.2.3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè Òåîðåìè 1.2.2 i, êðiì òîãî,

β íåâiä'¹ìíà, íåçðîñòàþ÷à i òàêà, ùî u β(u) íåñïàäíà. Òîäi δt íåïåðå-

ðâíèé ïðîöåñ íà äîâiëüíîìó âiäðiçêó [r, R] , R > r > 0.

Äîâåäåííÿ.

Äëÿ äîâiëüíèõ t2 > t1 > 0 : {t1, t2} ⊂ [r, R] , äå R > r > 0 ôiêñîâàíi,
ìà¹ìî:

E |δt2 − δt1|
2 ≤ 2 E

∣∣∣∣∣∣
t1∫

0

α(u)u

[
1

t22
KH0

(
1,
u

t2

)
− 1

t21
KH0

(
1,
u

t1

)]
dBH

u

∣∣∣∣∣∣
2

+

+2 E

∣∣∣∣∣∣
t2∫

t1

α(u)u
1

t22
KH0

(
1,
u

t2

)
dBH

u

∣∣∣∣∣∣
2

= 2H(2H − 1)

t1∫
0

t1∫
0

α(u)u×

×
[

1

t22
KH0

(
1,
u

t2

)
− 1

t21
KH0

(
1,
u

t1

)]
α(v) v

[
1

t22
KH0

(
1,
v

t2

)
−

− 1

t21
KH0

(
1,
v

t1

)]
|u− v|2H−2 du dv + 2H(2H − 1)

t2∫
t1

t2∫
t1

α(u)uα(v) v×

×
[

1

t22
KH0

(
1,
u

t2

)
1

t22
KH0

(
1,
v

t2

)]
|u− v|2H−2 du dv =: M +N

Äëÿ N íåâàæêî îòðèìàòè íàñòóïíó îöiíêó

N ≤ L2 (t2 − t1)
1−2H0+2H ,
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äå L2 = L1

r1−2H0+2H , L1 = c2H m2

1−H0
+

c2 2H(2H−H0+ 1
2)m2

22H−H0−
1
2 ( 3

2−H0) (2H−2H0+1)
> 0.

Çíààéäåìî òåïåð îöiíêó äëÿ M .

M = 2H(2H − 1)

t1∫
0

t1∫
0

α(u)α(v)

[
1

t1

u

t1
β

(
u

t1

) (
1− u

t1

) 1
2−H0

−

− 1

t2

u

t2
β

(
u

t2

) (
1− u

t2

) 1
2−H0

] [
1

t1

v

t1
β

(
v

t1

) (
1− v

t1

) 1
2−H0

−

− 1

t2

v

t2
β

(
v

t2

) (
1− v

t2

) 1
2−H0

]
|u− v|2H−2 du dv.

Çàóâàæèìî, ùî ∀ u ∈ (0, t1] âèêîðèñòîâóþ÷è ìîíîòîííiñòü ôóíêöié
u β(u), β(u), ìà¹ìî

1

t1

u

t1
β

(
u

t1

) (
1− u

t1

) 1
2−H0

>
1

t2

u

t2
β

(
u

t2

) (
1− u

t2

) 1
2−H0

,

à îòæå,
(t1 − u)

1
2−H0 t

5
2−H0

2 > (t2 − u)
1
2−H0 t

5
2−H0

1 .

Çâiäñè

M ≤ c2 2H(2H − 1)

t1∫
0

t1∫
0

t22
u

t2
β

(
u

t2

)
v

t2
β

(
v

t2

)
×

×

[
1

t
5
2−H0

1

(t1 − u)
1
2−H0 − 1

t
5
2−H0

2

(t2 − u)
1
2−H0

]
×

×

[
1

t
5
2−H0

1

(t1 − v)
1
2−H0 − 1

t
5
2−H0

2

(t2 − v)
1
2−H0

]
|u− v|2H−2 du dv ≤

≤ c2 2H(2H − 1)m2 t22
t10−4H0
1

t1∫
0

[
t

5
2−H0

2 (t1 − u)
1
2−H0 − t

5
2−H0

1 (t2 − u)
1
2−H0

]
×
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×
t1∫
0

(t1 − v)
1
2−H0 |u− v|2H−2 dv du.

Äàëi ìà¹ìî:
t1∫

0

(t1 − v)
1
2−H0 |u− v|2H−2 dv =

u∫
0

(t1 − v)
1
2−H0 |u− v|2H−2 dv+

+

u+t1
2∫

u

(t1 − v)
1
2−H0 |u− v|2H−2 dv +

t1∫
u+t1

2

(t1 − v)
1
2−H0 |u− v|2H−2 dv ≤

≤ (t1 − u)
1
2−H0

u2H−1

2H − 1
+

(
t1 − u

2

) 1
2−H0 1

2H − 1

(
t1 − u

2

)2H−1

+

+

(
t1 − u

2

) 3
2−H0 1

3
2 −H0

(
t1 − u

2

)2H−2

≤ (t1 − u)
1
2−H0 t2H−1

1 L3 ≤

≤ (t1 − u)
1
2−H0 R2H−1 L3

äå L3 = 1
2H−1 +

2H−H0+ 1
2

(2H−1) ( 3
2−H0) 22H−H0−

1
2
> 0.

Íåõàé äàëi:

L4 :=
c2 2H (2H − 1)m2R2H+1

r10−4H0
L3 > 0.

Òîäi

M ≤ L4

t1∫
0

[
t

5
2−H0

2 (t1 − u)1−2H0 − t
5
2−H0

1 (t2 − u)
1
2−H0 (t1 − u)

1
2−H0

]
du ≤

≤ L4

t1∫
0

[
t

5
2−H0

2 (t1 − u)1−2H0 − t
5
2−H0

1 (t2 − u)1−2H0

]
du ≤

≤ L4

[
t

5
2−H0

2
t2−2H0
1

2− 2H0
− t

5
2−H0

1
t2−2H0
2

2− 2H0
+ t

5
2−H0

1
(t2 − t1)

2−2H0

2− 2H0

]
=
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=
L4

2− 2H0

[
(t1 t2)

2−2H0

(
t
H0+ 1

2
2 − t

H0+ 1
2

1

)
+ t

5
2−H0

1 (t2 − t1)
2−2H0

]
=

=
L4

2− 2H0

[
(t1 t2)

2−2H0 θH0− 1
2 (t2 − t1)

2H0−1 + t
5
2−H0

1

]
(t2 − t1)

2−2H0 ≤

≤ L4

2− 2H0

[
R

7
2−3H0 (R− r)2H0−1 +R

5
2−H0

]
(t2 − t1)

2−2H0 =

=: L5 (t2 − t1)
2−2H0 .

Îòæå,

N +M ≤ L2 (t2 − t1)
1−2H0+2H + L5 (t2 − t1)

2−2H0 =

= (t2 − t1)
2−2H0

(
L2 (t2 − t1)

2H−1 + L5

)
≤

≤ (t2 − t1)
2−2H0

(
L2 (R− r)2H−1 + L5

)
=: L6 (t2 − t1)

2−2H0 , L6 > 0.

Òîáòî:
E |δt2 − δt1|

2 ≤ L6 (t2 − t1)
2−2H0 .

Òåïåð ñëiä çàóâàæèòè, ùî δt ãàóññiâñüêèé ïðîöåñ i Eδt = 0, à îòæå
âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå:

E |δt2 − δt1|
2n = (2n− 1)!!σ2n, äå σ2 = E |δt2 − δt1|

2 .

Âèáåðåìî n íàñòóïíèì ÷èíîì: n =
[

1
2−2H0

]
+ 1, òîäi

E |δt2 − δt1|
2n = (2n− 1)!!σ2n ≤ (2n− 1)!!Ln

6 (t2 − t1)
n(2−2H0) , (1.13)

ïðè÷îìó n (2− 2H0) > 1.

Îöiíêà (1.13), â ñèëó òåîðåìè Êîëìîãîðîâà ([52]), îçíà÷à¹ íåïåðåðâ-
íiñòü δt.

Çàóâàæåííÿ 1.2.1. Ôóíêöi¨ β(t) ≡ 1 i β(t) = t
1
2−H0, t > 0, çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâè òåîðåì 1.2.1 � 1.2.3.
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1.3. Çàìiíà ìiðè â ëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ, ùî ìiñòÿòü ÄÁÐ

Íåõàé θ : R+ → R - îáìåæåíà ôóíêöiÿ íà êîæíîìó âiäðiçêó [0, t], t > 0.
Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

dξt = ξt

t∫
0

θ(u) dBH
u dt+ ξt φ(t) dBH

t (1.14)

Çðîáèìî òàêó çàìiíó ìiðè Q � P â ðiâíÿííi (1.14)

BH
t → B̂H

t +

t∫
0

a(s) ds,

ùîá âîíî íàáóëî âèãëÿäó

dξt = ξt φ(t) dB̂H
t . (1.15)

Î÷åâèäíî, äëÿ öüîãî ïîòðiáíî âèáðàòè çñóâ a(s) = −

s∫
0

θ(u) dBH
u

φ(s) .
Çíàéäåìî òåïåð âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi. ßê ïîêàçàíî â ðîáîòi

[42],
dQ
dP

∣∣∣∣
Ft

= exp

{
zt −

1

2
〈z〉t
}
,

äå zt = 1
c2

t∫
0
sH− 1

2 δs dWs, c2 = cH

2H
√

2−2H
, cH =

√
2H Γ( 3

2−H)
Γ( 1

2+H)Γ(2−2H)
, Ws �

âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ i Ôóíêöiÿ δs äà¹òüñÿ ðiâíiñòþ
t∫

0

δs ds =

t∫
0

(t− s)
1
2−H s

1
2−H a(s) ds. (1.16)

Îòæå, äëÿ çíàõîäæåííÿ âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi äîñòàòíüî îá÷èñ-
ëèòè δs ç ðiâíÿííÿ (1.16), òîáòî îá÷èñëèòè ïîõiäíó ôóíêöi¨
t∫

0
(t− s)

1
2−H s

1
2−H a(s) ds.
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Íåõàé äàëi φ(s) 6= 0, ρ(s) := 1
φ(s) , ρ ∈ C1[0, T ], ∀T > 0, òàêà, ùî

ρ(u) θ(u) îáìåæåíà íà R+. Òîäi çà ôîðìóëîþ Iòî

−a(s) = ρ(s)

s∫
0

θ(u) dBH
u =

s∫
0

ρ(u) θ(u) dBH
u +

s∫
0

u∫
0

θ(v) dBH
v ρ′(u) du

Ïiäñòàâèâøè öåé âèðàç ó ôîðìóëó (1.16), äiñòàíåìî
t∫

0

δs ds = −t
1
2−H

t∫
0

(t− s)
1
2−H

(s
t

) 1
2−H

s∫
0

ρ(u) θ(u) dBH
u ds−

−
t∫

0

(t− s)
1
2−H s

1
2−H

s∫
0

u∫
0

θ(v) dBH
v ρ′(u) du ds =: −t

1
2−H Φ(t)− F (t).

Òåïåð
d

dt

(
t

1
2−H Φ(t)

)
=

(
1

2
−H

)
t−

1
2−H Φ(t) + t

1
2−H Φ′(t)

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.2.1 i íàñëiäêîì 1.2.1 ïîõiäíà ôóíêöi¨ Φ iñíó¹ i äîðiâ-
íþ¹

Φ′(t) =

(
3

2
−H

)
t

1
2−H

t∫
0

s∫
0

ρ(u) θ(u)
u

t2

(
1− u

t

) 1
2−H (u

t

) 1
2−H

dBH
u ds+

+t
3
2−H

t∫
0

ρ(u) θ(u)
u

t2

(
1− u

t

) 1
2−H (u

t

) 1
2−H

dBH
u .

Çâiäñè

d

dt

(
t

1
2−H Φ(t)

)
=

(
1

2
−H

)
t−

1
2−H Φ(t) +

(
3

2
−H

)
t−2

t∫
0

s∫
0

ρ(u) θ(u)×

× (t− u)
1
2−H u

3
2−H dBH

u ds+ t−1

s∫
0

ρ(u) θ(u) (t− u)
1
2−H u

3
2−H dBH

u .
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Ñïèðàþ÷èñü íà òåîðåìó 1 ðîáîòè [33], ìîæíà, àíàëîãi÷íî äî îöiíêè
(1.13), ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ

u∫
0
θ(v) dBH

v ç éìîâiðíiñòþ 1 íåïåðåðâíà.
Çâiäñè, áåðó÷è äî óâàãè ùå ïðèïóùåííÿ ïðî íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ ρ′,
âèâîäèìî, ùî ôóíêöiÿ

s
1
2−H

s∫
0

u∫
0

θ(v) dBH
v ρ′(u) du

íàëåæèòü êëàñîâi AC[0, t]. À çíà÷èòü, çà ëåìîþ 2.2 ([50]) öÿ ôóíêöiÿ
ìàéæå ñêðiçü çà ìiðîþ Ëåáåãà ìà¹ äðîáîâó ïîõiäíó ïîðÿäêó H − 1

2 , àáî,
ùî òå ñàìå, ïîõiäíó äðîáîâîãî iíòåãðàëà

d

dt
F (t) =

d

dt

t∫
0

(t− s)
1
2−H s

1
2−H

s∫
0

u∫
0

θ(v) dBH
v ρ′(u) du ds =

=

t∫
0

(t− s)
1
2−H s

1
2−H

s∫
0

θ(v) dBH
v ρ′(s) ds+

+

(
1

2
−H

) t∫
0

(t− s)
1
2−H s−

1
2−H

s∫
0

u∫
0

θ(v) dBH
v ρ′(u) du ds.

1.4. Âåðõíi òà íèæíi îöiíêè äëÿ ìîìåíòiâ âiíåðiâñü-
êèõ iíòåãðàëiâ âiäíîñíî ÄÁÐ

ßê âæå çãàäóâàëîñü ó âñòóïíié ÷àñòèíi äèñåðòàöi¨, ÷àñòî ïðè äîñëiäæåííi
âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ ÑÄÐ ïîòðiáíî îöiíþâàòè ¨õ ìîìåíòè. Çîêðåìà â
äåÿêèõ âèïàäêàõ íàïiâëiíiéíèõ ÑÄÐ , ùî ìiñòÿòü ÄÁÐ (ïðèêëàä íàâå-
äåíî â ïàðàãðàôi 1.5), ðîçâ'ÿçîê ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ âiíåðiâ-
ñüêèõ iíòåãðàëiâ âiäíîñíî ÄÁÐ, à çíà÷èòü, ïîòðiáíî çíàòè ìàêñèìàëüíi
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îöiíêè ìîìåíòiâ òàêèõ âiíåðiâñüêèõ iíòåãðàëiâ âiäíîñíî ÄÁÐ. Â ðîáîòi
[32] íàâåäåíî ìàêñèìàëüíi îöiíêè íà âèïàäêîâîìó iíòåðâàëi òiëüêè äëÿ
ìîìåíòiâ ÄÁÐ. Ó ðîáîòi [33] íà äåòåðìiíîâàíîìó iíòåðâàëi çíàéäåíî òiëü-
êè âåðõíþ îöiíêó ìîìåíòó âiíåðiâñüêîãî iíòåãðàëà âiäíîñíî ÄÁÐ. Â äàíî-
ìó ïàðàãðàôi îäåðæàíî âåðõíi òà íèæíi îöiíêè äëÿ ìîìåíòiâ ñóïðåìóìiâ
iíòåãðàëiâ âèäó Iτ =

τ∫
0
f(t)dBH

t ÿê äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ, òàê i âèïàäêîâèõ
τ . Îöiíêè íà äåòåðìiíîâàíèõ iíòåðâàëàõ îäåðæàíî çà ðàõóíîê ãàóññîâî-
ñòi Iτ , íà âèïàäêîâèõ - çàâäÿêè ïðåäñòàâëåííþ ÄÁÐ çà äîïîìîãîþ òàê
çâàíîãî ìàðòèíãàëà Ìîë÷àíà ([37�39]). Öi îöiíêè iñòîòíî çàëåæàòü âiä
âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ f .

1.4.1. Âåðõíÿ îöiíêà íà íåâèïàäêîâîìó iíòåðâàëi. Ïîçíà÷èìî
ζ∗T :=

(
T∫
0
f(s) dBH

s

)∗
= sup

t≤T

∣∣∣∣ t∫
0
f(s) dBH

s

∣∣∣∣ . Çàóâàæèìî, ùî ïðîöåñ ζt =

t∫
0
f(s) dBH

s , t ∈ [0, T ] - ãàóññiâñüêèé i, çíà÷èòü, äëÿ íüîãî ìàþòü ìiñöå
åíòðîïiéíi îöiíêè ìàêñèìóìó. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ðîçãëÿíåìî íà âiäðiçêó
[0, T ] íàïiâìåòðèêó ρζ , ïîðîäæåíó ïðîöåñîì ζt, òîáòî

ρ2
ζ(s, t) = E (ζt − ζs)

2 =

t∫
s

t∫
s

f(u)f(v)|u− v|2H−2 du dv.

Äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç N(T, ε) íàéìåíøó ìîæëèâó êiëü-
êiñòü òî÷îê â ε-ñiòöi âiäðiçêà [0, T ], H(T, ε) = lnN(T, ε) ìåòðè÷íó ε-
åíòðîïiþ öüîãî âiäðiçêà â íàïiâìåòðèöi ρζ , iíòåãðàë Äàäëi D(T, ε) =
ε∫
0
H(T, u)1/2 du.
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Ëåìà 1.4.1. Ó ââåäåíié íàïiâìåòðèöi ρζ ìà¹ ìiñöå îöiíêà

D(T, ε) ≤
ε∫

0

ln

1 + v−1/HC(H)

T∫
0

|f(u)|1/H du

1/2

dv, (1.17)

C = C(H) � äåÿêà ñòàëà.

Äîâåäåííÿ. Â ðîáîòi [33] ïîêàçàíî, ùî
T∫

0

T∫
0

f(u)f(v)|u− v|2H−2 du dv ≤ C1(H)‖f‖2
L1/H [0,T ]. (1.18)

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ìåòðè÷íà ε-åíòðîïiÿ âiäðiçêà [0, T ], î÷åâèäíî,
íå ïåðåâèùó¹ ln

(
1 + ε−1/H(C1(H))1/2H

T∫
0
|f(u)|1/H du

)
, çâiäêè âèïëèâà¹

(1.17) ç C(H) = (C1(H))1/2H .

Òåîðåìà 1.4.1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî p > 0 ìà¹ ìiñöå îöiíêà

E (ζ∗T )p ≤ Cp(H)‖f‖p
L1/H(0,T ).

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî

σ2 = sup
t∈[0,T ]

Eζ2
t = sup

t∈[0,T ]

t∫
0

t∫
0

f(u)f(v)|u− v|2H−2 du dv.

Òîäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ 1 ([53], ñ.141) i íàñëiäêîì iç íå¨, äëÿ áóäü-ÿêîãî
r > 4

√
2D(T, σ/2) ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

P{ζ∗T > r} ≤ 1− Φ

(
(r − 4

√
2D(T, σ/2))

σ

)
,

äå Φ - ôóíêöiÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Îñêiëüêè

E (ζ∗T )p ≤ p

∞∫
0

xp−1(1− F (x)) dx,



47

äå F (x) = P{ζ∗T < x}, òî ç (2) îòðèìó¹ìî (D = D(T, σ/2))

E (ζ∗T )p ≤ p

4
√

2D∫
0

xp−1(1−F (x)) dx+p

∞∫
4
√

2D

xp−1(1−F (x)) dx ≤ (4
√

2D)p+

+p

∞∫
0

(x+ 4
√

2D)p−1
(
1− Φ

(x
σ

))
dx ≤ (4

√
2D)p+

+p2p−1

∞∫
0

xp−1
(
1− Φ

(x
σ

))
dx+ p(4

√
2D)p−1

∞∫
0

(
1− Φ

(x
σ

))
dx ≤

≤ (4
√

2D)p + p2p−1σpc1(p) + p(4
√

2D)p−1σc2, (1.19)
äå c1(p) =

∞∫
0
xp−1

(
1− Φ

(
x
σ

))
dx, c2 = c1(1) =

∞∫
0

(
1− Φ

(
x
σ

))
dx.

Äàëi, îöiíèìî D = D(T, σ/2). Â ñèëó ëåìè 1.4.1

D ≤
σ/2∫
0

ln

1 + v−1/HC(H)

T∫
0

|f(u)|1/Hdu

1/2

dv ≤

≤ HcH3

∞∫
0

z1/2 ez dz

(ez − 1)H+1 ,

äå c3 = C(H)
T∫
0
|f(u)|1/Hdu.

Îòæå, D ≤ c4‖f‖L1/H(0,T ). Äàëi, î÷åâèäíî, σ ≤ c5‖f‖L1/H(0,T ). Ïiäñòà-
âèâøè îñòàííi äâi îöiíêè â (1.19), äiñòàíåìî äîâîäæóâàíó íåðiâíiñòü.

1.4.2. Íèæíÿ îöiíêà íà íåâèïàäêîâîìó iíòåðâàëi. Â ðîáîòi [33]
íàâåäåíî êîíòðïðèêëàä, ÿêèé ïîêàçó¹, ùî îöiíêà, ïðîòèëåæíà äî (1.18),
íå ìà¹ ìiñöÿ. Òîìó é íèæíÿ îöiíêà äëÿ ζ∗T áóäå ãiðøîþ, ïîðiâíÿíî ç
òåîðåìîþ 1.4.1. Äàëi â öüîìó ïóíêòi ââàæà¹ìî, ùî f = f(s) > 0 íà [0, T ].
Ïîçíà÷èìî f∗ = inf

s∈[0,T ]
f(s), i íåõàé f∗ > 0.
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Òåîðåìà 1.4.2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî T > 0 ìà¹ ìiñöå îöiíêà

E (ζ∗T )p ≥ CpT
pHf p

∗ .

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç íèæíüîþ îöiíêîþ çà Ñóäàêîâèì (òåîðåìà 5, [53],
ñ.152), äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0,

E (ζ∗T )p ≥ (Eζ∗T )p ≥ CpH(T, ε)p/2εp.

Àëå H(T, ε) = lnN([0, T ], ε) i, î÷åâèäíî, N([0, T ], ε) ≥ 1 ∨ Tf
1/H
∗

ε1/H . Òîäi

H(T, ε) ≥ ln

(
1 ∨ Tf

1/H
∗

ε1/H

)
.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

ϕ(ε) = ln

(
1 ∨ Tf

1/H
∗

ε1/H

)1/2

ε, ε > 0

i çíàéäåìî ¨¨ íàéáiëüøå çíà÷åííÿ. Äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ε < THf∗. Òîäi

max
ε<THf∗

ϕ(ε) =
1

2
e−1/2THf∗,

çâiäêè é âèïëèâà¹ íàøå òâåðäæåííÿ.

1.4.3. Âåðõíÿ îöiíêà íà âèïàäêîâîìó iíòåðâàëi. Ðîçãëÿíåìî ïðî-
öåñ It =

t∫
0
f(s) dBH

s , t > 0, äå f äåòåðìiíîâàíà âèìiðíà äîäàòíÿ ôóíêöiÿ
ç LΓ

2 .
Ïîêëàäåìî äàëi äëÿ êîæíîãî t > 0 g(t) = 1

f(t) ; α = H − 1
2 .

Òåîðåìà 1.4.3. Íåõàé ôóíêöiÿ sαf(s) íå ñïàäà¹ íà [0,∞). Òîäi äëÿ êîæ-

íîãî p > 0 iñíó¹ êîíñòàíòà C(p,H) > 0 òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ìî-

ìåíòó çóïèíêè τ

E (I∗τ )
p ≤ C(p,H)

(
E
(
(f(τ))

pH
2H−1τ pH

)) 2H−1
H (

E
(
τ pH
)) 1−H

H .
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Çàóâàæåííÿ 1.4.1. ßêùî |f(x)| ≤ f ∗ <∞, x ∈ R, òî

E |I∗τ |
p ≤ C(p,H) (f ∗)p Eτ pH .

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî

Yt =

t∫
0

s
1
2−HdBH

s .

Òîäi
BH

t =

t∫
0

sH− 1
2 dYs,

i òîìó

It =

t∫
0

sH− 1
2f(s)dYs.

Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, îäåðæó¹ìî âåðõíþ îöiíêó äëÿ I∗t :

I∗t = sup
s≤t

|Is| = sup
s≤t

∣∣∣∣∣∣tαf(t)Yt −
t∫

0

Ys d (sαf(s))

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2f(t)tαY ∗
t .

Äëÿ ïðîöåñó Yt, âèêîðèñòîâóþ÷è, çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.2 ([32]), éîãî ïðåä-
ñòàâëåííÿ ÷åðåç ìàðòèíãàë Mt =

t∫
0
w(t, s)dBH

s , äå w(t, s) = c
Cs

1
2−H(t −

s)
1
2−H , c = 1

B(H+ 1
2 , 32−H)

, C =
√

H

(H− 1
2)B(H− 1

2 ,2−2H)
, à ñàìå Yt = 2H

t∫
0
(t −

s)H− 1
2dMs, ìîæíà îäåðæàòè îöiíêó

Y ∗
t ≤ 4HtαM ∗

t .

Iç öèõ äâîõ âåðõíiõ îöiíîê äëÿ êîæíîãî t > 0 ìà¹ìî

I∗t ≤ 8HM ∗
t t

2αf(t),

àáî æ äëÿ âèïàäêîâîãî ìîìåíòó çóïèíêè τ ìà¹ìî

I∗τ ≤ 8HM ∗
τ τ

2αf(τ).
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Çâiäñè, äëÿ äîâiëüíîãî p > 0

E (I∗τ )
p ≤ (8H)p E

(
τ 2αp (f(τ))p (M ∗

τ )p) . (1.20)

Çàñòîñóâàâøè íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (1.20),
äiñòàíåìî

E
(
τ 2αp (f(τ))p (M ∗

τ )p) ≤ (E (τ 2αpq (f(τ))pq)) 1
q (E (M ∗

τ )pr)
1
r .

äå q = H
2α = H

2H−1 > 1 i r = H
1−H . Iç çàãàëüíî¨ íåðiâíîñòi Áóðêõîëäåðà-

Äåâiñà-Ãàíäi âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî p > 0 iñíóþòü êîíñòàíòè cp, Cp >

0 òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ìîìåíòó çóïèíêè τ

cpc
p
2Eτ

p(1−H) ≤ E (M ∗
τ )p ≤ cp2CpEτ p(1−H).

Çâiäñè
E (M ∗

τ )pr ≤ cp2CpEτ
1−2α

2 pr = cp2CpEτ pH . (1.21)
Ïîêëàäåìî C(p,H) := (8H)p (cp2Cp)

1−H
H òîäi

E (I∗τ )
p ≤ C(p,H)

(
E
(
(f(τ))

pH
2H−1 τ pH

)) 2H−1
H (

Eτ pH
) 1−H

H ,

i òåîðåìó äîâåäåíî.

1.4.4. Íèæíÿ îöiíêà íà âèïàäêîâîìó iíòåðâàëi. Íåõàé T > 0

ôiêñîâàíå. Ïîêëàäåìî Mg(T ) = sup
s∈(0,T ]

g(s).

Òåîðåìà 1.4.4. Íåõàé äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ (0, T ] ôóíêöiÿ g çàäîâîëüíÿ¹

íåðiâíiñòü

g′(s) ≥
(
α

s
− α

t− s

)
g(s), 0 < s < t. (1.22)
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Òîäi äëÿ êîæíîãî p > 0 iñíó¹ êîíñòàíòà c(p,H) > 0 òàêà, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî ìîìåíòó çóïèíêè τ ≤ T

E (I∗τ )
p ≥ c(p,H) (Mg(T ))−p Eτ pH .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé 0 < a < b < 0. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâ-
ëåííÿ ìàðòèíãàëà Mt ([32]), ìà¹ìî

Mt =

at∫
0

w(t, s)dBH
s +

bt∫
at

w(t, s)dBH
s +

t∫
bt

w(t, s)dBH
s :=

:= Mt(a) +

bt∫
at

w(t, s)g(s)dIs +Mt(1− b). (1.23)

Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè äðóãèé äîäàíîê ðiâíîñòi (1.23), îöiíþ¹ìî éîãî
òàê: ∣∣∣∣∣∣

bt∫
at

w(t, s)g(s)dIs

∣∣∣∣∣∣ = |w(t, bt)g(bt)Ibt − w(t, at)g(at)Iat−

−
bt∫

at

Isd (w(t, s)g(s))

∣∣∣∣∣∣ ≤ I∗t
(
Mg(T )t−2α

(
b−α(1− b)−α + a−α(1− a)−α

)
+

+

bt∫
at

∣∣d (s−α(t− s)−αg(s)
)∣∣ .

Äàëi ñïðîáó¹ìî äîñëiäèòè ïîõiäíó ôóíêöi¨ ϕ(s) := s−α(t− s)−αg(s)

dϕ(s)

ds
= s−α−1(t− s)−α−1 (α(2s− t)g(s) + (t− s)sg′(s)) .

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (1.22) òåîðåìè ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî ϕ çðîñòà¹ íà
[0, t], à çíà÷èòü, ¨¨ âàðiàöiÿ íà [at, bt] äîðiâíþ¹

Vϕ = t−2α
(
b−α(1− b)−αg(bt)− a−α(1− a)−αg(at)

)
.
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Çâiäñè ∣∣∣∣∣∣
bt∫

at

w(t, s)g(s)dIs

∣∣∣∣∣∣ ≤ C(a, b,H)Mg(T )t−2αI∗t ,

äå C(a, b,H) = 2 ((b−α(1− b)−α + a−α(1− a)−α). Òåïåð ìè ìîæåìî îöi-
íèòè ξt := t2α |Mt| òàê:

ξt = t2α|Mt| ≤ t2α|Mt(a) +Mt(1− b)|+ C(a, b,H)Mg(T )I∗t .

ßê ïîêàçàíî â [32], äëÿ äîâiëüíîãî p > 0 iñíó¹ êîíñòàíòà zp > 0 òàêà, ùî
äëÿ äîâiëüíîãî ìîìåíòó çóïèíêè τ

E (ξ∗τ )
p ≥ zpE

(
τ pH
)
.

Ç îñòàííiõ äâîõ íåðiâíîñòåé i òåîðåìè 1.4.3 ìà¹ìî

zpEτ pH ≤ (C(a, b,H))p (Mg(T ))p E (I∗τ )
p + E

(
τ 2α |Mτ(a) +Mτ(1− b)|

)p
.

Äàëi âèêîðèñòà¹ìî îäåðæàíi â ðîáîòi [32] îöiíêè

|Mτ(a)| ≤ 8H

(
a

1− a

)H− 1
2

M ∗
τ ,

|Mτ(1− b)| ≤ 8H

(
1− b

b

)H− 1
2

M ∗
τ ,

E
(
τ 2H−1Mτ(a)

)p ≤ (8H)p

(
a

1− a

)p(H− 1
2)
cp2CpEτ pH ;

E
(
τ 2H−1Mτ(1− b)

)p ≤ (8H)p

(
1− b

b

)p(H− 1
2)
cp2CpEτ pH ,

äëÿ òîãî ùîá äiñòàòè íèæíþ îöiíêó p-ãî ìîìåíòó âåëè÷èíè I∗τ :

E (I∗τ )
p ≥

zp − (8H)pcp2Cp

[(
a

1−a

)p(H− 1
2) +

(1−b
b

)p(H− 1
2)
]

(C(a, b,H))p (Mg(T ))−p Eτ pH .
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Òåïåð, âçÿâøè a äîñòàòíüî áëèçüêèì äî 0 i b äîñòàòíüî áëèçüêèì äî 1, çà-
áåçïå÷èìî äîäàòíiñòü êîåôiöi¹íòó c(p,H) :=

zp−(8H)pcp
2Cp

[
( a

1−a)
p(H− 1

2 )
+( 1−b

b )
p(H− 1

2 )
]

(C(a,b,H))p

íèæíüî¨ îöiíêè. Öå äîâîäèòü òåîðåìó.

Çàóâàæåííÿ 1.4.2. Êëàñ ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1.22), íåïî-

ðîæíié. Äî íüîãî íàëåæàòü, íàïðèêëàä, ôóíêöi¨ âèäó g(s) = sγeβs, s >

0, γ ≥ α, β ≥ 0.

1.4.5. Îöiíêè ìîìåíòiâ íà âèïàäêîâîìó iíòåðâàëi äëÿ îäíî-

ãî êëàñó ïiäiíòåãðàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ôóíêöié. Iç âèùåâèêëàäå-
íèõ ðåçóëüòàòiâ âèäíî, ùî ñòðóêòóðà îöiíîê äëÿ ìîìåíòiâ ñóïðåìóìiâ
âiíåðiâñüêèõ iíòåãðàëiâ âiäíîñíî ÄÁÐ iñòîòíî çàëåæèòü ÿê i âiä âèãëÿäó
ñàìî¨ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨, òàê i âiä ¨¨ âëàñòèâîñòåé.

Ó íàñòóïíié òåîðåìi çíàéäåíî âåðõíþ i íèæíþ îöiíêè íà âèïàäêîâî-
ìó iíòåðâàëi äëÿ ìîìåíòiâ ñóïðåìóìiâ âiíåðiâñüêèõ iíòåãðàëiâ âiäíîñíî
ÄÁÐ ç ïiäiíòåãðàëüíèìè ñòåïåíåâèìè ôóíêöiÿìè. Â öüîìó âèïàäêó óìî-
âè òåîðåì 1.4.3 òà 1.4.4 ìîæíà ïîñëàáèòè. Íåõàé f(s) = sγ, γ > −2α,

òàê ùî Iτ =
τ∫
0
sγ dBH

s . Òîäi ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4.5. Äëÿ êîæíîãî p > 0 iñíóþòü êîíñòàíòè c(p,H), C(p,H) >

0 òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ìîìåíòó çóïèíêè τ

c(p,H)Eτ p(H+γ) ≤ E (I∗τ )
p ≤ C(p,H)Eτ p(H+γ). (1.24)

Äîâåäåííÿ. 1) Âåðõíÿ îöiíêà. Çà çðîáëåíîãî ïðèïóùåííÿ ïðî f íåðiâ-
íiñòü (1.20) íàáóâà¹ âèãëÿäó

E (I∗τ )
p ≤ (8H)p E

(
τ (2α+γ)p (M ∗

τ )p
)
. (1.25)
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Çãiäíî ç íåðiâíiñòþ Ãåëüäåðà (1.25), ùîá îòðèìàòè

E
(
τ (2α+γ)p (M ∗

τ )p
)
≤
(
Eτ (2α+γ)pq

) 1
q

(E (M ∗
τ )pr)

1
r ,

äå q = 1+2α+2γ
4α+2γ > 1 i r = 1+2α+2γ

1−2α . Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è âåðõíþ îöiíêó
(1.21) äëÿ ìîìåíòó M ∗

t i îçíà÷åííÿ êîíñòàíòè C(p,H) ç òåîðåìè 1.4.3,
îäåðæó¹ìî âåðõíþ îöiíêó.

2) Íèæíÿ îöiíêà. ßê i â äîâåäåííi òåîðåìè 1.4.4, äëÿ a, b ∈ (0, 1) a < b

ðîçãëÿíåìî ðîçêëàä (1.23) ìàðòèíãàëà Mt i îöiíèìî äðóãèé äîäàíîê ó
íüîìó. Ïîõiäíà ôóíêöi¨ ϕ, ââåäåíî¨ â äîâåäåííi òåîðåìè 1.4.4, ïðè g(s) =

s−γ, γ > −2α òåïåð äîðiâíþ¹
dϕ(s)

ds
= s−α−γ−1(t− s)−α−1 ((γ + 2α)s− (γ + α)t) .

Îòæå, ïðè γ > −α ôóíêöiÿ ìà¹ íà âiäðiçêó [0, t] îäíó òî÷êó åêñòðåìóìó
td, äå d = γ+α

γ+2α , i ïðè −2α ≤ γ ≤ −α íå ìà¹ æîäíî¨. Òîìó ¨¨ âàðiàöiþ Vϕ

íà âiäðiçêó [at, bt] ìîæíà îöiíèòè òàê:

Vϕ ≤ t−2α−γ
(
b−γ−α(1− b)−α + 2|d|−γ−α(1− d)−α + a−γ−α(1− a)−α

)
.

Çâiäñè ∣∣∣∣∣∣
bt∫

at

w(t, s)s−γdIs

∣∣∣∣∣∣ ≤ C(a, b,H, γ) t−2α−γI∗t ,

äå C(a, b,H, γ) = 2 c
C (b−γ−α(1− b)−α + |d|−γ−α(1− d)−α + a−γ−α(1− a)−α) .

Äëÿ ïðîöåñó ξt = t2α+γMt ìà¹ìî

|ξt| ≤ t2α+γ |Mt(a) +Mt(1− b)|+ C(a, b,H, γ)I∗t .

Çâiäñè, äëÿ ìîìåíòó çóïèíêè τ i äîâiëüíîãî p > 0 ìà¹ìî

E (ξ∗τ )
p ≤ (C(a, b,H, γ))p E (I∗τ )

p + E
(
τ 2α+γ |Mτ(a) +Mτ(1− b)|

)p
.
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Îöiíèìî òåïåð äëÿ äîâiëüíîãî p > 0 p-èé ìîìåíò ïðîöåñó ξ∗t . Çà ôîðìó-
ëîþ Iòî äëÿ ïðîöåñó ξ2

t i îáìåæåíîãî ìîìåíòó çóïèíêè τ ìà¹ìî:

Eξ2
τ = E

(
τ 4α+2γM 2

τ

)
= (4α+ 2γ)E

 τ∫
0

M 2
s s

4α+2γ−1 ds

+

+E

 τ∫
0

s4α+2γ−2α ds+

τ∫
0

s4α+2γ2Ms dMs

 ≥ 1

1 + 2α+ 2γ
Eτ 1+2α+2γ.

Äëÿ âèïàäêó p 6= 2 ìîæíà äîâåñòè íåðiâíiñòü

E (ξ∗τ )
p ≥ zpEτ p(γ+H), zp > 0, (1.26)

àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ëåìè 3.1 ([32]) ç âèêîðèñòàííÿì íåðiâíîñòi Ëåí-
ãëÿðà, à òàêîæ ïðåäñòàâëåííÿ Íîâiêîâà ç ðîáîòè [54]. Äàëi, âèêîðèñòî-
âóþ÷è îöiíêó (1.21) ìîìåíòó M ∗

τ i íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà ç ïîêàçíèêàìè
q = 1+2α+2γ

4α+2γ > 1 i r = 1+2α+2γ
1−2α > 1, 1

q + 1
r = 1 îòðèìó¹ìî îöiíêè p-èõ

ìîìåíòiâ τ 2α+γMτ(a) i τ 2α+γMτ(1− b)

E
(
τ γ+2αMτ(a)

)p ≤ (8H)p

(
a

1− a

)p(H− 1
2) (

Eτ (2α+γ)pq
) 1

q

(E (M ∗
τ )pr)

1
r ≤

≤ (8H)p

(
a

1− a

)p(H− 1
2)

(cp2Cp)
1
r Eτ p(H+γ), (1.27)

àíàëîãi÷íî

E
(
τ γ+2αMτ(1− b)

)p ≤ (8H)p

(
1− b

b

)p(H− 1
2)

(cp2Cp)
1
r Eτ p(H+γ). (1.28)

çâiäñè ç (1.26)-(1.28) äiñòà¹ìî íèæíþ îöiíêó p-ãî ìîìåíòó ïðîöåñó I∗τ :

E (I∗τ )
p ≥ c(p,H) Eτ p(H+γ),
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äå

c(p,H) =

zp − (8H)p (cp2Cp)
1
r

[(
a

1−a

)p(H− 1
2) +

(1−b
b

)p(H− 1
2)
]

(C(a, b,H, γ))p .

Âèáið äîñòàòíüî ìàëîãî a i b, äîñòàòíüî áëèçüêîãî äî 1, çàáåçïå÷ó¹ äî-
äàòíiñòü c(p,H) ó íèæíié îöiíöi. Òåîðåìó äîâåäåíî.

1.5. Ïðèêëàä: îöiíêè ìîìåíòiâ ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêèõ
ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,
ùî ìiñòÿòü ÄÁÐ

Ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

dXt = a (t,Xt) dt+ b(t) dBH
t , t ≥ 0, (1.29)

äå a(t, x) : R+ × R −→ R � âèìiðíà ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
Ëiïøèöÿ

|a(t, x)− a(t, y)| ≤ L1|x− y| (1.30)
ç äåÿêîþ ñòàëîþ L1 > 0 òà óìîâó ðîñòó

|a(t, x)| ≤ L2(1 + |x|), (1.31)

b çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
∞∫

0

∞∫
0

b(s)b(u)|s− u|2H−2 du ds <∞ (1.32)

òà óìîâó íåïåðåðâíîñòi ïðîöåñó It =
t∫

0
b(t) dBH

s . Îñêiëüêè ïðîöåñ It ãàóñ-
ñiâñüêèé, òî, çãiäíî ç [53, ñ.169], äîñòàòíüîþ óìîâîþ éîãî íåïåðåðâíîñòi
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¹ ñêií÷åííiñòü iíòåãðàëà Äàäëi. Íåõàé ôóíêöiÿ b ∈ L1/H [0, T ] äëÿ áóäü-
ÿêîãî T > 0. Òîäi äëÿ iíòåãðàëà Äàäëi ìà¹ ìiñöå îöiíêà (1.17), ïðè÷î-
ìó ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (1.17), ó ñâîþ ÷åðãó îöiíþ¹òüñÿ âåëè÷èíîþ
ε∫
0
v−

1
2H dv C(H) ‖b‖2

L1/H [0,T ] < ∞. Òîáòî çà óìîâè b ∈ L1/H [0, T ], T > 0

iíòåãðàë It ìà¹ íåïåðåðâíó ìîäèôiêàöiþ, ÿêó é áóäåìî ðîçãëÿäàòè.

Òåîðåìà 1.5.1. Íåõàé ôóíêöiÿ a çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (1.30), (1.31), ôóíê-

öiÿ b çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1.32) i íàñòóïíó óìîâó

b ∈ L1/H [0, T ], äëÿ äîâiëüíîãîT > 0.

Òîäi íà [0,∞) iñíó¹ ¹äèíèé íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê Xt ñòîõàñòè÷íîãî

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1.29).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð

(AX)t := X0 +

t∫
0

a (s,Xs) ds+ It,

äå X0 ¹ F0 -âèìiðíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà,
¹ ñòèñêíåííÿì ó áóäü-ÿêîìó ïðîñòîði

Sp := {ξ(t, ω), 0 ≤ t ≤ Tp, ξ(t)�Ft- âèìiðíà, sup
0≤t≤Tp

E |ξt|p <∞}, p > 1,

ç íîðìîþ ‖ξ‖ =

(
sup

0≤t≤Tp

E |ξt|p
) 1

p

, ÿêùî E |X0|p <∞, Tp < L
p

1−p

1 .

Ñïðàâäi, ç óìîâ (1.30), (1.31), äëÿ X ∈ Sp ìà¹ìî

E |(AX)t|p ≤ Cp

E |X0|p + E |It|p + C(Tp)L2

1 +

t∫
0

E |Xs|p ds

 ,

Cp, C(Tp) > 0,
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òîáòî AX ∈ Sp, ÿêùî X ∈ Sp;

äàëi,

E |(AX)t − (AY )t|p ≤ E

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

(a (s,Xs)− a (s, Ys)) ds

∣∣∣∣∣∣
p

≤

≤ Lp
1E

 t∫
0

|Xs − Ys| ds

p

≤ Lp
1T

p−1
p E

t∫
0

|Xs − Ys|p ds,

òîáòî ‖AX − AY ‖ ≤ L1T
1− 1

p
p ‖X − Y ‖ =: L‖X − Y ‖, äå L < 1. Îòæå,

íà âiäðiçêó [0, Tp] ðiâíÿííÿ (1.29) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Êðiì òîãî, ÿêùî
øóêàòè öåé ðîçâ'ÿçîê ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, ïðè÷îìó âçÿòè
çà íóëüîâå íàáëèæåííÿ X(0)

s ∈ Sp, X
(0) � íåïåðåðâíèé ïðîöåñ íà [0, Tp],

òî ç íåïåðåðâíîñòi iíòåãðàëiâ
t∫

0
a(s, ·) ds òà It: Xt � íåïåðåðâíèé ïðîöåñ

â Sp. Äîâåäåííÿ òåîðåìè îòðèìà¹ìî òåïåð, ÿêùî áóäåìî ïðîäîâæóâàòè
ðîçâ'ÿçîê, à ñàìå, ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ

Xt = ξ
(k)
0 +

t∫
kTp

a (s,Xs) ds+
(
It − IkTp

)
, (1.33)

k ∈ N, ξ(k)
0 = XkTp

� ðîçâ'ÿçîê ïîïåðåäíüîãî ðiâíÿííÿ, âçÿòèé â òî÷öi
t = kTp. Iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü òà íåïåðåðâíiñòü ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1.33)
äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüîãî.

Ïîêëàäåìî òåïåð äëÿ äîâiëüíèõ C > 0 i ìîìåíòó çóïèíêè τ

τc := τ ∧ inf{t > 0 : |Xt| ≥ C}

Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.5.1, ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.29) íåïå-
ðåðâíèé íà [0, τc].



59

Ïîêëàäåìî ùå
ζ∗τ := sup

t≤τ
|Xt| .

Òåîðåìà 1.5.2. Íåõàé ôóíêöiÿ a çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (1.30) i (1.31),

ôóíêöiÿ b çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1.32), óìîâè òåîðåìè 1.5.1 i óìîâè òåîðå-

ìè 1.4.3, òîáòî ôóíêöiÿ sH− 1
2b(s) ìîíîòîííî íåñïàäà¹ íà [0,∞). Òîäi:

1) äëÿ äîâiëüíèõ T > 0 i ìîìåíòó çóïèíêè τ ≤ T ìà¹ ìiñöå îöiíêà

E (ζ∗τ )
p ≤ 4pe4pLp

1T
p−1×

×
(

E|X0|p + Lp
1Eτ

p + C(p,H)
(
E
(
(b(τ))

pH
2H−1τ pH

)) 2H−1
H (

Eτ pH
) 1−H

H

)
,

(1.34)
äå C(p,H) � êîíñòàíòà, âèçíà÷åíà â òåîðåìi 1.4.3;

2) ÿêùî, êðiì òîãî, ôóíêöiÿ b îáìåæåíà, òî

E (ζ∗τ )
p ≤ 4pe4pLp

1T
p−1 (E|X0|p + Lp

1Eτ
p + C(p,H)(b∗)pEτ pH

)
, (1.35)

äå b∗ := sup
x∈R+

|b(x)|.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ a çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 1.5.1,
òî iñíó¹ ¹äèíèé íåïåðåðâíèé íà [0,∞) ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.29). Âèêî-
ðèñòîâóþ÷è óìîâè (1.30), (1.31), îöiíèìî ñïî÷àòêó p-èé ìîìåíò ζ∗τc

(
ζ∗τc

)p ≤
|X0|+ L1τc + L1

τc∫
0

ζ∗s ds+ I∗τc

p

≤

≤ 4p

L1

τc∫
0

ζ∗s ds

p

+ 4p |X0|p + 4pLp
1τc

p + 4p
(
I∗τc

)p ≤
≤ 4pLp

1

τc∫
0

(ζ∗s )
p ds τc

p−1 + 4p |X0|p + 4pLp
1τc

p + 4p
(
I∗τc

)p
.
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Çâiäñè, çà íåðiâíiñòþ Ãðîíóîëà
(
ζ∗τc

)p ≤ 4pe4pLp
1τc

p−1 (|X0|p + Lp
1τc

p +
(
I∗τc

)p)
,

à îòæå
E
(
ζ∗τc

)p ≤ 4pe4pLp
1T

p−1 (E|X0|p + Lp
1Eτ

p
c + E

(
I∗τc

)p)
.

Çâiäñè, çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 1.4.3 i çàóâàæåííÿ äî íå¨ äëÿ îöiíþâàí-
íÿ p-îãî ìîìåíòó I∗τc

, îòðèìó¹ìî 1) òà 2) äëÿ τ = τc. Ïåðåõiä äî ãðàíèöi
ïðè C →∞, çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
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Ðîçäië 2

ÑÄÐ,ÙÎÏÐÅÄÑÒÀÂËßÞÒÜ

�×ÈÑÒÓÄÐÎÁÎÂÓ�

ÌÎÄÅËÜÖIÍÈÀÊÖI�

Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî ðîçãëÿäó ÑÄÐ, ùî ìiñòÿòü òiëüêè îäèí ñòîõàñòè÷-
íèé äèôåðåíöiàë âiäíîñíî ÄÁÐ, ñëiä íàâåñòè äâi îñíîâíi ðîáîòè, ïðèñâÿ-
÷åíi äîñëiäæåííþ òàêèõ ðiâíÿíü. Ïåðøîþ îñíîâíîþ ðîáîòîþ ñëiä âèäi-
ëèòè [29], äå çíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi òiëüêè ëîêàëüíîãî ðîç-
â'ÿçêó ÑÄÐ, ùî ïðåäñòàâëÿþòü ÿê ÷èñòó, òàê i ìiøàíó äðîáîâi ìîäåëi öiíè
àêöi¨. Â äðóãié ðîáîòi [30] çíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ãëîáàëü-
íîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ, ùî ìiñòèòü òiëüêè îäèí äèôåðåíöiàë âiäíîñíî
ãåëüäåðîâî íåïåðåðâíîãî ïðîöåñó, ïðè÷îìó iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿç-
êó äîâåäåíî çà óìîâè ãëîáàëüíî¨ ëiïøèöåâîñòi êîåôiöi¹íòà çíîñó, ÿêà íà
ïðàêòèöi äóæå ðiäêî âèêîíó¹òüñÿ.

Â öüîìó ðîçäiëi, â ïàðàãðàôi 2.1, íàâåäåíî óìîâè iñíóâàííÿ i ¹äè-
íîñòi ãëîáàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ,
ùî ìiñòèòü òiëüêè îäèí ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë âiäíîñíî ÄÁÐ, ïðè÷î-
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ìó êîåôiöi¹íò çíîñó çàäîâîëüíÿ¹ ëîêàëüíó óìîâó Ëiïøèöÿ. Öå ðiâíÿííÿ
ïðåäñòàâëÿ¹ �÷èñòó äðîáîâó� ìîäåëü öiíè àêöi¨. Ó ïàðàãðàôi 2.2 äîâåäåíî
ñòîõàñòè÷íó òåîðåìó Ôóáiíi äëÿ iíòåãðàëiâ ç âèïàäêîâèì iíòåãðàíäîì i
ÄÁÐ ÿê iíòåãðàòîðîì. Äëÿ òàêèõ iíòåãðàëiâ, ó ïàðàãðàôi 2.3, âèêîðèñòî-
âóþ÷è ñòîõàñòè÷íó òåîðåìó Ôóáiíi, çíàéäåíî óìîâè ¨õ äèôåðåíöiéîâíî-
ñòi. Óìîâè äèôåðåíöiéîâíîñòi ñòàëè íåîáõiäíèìè ïðè çíàõîäæåííi óìîâ
çàìiíè éìîâiðíiñíî¨ ìiðè â ïàðàãðàôi 2.4. Â êiíöi ðîçäiëó, â ïàðàãðàôi
2.5 íàâåäåíî óìîâè ôiíàíñîâî¨ ðiâíîâàãè ðèíêó îñíîâíèõ öiííèõ ïàïåðiâ,
öiíà àêöié ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ �÷èñòîþ äðîáîâîþ� ìîäåëëþ.

2.1. Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ÑÄÐ

Ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ â ïîâíîìó éìîâiðíiñ-
íîìó ïðîñòîði (Ω,F ,P)

 dXt = cXt dB
H
t + b(t,Xt) dt, t ≥ t0, c 6= 0

Xt0 = X0 −Ft0-âèìiðíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà,
(2.1)

äå ôóíêöiÿ b ∈ C (R+ × R,R) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ ïî x ∈ R

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî t ∈ [0, T ], òîáòî ∀T > 0 ∃LT > 0 :

sup
t∈[0,T ]

|b(t, x1)− b(t, x2)| ≤ LT |x1 − x2|.

Îçíà÷åííÿ 2.1.1. Ðîçâ'ÿçêîì äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.1) áóäåìî

íàçèâàòè ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Xt = X0 + c

t∫
t0

Xs dB
H
s +

t∫
t0

b(s,Xs) ds, t ≥ t0
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Òåîðåìà 2.1.1. Íåõàé ôóíêöiÿ b çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) b ∈ C (R+ × R,R) ;

2) óìîâó Ëiïøèöÿ ïî x ∈ R ðiâíîìiðíî âiäíîñíî t ∈ [0, T ],

òîáòî ∀T > 0 ∃LT > 0 :

sup
t∈[0,T ]

|b(t, x1)− b(t, x2)| ≤ LT |x1 − x2|;

3) óìîâó ðîñòó: ∀T > 0 ∃CT > 0 ∀t ≤ T

|b(t, x)| ≤ CT (1 + |x|).

Òîäi äëÿ ðiâíÿííÿ (2.1) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê íà [0,+∞), ïðè÷îìó iñíó¹

ìíîæèíà Ω′ ⊂ Ω, P(Ω′) = 1 òàêà, ùî ∀ω ∈ Ω′ ∀T > 0 ∃C = C(ω, T )

òàêà, ùî ∀ 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T |Xt1 −Xt2| ≤ C(ω, T )|t1 − t2|α äëÿ áóäü-

ÿêîãî 0 ≤ α < H. Òîáòî, òðà¹êòîði¨ Xt ç éìîâiðíiñòþ 1 íàëåæàòü

êëàñîâi Lipα[0, T ], ∀T > 0, ∀α ∈ [0, H).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ h : R×R −→ R âèãëÿäó h(Yt, Zt) =

(Yt−Y0+X0)e
c(Zt−Zt0

), äå Zt = BH
t , Y0, X0 - äåÿêi äiéñíi ÷èñëà. Çàóâàæèìî,

ùî h(Y0, Zt0) = X0.

Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.1) ó âèãëÿäi Xt = h(Yt, Zt) = ht,

äå Y ∈ C1(R), Yt0 = Y0 −Ft0-âèìiðíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà.
Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó Iòî ([56]) äî h(Yt, Zt) îòðèìó¹ìî

dXt =
∂h

∂Z
(Yt, Zt) dZt +

∂h

∂Y
(Yt, Zt)Y

′
t dt+

+
∂h

∂t
(Yt, Zt) dt+

1

2

∂2h

∂Z2 (Yt, Zt) d [Z,Z]t =

=
∂h

∂Z
(Yt, Zt) dZt + Y ′

t

∂h

∂Y
(Yt, Zt) dt,
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áî, çãiäíî ç [29], [Z,Z]t = 0.
ßêùî ìè øóêà¹ìîXt ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.1), òî ïîðiâíþþ÷è éîãî

ç îñòàííüîþ ðiâíiñòþ, îäåðæèìî çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ
Y :  Y ′

t = (c1(t))
−1 (b(t, (Yt − Y0 +X0) c1(t))) =: f(Yt, t)

Yt0 = Y0,
(2.2)

äå c1(t) = ec(Zt−Zt0
).

Ïîêëàäåìî äàëi L1(T ) := max
t∈[0,T ]

1
c1(t)

> 0, L2(T ) := max
t∈[0,T ]

c1(t) >

0, D1 := CT L1(T ), D2 = CT .

Òîäi ïðè |Yt − Y0| ≤ β; |t− t0| ≤ α :

M := max
t∈[0,T ]

|f(Yt, t)| ≤ (L1(T ) + (β + |x0|))CT ≤ D1 +D2(β + |x0|)

i çà òåîðåìîþ Ïiêàðà ðîçâ'çîê ðiâíÿííÿ (2.2) iñíó¹ íà âiäðiçêó [t0, t0+l
(0)],

äå
l(0) = min

(
α,

β

M

)
≥ min

(
α,

β

D1 +D2(β + |x0|)

)
=: l0,

à çíà÷èòü, ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.2) iñíó¹ i íà ìåíøîìó âiäðiçêó [t0, t0+l0].

Ðîçâ'ÿçîê ó òî÷öi t0 + l0 ìîæíà îöiíèòè òàê:

ht0+l0 ≤ |Yt0+l0 − Y0 +X0|L2(T ) ≤ (β + |X0|)L2(T ).

Òàêèì ÷èíîì, ìè îäåðæàëè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.1) íà âiäðiçêó [t0, t0 +

l0]. Çàóâàæèìî, ùî Yt ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíîþ ôóíêöi¹þ íà [t0, t0+

l0], à òîäi ç âèãëÿäó ôóíêöi¨ h âèïëèâà¹, ùî ïðè êîæíîìó ω ∈ Ω âîíà ¹
ãåëüäåðiâñüêîþ íà [t0, t0 + l0], îñêiëüêè çà ôîðìóëîþ Iòî

ec(Zt−Zt0) = c

t∫
t0

ec(Zs−Zt0) dZs,
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Z ∈ Lipα[0, T ] ∀T > 0, ∀ 0 < α < H, à òîäi çà òåîðåìîþ 22 [55],
t∫

t0

ec(Zs−Zt0) dZs ∈ Lipα[0, T ] ∀T > 0, ∀ 0 < α < H. Îòæå, òðà¹êòîði¨ ðîç-
â'ÿçêó Xt ç éìîâiðíiñòþ 1 íàëåæàòü êëàñîâi Lipα[t0, t0 + l0] ∀ 0 < α < H.

Áóäåìî ïðîäîâæóâàòè ðîçâ'ÿçîê h äëÿ t ≥ t0+l0.Êðàéí¹ ïðàâå çíà÷åí-
íÿ ðîçâ'ÿçêó h íà âiäðiçêó [t0, t0 + l0] áóäå íîâèì ïî÷àòêîâèì çíà÷åííÿì
X

(1)
0 ≤ (β + |X0|)L2(T ).

Òåïåð, ïðè |Yt − Yt0+l0| ≤ β1, |t − (t0 + l0)| ≤ α1, ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
(2.2) iñíó¹ íà âiäðiçêó [t0 + l0, t0 + l0 + l1], äå

l1 = min

(
α1,

β1

D1 +D2(β1 + (β + |X0|)L2(T ))

)
Íà n�ìó êðîöi ïðîöåäóðè ïðîäîâæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ìà¹ìî:

ln = min

αn,
βn

D1 +D2(βn +
n−1∑
k=0

βn−1−k L
k+1
2 (T ) + |X0|L2(T ))

 ,

α0 := α, β0 := β i ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.2) iñíó¹ íà âiäðiçêó [t0+
n−1∑
i=0

li, t0+

n∑
i=0

li].

Äîñëiäèìî òåïåð âëàñòèâîñòi âèðàçó
zn =: βn

D1+D2(βn+
n−1∑
k=0

bn−1−k Lk+1
2 (T )+|X0|L2(T ))

, n ≥ 0:

a) ïðè |X0| ≤ 1 ìîæåìî âèáðàòè βk ≡ 1, k = 0, n i òîäi
1

D1 + 2D2
Ln+1

2 (T )−1
L2(T )−1

≤ zn ≤
1

D1 +D2
Ln+1

2 (T )−1
L2(T )−1

.

b)ïðè |X0| > 1 ìîæåìî âèáðàòè βk ≡ |X0| , k = 0, n i òîäi
1

D1 + 2D2
Ln+1

2 (T )−1
L2(T )−1

≤ zn =
1

D1

|x0| +D2(1 + 2
n∑

k=1
Lk

2(T ))
≤ 1

D2
Ln+1

2 (T )−1
L2(T )−1

.
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Äëÿ îáîõ âèïàäêiâ a) i b) ïîêëàäåìî αn = 1

D1+2D2
Ln+1

2 (T )−1

L2(T )−1

, n ≥ 0, òîáòî
ln = min(an, zn) = an ⇒

∑
n≥0

ln = S, i òîäi
1) ïðè L2(T ) ≤ 1 ðÿä ∑

n≥0
zn ðîçáiãà¹òüñÿ, çâiäñè i ðîçáiãà¹òüñÿ ðÿä∑

i≥0
li

, à òîìó iñíó¹ ñêií÷åííå ÷èñëî N ïðîöåäóðè ïðîäîâæåííÿ ðîçâ'ÿçêó, òàêå,
ùî [t0, T ] ⊂ [t0, t0+

N∑
i=0

li], òîáòî íà âiäðiçêó [t0, T ] iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
(2.2).

2) ïðè L2(T ) > 1 ðÿä ∑
n≥0

zn çáiãà¹òüñÿ i áiëüø òîãî
∑
n≥0

zn ≥
∑
n≥0

1

D1 + 2D2
L2(T )n+1−1

L2(T )−1

=: S

Îòæå, ìè ôàêòè÷íî äîâåëè, ùî iñíó¹ îáìåæåíèé ðîçâ'ÿçîê h ðiâíÿííÿ
(2.1) íà âiäðiçêó [t0, t0 + 1

2S] iç ñêií÷åííèì çíà÷åííÿì â òî÷öi t0 + 1
2S.

Âçÿâøè öå çíà÷åííÿ çà íàñòóïíå ïî÷àòêîâå, ìîæåìî àíàëîãi÷íî äîâåñòè,
ðîçâ'ÿçîê h iñíó¹ íà âiäðiçêó [t0+

1
2S, t0+S] çi ñêií÷åííèì çíà÷åííÿì, àäæå

êðîê 1
2S ïðîäîâæåííÿ ðîçâ'ÿçêó h íå çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâîãî çíà÷åí-

íÿ. À çíà÷èòü, ðîçâ'ÿçîê h ìîæíà ïðîäîâæèòè i íà âåñü âiäðiçîê [t0, T ].

Îñêiëüêè T > 0 äîâiëüíå, òî ìè îòðèìó¹ìî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ
(2.1) íà [0,∞). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 7.1.1.([29]). Â öié
òåîðåìi äîâåäåíî, ùî áóäü-ÿêi äâà ðîçâ'ÿçêè ñïiâïàäàþòü íà ñïiëüíîìó
iíòåðâàëi ¨õ âèçíà÷åííÿ. Îñêiëüêè ïðîöåäóðà ïðîäîâæåííÿ íå ïîðóøó¹
ïîòðà¹êòîðíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêó, ÿêi äîñëiäæåíî íà [t0, t0 + l0], òî çà
iíäóêöi¹þ ìè îäåðæó¹ìî, ùî òðà¹êòîði¨ ðîçâ'ÿçêó ç éìîâiðíiñòþ 1 íàëå-
æàòü êëàñîâi Lipα[0, T ] ∀T > 0, ∀ 0 < α < H.
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2.2. Ñòîõàñòè÷íà òåîðåìà Ôóáiíi äëÿ iíòåãðàëiâ ç
âèïàäêîâèì iíòåãðàíäîì i ÄÁÐ ÿê iíòåãðàòîðîì

Â öüîìó ïàðàãðàôi, ïðè äîâåäåííi ñòîõàñòè÷íî¨ òåîðåìè Ôóáiíi, ìè áó-
äåìî êîðèñòóâàòèñü âëàñòèâiñòþ ãåëüäåðîâîñòi (êóñêîâî¨ ãåëüäåðîâîñòi)
ôóíêöi¨.

Ïîçíà÷èìî ïðîñòið ôóíêöié, ãåëüäåðîâèõ ç ïîêàçíèêîì α íà âiäðiçêó
[a, b] ÷åðåçHα

[a,b] i ðîçãëÿíåìî íîðìó ‖x‖Hα
[a,b]

= sup
t∈[a,b]

|x(t)|+ sup
a≤t<t′≤b

|x(t)−x(t′)|
|t−t′|α .

Òàêîæ, äëÿ ãåëüäåðîâî¨ ôóíêöi¨ x íà ïiâiíòåðâàëi [a, b), äëÿ ÿêî¨ iñíó¹
lim
t→b−

x(t), âèçíà÷èìî íîðìó ‖x‖Hα
[a,b)

= sup
t∈[a,b)

|x(t)|+ sup
a≤t<t′<b

|x(t)−x(t′)|
|t−t′|α .

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ãåëüäåðîâó íåïåðåðâíiñòü òðà¹êòîðié ÄÁÐ,
òîáòî BH

t ∈ Hα
[a,b] äëÿ 0 < α < H i 0 < a < b. Çãiäíî çi ñòàòòÿìè [55, 56]

ãåëüäåðîâà íåïåðåðâíiñòü BH
t çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ iíòåãðàëó

b∫
a

f(s) dBH
s , 0 < a < b

ç éìîâiðíiñòþ 1 äëÿ äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hβ
[a,b], äå β > 1−H.

Çãiäíî ç [56] öåé iíòåãðàë ¹ ãðàíèöåþ iíòåãðàëüíèõ ñóì Ðiìàíà-Ñòiëòü¹ñà
çà éìîâiðíiñòþ.

Îçíà÷åííÿ 2.2.1. Ôóíêöiþ f : R → R áóäåìî íàçèâàòè êóñêîâî ãåëü-

äåðîâîþ ç ïîêàçíèêîì α, 0 < α < 1 íà âiäðiçêó [T1, T2] ⊂ R, ÿêùî iñíó¹

ñêií÷åííà êiëüêiñòü íåïåðåòèííèõ ïiâiíòåðâàëiâ

{R1,R2, ....RN |
N⋃

i=1
Ri

⋃
{b} = [T1, T2]} i òàêèõ ùî, ôóíêöiÿ f ãåëüäåðîâà

ç ïîêàçíèêîì α íà êîæíîìó ç íèõ.

Îçíà÷åííÿ 2.2.2. Íåõàé f � êóñêîâî ãåëüäåðîâà ç ïîêàçíèêîì α íà
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âiäðiçêó [T1, T2]. Íàçâåìî êóñêîâî ãåëüäåðîâîþ íîðìîþ f ÷èñëî

Cα
f ([T1, T2]) = max

i=1,N
‖f‖Hα

Ri
.

Íåõàé âèïàäêîâi äiéñíi ôóíêöi¨ f ∈ Hα
[a,b], g ∈ H

β
[a,b], ïðè÷îìó α+β >

1. Òîäi ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ôàêòè:
(1) çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.2.1 [56], iñíó¹ iíòåãðàë Ðiìàíà-Ñòiëòü¹ñà

b∫
a

f(x) dg(x) := lim
|π(l)|→0

l∑
k=1

f(xk) [g(xk+1)− g(xk)] ;

(2) çãiäíî ç òåîðåìîþ 21 [55], iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi {fn, gn} ∈ C1[a, b]

òàêi, ùî ‖fn − f‖Hα
[a,b]

→ 0, ‖gn − g‖Hα
[a,b]

→ 0, n→∞.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ïîäiëiâ âiäðiçêà [a, b]:

π(l) = π
(l)
[a,b] =

{
a = t0l < t1l < ... < tll = b

}
,

òàêó, ùî π(l) ⊂ π(l+1) i ∣∣π(l)
∣∣→ 0, l→∞.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 4g(tkl ) = g(tkl )− g(tk−1
l ), 1 ≤ k ≤ l.

Äàëi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äåÿêi îöiíêè äëÿ iíòåãðàëiâ âiä ãåëü-
äåðîâèõ ôóíêöié, äîâåäåíi â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi.

Ëåìà 2.2.1. Íåõàé f ∈ Hα
[a,b], g ∈ Hβ

[a,b], α + β > 1, {fn, gn}, n ≥ 1

� ïîñëiäîâíîñòi ç C1[a, b] òàêi, ùî ‖fn − f‖Hα
[a,b]

→ 0, ‖gn − g‖Hβ
[a,b]

→

0, n→∞.

Òîäi: 1)
b∫
a

f(t) dg(t) = lim
n→∞

b∫
a

fn(t)g
′
n(t) dt;

2) ìà¹ ìiñöå îöiíêà∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(t) dg(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤ C‖f‖Hα
[a,b]
‖g‖Hβ

[a,b]
max

{
(b− a)1+ε, (b− a)β

}
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3) ÿêùî f(a) = 0, òî∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(t) dg(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤ C‖f‖Hα
[a,b]
‖g‖Hβ

[a,b]
(b− a)1+ε,

0 < ε < α+ β − 1, C > 0 � ñòàëà, íåçàëåæíà âiä f i g.

Äîâåäåííÿ. 1) Çãiäíî ç âèùåââåäåíèìè ïîçíà÷åííÿìè ìà¹ìî∣∣∣∣∣ b∫
a

f(t) dg(t)−
b∫
a

fn(t)g
′
n(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ b∫
a

f(t) dg(t)−
l∑

k=1
f(tkl ) M g(tkl )

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣ b∫
a

fn(t)g
′
n(t) dt−

l∑
k=1

fn(t
k
l ) M gn(t

k
l )

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣ l∑
k=1

f(tkl ) M g(tkl )−
l∑

k=1
fn(t

k
l ) M gn(t

k
l )

∣∣∣∣ .
Çãiäíî ç (1), äëÿ çàäàíîãî δ > 0 ìîæíà âèáðàòè ðîçáèòòÿ π(l) òàê, ùîá∣∣∣∣∣∣

b∫
a

f(t) dg(t)−
l∑

k=1

f(tkl ) M g(tkl )

∣∣∣∣∣∣ < δ (2.3)

Äàëi, çãiäíî ç íàñëiäêîì 20 [55],∣∣∣∣∣∣
b∫

a

fn(t)g
′
n(t) dt−

l∑
k=1

fn(t
k
l ) M gn(t

k
l )

∣∣∣∣∣∣ ≤ C|πl|ε‖fn‖α′‖gn‖β′, (2.4)

äå 0 < α′ < α, 0 < β′ < β, α′+β′ = 1+ε.ßêùî ‖fn−f‖Hα
[a,b]

→ 0, n→∞,

òî òèì áiëüøå, ‖fn − f‖Hα′
[a,b]

→ 0, n → ∞ äëÿ 0 < α′ < α, à òîäi
‖fn‖Hα′

[a,b]
≤ C1, äå C1 > 0 íå çàëåæèòü âiä n ≥ 1.

Àíàëîãi÷íî, ‖gn‖Hβ′
[a,b]

≤ C2. Çâiäñè òà ç (2.4) ìà¹ìî îöiíêó∣∣∣∣∣∣
b∫

a

fn(t)g
′
n(t) dt−

l∑
k=1

fn(t
k
l ) M gn(t

k
l )

∣∣∣∣∣∣ ≤ C3|πl|ε. (2.5)

Ïiäáåðåìî l òàêèì ÷èíîì, ùîá C3|π(l)|ε < δ. ßêùî òåïåð π(l) âèáðàòè òàê,
ùîá çàäîâîëüíèòè (2.3) i îñòàííþ íåðiâíiñòü, òî äëÿ òàêîãî ôiêñîâàíîãî



70

l âèáåðåìî n òàê, ùîá∣∣∣∣∣
l∑

k=1

f(tkl ) M g(tkl )−
l∑

k=1

fn(t
k
l ) M gn(t

k
l )

∣∣∣∣∣ < δ. (2.6)

Öå ìîæëèâî, îñêiëüêè sup
t∈[a,b]

|gn(t)− g(t)| ≤ ‖gn − g‖Hβ′
[a,b]

→ 0, àíàëîãi÷íî
äëÿ fn.

Ç (2.3)�(2.6) âèïëèâà¹ äîâåäåííÿ 1).
Òâåðäæåííÿ 3) âèïëèâà¹ ç 1) i ëåìè 19 [55], çãiäíî ç ÿêîþ îöiíêà 3)

ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ f ∈ C1
0 [a, b], g ∈ C1[a, b].

Òâåðäæåííÿ 2) âèïëèâà¹ ç 1) i òåîðåìè 22 [55]. Ñïðàâäi, çãiäíî ç 3)∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(t) dg(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤ C‖f‖Hα
[a,b]
‖g‖Hβ

[a,b]
(b− a)1+ε,

à òîäi ∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(t) dg(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤ C‖f‖Hα
[a,b]
‖g‖Hβ

[a,b]
max

{
(b− a)1+ε, (b− a)β

}
.

Íåõàé f êóñêîâî ãåëüäåðîâà ôóíêöiÿ íà [a, b]. Â òàêîìó ðàçi iñíó¹
ñóìà

N∑
i=1

bi∫
ai

f(t) dBH
t . Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïîêàçó¹, ùî öÿ ñóìà ìîæå áóòè

ïðåäñòàâëåíà i ÿê ¹äèíèé iíòåãðàë.

Ëåìà 2.2.2. Íåõàé f êóñêîâî ãåëüäåðîâà ç ïîêàçíèêîì α > 1 − H íà

âiäðiçêó [a, b]. Òîäi iñíó¹ iíòåãðàë Ðiìàíà-Ñòiëòü¹ñà
b∫
a

f(s) dBH
s =

=
N∑

i=1

bi∫
ai

f(s) dBH
s i äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ïîäiëiâ [a, b] âií ìîæå

áóòè ïðåäñòàâëåíèé íàñòóïíèì ÷èíîì

b∫
a

f(s) dBH
s = lim

|π(l)|→0

l∑
k=1

f(sk
l )4BH

sk
l
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè f êóñêîâî ãåëüäåðîâà, òî iñíó¹ ñêií÷åííà êiëü-
êiñòü íåïåðåòèííèõ ïiâiíòåðâàëiâ òàêèõ, ùî{

[ai, bi)|
N⋃

i=1
[ai, bi)

⋃
{b} = [a, b]

}
Ïîêëàäåìî π

(l)
i := ([ai, bi)

⋂
π(l)), òîäi∣∣∣π(l)

i )
∣∣∣ ≤ ∣∣π(l)

∣∣ . Ç îáìåæåíîñòi f i íåïåðåðâíîñòi BH ëåãêî âèïëèâà¹, ùî

∑
j:tjl∈π

(l)
i

f(tjl )4B
H
tjl
→

bi∫
ai

f(t) dBH
t

íàâiòü, ÿêùî π(l) íå ìiñòèòü ai òà bi. Òîìó∑
k:tkl ∈π(l)

f(tkl )4BH
tkl

=
N∑

i=1

∑
j:tjl∈π

(l)
i

f(tjl )4B
H
tjl
→

→
N∑

i=1

bi∫
ai

f(t) dBH
t =

b∫
a

f(t) dBH
t , ïðè

∣∣∣π(l)
∣∣∣→ 0.

Íåõàé 0 < T1 < T2, Φ = Φ(s, u, ω) : [T1, T2]
2 × Ω → R � âèïàäêîâà

âèìiðíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ ôóíêöiÿ.

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé iñíó¹ ìíîæèíà Ω′ ⊂ Ω, òàêà, ùî P(Ω′) = 1 i íà

êîæíîìó ω ∈ Ω′ ôóíêöiÿ Φ(s, u, ω) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) ∀ s ∈ (T1, T2) : Φ(s, ·, ω) � êóñêîâî ãåëüäåðîâà ïî u ∈ [T1, T2] ç ïî-

êàçíèêîì α1 >
1
2, ïðè÷îìó ¨¨ êóñêîâî ãåëüäåðîâà íîðìà îáìåæåíà ïî s,

òîáòî iñíó¹ C = C(ω) òàêå, ùî Cα
Φ(s,·,ω)([T1, T2]) < C

2) ôóíêöiÿ
T2∫
T1

Φ(s, u, ω) dBH
u � iíòåãðîâíà çà Ðiìàíîì íà âiäðiçêó [T1, T2]

Òîäi iñíóþòü ïîâòîðíi iíòåãðàëè I1 :=
T2∫
T1

(
T2∫
T1

Φ(s, u, ω) dBH
u

)
ds i

I2 :=
T2∫
T1

(
T2∫
T1

Φ(s, u, ω) ds

)
dBH

u i ì.í. ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü I1 = I2.
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Äîâåäåííÿ. Äàëi ñêðiçü ó äîâåäåííi áóäåìî ââàæàòè ùî ω ∈ Ω′ ôiê-
ñîâàíå i áóäåìî àðãóìåíò ω âèïóñêàòè. Çãiäíî ç óìîâîþ 1) i ëåìîþ 2.2.2
iñíó¹ ïîâòîðíèé iíòåãðàë

T2∫
T1

Φ(s, u) dBH
u , òîäi âðàõîâóþ÷è óìîâó 2) òåî-

ðåìè, ïåðåêîíó¹ìîñü â iñíóâàííi iíòåãðàëà I1. Îñêiëüêè Φ êóñêîâî ãåëü-
äåðîâà, òî, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü

T2∫
T1

|Φ(s, u1)− Φ(s, u2)| ds ≤ c

T2∫
T1

|u1 − u2|α1 ds = c(T2 − T1)|u1 − u2|α1

ïåðåñâiä÷ó¹ìîñÿ, ùî
T2∫
T1

Φ(s, u) ds êóñêîâî ãåëüäåðîâà ïî u ∈ [T1, T2] ç ïî-
êàçíèêîì α1. Äàëi, îñêiëüêè BH

u ãåëüäåðîâà ç ïîêàçíèêîì β > 1
2 , α1+β >

1, òî çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.2.1 ðîáîòè [56] iñíó¹ iíòåãðàë I2. Iíòåãðàë I1
ìîæíà ïðåäñòàâèòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

I1 = lim
|π(l)|→0

l−1∑
k=0

T2∫
T1

Φ(sk
l , u) dB

H
u M sk

l , (2.7)

äå π(l) = {T1 = s0
l < s1

l < .... < sn
l = T2}, |π(l)| → 0 ïðè n → ∞. Òåïåð,

äëÿ êîæíî¨ òî÷êè sk
l ïîäiëó π(l) çãiäíî ç óìîâîþ 1) iñíó¹ ñêií÷åííà êiëü-

êiñòü òî÷îê {u1, k < u2, k < ... < ul(k), k} ðîçðèâó ãåëüäåðîâîñòi ôóíêöi¨
Φ(·, u). Äàëi {T1 = u0, l < u1, l < u2, l < ... < uL(l)−1, l < uL(l), l = T2

}
:=

n⋃
k=1

{
{u1, k < u2, k < ... < ul(k), k}

}
∪{T1, T2}. Äëÿ êîæíîãî âiäðiçêó [ui, l, ui+1, l]

ðîçãëÿíåìî òåïåð ðîçáèòòÿ
{
π

(mi)
i,l , mi ≥ 1, i = 0, L(l)− 1

}
, π

(mi)
i,l := {ui,l =

u
(0)
i,l < u

(1)
i,l < ... < u

(mi)
i,l = ui+1,l},

∣∣∣π(mi)
i,l

∣∣∣ → 0, mi → ∞. Òîäi π(m)
l :=

L(l)−1⋃
i=0

π
(mi)
i,l

⋃
{T1, T2} = {T1 = u

(0)
l < u

(1)
l < ... < u

(m)
l = T2} ¹ ïîäi-

ëîì âiäðiçêà [T1, T2] âiäíîñíî çìiííî¨ u ç äiàìåòðîì ïîäiëó
∣∣∣π(m)

l

∣∣∣ :=
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max
0≤i≤l−1

∣∣∣π(mi)
i,l

∣∣∣ , äëÿ ÿêîãî ∣∣∣π(m)
l

∣∣∣→ 0, m→∞

Îöiíèìî òåïåð ðiçíèöþ iíòåãðàëiâ I1 i I2:

|I1 − I2| ≤

∣∣∣∣∣I1 −
l−1∑
k=0

m−1∑
j=0

Φ(sk
l , u

(j)
l ) M BH

u
(j)
l

M sk
l

∣∣∣∣∣+ (2.8)

+

∣∣∣∣∣I2 −
m−1∑
j=0

l−1∑
k=0

Φ(sk
l , u

(j)
l ) M sk

l M BH

u
(j)
l

∣∣∣∣∣
Äàëi îöiíèìî ïåðøèé äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (2.8)∣∣∣∣∣I1 −

l−1∑
k=0

m−1∑
j=0

Φ(sk
l , u

(j)
l ) M BH

u
(j)
l

M sk
l

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣I1 −

l−1∑
k=0

T2∫
T1

Φ(sk
l , u)dB

H
u M sk

l

∣∣∣∣∣∣+
+

l−1∑
k=0

∣∣∣∣∣∣
T2∫

T1

Φ(sk
l , u)dB

H
u −

m−1∑
j=0

Φ(sk
l , u

(j)
l ) M BH

u
(j)
l

∣∣∣∣∣∣ M sk
l .

Îñêiëüêè Φ êóñêîâî ãåëüäåðîâà, òî çãiäíî ç ëåìîþ 2.2.2∣∣∣∣∣∣
T2∫

T1

Φ(sk
l , u)dB

H
u −

m−1∑
j=0

Φ(sk
l , u

(j)
l )4BH

u
(j)
l

∣∣∣∣∣∣→ 0, m→∞

Çãiäíî ç (2.7)
∣∣∣∣∣∣I1 −

l−1∑
k=0

T2∫
T1

Φ(sk
l , u)dB

H
u 4sk

l

∣∣∣∣∣∣→ 0, l→∞.

Äëÿ äðóãîãî äîäàíêó ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (2.8) ìà¹ìî∣∣∣∣∣I2 −
m−1∑
j=0

l−1∑
k=0

Φ(sk
l , u

(j)
l ) M sk

l M BH

u
(j)
l

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣I2 −

m−1∑
j=0

T2∫
T1

Φ(s, u
(j)
l )ds M BH

u
(j)
l

∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
m−1∑
j=0

l−1∑
k=0

sk+1∫
sk

l

(
Φ(s, u

(j)
l )− Φ(sk

l , u
(j)
l )
)
ds M BH

u
(j)
l

∣∣∣∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣∣I2 −
m−1∑
j=0

T2∫
T1

Φ(s, u
(j)
l )ds M BH

u
(j)
l

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣∣
l−1∑
k=0

sk+1∫
sk

l

m−1∑
j=0

(
Φ(s, u

(j)
l )− Φ(sk

l , u
(j)
l )
)

M BH

u
(j)
l

ds

∣∣∣∣∣∣∣ .∣∣∣∣∣∣∣
l−1∑
k=0

sk+1∫
sk

l

m−1∑
j=0

(
Φ(s, u

(j)
l )− Φ(sk

l , u
(j)
l )
)

M BH

u
(j)
l

ds

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
l−1∑
k=0

L(l)−1∑
i=0

sk+1∫
sk

l

∑
j:u(j)

l ∈π
(m)
l ∩[ui, l, ui+1, l]

(
Φ(s, u

(j)
l )− Φ(sk

l , u
(j)
l )
)

M BH

u
(j)
l

ds

∣∣∣∣∣∣∣ .
Îñêiëüêè ôóíêöiÿ Φ(s, u) − Φ(sk

l , u) ãåëüäåðîâà íà êîæíîìó âiäðiçêó
[ui, l, ui+1, l], òî çíîâó æ òàêè çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.2.1 ðîáîòè [56]

lim
|π(m)

i, l |→0

∑
j:u(j)

l ∈π
(m)
i, l

(
Φ(s, u

(j)
l )− Φ(sk

l , u
(j)
l )
)

M BH

u
(j)
l

=

=

ui+1, l∫
ui, l

(
Φ(s, u)− Φ(sk

l , u)
)
dBH

u .

Áiëüøå òîãî, ∀ i = 0, L(l)− 1 ïîñëiäîâíiñòü

f
(m)
i (s, sk

l ) :=
∑

j:u(j)
l ∈π

(m)
i, l

(
Φ(s, u

(j)
l − Φ(sk

l , u
(j)
l

)
M BH

u
(j)
l

ìà¹ iíòåãðîâíó ìàæîðàíòó. Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêè ç íàñëiäêó
20 ðîáîòè [55], ç ëåìè 2.2.1 i âðàõîâóþ÷è îáìåæåíiñòü ãåëüäåðîâèõ íîðì,
ìà¹ìî

∣∣∣f (m)
i,l (s, sk

l )
∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣∣∣f (m)
i,l (s, sk

l )−
ui+1, l∫
ui, l

(
Φ(s, u)− Φ(sk

l , u)
)
dBH

u

∣∣∣∣∣∣∣+
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+

∣∣∣∣∣∣∣
ui+1, l∫
ui, l

(
Φ(s, u)− Φ(sk

l , u)
)
dBH

u

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ c
∣∣∣π(m)

i, l

∣∣∣ε ∥∥Φ(s, u)− Φ(sk
l , u)

∥∥
HH

[ui,l,ui,l]

×

×
∥∥BH

u

∥∥
HH′

[ui,l,ui,l]

+

∣∣∣∣∣∣∣
ui+1, l∫
ui, l

(
Φ(s, u)− Φ(sk

l , u)
)
dBH

u

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ C +

∣∣∣∣∣∣∣
ui+1, l∫
ui, l

(
Φ(s, u)− Φ(sk

l , u)
)
dBH

u

∣∣∣∣∣∣∣ ,
H ′ < H, ε := H +H ′ − 1 > 0

Âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó 2) ëåìè 2.2.1 i âðàõîâóþ÷è îáìåæåíiñòü ãåëü-
äåðîâèõ íîðì ôóíêöi¨Φ, ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî

∣∣∣∣∣ui+1, l∫
ui, l

(
Φ(s, u)− Φ(sk

l , u)
)
dBH

u

∣∣∣∣∣
îáìåæåíà ïî s. À çíà÷èòü, ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè òåîðåìó Ëåáåãà ïðî
ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà i òîäi ∀ i = 0, L(l)− 1 äiñòàíåìî
iíòåãðàë Ëåáåãà:

lim
m→∞

sk+1
l∫

sk
l

f
(m)
i,l (s, sk

l ) ds =

sk+1
l∫

sk
l

ui+1, l∫
ui, l

(
Φ(s, u)− Φ(sk

l , u)
)
dBH

u ds,

äå
ui+1, l∫
ui, l

(
Φ(s, u)− Φ(sk

l , u)
)
dBH

u

âèìiðíà i îáìåæåíà ïî s.
Òîìó

l−1∑
k=0

L(l)−1∑
i=0

sk+1
l∫

sk
l

∑
j:u(j)

l ∈π
(m)
i, l

(
Φ(s, u

(j)
l )− Φ(sk

l , u
(j)
l )
)
4BH

u
(j)
l

ds→
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→
l−1∑
k=0

L(l)−1∑
i=0

sk+1
l∫

sk
l

ui+1, l∫
ui, l

(
Φ(s, u)− Φ(sk

l , u)
)
dBH

u ds =

=
l−1∑
k=0

sk+1
l∫

sk
l

T2∫
T1

(
Φ(s, u)− Φ(sk

l , u)
)
dBH

u ds =

=

T2∫
T1

 T2∫
T1

Φ(s, u)dBH
u

 ds−
l−1∑
k=0

T2∫
T1

Φ(sk
l , u)dB

H
u 4sk

l ,

ïðè m→∞.
Òåïåð, çãiäíî ç óìîâîþ 2) òåîðåìè, iíòåãðàë

T2∫
T1

Φ(s, u)dBH
u ¹ iíòåãðî-

âàíîþ çà Ðiìàíîì ôóíêöi¹þ ïî s, i òîäi ìîæåìî âèêîðèñòàòè 2.7, ùîá
îòðèìàòè:∣∣∣∣∣∣

T2∫
T1

 T2∫
T1

Φ(s, u)dBH
u

 ds−
l−1∑
k=0

T2∫
T1

Φ(sk
l , u)dB

H
u 4sk

l

∣∣∣∣∣∣→ 0, ïðè l→∞

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.2.2 îòðèìó¹ìî∣∣∣∣∣∣I2 −
m−1∑
j=0

T2∫
T1

Φ(s, u
(j)
l )ds4BH

u
(j)
l

∣∣∣∣∣∣→ 0, ïðè m→∞.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Çàóâàæåííÿ 2.2.1. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.1 íå ñïèðà¹òüñÿ íà âëà-

ñòèâîñòi àäàïòîâàíîñòi ôóíêöi¨ Φ âiäíîñíî ïîòîêó Ft. Âîíî ãîäèòüñÿ

íå òiëüêè äëÿ ïðîöåñó BH
t , àëå i äëÿ áóäü-ÿêîãî âèïàäêîâîãî ïðîöåñó, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ãåëüäåðîâîñòi ç ïîêàçíèêîì α2 >
1
2 .

Ðîçãëÿíåìî òåïåð îäèí ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ñòîõàñòè÷íî¨ òåîðåìè
Ôóáiíi. Ïðèïóñòèìî, ùî ñòîõàñòè÷íèé äðîáîâî-äèôóçiéíèé ïðîöåñ xt ìà¹
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âèãëÿä
xt = BH

t −
t∫

0

I(s) ds, (2.9)

äå I(t) =
t∫

0
f(s) dBH

s ¹ ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë âiäíîñíî ÄÁÐ. Âèïàäîê
êîëè

xt =

t∫
0

a(s, xs) ds+

t∫
0

b(s, xs) dB
H
t

ç âiäïîâiäíèìè ôóíêöiÿìè a i b, ìîæíà, â äåÿêîìó ñåíñi, çâåñòè äî ïðî-
öåñó (2.9). Çãiäíî ç òåîðåìî Ãiðñàíîâà ç [40], ïîçíà÷èìî

B1 = B(3/2−H, 3/2−H), B2 = B(H + 1/2, 3/2−H),

CH =

(
2H Γ(3/2−H)

Γ(H + 1/2) Γ(2− 2H)

)1/2

, C2 =
CH

2H(2− 2H)1/2 ,

äå Γ òà B ¹ Åéëåðîâi iíòåãðàëè, i ðîçãëÿíåìî ÿäðîK(t, s) = C1s
1/2−H(t−

s)1/2−H .

Ïðèïóñòèìî, òàêîæ, ùî ôóíêöiÿ f(t) Ft-âèìiðíà i iñíó¹ ïðåäñòàâëåííÿ

t∫
0

K(t, s)I(s) ds =

t∫
0

δs ds,

äå
t∫

0
|δs| ds <∞ ì.í., t > 0.

Òîäi ïðîöåñ (2.9) ¹ ÄÁÐ âiäíîñíî éìîâiðíiñíî¨ ìiðè Q, ùî dQ
dP |Ft

=

exp
{
Zt − 1

2〈Z〉t
}
, äå Zt = C−1

2

t∫
0
sH−1/2δs dWs, {Ws,Ft, t ≥ 0} ¹ ïðîöåñîì

Âiíåðà.
À çíà÷èòü, ìè ïîâèííi äèôåðåíöiþâàòè iíòåãðàë

t∫
0
K(t, s)

s∫
0
f(u) dBH

u ds

i íàéçðó÷íiøå ðîáèòè öå òîäi, êîëè ìè çàñòîñîâó¹ìî äî öüîãî iíòåãðàëà
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ñòîõàñòè÷íó òåîðåìó Ôóáiíi. Ïîäiáíèé âèïàäîê, êîëè f(u) äåòåðìiíîâà-
íà, äåòàëüíî áóâ ðîçãëÿíóòèé ó ðîçäiëi 1 äàíî¨ äèñåðòàöi¨.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿ¹ ÷àñòêîâèé âèïàäîê ñòîõàñòè÷íî¨ òåî-
ðåìè Ôóáiíi, ÿêèé áóäå âèêîðèñòàíèé äàëi â ðîáîòi.

Ïîêëàäåìî äàëi äëÿ t > 0 J1 :=
t∫

0
(t− s)

1
2−H s

1
2−H

(
s∫
0
φ(u) dBH

u

)
ds,

J2 :=
t∫

0
φ(u)

(
t∫

u

(t− s)
1
2−H s

1
2−H ds

)
dBH

u

Ëåìà 2.2.3. Íåõàé âèìiðíà âèïàäêîâà ôóíêöiÿ φ ãåëüäåðîâà íà [0, t] ç

ïîêàçíèêîì α3 >
1
2 . Òîäi ì.í. âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü J1 = J2.

Äîâåäåííÿ. Ïðåäñòàâèìî J1 i J2 íàñòóïíèì ÷èíîì

J1 =

t∫
0

 t∫
0

Φ(s, u) dBH
u

 ds, J1 =

t∫
0

 t∫
0

Φ(s, u) ds

 dBH
u ,

äå Φ(s, u) = (t−s) 1
2−H s

1
2−H φ(u) I{u ∈ [0, s]}. Ó äàíîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ

Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1), 2) òåîðåìè 2.2.1 ïðè T1 = δ i T2 = t− δ äëÿ 0 <

δ < t/2. Çîêðåìà, Φ(s, ·) êóñêîâî ãåëüäåðîâà íà [δ, t−δ] ç ïîêàçíèêîì α3 i
îäíi¹þ òî÷êîþ u = s ãåëüäåðîâî¨ ðîçðèâíîñòi, äëÿ äîâiëüíîãî s ∈ [δ, t−δ].

Òîìó ì.í. ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
t−δ∫
δ

(t− s)
1
2−H s

1
2−H

s∫
δ

φ(u) dBH
u ds =

t−δ∫
δ

φ(u)

t−δ∫
u

(t− s)
1
2−H s

1
2−H ds dBH

u .

Îñòàííþ ðiâíiñòü ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê J1 −R1 = J2 −R2, äå

R1 =

δ∫
0

(t− s)
1
2−H s

1
2−H

s∫
0

φ(u) dBH
u ds+

t−δ∫
δ

(t− s)
1
2−H s

1
2−H×

×
δ∫

0

φ(u) dBH
u ds+

t∫
t−δ

(t− s)
1
2−H s

1
2−H

s∫
0

φ(u) dBH
u ds;
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R2 =

δ∫
0

φ(u)

t∫
u

(t− s)
1
2−H s

1
2−H ds dBH

u +

t−δ∫
δ

φ(u)×

×
t∫

t−δ

(t− s)
1
2−H s

1
2−H ds dBH

u +

t∫
t−δ

φ(u)

t∫
u

(t− s)
1
2−H s

1
2−H ds dBH

u .

Îñêiëüêè BH
u ãåëüäåðîâà ç ïîêàçíèêîì H − ε > 1

2 , ε > 0, ôóíêöiÿ φ
ãåëüäåðîâà ç ïîêàçíèêîì α3 >

1
2 çà óìîâîþ ëåìè, òî, çãiäíî ç òåîðåìîþ

22 ðîáîòè [55] ∃K > 0 :

∣∣∣∣ s∫
0
φ(u) dBH

u

∣∣∣∣ ≤ KsH−ε. À òîìó:
1) äëÿ

R11 :=

δ∫
0

(t− s)
1
2−H s

1
2−H

s∫
0

φ(u) dBH
u ds

ìà¹ìî îöiíêó

|R11| ≤ K

δ∫
0

s
1
2−ε (t− s)

1
2−H ds ≤ K δ

1
2−ε

δ∫
0

(t− s)
1
2−H ds ≤

≤ Kδ
1
2−ε t

3
2−H − (t− δ)

3
2−H

3
2 −H

−−→
δ→0

0

2) äëÿ R12 :=
t−δ∫
δ

(t−s) 1
2−H s

1
2−H

δ∫
0
φ(u) dBH

u ds ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà îöiíêà

|R12| ≤ KδH−ε δ2−2H (t− 2δ) −−→
δ→0

0

3) äëÿ R13 :=
t∫

t−δ

(t− s)
1
2−H s

1
2−H

s∫
0
φ(u) dBH

u ds ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

|R13| ≤ K t
1
2−ε

t∫
t−δ

(t− s)
1
2−H ds = Kt

1
2−ε δ

3
2−H

3
2 −H

−−→
δ→0

0.

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ôóíêöiÿ
t∫

u

(t− s)
1
2−H s

1
2−H ds ãåëüäåðîâà ç ïîêàç-

íèêîì 3
2 −H íà [0, δ] i íà [t− δ, t], äå 0 < δ < t
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Ñïðàâäi
a) äëÿ {u, v} ⊂ [0, δ] ∣∣∣∣∣∣

v∫
u

(t− s)
1
2−H s

1
2−H ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ (t− δ)1/2−H

∣∣∣v3/2−H − u3/2−H
∣∣∣ ≤ (t− δ)1/2−H |v − u|3/2−H

á) äëÿ {u, v} ⊂ [t− δ, t]∣∣∣∣∣∣
v∫

u

(t− s)
1
2−H s

1
2−H ds

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ (t− δ)1/2−H
∣∣∣(t− u)3/2−H − (t− v)3/2−H

∣∣∣ ≤ (t− δ)1/2−H |v − u|3/2−H

Òîäi ôóíêöiÿ φ(u)
t∫

u

(t− s) 1
2−H s

1
2−H ds ãåëüäåðîâà íà [0, δ] i íà [t− δ, t]

ç ïîêàçíèêîì α4 := min{α3, 3/2−H} > 1/2.

Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 22 ðîáîòè [55], îäåðæó¹ìî îöiíêè

|R21| :=

∣∣∣∣∣∣
δ∫

0

φ(u)

t∫
u

(t− s)
1
2−H s

1
2−H ds dBH

u

∣∣∣∣∣∣ ≤ KδH−ε

|R22| :=

∣∣∣∣∣∣
t−δ∫
δ

φ(u)

t∫
t−δ

(t− s)
1
2−H s

1
2−H ds dBH

u

∣∣∣∣∣∣ ≤ K(t−2δ)H−ε(t−δ)1/2−H δ
3
2−H

3
2 −H

|R23| :=

∣∣∣∣∣∣
t∫

t−δ

φ(u)

t∫
u

(t− s)
1
2−H s

1
2−H ds dBH

u

∣∣∣∣∣∣ ≤ KδH−ε

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi, ïðè δ → 0 äiñòà¹ìî ðiâíiñòü J1 = J2. Ëåìó
äîâåäåíî.
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2.3. Äèôåðåíöiéîâíiñòü ñòîõàñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ ç
âèïàäêîâèì iíòåãðàíäîì i ÄÁÐ ÿê iíòåãðàòîðîì

Íåõàé I(t) :=
t∫

0
s

1
2−H(t − s)

1
2−H

s∫
0
α(u, ω) dBH

u ds, äå α = α(u, ω) : R ×

Ω → R âèïàäêîâà ãåëüäåðîâà íà [0, t] ôóíêöiÿ ç ïîêàçíèêîì β > 1
2 .

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî çãiäíî ç ëåìîþ 2.2.3 ïàðàãðàôó 2.2, òàêèé iíòåãðàë
iñíó¹ äëÿ âñiõ ω ∈ Ω′, P(Ω′) = 1, áiëüøå òîãî, iñíó¹ ïîâòîðíèé iíòåãðàë
J(t) :=

t∫
0
α(u, ω)

t∫
u

s
1
2−H(t−s) 1

2−H ds dBH
u , i ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü I(t) =

J(t), t > 0.

Ëåìà 2.3.1. Íåõàé α = α(u, ω) : R × Ω → R âèïàäêîâà ãåëüäåðîâà íà

[0, t] ôóíêöiÿ ç ïîêàçíèêîì β > 1
2. Òîäi ∀t > 0 I(t) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

I(t) = t2−2H

t∫
0

δs ds,

äå

δs = s2H−3

s∫
0

u
3
2−H(s− u)

1
2−Hα(u, ω) dBH

u

ì.í. íàëåæèòü êëàñîâi L1([0, t]), òîáòî
t∫

0
|δs| ds <∞ ì.í.

Äîâåäåííÿ Äàëi ñêðiçü ó äîâåäåííi ââàæà¹ìî ùî ω ∈ Ω′, P{ω ∈

Ω′} = 1, ôiêñîâàíå, à çíà÷èòü, áóäåìî âèïóñêàòè àðãóìåíò ω. Ïîñëiäîâíî
çàìiíþþ÷è çìiííi â iíòåãðàëi J(t), ïåðåòâîðèìî ðiâíiñòü I(t) = J(t) äî
âèãëÿäó

I(t) =

t∫
0

s
1
2−H(t− s)

1
2−H

s∫
0

α(u) dBH
u ds = J(t) =
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=

t∫
0

t∫
u

α(u)s
1
2−H(t−s)

1
2−H ds dBH

u = t2−2H

t∫
0

1∫
u
t

α(u)s
1
2−H(1−s)

1
2−H ds dBH

u =

= t2−2H

t∫
0

t∫
u

α(u)
u

s2

(u
s

) 1
2−H (

1− u

s

) 1
2−H

ds dBH
u =

= t2−2H

t∫
0

t∫
u

s2H−3(s− u)
1
2−Hu

3
2−Hα(u) ds dBH

u =: t2−2HM(t)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ

N(t) :=

t∫
0

s2H−3

s∫
0

(s− u)
1
2−Hu

3
2−Hα(u) dBH

u ds.

Äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ¨¨ ñïèðà¹òüñÿ íà íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.
1) Çãiäíî ç ëåìîþ 2.1 ç [39] ãåëüäåðîâà ôóíêöiÿ f : [0, T ] → R ç

ïîêàçíèêîì β ∈ (0, 1) ïðè γ ∈ (−β,−β+1), T > 0 i f(0) = 0 çàäîâîëüíÿ¹
ðiâíiñòü

t∫
0

(t− u)γ df(u) = lim
ε→0

(εγ (f(t− ε)− f(t)) +

+tγf(t) + γ

t−ε∫
0

(f(u)− f(t)) (t− u)γ−1 du

 . (2.10)

2) Çãiäíî ç ëåìîþ 2.2.1 öi¹¨ äèñåðòàöi¨ äëÿ ãåëüäåðîâèõ ôóíêöié f ∈
Hα

[a,b], g ∈ H
β
[a,b], α+ β > 1, ñïðàâåäëèâà îöiíêà∣∣∣∣∣∣

b∫
a

f(t) dg(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤ C‖f‖Hα
[a,b]
‖g‖Hβ

[a,b]
max

{
(b− a)1+ε, (b− a)β

}
. (2.11)

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåïåð (2.10) i (2.11) ïðè t > s2 > s1 > 0 çàïèøåìî
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îöiíêè ∣∣∣∣∣∣
s2∫

s1

α(z)(s2 − z)
1
2−H dBH

z

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣limε→0

−ε 1
2−H

s2∫
s2−ε

α(v) dBH
v +

+(s2 − s1)
1
2−H

s2∫
s1

α(z) dBH
z +

(
H − 1

2

) s2−ε∫
s1

(s2 − z)−
1
2−H×

×
s2∫

z

α(v) dBH
v dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ lim
ε→0

C‖α‖Hβ
[0,t]
‖BH‖HH

[0,t]

{
ε

1
2 + (s2 − s1)

1
2+

+

(
H − 1

2

) s2−ε∫
s1

(s2 − z)−
1
2 dz

 ≤ K1(s2 − s1)
1
2 , (2.12)

äå K1 := 2CH‖α‖Hβ
[0,t]
‖BH‖HH

[0,t]
.

Äàëi çðîáèìî íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ
s2∫

s1

(s2 − u)
1
2−Hu

3
2−Hα(u) dBH

u =

s2∫
s1

u
3
2−Hd

 u∫
0

(s2 − z)
1
2−Hα(z) dBH

z

 =

= s
3
2−H
2

s2∫
0

(s2 − z)
1
2−Hα(z) dBH

z − s
3
2−H
1

s1∫
0

(s2 − z)
1
2−Hα(z) dBH

z −

−
(

3

2
−H

) s2∫
s1

u
1
2−H

u∫
0

(s2 − z)
1
2−Hα(z) dBH

z du =: L(s1, s2).

Îöiíêà

|L(s1, s2)| ≤
∣∣∣s 3

2−H
2 − s

3
2−H
1

∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

s2∫
0

(s2 − z)
1
2−Hα(z) dBH

z

∣∣∣∣∣∣+ s
3
2−H
1 ×

×

∣∣∣∣∣∣
s2∫

s1

(s2 − z)
1
2−Hα(z) dBH

z

∣∣∣∣∣∣+
(

3

2
−H

) s2∫
s1

u
1
2−H

∣∣∣∣∣∣
u∫

0

(s2 − z)
1
2−Hα(z) dBH

z

∣∣∣∣∣∣ du ≤
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≤ K1

∣∣∣s 3
2−H
2 − s

3
2−H
1

∣∣∣ s 1
2
2 +K1s

3
2−H
1 (s2 − s1)

1
2 + (3− 2H)K1

s2∫
s1

u
1
2−Hs

1
2
2 du =

≤ K1s
3
2−H
2 (s2 − s1)

1
2 + 3K1 (s2 − s1)

3
2−H s

1
2
2 (2.13)

ïîêàçó¹, ùî |L(0, s)| ≤ 4K1s
2−H . Îòæå,

Òåïåð çðîçóìiëî, ùî

|N(t)| ≤
s∫

0

s2H−3|L(0, s)| ds ≤ 4K1

H
tH <∞.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ

Nε(t) :=

t∫
0

s2H−3I{s ∈ [ε, t]}
s−ε∫
0

u
3
2−H(s− u)

1
2−Hα(u) dBH

u ds

Î÷åâèäíî, ∀ε > 0 ôóíêöiÿ

ϕε(s, u) = I{u ≤ s− ε}I{s ∈ [ε, t]}s2H−3u
3
2−H(s− u)

1
2−Hα(u)

êóñêîâî ãåëüäåðîâf ïî u ç ïîêàçíèêîì β1 >
1
2 (u = s− ε � òî÷êà ãåëüäå-

ðîâî¨ ðîçðèâíîñòi, à ôóíêöiÿ
t∫

0

ϕε(s, u) dB
H
u = s2H−3I{s ∈ [ε, t]}

s−ε∫
0

u
3
2−H(s− u)

1
2−Hα(u) dBH

u

çìiííî¨ s iíòåãðîâíà çà Ðiìàíîì íà [0, t].
Îòæå, ϕε(s, u) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ñòîõàñòè÷íî¨ òåîðåìè Ôóáiíi 2.2.1,

à çíà÷èòü, iñíóþòü i äîðiâíþþòü îäèí îäíîìó iíòåãðàëè

Nε(t) =

t∫
0

s2H−3I{s ∈ [ε, t]}
s−ε∫
0

u
3
2−H(s− u)

1
2−Hα(u) dBH

u ds
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Mε(t) :=

t−ε∫
0

u
3
2−Hα(u)

t∫
u+ε

s2H−3(s− u)
1
2−H ds dBH

u .

Äëÿ ïåðøîãî iíòåãðàëà, ç (2.13) ìà¹ìî

|N(t)−Nε(t)| ≤

∣∣∣∣∣∣
t∫

ε

s2H−3

s∫
s−ε

u
3
2−H(s− u)

1
2−Hα(u) dBH

u ds

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
ε∫

0

s2H−3

s∫
0

u
3
2−H(s− u)

1
2−Hα(u) dBH

u ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

t∫
ε

s2H−3
[
K1s

3
2−Hε

1
2 + 3K1s

1
2ε

3
2−H
]
ds+ 4K1

ε∫
0

s2H−3s2−H ds =

=
K1

H − 1
2

ε
1
2 (tH−

1
2−εH− 1

2 )+
3K1

|2H − 3
2|

(
ε

3
2−Ht2H− 3

2 − εH
)
+

4K1

H
εH → 0, ε→ 0.

Äëÿ äðóãîãî iíòåãðàëà, âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ (ii)

Ëåìè 2.2 ç [39], âèêîíà¹ìî àíàëîãi÷íå îöiíþâàííÿ:

|M(t)−Mε(t)| ≤

∣∣∣∣∣∣
t−ε∫
0

α(u)u
3
2−H

u+ε∫
u

s2H−3(s− u)
1
2−H ds dBH

u

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
t∫

t−ε

α(u)u
3
2−H

t∫
u

s2H−3(s− u)
1
2−H ds dBH

u

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
t−ε∫
0

α(u)u
3
2−H

ε
u+ε∫
0

s
1
2−H(1− s)

1
2−H ds dBH

u

∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
t∫

t−ε

α(u)u
3
2−H

1−u
t∫

0

s
1
2−H(1− s)

1
2−H ds dBH

u

∣∣∣∣∣∣∣ =: A1(ε) + A2(ε).
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Äàëi çãiäíî iç ñòîõàñòè÷íîþ òåîðåìîþ Ôóáiíi 2.2.1 ìà¹ìî

A1(ε) =

ε
t∫

0

s
1
2−H(1−s)

1
2−H

t−ε∫
0

α(u) dBH
u ds+

1∫
ε
t

s
1
2−H(1−s)

1
2−H

ε 1−s
s∫

0

α(u) dBH
u ds

A2(ε) =

ε
t∫

0

s
1
2−H(1− s)

1
2−H

t(1−s)∫
t−ε

α(u) dBH
u ds.

Òåïåð

|A1(ε)| ≤
K1

2H
t2H− 3

2

(
1− ε

t

) 1
2−H

ε
3
2−H +

K1

2H
εH

1∫
ε
t

(1− s)
1
2s

1
2−2H ds ≤

≤ K1

2H
t2H− 3

2

(
1− ε

t

) 1
2−H

ε
3
2−H +

K1

2H
t

1
2εH− 1

2B

(
3

2
, 2− 2H

)
→ 0, ε→ 0.

|A2(ε)| ≤
K1

2H

ε
t∫

0

s
1
2−H(1− s)

1
2−H(ε− ts)H ds ≤

≤ K1

2H
tH
(
1− ε

t

) 1
2−H

ε
t∫

0

s
1
2−H

(ε
t
− s
)H

ds ≤

≤ K1

2H
tH−

3
2

(
1− ε

t

) 1
2−H

ε
3
2B

(
H + 1,

3

2
−H

)
→ 0, ε→ 0.

Iç öèõ îöiíîê i ðiâíîñòi Nε(t) = Mε(t) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü N(t) = M(t), à
ç íå¨ i òâåðäæåííÿ ëåìè.
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2.4. Çàìiíà ìiðè äëÿ íàïiâëiíiéíèõ ÑÄÐ, ùî
ïðåäñòàâëÿþòü �÷èñòó äðîáîâó� ìîäåëü öiíè àê-
öi¨

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (2.1) i áóäåìî ââàæàòè, ùî t0 = 0, ôóíêöiÿ b(t, x)
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 2.1.1 ïàðàãðàôà 2.1 i ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà
ÿê b(t, x) = e(t, x)x, äå e ∈ C2(R+×R). Äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ:
B = B(H+1/2, 3/2−H), B(·, ·) - áåòà ôóíêöiÿ, B1 = B(H−1/2, 3/2−H),

C1 = (2HB)−1, CH =
(

2H Γ(3/2−H)
Γ(H+1/2) Γ(2−2H)

)1/2
, C2 = CH

2H(2−2H)1/2 , C0 = C1

C2
,

K(t, s) = C1s
1/2−H(t− s)1/2−HI{s ∈ (0, t)}.

Äîâåäåìî äîïîìiæíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé âèêîðèñòà¹ìî äàëi äëÿ çàìiíè
ìiðè â ðiâíÿííi (2.1).

Ïîçíà÷èìî µ(u) := r−e(u,Xu)
c , r ∈ R.

Ëåìà 2.4.1. Íåõàé ôóíêöiÿ e(t, x) çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

1) ∀T > 0 ∃CT > 0, ∀u ≤ T, ∀x ∈ R

|e(u, x)| ≤ CT (1 + |x|), |e′t(u, x)| ≤ CT (1 + |x|),

|e′x(u, x)| ≤ CT (1 + |x|), |e′′xx(u, x)| ≤ CT (1 + |x|);
(2.14)

2)

∀T > 0 ∃LT > 0 ∀t ∈ [0, T ],∀x1, x2 ∈ R

sup
t∈[0,T ]

|e′x(t, x1)− e′x(t, x2)| ≤ LT |x1 − x2|.
(2.15)
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Òîäi

1)
t∫

0
K(t, s)|µ(s)| ds <∞ ì.í.,

2)iñíó¹ ïðåäñòàâëåííÿ
t∫

0
K(t, s)µ(s) ds =

t∫
0
ϕs ds,

äå
t∫

0
|ϕs| ds <∞ ì.í.

(2.16)

Äîâåäåííÿ Î÷åâèäíî,

|I(t)| :=

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

K(t, s)
r − e(s,Xs)

c
ds

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣rcC1t
2−2HB1 −

C1

c

t∫
0

s
1
2−H(t− s)

1
2−He(s,Xs) ds

∣∣∣∣∣∣ <∞.

Çà ôîðìóëîþ Iòî ([56])

e(s,Xs) = e(0, 0)+

s∫
0

e′t(u,Xu) du+

s∫
0

e′x(u,Xu) dXu+
1

2

s∫
0

e′′xx(u,Xu) d[X]u =

= e(0, 0)+

s∫
0

e′t(u,Xu) du+

s∫
0

e′x(u,Xu)e(u,Xu)Xu du+c

s∫
0

e′x(u,Xu)Xu dB
H
u .

Çâiäñè

I(t) = (r − e(0, 0))
C1B1

c
t2−2H − C1

c

t∫
0

s
1
2−H(t− s)

1
2−H

s∫
0

e′t(u,Xu) du ds−

−C1

c

t∫
0

s
1
2−H(t− s)

1
2−H

s∫
0

e′x(u,Xu)e(u,Xu)Xu du ds− C1

t∫
0

s
1
2−H×

×(t− s)
1
2−H

s∫
0

e′x(u,Xu)Xu dB
H
u ds
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Âðàõîâóþ÷è óìîâè ðîñòó (2.14) íà ôóíêöi¨ e, e′t, e′x, e′′xx, ïåðåêîíó¹ìîñÿ,
ùî ôóíêöi¨

s
1
2−H

s∫
0

e′t(u,Xu) du =

s∫
0

u
1
2−He′t(u,Xu) du+

+

(
1

2
−H

) s∫
0

u−
1
2−H

u∫
0

e′t(v,Xv) dv du

i

s
1
2−H

s∫
0

e′x(u,Xu)e(u,Xu)Xu du =

s∫
0

u−
1
2−He′x(u,Xu)e(u,Xu)Xu du+

+

(
1

2
−H

) s∫
0

u−
1
2−H

u∫
0

e′x(v,Xv)e(v,Xv)Xv dv du

íàëåæàòü êëàñîâi AC[0, T ]. À çíà÷èòü, çà ëåìîþ 2.2 ([50]) äëÿ öèõ ôóíê-
öié ì.ñ. (ìàéæå ñêðiçü) çà ìiðîþ Ëåáåãà iñíóþòü äðîáîâi ïîõiäíi ïîðÿäêó
H − 1

2 , òîáòî ïîõiäíi äðîáîâîãî iíòåãðàëà

d

dt

t∫
0

s
1
2−H(t− s)

1
2−H

s∫
0

e′t(u,Xu) du ds =

t∫
0

s
1
2−H(t− s)

1
2−He′t(s,Xs) ds+

+

(
1

2
−H

) t∫
0

s−
1
2−H(t− s)

1
2−H

s∫
0

e′t(u,Xu) du ds (2.17)

i
d

dt

t∫
0

s
1
2−H(t− s)

1
2−H

s∫
0

e′x(u,Xu)e(u,Xu)Xu du ds =

=

t∫
0

s
1
2−H(t− s)

1
2−He′x(s,Xs)e(s,Xs)Xs ds+
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+

(
1

2
−H

) t∫
0

s−
1
2−H(t− s)

1
2−H

s∫
0

e′x(u,Xu)e(u,Xu)Xu du ds. (2.18)

Âðàõîâóþ÷è óìîâó (2.15), ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî ôóíêöiÿ e′x(u,Xu)Xu ãåëü-
äåðîâà ïî u íà [0, T ] ç áóäü-ÿêèì ïîêàçíèêîì β ∈

(1
2 , H

). Çâiäñè, çãiäíî
ç ëåìîþ 2.2.3 öi¹¨ ðîáîòè, ì.í. ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

t∫
0

s
1
2−H(t− s)

1
2−H

s∫
0

e′x(u,Xu)Xu dB
H
u ds =

= t2−2H

t∫
0

s2H−3

s∫
0

u
3
2−H(s− u)

1
2−He′x(u,Xu)Xu dB

H
u ds. (2.19)

Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñòi (2.17)-(2.19), ìîæåìî çíàéòè ôóíêöiþ
ϕt.

d

dt
I(t) = ϕt = (2− 2H)(r − e(0, 0))

C1B1

c
t1−2H−

−C1

c

 t∫
0

s
1
2−H(t− s)

1
2−H (e′t(s,Xs) + e′x(s,Xs)e(s,Xs)Xs) ds+

+

t∫
0

s
1
2−H(t− s)

1
2−H

s∫
0

(e′t(u,Xu) + e′x(u,Xu)e(u,Xu)Xu) du ds

−
−(2− 2H)C1t

1−2H

t∫
0

s2H−3

s∫
0

u
3
2−H(s− u)

1
2−He′x(u,Xu)Xu dB

H
u ds−

−C1t
−1

t∫
0

u
3
2−H(t− u)

1
2−He′x(u,Xu)Xu dB

H
u . (2.20)

Çàóâàæåííÿ 2.4.1. Ç ôîðìóëè (2.20) âèäíî, ùî ôóíêöiÿ ϕs ì.í. íåïåðå-

ðâíà. Òîìó ∀t > 0 ì.í. iñíó¹ iíòåãðàë
t∫

0
s2H−1ϕ2

s ds, à çíà÷èòü, âèïàäêî-
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âèé ïðîöåñ Zt := 1
C2

t∫
0
sH− 1

2ϕs dWs êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë

ç êâàäðàòè÷íîþ õàðàêòåðèñòèêîþ 〈Z〉t = 1
C2

2

t∫
0
s2H−1ϕ2

s ds.

Çàìiíèìî òåïåð ó ðiâíÿííi (2.1) éìîâiðíiñíó ìiðó P íà iíøó � Q, òàêó
ùî QT � PT , äå QT = Q|FT

, âiäíîñíî ÿêî¨ çíîñ áóäå ìàòè âèãëÿä rXt dt,
òîáòî ðiâíÿííÿ (2.1) ñòàíå ëiíiéíèì.

Çàóâàæåííÿ 2.4.2. ßêùî Q òàêà, ùî dQT

dPT
= exp

{
ZT − 1

2〈Z〉T
}
, òî

ïðîöåñ B̂H
t = BH

t −
t∫

0
µ(u) du ¹ ÄÁÐ âiäíîñíî ìiðè Q (äèâèñü òåîðåìó 4

ç [40], òàêîæ [41], [42]).

Òåîðåìà 2.4.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 2.4.1 i, êðiì òîãî,

E exp

{
Zt −

1

2
〈Z〉t

}
= 1.

Òîäi ðiâíÿííÿ (2.1) âiäíîñíî ìiðè Q äîïóñêà¹ íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ

dXt = rXt dt+ cXt dB̂
H
t .

Äîâåäåííÿ Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç ëåìè 2.4.1 i çàóâàæåíü
2.4.1 � 2.4.2.

2.5. Äðîáîâå ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà òà óìîâè ôiíàíñî-
âî¨ ðiâíîâàãè ðèíêó

Îçíà÷åííÿ 2.5.1. Ôiíàíñîâèé ðèíîê îñíîâíèõ öiííèõ ïàïåðiâ, öiíà àê-

öié ÿêîãî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (2.1), ïåðåáóâà¹ ó ôiíàíñîâié ðiâíîâàçi

íà [0, T ], ÿêùî ÿäðî ϕtt
H−1/2 i âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi dQ

dP

∣∣
Ft

¹ ôóíêöiÿìè âiä t i Wt, i íå çàëåæàòü âiä òðà¹êòîði¨ Ws, s < t.
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Öå îçíà÷åííÿ óçàãàëüíþ¹ çâè÷àéíå îçíà÷åííÿ ôiíàíñîâî¨ ðiâíîâàãè
([34], [57]), ó ÿêîìó âèìàãà¹òüñÿ òðà¹êòîðíà íåçàëåæíiñòü dQ

dP

∣∣
Ft
âiäWs, s <

t, à ÿäðî ïðîñòî äîðiâíþ¹ e(t,Wt).

Ôiíàíñîâèé ðèíîê, öiíà àêöié ÿêîãî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (2.1), äî-
ïóñêà¹ àðáiòðàæ, àëå öåé ðèíîê ìîæå ïåðåáóâàòè ó ôiíàíñîâié ðiâíîâàçi.
Îçíà÷åííÿ 2.5.2. Êàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f(t, x) çàäîâîëüíÿ¹ äðîáîâå ðiâ-

íÿííÿ Áþðãåðñà ç ïîêàçíèêîì H, ÿêùî ôóíêöiÿ g(t, x) := tH−1/2f(t, x)

çàäîâîëüíÿ¹ çâè÷àéíå ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà

−g(s, x)g′2(s, x) = g′1(s, x) +
1

2
g′′22(s, x)

Î÷åâèäíî, äðîáîâå ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà ìà¹ âèãëÿä

−sH−1/2p(s, x)p′2(s, x) = (H−1/2)s−1p(s, x)+p′1(s, x)+
1

2
p′′22(s, x), s > 0, x ∈ R

Òåîðåìà 2.5.1. Íåõàé ôiíàíñîâèé ðèíîê ïåðåáóâà¹ ó ôiíàíñîâié ðiâ-

íîâàçi, ïðè÷îìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè (2.14)�(2.16). Òîäi ϕt çàäîâîëüíÿ¹

äðîáîâå ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé
t∫

0

ϕss
H−1/2 dWs −

1

2

t∫
0

ϕ2
ss

2H−1 ds = G(t,Wt),

äå g, G ∈ C2(R+ × R). Òîäi
t∫

0

g(s, Ws) dWs −
1

2

t∫
0

g2(s, Ws) ds = G(t,Wt), t ∈ [0, T ]

Çà ôîðìóëîþ Iòî

G(t,Wt) =

t∫
0

[
G′

1(s,Ws) +
1

2
G′′

22(s,Ws)

]
ds+

t∫
0

G′
2(s,Ws) dWs.
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Çâiäñè

g(s, x) = G′
2(s, x),

−1
2g

2(s, x) = G′
1(s, x) + 1

2G
′′
22(s, x)

(2.21)

Äàëi, g′2(s, x) = G′′
22(s, x),

−1

2
g2(s, x) = G′

1(s, x) +
1

2
g′2(s, x). (2.22)

Äèôåðåíöiþþ÷è (2.21) ïî s i (2.22) ïî x, îòðèìó¹ìî:

g′1(s, x) = G′′
12(s, x)

−g(s, x)g′2(s, x) = G′′
12(s, x) +

1

2
g′′22(s, x)

àáî
−g(s, x)g′2(s, x) = g′1(s, x) +

1

2
g′′22(s, x).

Òåîðåìó äîâåäåíî.
Àíàëîãi÷íà ïðîáëåìà äëÿ çâè÷àéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ç âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì ðîçãëÿíóòà â [34].
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Ðîçäië 3

ÑÄÐ,ÙÎÏÐÅÄÑÒÀÂËßÞÒÜ

�ÌIØÀÍÓÄÐÎÁÎÂÓ�

ÌÎÄÅËÜÖIÍÈÀÊÖI�

Ñåðåä îñíîâíèõ íàóêîâèõ ðîáiò, ïðèñâÿ÷åíèõ ÑÄÐ, ùî ìiñòÿòü äèôåðåí-
öiàëè âiäíîñíî âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó òà ÄÁÐ, ¹, ÿê óæå çãàäóâàëîñü ó
ðîçäiëi 2, ðîáîòà [29], i ðîáîòà [31], â ÿêié ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÑÄÐ ç äèôåðåöià-
ëàìè âiäíîñíî âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó i ÄÁÐ, àëå ó âèïàäêó íàïiâëiíiéíîñòi
òàêèõ ÑÄÐ, ñôîðìóëüîâàíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó íå âèêîíóþòüñÿ.
Òîìó â öüîìó ðîçäiëi (ïàðàãðàô 3.1) ñòàíîâèòü iíòåðåñ äîñëiäæåííÿ óìîâ
iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ãëîáàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó òàêèõ ÑÄÐ, ùî ïðåäñòàâëÿ-
þòü �ìiøàíó äðîáîâó� ìîäåëü öiíè àêöi¨.

Ó ïàðàãðàôi 3.2 çíàéäåíî óìîâè çàìiíè éìîâiðíiñíî¨ ìiðè. Â ïàðà-
ãðàôi 3.3 íàâåäåíi óìîâè ôiíàíñîâî¨ ðiâíîâàãè ðèíêó îñíîâíèõ öiííèõ
ïàïåðiâ, öiíà àêöié ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ �ìiøàíîþ äðîáîâîþ� ìîäåëëþ.
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3.1. Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ÑÄÐ

Ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ â ïîâíîìó éìîâiðíiñ-
íîìó ïðîñòîði ç ôiëüòðàöi¹þ (Ω,F , (Ft)t≥0 ,P

)
 dXt = σ1Xt dWt + σ2Xt dB

H
t + b(t,Xt) dt, t ≥ t0

Xt=t0 = X0 −Ft0 -âèìiðíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà,
(3.1)

äå ôóíêöiÿ
b ∈ C (R+ × R,R) (3.2)

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ ïî x ∈ R ðiâíîìiðíî âiäíîñíî t ∈ [0, T ],

òîáòî ∀T > 0 ∃LT > 0

sup
t∈[0,T ]

|b(t, x1)− b(t, x2)| ≤ LT |x1 − x2|. (3.3)

Îçíà÷åííÿ 3.1.1. Ðîçâ'ÿçêîì äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3.1) áóäåìî

íàçèâàòè ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Xt = X0 + c1

t∫
t0

Xs dWs + c2

t∫
t0

Xs dB
H
s +

t∫
t0

b(s,Xs) ds, t ≥ t0 (3.4)

Iíòåãðàëè
t∫

t0

Xs dWs,
t∫

t0

Xs dB
H
s iñíóþòü, ÿêùî Xs ãåëüäåðîâî íåïåðå-

ðâíà ç ïîêàçíèêîì H ([56]).

Òåîðåìà 3.1.1. Íåõàé ôóíêöiÿ b çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (3.2), (3.3) i óìîâó

ðîñòó

∀T > 0 ∃CT > 0 : |b(t, x)| ≤ CT (1 + |x|). (3.5)
Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.1) íà [0,+∞), òðà¹êòîði¨ ÿêîãî

ç éìîâiðíiñòþ 1 íàëåæàòü êëàñîâi Lipα[0, T ], ∀T > 0, 0 < α < H.
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó äîïîìiæíó ñèñòåìó ðiâíÿíü ó ÷à-
ñòèííèõ ïîõiäíèõ ∂h

∂Zj
(Y, (Z1, Z2)) = σj h(Y, (Z1, Z2)), j = 1, 2

h(Y0, Z0) = X0, Z0 =
(
Wt0, B

H
t0

)
Âîíà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê h(Y, Z) = (Y − Y0 +X0)e

σ1(Z1−Wt0
)+σ2(Z2−BH

t0
), äå Z =

(Z1, Z2), Z1(t) = Wt, Z2(t) = BH
t

Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîêXt ðiâíÿííÿ (3.1) ó âèãëÿäiXt = h(Y (t), Z(t)),

äå Y ∈ C1(R), Y (t0) = Y0 −Ft0-âèìiðíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà.
Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó Iòî äî h(Y (t), Z(t)) îòðèìó¹ìî

dXt =
2∑

i=1

∂h

∂Zi
(Y (t), Z(t)) dZi(t) +

∂h

∂Y
(Y (t), Z(t))Y ′ dt+

+
1

2

2∑
i,j=1

∂2h

∂Zi∂Zj
(Y (t), Z(t)) d [Zi, Zj]t =

=
2∑

i=1

σi h(Y (t), Z(t)) dZi(t) + Y ′(t)
∂h

∂Y
(Y (t), Z(t)) dt+

+
1

2
σ2

1 h(Y (t), Z(t))dt.

Òåïåð ïîðiâíþþ÷è ç ôîðìóëîþ (3.1) äiñòà¹ìî çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå
ðiâíÿííÿ âiäíîñíî Y : Y ′ = (c1(t))

−1b(t, (Y − Y0 +X0) c1(t))− 1
2σ

2
1 (Y − Y0 +X0) =: f(Y, t)

Y (t0) = Y0,

(3.6)
äå c1(t) = eσ1(Z1(t)−Wt0

)+σ2(Z2(t)−BH
t0

). Äàëi ââàæà¹ìî, ùî ω ∈ Ω ôiêñîâàíå.
Ïîêëàäåìî äàëi L1(T ) := max

t∈[0,T ]
(c1(t))

−1 > 0, L2(T ) := max
t∈[0,T ]

c1(t) >

0, D1 := CT L1(T ), D2 = CT + 1
2σ

2
1.

Äàëi äîâåäåííÿ ïðîäîâæó¹òüñÿ, ÿê ó òåîðåìi 2.1.1.
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3.2. Çàìiíà ìiðè äëÿ íàïiâëiíiéíèõ ÑÄÐ, ùî ïðåä-
ñòàâëÿþòü �ìiøàíó äðîáîâó� ìîäåëü öiíè àêöi¨

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (3.1) i áóäåìî ââàæàòè, ùî t0 = 0, ôóíêöiÿ b(t, x)
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (3.2), (3.3), (3.5) i ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ÿê b(t, x) =

e(t, x)x, äå e ∈ C1 (R+ × R) . Äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ: B =

B(H + 1/2, 3/2 −H), B(·, ·) ¹ áåòà-ôóíêöiÿ, B1 = B(H − 1/2, 3/2 −H),

C1 = (2HB)−1, CH =
(

2H Γ(3/2−H)
Γ(H+1/2) Γ(2−2H)

)1/2
, C2 = CH

2H(2−2H)1/2 , C0 = C1

C2
,

K(t, s) = C1s
1/2−H(t− s)1/2−HI{s ∈ (0, t)}, ê(t, x) := e(t, x)t1/2−H .

Íåõàé ôóíêöiÿ ψ çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:
1)

T∫
0
K(t, s)|ψs| ds <∞ ì.í., t ∈ [0, T ],

2) iñíó¹ ïðåäñòàâëåííÿ
T∫

0

K(t, s)ψs ds =

T∫
0

δs ds, T > 0,

(3.7)
ç

T∫
0
|δs| ds <∞ ì.í., t ∈ [0, T ].

3) E
T∫
0
s2H−1δ2

s ds <∞,

4) E exp
{
ZT − 1

2〈Z〉T
}

= 1, t ∈ [0, T ],

äå Zt = 1
C2

t∫
0
sH−1/2δs dWs i 〈Z〉t = 1

C2
2

t∫
0
s2H−1δ2

s ds.

Áóäåìî çàìiíþâàòè ìiðó P íà iíøó éìîâiðíiñíó ìiðó Q, ùî QT � PT ,
äå QT = Q|FT

, òàê ùîá çíîñ e(t,Xt)Xt dt áóâ ðiâíèé íóëþ âiäíîñíî ìiðè
QT . Íåõàé, ñïî÷àòêó, äåÿêà éìîâiðíiñíà ìiðà Q̃ çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi
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ïðèïóùåííÿ
dQ̃T

dPT
= exp


T∫

0

ϕs dWs −
1

2

T∫
0

ϕ2
s ds


i

E

exp


T∫

0

ϕt dWt −
1

2

T∫
0

ϕ2
t dt


 = 1, (3.8)

äå

E
T∫

0

|ϕt|2 dt <∞. (3.9)

Òîäi çà òåîðåìîþ Ãiðñàíîâà Wt −
t∫

0
ϕs ds = Ŵt ¹ âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì

âiäíîñíî ìiðè Q̃T . Òàêîæ, íåõàé ìiðàQ òàêà, ùî dQT

dPT
= exp

{
ZT − 1

2〈Z〉T
}
,

Q � P, òîäi ïðîöåñ B̂H
t = BH

t −
t∫

0
ψs ds ¹ ÄÁÐ âiäíîñíî ìiðè Q (äèâèñü

òåîðåìó 4 ç [40], à òàêîæ [41], [42]). Çâè÷àéíî, ìè çàöiêàâëåíi â ðiâíîñòi
Q̃T = QT = QT , çâiäêè, çîêðåìà âèïëèâà¹,

Zt =

t∫
0

ϕs dWs. (3.10)

Òîìó, ìè õî÷åìî çíàéòè ϕs i ψs òàêèì ÷èíîì, ùîá ñóìàðíèé çíîñ äîðiâ-
íþâàâ

σ1

t∫
0

ϕs ds+ σ2

t∫
0

ψs ds = −
t∫

0

e(s,Xs) ds. (3.11)

Ó òàêîìó ðàçi
t∫

0
e(s,Xs) ds+ σ1

t∫
0
Xs dWs + σ2

t∫
0
Xs dB

H
s = σ1

t∫
0
Xs dŴs +

σ2

t∫
0
Xs dB̂

H
s .

Ç (3.11) îòðèìó¹ìî, ùî

σ1ϕt + σ2ψt = −e(t,Xt), t ∈ [0, T ].
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Äàëi çàñòîñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Àáåëÿ äî íàñòóïíîãî ñïiââiäíîøåííÿ

C1

t∫
0

(t− s)1/2−Hs1/2−Hψs ds =

t∫
0

δs ds = C2

t∫
0

s1/2−Hϕs ds :

C1

t∫
0

(t− u)H−3/2

u∫
0

(u− s)1/2−Hs1/2−Hψs ds du =

= C2

t∫
0

(t− u)H−3/2

u∫
0

s1/2−Hϕs ds du,

àáî
C0B1

t∫
0

s1/2−Hψs ds =

t∫
0

(t− u)H−1/2

H − 1/2
u1/2−Hϕu du.

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè îñòàííþ ðiâíiñòü, äiñòàíåìî

C0B1t
1/2−Hψt =

t∫
0

(t− u)H−3/2u1/2−Hϕu du,

i
σ1ϕt +

tH−1/2

C0B1
σ2

t∫
0

(t− u)H−3/2u1/2−Hϕu du = −e(t,Xt),

íåõàé äàëi t1/2−Hϕt = Θt, òîäi

σ1Θt +
σ2

C0B1

t∫
0

(t− u)H−3/2Θu du = −ê(t,Xt).

Öå ¹ ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà çi ñëàáêîþ îñîáëèâiñòþ, i éîãî ðîçâ'ÿçîê ìà¹
âèãëÿä

Θt = − ê(t,Xt)

σ1
− 1

σ1

t∫
0

∞∑
n=1

ρn (t− s)n(H−1/2)−1

Γ(n(H − 1/2))
ê(s,Xs) ds,

äå ρ = − σ2

σ1C0B1
Γ(H − 1/2).

Îòæå, ìè äîâåëè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 3.2.1. Çà âèêîíàííÿ óìîâ (3.7), (3.8), (3.9) i (3.10) ðiâíÿííÿ

(3.1) íàáóâà¹ âèãëÿäó

dXt = σ1Xt dŴt + σ2Xt dB̂
H
t

âiäíîñíî ìiðè Q.

3.3. Äðîáîâå ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà òà óìîâè ôiíàíñî-
âî¨ ðiâíîâàãè ðèíêó

Îçíà÷åííÿ 3.3.1. Ôiíàíñîâèé ðèíîê îñíîâíèõ öiííèõ ïàïåðiâ, öiíà àê-

öié ÿêîãî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (3.1), ïåðåáóâà¹ ó ôiíàíñîâié ðiâíîâàçi

íà [0, T ], ÿêùî Θtt
H−1/2 i âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi dQ

dP

∣∣
Ft

¹ ôóíêöiÿ-

ìè âiä t i Wt, i íå çàëåæàòü âiä òðà¹êòîði¨ Ws, s < t.

Öå îçíà÷åííÿ óçàãàëüíþ¹ çâè÷àéíå îçíà÷åííÿ ôiíàíñîâî¨ ðiâíîâàãè
([57], [58]), â êîòðîìó âèìàãà¹òüñÿ òðà¹êòîðíà íåçàëåæíiñòü dQ

dP

∣∣
Ft

âiä
Ws, s ≤ t, à ÿäðî ïðîñòî äîðiâíþ¹ e(t,Wt). Çàóâàæèìî, ùî ôiíàí-
ñîâèé ðèíîê, öiíà àêöié ÿêîãî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (3.1), íå äîïóñêà¹
àðáiòðàæ, ÿê öå âèïëèâà¹ ç [58].

Îçíà÷åííÿ 3.3.2. Ôóíêöiÿ Θt, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè îçíà÷åííÿ 3.3.1,

çàäîâîëüíÿ¹ äðîáîâå ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà ç iíäåêñîì H, ÿêùî g(t,Wt) :=

Θtt
H−1/2 çàäîâîëüíÿ¹ çâè÷àéíå ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà

−g(s, x)g′2(s, x) = g′1(s, x) +
1

2
g′′22(s, x)

Òåîðåìà 3.3.1. ßêùî ôiíàíñîâèé ðèíîê ¹ ó ôiíàíñîâié ðiâíîâàçi, òî Θt

çàäîâîëüíÿ¹ äðîáîâå ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà.
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Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

G(t,Wt) :=

t∫
0

Θss
H−1/2 dWs −

1

2

t∫
0

Θ2
ss

2H−1 ds.

Äàëi äîâåäåííÿ òåîðåìè àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.5.1.
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Ðîçäië 4

ÏÎÒÐÀ�ÊÒÎÐÍIÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI

ÂIÍÅÐIÂÑÜÊÈÕ IÍÒÅÃÐÀËIÂ

IÏÐÎÖÅÑIÂÂÎËÜÒÅÐÐÀ,

ÏÎÁÓÄÎÂÀÍÈÕÇÀÄÁÐ,

ÒÀ �ÕÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß

ÂÒÅÎÐI�ÀÐÁIÒÐÀÆÓ

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ïðî óìîâè iñíóâàííÿ òà âiäñóòíîñòi
àðáiòðàæó äëÿ òðüîõ âèäiâ (B, S)�ðèíêó àêöié òà îáëiãàöié. Äëÿ ïåðøîãî
âèäó, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ �äðîáîâîþ� àêöi¹þ, äîâåäåíî âiäñóòíiñòü åêâiâà-
ëåíòíî¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè, i ïîáóäîâàíî ïðèêëàä iíâåñòèöiéíîãî ïîðò-
ôåëÿ, ùî äîïóñêà¹ àðáiòðàæ. Ó âèïàäêàõ äðóãîãî âèäó, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ
�ìîäèôiêîâàíîþ äðîáîâîþ� àêöi¹þ, òà òðåòüîãî âèäó (B, S)�ðèíêó, ÿê
ìîäåëi ç �îäíîðiäíèì� ÿäðîì, äîâåäåíî âiäñóòíiñòü àðáiòðàæó.
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4.1. Âiäñóòíiñòü ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè ó âèïàäêó �÷è-
ñòî¨ äðîáîâî¨� àêöi¨

Ðîçãëÿíåìî (B,S)-ðèíîê îñíîâíèõ öiííèõ ïàïåðiâ ç âèïàäêîâèì �÷èñòèì
äðîáîâèì� ïðîöåñîì öiíè àêöi¨ (St, (Ft)t≥0 ,P

):
St = exp (Xt) := exp


t∫

0

ν(s) ds+

t∫
0

µ(s) dBH
s

 (4.1)

òà ïðîöåñîì öiíè îáëiãàöi¨ (Bt, (Ft)t≥0 ,P
): Bt = ert, r ≥ 0, t ≥ 0; äå µ, ν

¹ íåâèïàäêîâi, âèìiðíi ôóíêöi¨.
Äëÿ çðó÷íîñòi, äàëi â ðîáîòi, àêöiþ, öiíà ÿêî¨ âèçíà÷åíà ïðîöåñîì

4.1, áóäåìî íàçèâàòè �÷èñòîþ äðîáîâîþ�, à ïðîöåñ Xt áóäåìî íàçèâàòè
ïîêàçíèêîì öi¹¨ àêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 4.1.1. ([59]) Âèïàäêîâèé ïðîöåñ
(
Zt, (Ft)t≥0 ,P

)
íàçèâà¹òü-

ñÿ ñåìiìàðòèíãàëîì, ÿêùî éîãî ìîæíà ïîäàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

Zt = Mt + At,

äå M - öå ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë, A � ïðîöåñ ëîêàëüíî îáìåæåíî¨ âàðià-

öi¨.

Íåõàé äàëi, ïîçíà÷èìî êâàäðàòè÷íó âàðiàöiþ ïðîöåñó Zt ÷åðåç [Z]t, i
çàóâàæèìî, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå

[Z]t = 0 ⇔

 A = Ac

M = 0
,

äå A = Ac � íåïåðåðâíèé ïðîöåñ.
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ßê âiäîìî ç [43], (B, S)�ðèíîê ¹ áåçàðáiòðàæíèì, êîëè iñíó¹ ìiðà
P∗ ∼ P, âiäíîñíî ÿêî¨ Ut = St

Bt
¹ ìàðòèíãàëîì, à âiäñóòíiñòü åêâiâàëåíòíî¨

ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè íå ¹ äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ iñíóâàííÿ àðáiòðàæó
(B, S)�ðèíêó. Âèâåäåìî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ iñíóâàííÿì ìàðòèíãàëüíî¨
ìiðè i âëàñòèâiñòþ òðà¹êòîðié ïðîöåñó Ut.

Ëåìà 4.1.1. Ìàðòèíãàëüíà ìiðà P∗ iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïðî-

öåñ Xt ¹ ñåìiìàðòèíãàëîì.

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî ç [43], ùî ïðîöåñ Ut = St

Bt
= exp(Xt − rt) ¹

ìàðòèíãàëîì âiäíîñíî äåÿêî¨ ìiðè P∗ (äàëi ñêðiçü P∗� ìàðòèíãàë) òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè UtMt ¹ P�ìàðòèíãàëîì, äå Mt = exp

{
Yt − 1

2〈Y 〉t
},

äå Yt = dP∗
dP

∣∣
Ft
. Îòæå, òîäi Zt := UtMt = exp

{
Xt + Yt − 1

2〈Y 〉t − rt
} ¹

P�ìàðòèíãàë.
Çà ôîðìóëîþ Iòî ìà¹ìî:

Xt + Yt −
1

2
〈Y 〉t − rt = lnZt = lnZ0 +

t∫
0

1

Zs
dZs −

1

2

t∫
0

1

Z2
s

d〈Z〉s;

âðàõîâóþ÷è òå, ùî
t∫

0

1
Zs
dZs ¹ ëîêàëüíèì ìàðòèíãàëîì,

t∫
0

1
Z2

s
d〈Z〉s ¹ ïðî-

öåñîì ëîêàëüíî îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨, îòðèìó¹ìî ñåìiìàðòèíãàëüíiñòü ïðî-
öåñó Xt + Yt − 1

2〈Y 〉t − rt, à îòæå Xt ¹ ñåìiìàðòèíãàë.

Íàñëiäîê 4.1.1. ßêùî ïðîöåñ Xt íå ¹ ñåìiìàðòèíãàëîì, òî åêâiâà-

ëåíòíî¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè äëÿ ïðîöåñó Ut íå iñíó¹.

Òåîðåìà 4.1.1. Íåõàé µ ¹ îáìåæåíà âèìiðíà âiäìiííà âiä íóëÿ íà ìíî-

æèíi äîäàòíüî¨ ëåáåãîâî¨ ìiðè ôóíêöiÿ. Òîäi ïðîöåñ Rt =
t∫

0
µ(s) dBH

s íå

ñåìiìàðòèíãàë.
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Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, Rt íå ¹ íåïåðåðâíèì ïðîöåñîì ëîêàëüíî îá-
ìåæåíî¨ âàðiàöi¨. Òîìó ç Îçíà÷åííÿ 4.1.1 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâåäåííÿ
òåîðåìè äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî êâàäðàòè÷íà âàðiàöiÿ [R]t = 0.

Íåõàé c := sup
s∈(−∞;+∞)

|µ(s)| <∞. ∀n ≥ 1 çàäàìî ïîäië
λ = {0 = t0 < t1 < · · · < tn = t} âiäðiçêà [0, t], t > 0 ç äiàìåòðîì ïîäiëó
|λ|. Òîäi

E

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

(
Rtk+1

−Rtk

)2∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
k=0

E

∣∣∣∣∣∣
tk+1∫
tk

µ(s) dBH
s

∣∣∣∣∣∣
2

≤

≤ c2H(2H − 1)
n−1∑
k=0

tk+1∫
tk

tk+1∫
tk

|s− t|2H−2 ds dt =

= c2H

n−1∑
k=0

tk+1∫
tk

(
|ttk+1

− t|2H−1 − |tk − t|2H−1) dt = c2
n−1∑
k=0

|ttk+1
− tk|2H ≤

≤ c2|λ|2H−1
n−1∑
k=0

|ttk+1
− tk| = c2t|λ|2H−1 → 0, |λ| → 0.

Íàñëiäîê 4.1.2. Ç Ëåìè 4.1.1 òà Òåîðåìè 4.1.1 âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó

äðîáîâî¨ àêöi¨ åêâiâàëåíòíà ìàðòèíãàëüíà ìiðà âiäñóòíÿ.

Äàëi ìè ïîêàæåìî, ùî äëÿ äðîáîâî¨ àêöi¨ (4.1), â ÿêié ν(t) ≡ r, ìîæíà
ïîáóäóâàòè ñàìîôiíàíñîâàíèé ïîðòôåëü π(t), ùî ÿâëÿ¹ ñîáîþ iíâåñòèöiþ
ïåâíîãî êàïiòàëó â àêöi¨ i äîïóñêà¹ àðáiòðàæ äëÿ (B, S)�ðèíêó.

Ïðîöåñ

Gt :=

t∫
0

π(s)(Bs)
−1 [µ(s) dBH

s + (ν(s)− r) ds
]

=

=

t∫
0

π(s)(Bs)
−1µ(s) dBH

s (4.2)
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íàçèâà¹òüñÿ ïðîöåñîì äèñêîíòîâàíîãî äîõîäó. Ç åêîíîìi÷íî¨ òî÷êè çîðó
öå îçíà÷à¹, ùî äîõîä âiä àêöié â ïåðiîä ìiæ s i s+ ds äîðiâíþ¹

(êiëüêiñòü àêöié)(ïðèðiñò àêöi¨) - (ñèëà äîõîäíîñòi îîáëiãàöi¨),
àáî

π(s)

Ss
dSs −

π(s)

Bs
dBs; (4.3)

à äàëi, äèñêîíòóþ÷è îñòàííié âèðàç (4.3) çà äîïîìîãîþ ìíîæíèêà (Bs)
−1

òà iíòåãðóþ÷è âiä 0 äî t, îòðèìà¹ìî (4.2).

Îçíà÷åííÿ 4.1.2. Ïîðòôåëü π íàçèâà¹òüñÿ àðáiòðàæíèì (àáî äîïóñ-

êà¹ àðáiòðàæ), ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1) P {G0 = 0} = 1;

2) P {Gt ≥ 0} = 1, t > 0;

3) P {Gt > 0} > 0, t > 0.

Òåîðåìà 4.1.2. Ïîðòôåëü π(t) = 2St

(
exp

(
t∫

0
µ(s) dBH

s

)
− 1

)
àðáiò-

ðàæíèé.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ñëiä çàóâàæèòè, ùî äëÿ ïðîöåñó
St = exp

(
rt+

t∫
0
µ(s) dBH

s

)
âèêîíó¹òüñÿ

dSt = St

(
r dt+ µ(t) dBH

t

)
, àáî, ùî òå ñàìå, St = 1 + r

t∫
0
Su du +

t∫
0
Su µ(u) dBH

u , çîêðåìà ïðè r = 0 ìà¹ìî

exp

 t∫
0

µ(u) dBH
u

− 1 =

∫ t

0
µ(u) exp

 u∫
0

µ(s) dBH
s

 dBH
u (4.4)
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Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (4.4), îá÷èñëèìî Gt:

Gt =

t∫
0

π(s) (Bs)
−1µ(s) dBH

s =

t∫
0

2 exp

 s∫
0

µ(u) dBH
u + rs

 exp(−rs)×

×

exp

 s∫
0

µ(u) dBH
u

− 1

 µ(s) dBH
s = 2

t∫
0

µ(s) exp

2

s∫
0

µ(u) dBH
u

×
×dBH

s − 2

t∫
0

µ(s) exp

 s∫
0

µ(u) dBH
u

 dBH
s = exp

 t∫
0

2µ(s) dBH
s

− 1−

−2

exp

 t∫
0

µ(s) dBH
s

− 1

 =

exp

 t∫
0

µ(s) dBH
s

− 1

2

.

Çâiäñè âèäíî, ùî Gt çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì 1) - 3) Îçíà÷åííÿ 4.1.2.
Ñàìîôiíàíñîâàíèé ïîðòôåëü, ùî äîïóñêà¹ àðáiòðàæ, áóâ ïîáóäîâàíèé

â ðîáîòi [35] äëÿ îêðåìîãî âèïàäêó �äðîáîâî¨� àêöi¨ µ ≡ 1.

4.2. Óìîâè áåçàðáiòðàæíîñòi ðèíêó ó âèïàäêó ìî-
äåëi öiíè àêöi¨, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ïðîöåñîì Âîëü-
òåððà

Çìîäèôiêó¹ìî àêöiþ (4.1) òàêèì ÷èíîì, ùîá ïåðåòâîðèòè ¨¨ ïîêàçíèê Xt

íà ñåìiìàðòèíãàë.
Íåõàé

Xt =

t∫
0

K(t, s) a(s) ds+

t∫
0

K(t, s) b(s) dBH
s , (4.5)

äå a i b íåâèïàäêîâi, âèìiðíi ôóíêöi¨,

K(t, s) =

 0, s > t,

s
1
2−H(t− s)

1
2−H , 0 < s < t

ÿäðî, ââåäåíå â ðîáîòi [39].
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Áóäåìî øóêàòè a i b òàê, ùîá ïîêàçíèê Xt áóâ ñåìiìàðòèíãàëîì, à
ñàìå ìàâ âèãëÿä

Xt :=

t∫
0

α(s) ds+

t∫
0

β(s) dWs,
(
Ws = B

1
2
s

)
(4.6)

Òåîðåìà 4.2.1. Ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1) Íåõàé ∀B > 0 s
1
2−Ha(s) ∈ AC ([0, B]) , òîäi iñíó¹ ïîõiäíà

d

dt

t∫
0

(t− u)
1
2−H u

1
2−Ha(u) du, t > 0 (4.7)

i iíòåãðàë
t∫

0
(t− u)

1
2−H u

1
2−Ha(u) du ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

t∫
0
α(u) du,

äå α(t) = d
dt

t∫
0

(t− u)
1
2−H u

1
2−Ha(u) du, t > 0.

2) Íåõàé ∀t ∈ R, b(t) = c ≡ const,

òîäi ïðè β(u) = cH cu
1
2−H , äå CH =

(
2H Γ(3/2−H)

Γ(H+1/2) Γ(2−2H)

)1/2
, âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü

t∫
0

(t− s)
1
2−Hs

1
2−Hb(s) dBH

s =

t∫
0

β(s) dWs, t > 0 (4.8)

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé ∀B > 0, s
1
2−Ha(s) ∈ AC ([0, B]).

Öÿ óìîâà íåîáõiäíà i äîñòàòíÿ äëÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Àáå-
ëÿ ([50]):

1

Γ
(3

2 −H
) t∫

0

Γ
(3

2 −H
)
s

1
2−Ha(s)

(t− s)H− 1
2

ds =

t∫
0

α(s) ds, t > 0 (4.9)

i öåé ðîçâ'ÿçîê äîðiâíþ¹ α(t) = d
dt

t∫
0
(t− u)

1
2−Hu

1
2−Ha(u) du, t > 0.
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2) Â öüîìó ïóíêòi äîâåäåííÿ çíàéäåìî óìîâè íà β i b, çà ÿêèõ ìiñöå
ðiâíiñòü

t∫
0

s
1
2−Hb(s) dBH

s =

t∫
0

(t− s)H− 1
2β(s) dWs, t > 0 (4.10)

Ïîêëàäåìî Φ(t) := 1
t
1
2−H b(t)

, t > 0. Îäíî÷àñíî äî îáîõ ÷àñòèí ðiâíîñòi
(4.10) çàñòîñó¹ìî íàñòóïíå ïåðåòâîðåííÿ :

A1 :=

t∫
0

Φ′(s)

 s∫
0

u
1
2−H b(u) dBH

u

 ds =

=

t∫
0

Φ′(s)

 s∫
0

(s− u)H− 1
2 β(u) dWu

 ds =: A2.

Çâiäñè
A1 = Φ(t)

t∫
0
u

1
2−H b(u) dBH

u −BH
t = Φ(t)

t∫
0
(t−u)H− 1

2 β(u) dWu−
t∫

0
z(t, u) dWu

äå ÿäðî z(t, u) =
(
H − 1

2

)
cH u

1
2−H

t∫
u

vH− 1
2 (v − u)H− 3

2 dv áóëî ðîçãëÿíóòî
â [39].

A2 = Φ(t)

t∫
0

(t−u)H− 1
2 β(u) dWu−

(
H − 1

2

) t∫
0

Φ(s)

s∫
0

(s−u)H− 3
2 β(u) dWu ds =

= Φ(t)

t∫
0

(t−u)H− 1
2 β(u) dWu−

(
H − 1

2

) t∫
0

β(u)

t∫
u

(s−u)H− 3
2 Φ(s) ds dWu

À òîìó : (H − 1
2

) t∫
0
β(u)

t∫
u

(s− u)H− 3
2 Φ(s) ds = z(t, u),

òîáòî β(u) = cH b(t)u
1
2−H = cHcu

1
2−H , u > 0.
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4.3. Óìîâè áåçàðáiòðàæíîñòi ðèíêó ó âèïàäêó ìî-
äåëi öiíè àêöi¨ ç �îäíîðiäíèì� ÿäðîì

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ïîêàçíèê Xt ìà¹ âèãëÿä

Xt = V c
h (t) :=

t∫
0

h(t− s) c(s) dWs, t > 0 (4.11)

Â ñèëó ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó ÿäðà h éîãî äîðå÷íî íàçâàòè îäíîðiäíèì.
Ó âèïàäêó c ≡ 1 ïðîöåñ V c

h (t) äîêëàäíî äîñëiäæåíî â [36].
Â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi ñôîðìóëüîâàíi óìîâè ñåìiìàðòèíãàëüíîñòi

ïðîöåñó V c
h (t), ÿêà, çãiäíî ç ïàðàãðàôó 4.1, ¹ äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ

âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó (B, S)�ðèíêó.

Òåîðåìà 4.3.1. 1) Íåõàé h ∈ AC[0, t], t > 0. Òîäi, ÿêùî

t∫
0

(h′(t− u) c(u))
2
du <∞, (4.12)

òî V c
h (t) ñåìiìàðòèíãàë.

2) ßêùî V c
h (t) ñåìiìàðòèíãàë i c íåñïàäíà, òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(4.12).

Äîâåäåííÿ. 1) Çà óìîâîþ h(t) = h(0) +
t∫

0
h′(u) du. Çâiäñè, âèêîðè-

ñòîâóþ÷è ñòîõàñòè÷íó òåîðåìó Ôóáiíi ([60]), ìà¹ìî

V c
h (t) =

t∫
0

h(t−s)c(s) dWs = h(0)

t∫
0

c(s) dWs+

t∫
0

 t−s∫
0

h′(u) du

 c(s) dWs =

= h(0)

t∫
0

c(s) dWs +

t∫
0

t∫
s

h′(v − s)c(s)dv dWs = h(0)

t∫
0

c(s) dWs+
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t∫

0

v∫
0

h′(v − s)c(s)dWs dv = h(0)

t∫
0

c(s) dWs +

t∫
0

V c
h′(v) dv,

òîáòî V c
h (t) � ñåìiìàðòèíãàë.

2) Íåõàé V c
h (t) äîïóñêà¹ ðîçêëàä V c

h (t) = Mt + At, äå M � ëîêàëüíèé
ìàðòèíãàë, A � ïðîöåñ ëîêàëüíî îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨. Òîäi ñïðàâäæóþòüñÿ
íåðiâíîñòi :

∀s ∈ (0, t) E
(

Var
[s,t]

A

)
≥ E |E (V c

h (t)− V c
h (s)| Fs)| ≥

≥ L

 s∫
0

(h(t− u)− h(s− u))2 c2(u) du

 1
2

=

= L

 s∫
0

(h(t− s− u)− h(u))2 c2(s− u) du

 1
2

, L > 0.

Òîìó ñåìiìàðòèíãàëüíó âëàñòèâiñòü ïðîöåñó V c
h (t) ìîæíà çàïèñàòè òàê:

Σ(t) := sup
λ∈Λt

∑
λ

 ti∫
0

(h(ti+1 − ti + u)− h(u))2 c2(ti − u) du


1
2

≤

1

L
E
(

Var
[0,t]

A

)
<∞,

äå Λt− ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ïîäiëiâ âiäðiçêà [0, t]. Òåïåð äëÿ ðiâíî-
ìiðíîãî ïîäiëó λn, n ≥ 1 âiäðiçêà [0, t] ç äiàìåòðîì |λn| = t

n , âðàõîâóþ÷è
ìîíîòîííiñòü c, ìà¹ìî:

∀θ ∈ (0, t) : Σ(t) ≥
n−1∑
i=0

 ti∫
0

(h(ti+1 − ti + u)− h(u))2 c2(ti − u) du


1
2

≥

≥
∑
i:ti>θ

 ti∫
0

(h(ti+1 − ti + u)− h(u))2 c2(ti − u) du


1
2

≥
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≥
[
t− θ

|λn|

] θ∫
0

(h(|λn|+ u)− h(u))2 c2(θ − u) du


1
2

.

Çâiäñè

∞ > lim
|λn|→0

θ∫
0

(
h(|λn|+ u)− h(u)

|λn|

)2

c2(θ−u) du =

θ∫
0

(h′(u) c(θ − u))
2
du =

=

θ∫
0

(h′(θ − u) c(u))
2
du.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöi¨ îòðèìàíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

1. Óïåðøå ñôîðìóëüîâàíî i äîâåäåíî ñòîõàñòè÷íi òåîðåìè Ôóáiíi äëÿ
âiíåðiâñüêèõ iíòåãðàëiâ âiäíîñíî ÄÁÐ i ñòîõàñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ ç
âèïàäêîâèì iíòåãðàíäîì i ÄÁÐ ÿê iíòåãðàòîðîì. Âèêîðèñòîâóþ÷è
öi òåîðåìè, çíàéäåíî:

(a) óìîâè äèôåðåíöiéîâíîñòi äðîáîâîãî iíòåãðàëà
t∫

0
φ(t, s) ds, ÿäðî

ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ âiíåðiâñüêîãî iíòåãðàëà âiä-
íîñíî ÄÁÐ. Íàâåäåíî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ äèôåðåíöiþâàííÿ
òàêèõ äðîáîâèõ iíòåãðàëiâ ïðè çàìiíi ìiðè â ëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ, ùî ìiñòÿòü ÄÁÐ;

(b) óìîâè äèôåðåíöiéîâíîñòi äðîáîâîãî iíòåãðàëà
t∫

0
φ(t, s) ds, ÿäðî

ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ñòîõàñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ ç âè-
ïàäêîâèì iíòåãðàíäîì i ÄÁÐ ÿê iíòåãðàòîðîì. Äàëi, çà äîïîìî-
ãîþ îäåðæàíèõ óìîâ äèôåðåíöiéîâíîñòi çíàéäåíî óìîâè çàìiíè
éìîâiðíiñíî¨ ìiðè äëÿ ÑÄÐ, ÿêi ïðåäñòàâëÿþòü ÷èñòó äðîáîâó
ìîäåëü öiíè àêöi¨. Äëÿ öi¹¨ ÷èñòî¨ äðîáîâî¨ ìîäåëi ðèíêó àêöié
çíàéäåíî óìîâó ôiíàíñîâî¨ ðiâíîâàãè.
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2. Îäåðæàíî íîâi âåðõíi òà íèæíi îöiíêè ìîìåíòiâ ñóïðåìóìiâ iíòå-
ãðàëiâ âèãëÿäó Iτ =

τ∫
0
f(t)dBH

t ÿê äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ, òàê i âè-
ïàäêîâèõ τ . Îöiíêè íà äåòåðìiíîâàíèõ iíòåðâàëàõ îäåðæàíi çà ðà-
õóíîê ãàóññîâîñòi Iτ , íà âèïàäêîâèõ - çàâäÿêè ïðåäñòàâëåííþ ÄÁÐ
çà äîïîìîãîþ òàê çâàíîãî ìàðòèíãàëà Ìîë÷àíà ([37�39]). Öi îöiíêè
iñòîòíî çàëåæàòü âiä âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ f . Ó êiíöi ðîçäiëó íàâå-
äåíî ïðèêëàä îöiíþâàííÿ ìîìåíòiâ ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêèõ ñòîõàñòè÷íèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî ìiñòÿòü ÄÁÐ.

3. Äëÿ ÑÄÐ, ùî ìiñòÿòü äèôåðåíöiàëè âiäíîñíî âiíåðiâñüêîãî ïðîöå-
ñó òà ÄÁÐ, à çíà÷èòü, ïðåäñòàâëÿþòü ìiøàíó äðîáîâó ìîäåëü öiíè
àêöi¨ íà ðèíêó îñíîâíèõ öiííèõ ïàïåðiâ, âïåðøå çíàéäåíî óìîâè iñ-
íóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó; çíàéäåíî óìîâó ôiíàíñîâî¨ ðiâíîâàãè
äëÿ òàêîãî ðèíêó.

4. Äëÿ ÷èñòî¨ äðîáîâî¨ ìîäåëi ðèíêó àêöié äîâåäåíî âiäñóòíiñòü åêâi-
âàëåíòíî¨ ìàðòèíãàëüíî¨ ìiðè, i ïîáóäîâàíî ïðèêëàä iíâåñòèöiéíîãî
ïîðòôåëÿ, ùî äîïóñêà¹ àðáiòðàæ; äëÿ çìîäèôiêîâàíî¨ çà äîïîìîãîþ
ïðîöåñiâ Âîëüòåððà ÷èñòî¨ äðîáîâî¨ ìîäåëi òà ìîäåëi ç �îäíîðiäíèì�
ÿäðîì, çíàéäåíî óìîâè âiäñóòíîñòi àðáiòðàæó.
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