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Prefacio

Ao longo dos ultimos anos diversas aplicagoes da Teoria Ergddica tém sido
feitas para resolver problemas em dreas das mais diversas, desde problemas
em Teoria dos Numeros e Topologia a aplicagoes em Geometria Diferencial e
Probabilidade. Numa outra diregao, a riqueza da motivacao geralmente oriunda
da Fisica, torna a area promissora e transportar resultados e heuristica obtidos
através de experimentos e simulagoes de problemas fisicos para uma linguagem
matematica precisa é uma tarefa ardua e que pode gerar excelentes resultados do
ponto de vista matematico. Apesar da importancia e do apelo de tal disciplina,
os estudantes a nivel de graduagao e mestrado nao dispoem de muitos textos e
cursos elementares sobre o assunto com intengao de promover o primeiro contato
com a disciplina. Em geral, somente em cursos de doutorado o aluno pode tomar
conhecimento dos mecanismos da area.

Este livro foi escrito com o objetivo de ser uma introducéao & Teoria Ergddica
para leitores com conhecimentos equivalentes aos de um estudante do ultimo ano
de graduagao em matematica ou inicio de mestrado. Todo o texto foi focalizado
em dois resultados principais: o Teorema de Recorréncia e o Teorema Ergddico.

Para tornar todo o texto auto-suficiente até mesmo para leitores menos expe-
rientes, introduzimos um capitulo tratando dos principais resultados de Teoria
da Medida utilizados. O leitor mais experiente pode dispensar a leitura deste
capitulo, recorrendo a ele eventualmente quando lhe for necessirio.
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Ao longo do texto, obteremos vérias aplicagoes do Teorema de Recorréncia
e do Teorema Ergddico a alguns exemplos concretos. Em particular, serao
estudados os algoritmos de expansao decimal de um ntimero e expansao em
fragoes continuas. Veremos também os importantes exemplos de fluxos que
preservam volume e fluxos Hamiltonianos. O Capitulo 7 estd especialmente
dedicado ao estudo de duas aplicacoes interessantes e profundas em Teoria dos
Ntmeros, que tratam da existéncia de progressoes aritméticas de comprimento
arbitrario num conjunto dado e da distribuicao de valores de polindmios.

Krerley Oliveira !

IDepartamento de Matematica, Universidade Federal de Alagoas, Campus A. C. Simdes
s/n, 57072-090 Maceid, Brasil. krerley@mat.ufal.br.



Conteudo

0 Elementos de Teoria da Medida

0.1
0.2
0.3
0.4

Espacos mensuraveis . . . . . .. .. ..
Espagos de medida . . . . . . ... ...
Integragao em espacos de medida . . . .
Exercicios . . . ... ... ... ... ..

1 Teorema de Recorréncia de Poincaré

1.1
1.2
1.3
1.4

Versao mensuravel . . . . .. ... ...
Versao topolégica . . . . . .. ... ...
Recorréncia para medidas infinitas . . .
Exercicios . . .. ... ... ... .. ..

2 Exemplos de Medidas Invariantes

21
2.2
2.3
24
2.5

Expansao decimal . . . ... ... ...
Sistemas conservativos . . . . . . .. ..
Deslocamentos (“shifts”) de Bernoulli .
Transformacao de Gauss . . . . . . . ..
Exercicios . . . . .. ... ...

3 Existéncia de Medidas Invariantes

3.1
3.2
3.3
3.4

Alguns exemplos simples . . . . . . . ..
A topologia fraca® no espaco das medidas
Demonstragao do Teorema de Existéncia
Exercicios . . . ... ... ...

4 Teorema Ergddico de Birkhoff

4.1
4.2
4.3

Enunciados e comentarios . . . . .. ..
Demonstragao do teorema ergddico . . .
Exercicios . . . ... .. ... . ...

5 Ergodicidade

5.1
5.2
5.3

Exemplos e aplicagées . . . . . ... ..
Propriedades de medidas ergddicas . . .
Teorema de decomposicao ergddica . . .

vii

13
13
15
16
16

19
20
21
23
24
28

29
29
30
34
36

39
39
41
44



viii CONTEUDO

5.4 Exercicios . . . . . . .. e 56
6 Aplicagoes em Teoria dos Nimeros 59
6.1 Teorema de Szemerédi . . . . ... ... .. .. ... .. ..., 59
6.2 Teoremade Weyl . . . . . ... .. ... L. 65

6.3 Exercicios . . . . . . ... 72



Capitulo 0

Elementos de Teoria da
Medida

Neste capitulo inicial recordamos algumas nogoes e resultados bésicos da Teo-
ria da Medida que sdo uteis para o que segue. As demonstracoes podem ser
encontradas nos livros de Castro [Cas04], Fernandez [Fer02] ou Rudin [Rud87].

0.1 Espacos mensuraveis

Comegamos por introduzir as nocoes de algebra e o-algebra de subconjuntos.
Em seguida definimos espagos mensuraveis e apresentamos uma técnica de
construgao de o-dlgebras. Seja M um conjunto.

Definigao 0.1. Uma dlgebra de subconjuntos de M é uma familia B de subcon-
juntos que contém M e é fechada para as operacoes elementares de conjuntos:

o Ac Bimplica A=M\AehB
e Ac Be Be€ Bimplica AUB € B.

Entdao ANB = (A°UB°)° e A\ B = AN B° também estao em B, quaisquer
que sejam A, B € B. Além disso, por associatividade, a unido e a interseccao
de qualquer nimero finito de elementos de B também estao em B.

Definigao 0.2. Uma algebra diz-se uma o-dlgebra de subconjuntos de M se
também for fechada para uniées enumeraveis:

oo
e A; € Bparaj=1,2,...,n,... implica UAjEB.
j=1

Observagao. B também ¢ fechada para intersecgdes enumerdveis: se A; € B

o0 o0
paraj=1,2,...,n,... entao ﬂAjz(UAj)CEB.

j=1 j=1
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Definicao 0.3. Um espago mensurdvel é uma dupla (M,B) onde M é um
conjunto e B é uma o-algebra de subconjuntos de M. Os elementos de B sdo
chamados conjuntos mensurdveis.

Em seguida apresentamos alguns exemplos de o-dlgebras remetendo para os
exercicios o estudo de outros exemplos.

Exemplo 0.4. Seja M um conjunto qualquer.

1. Denotemos por 2™ a familia de todos os subconjuntos de M. Entao
B = 2M ¢ claramente uma o-algebra.

2. B={0, M} é também uma o-algebra.

Note que se B é uma &lgebra de um conjunto M entdo {}), M} C B C 2™,
Portanto {(), M} é a menor 4lgebra e 2 ¢ a maior dlgebra de um conjunto
M. Considere uma familia ndo-vazia {B; : ¢ € Z} qualquer de o-dlgebras (Z é
um conjunto qualquer, que serve apenas para indexar os elementos da familia).
Entao a interseccao

B=)B8

i€T

é também uma o-dlgebra (veja o Exercicio 0.1). Agora, dado um conjunto
qualquer £ de subconjuntos de M, podemos aplicar esta idéia a familia de todas
as o-algebras que contém £. Note que esta familia é nao vazia, uma vez que
contém a o-algebra 2™, pelo menos. De acordo com a observacio anterior, a
intersecgao de todas estas o-dlgebras é também uma o-dlgebra, e é claro que
contém £. Além disso, do modo que é construida, ela estd contida em todas as
o-algebras que contém £. Portanto é a menor o-algebra que contém &.

Definigao 0.5. A o-dlgebra gerada por uma familia £ de subconjuntos de M é
a menor o-algebra que contém a familia £.

No caso em que M vem munido da estrutura de espago topoldgico, ha uma
escolha natural para £, nomeadamente, o conjunto dos subconjuntos abertos.
Isto nos conduz a nogao de o-dlgebra de Borel.

Definigao 0.6. Seja (M, 7) um espago topoldgico, isto é, M um conjunto e 7
a familia dos subconjuntos abertos de M. Entao a o-dlgebra de Borel de M
é a o-algebra gerada por 7, ou seja, a menor o-algebra que contém todos os
subconjuntos abertos.

0.2 Espacos de medida

Agora introduzimos o conceito de medida e analisamos algumas das suas pro-
priedades fundamentais. Em seguida apresentamos alguns resultados sobre
construgao de medidas. Finalmente, analisamos duas importantes classes de
medidas: medidas de Lebesgue em espacos euclideanos e medidas produto em
espaco de sequéncias.
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Definicao 0.7. Uma medida num espago mensuravel (M, B) é uma fungio
w: B — [0, +o0] que satisfaz:

L pu(0) =0;
2. wUj2, 45) = 3252, 1(Ay) para quaisquer A; € B disjuntos dois-a-dois.

A tripla (M, B, 1) é chamada espago de medida. Quando u(M) = 1 dizemos que
p é uma medida de probabilidade e (M, B, 1) é um espago de probabilidade.

A segunda propriedade na definicdo de medida é chamada a o-aditividade.
Dizemos que uma funcao p: B — [0, 4+00] é finitamente aditiva se:

N N
M(U Aj) = Z:U(A])
j=1 j=1
para qualquer familia finita A;,..., Ay € B de subconjuntos disjuntos dois-a-

dois. Note que toda medida é, automaticamente, finitamente aditiva.

Exemplo 0.8. Seja M um conjunto e consideremos a o-algebra B = 2M . Dado
qualquer p € M, consideremos a fungao dy, : 2M [0, +-00] definida por:

5,(A) = 1 ,sepeA
P “]o ,sepd A

Temos que 6, é uma medida, que é usualmente designada por delta de Dirac no
ponto p.

Em seguida apresentamos um resultado muito 1til na construgao de medidas.

Teorema 0.9 (Extensao). Seja By uma dlgebra de subconjuntos de M e seja
to : Bo — [0,400] uma funcdo finita, finitamente aditiva. Entdo existe uma
dnica fungao finita, finitamente aditiva p : B — [0,400] que é uma extensdo de
to (isto €, p restrita a By coincide com o) a o-dlgebra B gerada por By. Se ug
€ o-aditiva entdo u também o €.

Em geral, ao aplicar este resultado o mais dificil é verificar a o-aditividade.
O critério mais usado para esse efeito é expresso no seguinte resultado. A sua
demonstracao é proposta como Exercicio 0.7.

Teorema 0.10 (o-aditividade). Seja By uma dlgebra e seja pg : By — [0, +00]
uma fungdo finitamente aditiva com po(M) = 1. Suponha que

n
Timpo((7) A7) =0 (1)
j=1
para toda a sequéncia Ay D --- D A; D --- de conjuntos mensurdveis tal que

Nj=, A; = 0. Entdo po ¢ o-aditiva.
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O resultado seguinte nos diz que todo o elemento B da o-algebra gerada por
uma algebra é aproximado por algum elemento By da dlgebra, no sentido em
que a medida da diferenga simétrica BABy = B\ By U By \ B é pequena.

Teorema 0.11 (Aproximacgao). Seja (M, B, 1) um espago de probabilidade e
seja By uma dlgebra que gera a o-dlgebra B. Entdo para todo o € > 0 e todo
B € B existe By € By tal que p(BABy) < e.

0.2.1 Medida de Lebesgue

A medida de Lebesgue corresponde ao que entendemos por volume de sub-
conjuntos de R?. Para construi-la, recorremos ao Teorema de Extensdo 0.9.
Consideremos M = [0, 1] e seja By a familia de todos os subconjuntos da forma
B=1LU---Ulyonde I ,..., Iy sao intervalos disjuntos dois-a-dois. E f4cil ver
que By é uma algebra de subconjuntos de M. Além disso, temos uma fungao
o : Bo — [0, 1] definida nesta dlgebra por

Mo(IlU"'UIN):|Il|+"'+|IN|,

onde |I;| representa o comprimento de I;. Note que po(M) = 1. Além
disso, a o-dlgebra gerada por By coincide com a o-algebra de Borel de M, ji
que todo aberto pode ser escrito como uniao enumeravel de intervalos disjuntos
dois-a-dois. Pelo Teorema 0.9, existe uma unica probabilidade p definida na
o-dlgebra de [0,1] que é uma extensdo de po & o-dlgebra B gerada por By.
Chamamos p de medida de Lebesgue em [0,1]. Mais geralmente, definimos
medida de Lebesgue p no cubo M = [0,1]¢ de qualquer dimensdo d > 1 da
seguinte maneira: chamamos retangulo em M qualquer subconjunto da forma
R =1, x--- x Iq onde os I; sao intervalos, e definimos

no(R) = 1] x - x |1

Em seguida, consideramos a dlgebra By dos subconjuntos de [0,1]¢ da forma
B =R U---URpN, onde Ry,...,Ry sao retangulos disjuntos dois-a-dois, e
definimos

pio(B) = po(R1) + - - po(Rw)

para todo B nessa dlgebra. A medida de Lebesgue em M = [0, 1]? é a extensdo
de po a o-dlgebra gerada por By, que coincide com a o-dlgebra de Borel de
M. Finalmente, definimos a medida de Lebesgue num espaco euclidiano R?
decompondo o espaco em cubos de lado unitario

Rd: U U [ml,m1+1)><"'><[mdamd+1)

miEZL mq€Z

e definindo, para cada subconjunto mensuravel E,

wEY =3 3 (BN my,mi+1) x - x [ma,mg + 1))

miEZL mq€Z



0.2. ESPACOS DE MEDIDA 5

Exemplo 0.12 (Medida de Volume em S'). Considere a aplicagao sobre-
jetora 7 : [0,1] — St definida por:

’)/(t) _ 627r'it .

A medida de Lebesgue em S é a medida p definida por u(A) = m(y~1(A)).
Observe que com esta definigdo, a medida de A é igual a medida de R, (A), onde
R, : S' — S denota a rotacao de angulo a. Na verdade, médulo multiplicacao
por um numero positivo, ¢ é a unica medida que satisfaz essa condi¢do para
todo a.

Exemplo 0.13. Seja ¢ : [0,1] — R uma funcdo continua e positiva. Defina a
medida gy num intervalo [a, b] por:

b
o([a,B]) = / 6(x) do.

Observe que pg ¢ aditiva e com o auxilio dos Teoremas 0.10 e 0.9 podemos
estender pg para toda o-dlgebra dos Borelianos de [0,1]. A medida pg tem
a seguinte propriedade especial: se um conjunto A C [0,1] tem medida de
Lebesgue 0 entéo p4(A) = 0. Essa propriedade nos diz que pg é absolutamente
continua com respeito & medida de Lebesgue. A densidade de ;14 em relagao a
m é igual a ¢. Estudaremos tais medidas com mais detalhes na Secgdo 0.3.2.

Exemplo 0.14. Vamos agora exibir uma medida que, apesar de ser positiva
em qualquer aberto, nao é absolutamente continua com respeito a medida de
Lebesgue. Para isso, considere uma enumeragao {ry, rz, ...} do conjunto Q dos
racionais. Defina p por:
A=Y o
r;€A

Observe que a medida de qualquer aberto da reta é positiva, pois necessaria-
mente A contém algum i, e, apesar disso, u(Q) = 1. Em particular, x4 néo é
absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue.

O exemplo anterior nos motiva a definir o suporte de uma medida:

Definicao 0.15. Seja (M, B, 1) um espago de medida e M um espago topolégico.
O suporte da medida p é o fecho do conjunto de pontos x € M tais que para
qualquer vizinhanga aberta V, contendo z, temos que u(V;) > 0.

Fica como exercicio para o leitor mostrar que o suporte de uma medida é
sempre um conjunto fechado (0.17).
0.2.2 Medida produto no espago das sequéncias

Consideremos os espagos de probabilidade (M;, B;, i), com i € Z. Vamos con-
struir uma probabilidade p no conjunto

M:ﬁMi

i=—00
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das sequéncias bilaterais (x;)$°_ . com x; € M; para cada i. Mais precisa-

mente, a medida p serd definida na o-dlgebra produto B das o-dlgebras B;, que
¢ caracterizada do seguinte modo: dados inteiros m < nm e conjuntos A; € B;
para m < j < n, consideremos

[m; A, A = {(4)icz t x5 € Aj param < j < n}.

Estes subconjuntos de M sdo chamados cilindros. A familia By das unides fini-
tas de cilindros disjuntos dois-a-dois é uma algebra. Por definigao, a o-algebra
produto B é a o-algebra gerada por By. Para construir a medida u procede-
mos do seguinte modo: primeiramente, consideramos a aplicacao 7 definida na
familia dos cilindros por

n

T([m;Ama e 7An]) = H M](AJ)

J=m

Em seguida estendemos 7 a algebra By, estipulando que a imagem de qualquer
unido finita de cilindros disjuntos dois-a-dois é igual & soma das imagens dos
cilindros. Esta extensao estd bem definida e é finitamente aditiva. Entao,
recorrendo aos Teoremas 0.10 e 0.9, obtemos uma medida de probabilidade u
em (M, B) que estende 7.

Definicao 0.16. O espago de probabilidade (M, B, 1) construido acima é de-
signado produto direto dos espagos (M;, B;, ;).

Existe um caso particular importante, que corresponde a situacao onde os
espagos (M;, B;, 11;) s@o todos iguais a um dado (X,C,v), em que X = {1,...,d}
é um conjunto finito e C = 2% é a o-4lgebra de todos os subconjuntos de X.
Neste caso basta considerar apenas cilindros elementares, isto tais que cada A;
consiste de um tunico ponto de X. De fato, todo cilindro é uma unido finita
disjunta de tais cilindros elementares. Obtemos entdo subconjuntos de M da
forma

[ @my ey an) = {(@)2 oo €Mt Ty = Gy oo, Ty = Qn}

onde a; € {1,...,d}. A medida p é designada medida de Bernoulli definida por
v e é caracterizada por u([m; am,-..,an]) = v{am}) - -v{an}).

0.3 Integracao em espacgos de medida

Nesta secao definimos a nogao de integral de uma fungao em relagao a uma me-
dida e apresentamos teoremas fundamentais da Teoria da Medida. Para tanto,
introduziremos algumas classes de fungoes. Ao longo desta segao (M, B, ) serd
sempre um espaco de medida.

Definicao 0.17. Seja B(R) a o-dlgebra de Borel de R. Uma fun¢éo f: M — R
diz-se mensurdvel se f~*(D) € B para todo D € B(R).
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O espaco das fungoes mensuraveis possui diversas propriedades muito uteis.
Vamos enuncia-las como proposicao:

Proposicao 0.18. Sejam f1, fo fungdes mensurdveis e c1,co € R.  FEntao
também sao mensurdveis as sequintes funcgoes:

1. entdo (c1f1+ cafa)(x) = c1f1(x) + cafa(x)
2. (fi- f2)(x) = fi(z) - fo(z)
3. max{fi, fo}(z) = max{fi(x), f2(z)}

Dizemos que uma funcao s : M — R é simples se existem constantes
ai,...,ar € R e conjuntos Ay, ..., A; € B disjuntos dois-a-dois tais que

k
5= E apXa,,
=1

onde X4 ¢é a funcdo caracteristica do conjunto A, isto é, Xa(z) é igual a 1 se
x € A e zero caso contrario. Introduzimos agora a nocao de integral. Para tal
comecamos por definir integral de uma funcao simples.

Definigao 0.19. Seja s uma fungdo simples da forma acima. Entao a integral
de s em relacao a p é dado por:

k
/s dp = ol Ar).

E f4cil verificar que esta definicdo é coerente: se duas combinacoes lineares
de funcoes caracteristicas definem uma mesma funcdo simples, os valores das
integrais obtidos a partir das duas combinagoes coincidem. O préximo passo
é definir integral de uma fungao mensuravel qualquer. Para isso, trataremos
primeiro do caso da fungao ser nao-negativa. Necessitamos do seguinte resul-
tado, que nos diz que qualquer funcdo mensurdvel é o limite de uma sequéncia
de fungoes simples mensuraveis:

Teorema 0.20. Seja f: M — [—00,00] uma fungao mensurdvel. Entao existe
uma sequéncia 81, Sa, ... de fungoes simples mensurdveis tal que

lim si(x) = f(x) para todo o x € M.

k—oo
Se f >0 entao a sequéncia pode ser escolhida de modo que 0 < s1 < 59 < ---.

A demonstracao deste teorema é proposta como Exercicio 0.16. Ele torna
possivel a seguinte
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Definicao 0.21. Seja f : M — [0,00] uma fun¢do mensurdvel ndo-negativa.

Entao
/fd,u: lim /snd,u,

onde s1 < s < ... é uma sequéncia de fungoes simples crescentes para f, isto
é, lim s,(x) = f(z) para todo x € M.
n—oo

E fécil verificar que o valor da integral nao depende da escolha da sequéncia
de fungoes simples, e portanto esta definicao é coerente. Para estender a
definicao de integral a quaisquer fungbes mensuraveis, observemos que dada
uma fungao f : M — R sempre podemos escrever f = f* — f~ onde f*(z) =
max{ f(z),0} e f~(z) = max{—f(z),0} sdo ndo-negativas. Mostra-se também
que fT e f~ sdo mensuréveis se e sé se, f é mensuravel.

Definigao 0.22. Seja f : M — [0, 00] uma fun¢do mensurdvel. Entao

/fdu:/ﬁdu—/f*du,

desde que alguma das integrais do lado direito seja finita.

Definigao 0.23. Dizemos que uma funcao é integrdvel se for mensuravel e tiver
integral finita. Denotamos o conjunto das funcoes integraveis por L*(M, B, i)
ou, mais simplesmente, por L*(M, p).

Dada uma fungao mensuravel f : M — R e um conjunto mensuravel E
definimos a integral de f sobre E por

/E fau= [ £ dn,

onde Xg é a funcao caracteristica do conjunto F.

Exemplo 0.24. Sejam x1,..., 2, € M ep1,...,pp >0comp+---+py = 1.
Consideremos a medida de probabilidade u : 2M — [0, 1] dada por:

n(A) = Z pi-

T, €A

Notemos que p = Z:”:l Ppidz,;, onde J,, é a medida delta de Dirac em z;. Neste
caso temos que se f é uma funcao integravel entao

[ ran= ijf(:mpi.
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0.3.1 Teorema de derivagao de Lebesgue

Comecemos por introduzir a nogao de “quase em toda a parte” em relagao a
uma medida. Dizemos que uma propriedade é valida em u-quase todo ponto
se é valida em todo o M exceto, possivelmente, num conjunto de medida nula.
Por exemplo, dizemos que duas fungées f, g sdo iguais em p-quase todo ponto
se existe um conjunto mensurdvel N com p(N) = 0 tal que f(z) = g(x) para
todo z € M\ N.

Teorema 0.25 (Derivagao de Lebesgue). Seja M = R%, B a o-dlgebra de
Borel e i a medida de Lebesque em R%. Seja f : M — R uma funcgdo localmente
integrdvel, isto ¢, tal que fX € integrdvel para todo compacto K C R%. Entao

. 1 -

em p-quase todo ponto x € R¢. Em particular, em p-quase todo o ponto x € R4
tem-se

. 1 o

Dado um subconjunto mensuravel A de R¢, dizemos que um ponto a € A é
um ponto de densidade de A se este conjunto preenche a maior parte de qualquer
pequena vizinhanca de a, i.e,

B NnA
lim uBlace)n4) 1. (2)
=0 p(B(a,e)
O préximo resultado é uma consequéncia direta do teorema de derivagao de
Lebesgue. No Exercicio 0.13 sugerimos uma demonstracao.

Teorema 0.26. Seja A um subconjunto mensurdvel de RY com medida de

Lebesgue p(A) maior que zero. Entdo u-quase todo ponto a € A € ponto de
densidade de A.

Muitos dos resultados envolvendo fungoes vao se apoiar no chamado “Teo-
rema da Convergéncia Dominada”, que garante que se uma sequéncia de fungoes
convergente é menor que uma fungao integravel, entao o limite das suas integrais
converge e podemos tomar o limite sob o sinal da integral. Mais precisamente:

Teorema 0.27 (Teorema da Convergéncia Dominada). Consideremos
fn: M — R uma sequéncia de fun¢des mensurdveis e g uma funcdao integrdvel
tal que |fn(2)| < lg(z)| para u-quase todo x em M. Se para p-quase todo x € M
a sequéncia f,(x) converge para o valor f(x), entdo a funcao f ¢ integrdvel e
vale:

lim [ f,dp= /fdu.
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0.3.2 Teorema de Radon-Nikodym

Sejam p e v duas medidas num espaco mensurdavel (M, B). Dizemos que v é
absolutamente continua em relagdo a p se p(E) = 0 implica v(E) = 0, qualquer
que seja o conjunto mensuravel. Nesse caso escrevemos v < pu. O Teorema
de Radon—Nikodym afirma que nesse caso a medida v pode ser vista como
o produto de g por alguma fungdo mensurdvel, que é chamada densidade ou
derivada de Radon-Nikodym de v relativamente a .

Teorema 0.28 (Radon-Nikodym). Se pu e v sao medidas finitas tais que
v K | entao existe uma fungdo mensurdvel p : M — [0, +00] tal que v = pu,
ou seja, tal que

v(E) = / pdup  para todo o conjunto mensurdvel E C M.
E

z

Além disso, essa fungdo € essencialmente unica: duas quaisquer coincidem
quase em toda a parte.

0.4 Exercicios

0.1. Seja M um conjunto e, para cada i pertencente a um conjunto de indices
7, seja B; uma o-dlgebra de subconjuntos de M. Mostre que

B=()B
ieT
é uma o-algebra.
0.2. Seja M um conjunto e considere a familia de conjuntos
By ={A C M : A é finito ou A° é finito}.

Mostre que By é uma algebra. Além disso, By é uma o-algebra se e somente se
o conjunto M é finito.

0.3. Seja M um conjunto e considere a seguinte familia de conjuntos
B1 = {A C M : A é finito ou enumerdvel ou A° é finito ou enumeravel}.

Mostre que B; é uma o-algebra. De fato, By é a o-algebra gerada pela dlgebra
By do Exercicio 0.2.

0.4. Seja £ uma familia de subconjuntos de um conjunto M. Mostre que existe
a menor dlgebra By que contém £. Que relagao existe entre By e a o-dlgebra B
gerada por £7

0.5. Seja (M, B, ;1) um espago de medida. Mostre que se Ay,As, ...estdo em B
entao

(@

1(

U 4) <> nl4y).

7j=1
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0.6. Seja B =2M e considere p : 2M — [0, +-00] definido por:

#A , se A é finito
w(A) = L
00 se A é infinito

Mostre que p é uma medida. Esta medida é designada medida de contagem.

0.7. Demonstre o Teorema 0.10. Dica: Dados quaisquer conjuntos disjuntos
dois a dois By, ..., By,... em By tais B = U;’;l Bj; também estd em By, defina
Cj = B1U---U B; para cada j > 1. Verifique que os conjuntos A; = B\ C}
satisfazem a hipétese (1) no Teorema 0.10.

0.8. Seja (M, B) um espago mensuravel.

1. Mostre que se u : B — [0, +0o0] é uma medida entao

o0
u(|J A7) = 1im pu(ay).
. j—o0
7j=1
para qualquer sequéncia crescente A7 C Ay C -+ A, C --- de elementos

de B.

2. Reciprocamente, mostre que se g : B — [0, +00] é uma fun¢ao finitamente
aditiva que satisfaz a condicao do item anterior entao g é o-aditiva.

0.9. Seja (M, B) um espago mensurédvel, onde o conjunto M é ndo-enumeravel
e a o-algebra B é definida como no Exercicio 0.3. Mostre que p : B — [0, +00]
definida por:

(4) = 0 se A é finito ou enumeravel
a ] 1  se A€ é finito ou enumeravel

é uma medida de probabilidade.

0.10. Sejam f e g fungdes mensuraveis. Mostre que f é integravel se e somente
se | f] é integravel e, nesse caso,

‘/j@4§/UWM

Além disso, se f é integrdvel e |f| > |g| entdo g é integravel.

0.11. Seja E um conjunto mensurdvel com u(E) = 0. Mostre que fE fdu=0
para qualquer funcao mensuravel f.

0.12. Mostre que a é um ponto de densidade do conjunto A se e s6 se

BnA
1ir% inf { % : B bola contida em B(a,¢) e contendo a} =1
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0.13. Demonstre o Teorema 0.26.

0.14. Seja x1, x2 € M e p1, P2, q1, g2 > 0 com p; +p2 = g1 + g2 = 1. Considere
as medidas de probabilidade p1 e v dadas por

n(A) = Z bi, v(A) = Z Qis

;€A T, EA

ou seja, = P10z, + P2dz, € V = G160z, + G20z,. Mostre que v < pe p KL v e
calcule as respectivas derivadas de Radon-Nikodym.

0.15. Seja f : M — R. Mostre que se f~1((—o0,c)) € B para todo ¢ € R entdo
f é mensurdvel. Dica: Mostre que a familia C = {A CR: f~}(A4) € B} é uma
o-algebra e contém todos os subconjuntos abertos.

0.16. Prove o Teorema 0.20. Dica: Trate primeiro o caso onde f é ndo-negativa.

0.17. Mostre que o suporte de uma medida é sempre um conjunto fechado.
Conclua que se M é compacto, o suporte de qualquer medida também é com-
pacto.

0.18. Mostre que toda funcao f : R™ — R"™ continua é mensuravel. Dé exemplo
de uma fungao mensuravel que nao é continua em nenhum ponto.

0.19. Seja T : M — M uma funcao mensuravel e v uma medida. Defina
T.w(A) = v(T~'(A)). Mostre que T,v é uma medida.



Capitulo 1

Teorema de Recorréncia de
Poincaré

Entenderemos por sistemas dindmicos as transformacgoes f : M — M em algum
espago métrico ou topolégico M. Heuristicamente, pensamos em f como asso-
ciando a cada estado x € M do sistema o estado f(z) € M em que o sistema
se encontrard uma unidade de tempo depois. Um dos principais objetivos do
estudo dos sistemas dinamicos é descrever o comportamento assintético de um
ponto x segundo agao de f. Entretanto, na maioria dos casos, esse trabalho feito
com total generalidade é tarefa impossivel. E af que entra a Teoria Ergddica,
disciplina que a grosso modo estuda o comportamento assintético para quase
todo ponto x, num sentido que iremos precisar.

Um ponto x € M diz-se recorrente se a sua trajetoria pelo sistema dinamico
f M — M volta arbitrariamente perto de x quando o tempo vai para in-
finito. A dinamica no conjunto dos pontos nao-recorrentes é, em certo sentido,
sempre a mesma, independentemente do sistema dinamico. Por isso, é funda-
mental compreender o conjunto dos pontos recorrentes, ja que ele contém toda
a dinamica interessante do sistema.

O resultado que estudaremos nesta capitulo, enunciado por Poincaré perto
do final do século XIX, afirma que quase todo ponto € recorrente, relativamente
a qualquer medida invariante finita do sistema dindmico. Daremos duas versoes
deste resultado, a primeira numa linguagem mensuravel e a segunda de natureza
mais topoldgica. Também comentaremos que a hipdtese de finitude da medida
nao pode ser omitida.

1.1 Versao mensuravel
Sempre consideraremos medidas p definida na o-dlgebra de Borel do espago M.

Dizemos que p é uma probabilidade se (M) = 1. Na maior parte dos casos
trataremos com medidas finitas, isto é, tais que p(M) < co. Neste caso sempre

13
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podemos transformar g numa probabilidade v: para isso basta definir

u(E)

v(E) = (00 para cada conjunto mensurdvel £ C M.

Em geral, uma medida p diz-se invariante pela transformacao f se
w(E) = u(f~H(E)) para todo conjunto mensurdvel E C M. (1.1)

Heuristicamente, isto significa que a probabilidade de um ponto estar num dado
conjunto e a probabilidade de que a sua imagem esteja nesse conjunto sao iguais.
Note que a defini¢ao (1.1) faz sentido, uma vez que a pré-imagem de um con-
junto mensuravel por uma transformacao mensurdvel ainda é um conjunto men-
suravel.

No caso de fluxos, substituimos (1.1) por

w(E) = u(f~*(E)) para todo mensuravel E C M e todo t € R. (1.2)

Teorema 1.1. Seja f : M — M wuma transformagdo mensurdvel e p uma
medida itnvariante finita. Seja E C M qualquer conjunto mensurdvel com
w(E) > 0. Entdo, p-quase todo ponto x € E tem algum iterado f™(z), n > 1,
que também esta em E.

Em outras palavras, o teorema afirma que quase todo ponto de E regressa
a F no futuro. Antes mesmo de demonstrar este fato, podemos mostrar que ele
implica outro aparentemente mais forte: quase todo ponto de E regressa a E
infinitas vezes:

Corolario 1.2. Nas condi¢oes do Teorema 1.1, para p-quase todo ponto x € E
existem infinitos valores de n > 1 tais que f™(x) estd em E.

Demonstragdo. Para cada k > 1 vamos representar por Ej o conjunto dos
pontos x € F que regressam a F exatamente k vezes: existem exatamente k
valores de n > 1 tais que f"(x) € E. Observe que o conjunto dos pontos que
regressam a E apenas um nuimero finito de vezes é precisamente

Ej .

(@

k=1

Portanto, para provar o coroldrio, basta mostrar que u(Ey) = 0 para todo k > 1.
A demonstracdo sera por contradigao.

Suponhamos que u(Ey) > 0 para algum k& > 1. Entdo, aplicando o Teo-
rema 1.1 com este Fy no lugar de F, obtemos que quase todo ponto x € Fj tem
algum iterado f"(z) que estd em Fj. Fixemos um tal z e denotemos y = f"(x).
Por defini¢ao, y tem exatamente k iterados futuros que estao em E. Como y é
um iterado de x, isso implica que = tem k + 1 iterados futuros em E. Mas isso
contradiz o fato de que x € FEj. Esta contradi¢do prova que Ej tem medida
nula, relativamente a p, e portanto o corolario estd demonstrado. O
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Vamos agora dar a

Demonstracio do Teorema 1.1. Representemos por E° o conjunto dos pontos
x € E que nunca regressam a E. O nosso objetivo é provar que E° tem medida
nula. Para isso, comecamos por afirmar que as suas pré-imagens f~"(E°) sdo
disjuntas duas-a-duas. De fato, suponhamos que existem m > n > 1 tais que
f~™(E) intersecta f~"(E). Seja  um ponto na interseccio e seja y = f"(x).
Entdao y € E° e f™ "(y) = f™(z) € E°, que estd contido em E. Isto quer
dizer que y volta pelo menos uma vez a E, o que contradiz a definicio de E°.
Esta contradicao, prova que as pré-imagens sao disjuntas duas-a-duas, como
afirmamos.
Isto implica que

p(J FmE) = w7 (E)) = > u(E®).
n=0 n=0 n=0

Na tdltima igualdade usamos a hipdtese de que p € invariante, que implica que
pu(f~"(E°)) = u(E®) para todo n > 1. Como supomos que a medida é finita,
a expressao do lado esquerdo é finita. Por outro lado, a direita temos uma
soma de infinitos termos, todos iguais. O tnico jeito desta soma ser finita é

que as parcelas sejam nulas. Portanto, devemos ter u(E®) = 0, tal como foi
afirmado. O

1.2 Versao topoldgica

Dizemos que um ponto x € M é recorrente para uma transformacao f: M — M
se, para toda vizinhanga U de z, existe algum iterado f"(x) que estd em U. A
definigao para fluxos é andloga, apenas nesse caso o tempo n é um nimero real.

Na formulagao topoldgica do teorema de recorréncia supomos que o espago
M admite uma base enumerédvel de abertos, ou seja, um familia enumeravel
{Uk : k € N} de abertos tal que todo aberto de M pode ser escrito como
unido de elementos Uy, dessa familia. Esta hipdtese é satisfeita na maioria dos
exemplos interessantes.

Teorema 1.3. Suponhamos que M admite uma base enumerdvel de abertos.
Seja f : M — M wuma transforma¢ao mensurdvel e p uma medida invariante
finita. Entdo, u-quase todo ponto x € M € recorrente para f.

Demonstragao. Para cada k representamos por U,? o conjunto dos pontos x € Uy,
que nunca regressam a Uy. De acordo com o Teorema 1.1, todo U,g tem medida
nula. Consequentemente, a uniao enumeravel
v=Juy
keN
tem medida nula. Portanto, para demonstrar o teorema sera suficiente que

mostremos que todo ponto z que nao estd em U é recorrente. Isso é ficil, como
vamos ver.
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Seja x € M\ U e seja U uma vizinhanca qualquer de z. A definicio de
base de abertos implica que existe algum k£ € N tal que x € Uy e U, C U.
Como x nao estd em U, também x ¢ U,?. Em outras palavras, = tem algum
iterado f™(z),n > 1 que estd em Ug. Em particular, f"(z) também estd em
U. Como a vizinhanga U é arbitraria, isto prova que x é um ponto recorrente,
como haviamos afirmado. O

1.3 Recorréncia para medidas infinitas

As conclusoes dos Teoremas 1.1 e 1.3 nao sao verdadeiras, em geral, se omitirmos
a hipétese de que a medida p é finita. O exemplo mais simples é o seguinte:

Exemplo 1.4. Seja f: R — R a translagdo de 1 unidade, isto é, f(z) =z + 1
para todo z € R. E facil verificar que f deixa invariante a medida de Lebesgue
em R (que é infinita). Por outro lado nenhum ponto é recorrente para f.

No entanto, é possivel estender estes enunciados para certos casos de medidas
infinitas como, por exemplo, no Exercicio 1.2.

Uma transformagdo f : M — M diz-se invertivel se é uma bijegdo e a sua
inversa é também uma transformagao mensuravel. Uma medida p diz-se o-finita
se existe uma sequéncia crescente de subconjuntos M}, cuja uniao é o espaco M
inteiro e tal que cada p(Mjy) é finito. Neste caso, diremos que um ponto x “vai
para infinito”se, para qualquer k, existe apenas um ndmero finito de iterados
de x que estao em Mj,.

1.4 Exercicios

1.1. Mostre que o seguinte enunciado é equivalente ao Teorema 1.1, isto é,
qualquer um dos dois pode ser deduzido a partir do outro: Seja f: M — M
uma transformagao mensuravel e y uma medida invariante finita. Seja £ C M
qualquer conjunto mensuravel com u(E) > 0. Entao existe N > 1 e um conjunto
D C E com medida positiva, tal que f~(z) € E para todo ponto x € D.

1.2. Suponha que f : M — M é invertivel e que p é uma medida o-finita
invariante por f. Mostre que, dado qualquer conjunto mensuravel £ C M com
u(E) > 0, quase todo ponto x € F ou regressa a E ou “vai para infinito”.

Dica: Considere o conjunto E%* dos pontos z € E que nunca regressam a £
e tém um numero infinito de iterados em My. Comece por mostrar que os seus
iterados f"(E%*) sdo dois-a-dois disjuntos. Usando que u(Mjy,) é finito, deduza
que p(E*?) = 0 para todo k.

1.3. Dadas funcoes f : M — M e 7 : M — N, defina o mapa induzido F por
F(z) = f7®)(z). Mostre que:

1. Se f éinvertivel e u é uma medida f-invariante, entdo p é F-invariante. Dé
exemplo de alguma fungao 7 onde i é f-invariante mas nao é F-invariante.
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2. Se pur é uma medida F' invariante, entdo a medida
(oo}
pr=Y_f(ur | {rs > j})
j=0
é medida f-invariante.
3. Mostre que se 7 é up integrével, entdo a medida ;i acima é finita.

Definigao 1.5. Chama-se L?(1) o espaco das funcoes ' mensuraveis ¢ : St — C
cujo quadrado ¢é integravel:

/IlbIQdu < 00.

E claro que este espaco contém todas as fungoes mensuraveis limitadas e,
em particular, todas as fungoes caracteristicas de conjuntos mensuraveis.

1.4. Definindo o produto interno < ¢,v >= [ ¢¢ du, mostre que L? é um
espago vetorial normado completo (i.e., toda sequéncia de Cauchy converge).

1.5. Mostre que f preserva uma medida p se, e somente se, Uy : L?(u) — L?(p)
definida por Us(¢)(xz) = ¢(f(x)) é uma isometria com respeito a norma que
provém do produto interno definido no exercicio anterior.

1.6. Dé exemplo de transformacdo f preservando uma medida p tal que Uy :
L?(u) — L?(p) ndo seja sobrejetora.

1Quando lidamos com L2(p) sempre identificamos fungdes que diferem apenas num con-
junto de medida nula.
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Capitulo 2

Exemplos de Medidas
Invariantes

Nesta capitulo vamos descrever alguns exemplos simples de medidas invariantes
por transformagoes ou por fluxos. Antes porém, vamos mostrar uma proposicao
caracterizando quando uma medida ¢é invariante:

Proposigao 2.1. Seja f : M — M uma transformagao e p uma medida. Entao
f preserva i se, e somente se, para toda funcao integrdavel ¢ : M — R wvale:

/eﬁdu:/céOfdu.

Demonstra¢do. Assuma que f preserva a medida u. Se ¢ é funcao caracteristica
de algum conjunto, digamos ¢ = x4, é imediato verificar que u(f~(4)) =
[ ¢o fdu,jd que Xf-1(4) = ¢o f. Assim, fica provado que [odu= [¢o fdpu,
quando ¢ é uma fungao caracteristica. Observe que segue diretamente da lin-
earidade da integral que se ¢ é uma fungao simples, entao a igualdade ainda vale.
Finalmente, se ¢ é uma funcao integravel qualquer, pela definicao de integral

onde ¢, é uma sequéncia de funcoes simples crescendo para ¢. Por outro lado,
¢n o f € uma sequéncia de fungoes simples crescendo para ¢ o f. Logo,

[oorau=tm_[onofn.

Como [ ¢ dp = [ ¢, o fdu, tomando o limite em ambos os lados, vem que

/asdu:/asofdu.
19
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A reciproca é imediata, desde que dado um boreliano A, tomando ¢ = x 4, entao

W) = (s ) & [odu= [ oo fdn

2.1 Expansao decimal
O nosso primeiro exemplo é
f:00,1 —[0,1], f(z)= 10z — [10z]
onde [10z] representa o maior inteiro menor ou igual a 10z. Em outras palavras,

f associa a cada x € [0, 1] a parte fraciondria de 10x. O gréfico da transformagcao
f esta descrito na Figura 2.1.

0 2/5 4/5 6/5  8/5 1

Figura 2.1: Transformacao parte fracionaria de 10z

Afirmamos que a medida de Lebesgue i no intervalo é invariante pela trans-
formagao f, isto é, satisfaz a condigdo (1.1). Comecemos por supor que E é um
intervalo. Entdo, como ilustrado na Figura 2.1, a pré-imagem f~!(F) consiste
de dez intervalos, cada um deles dez vezes mais curto do que E. Logo, a medida
de Lebesgue de f~!(E) é igual a medida de Lebesgue de E. Isto mostra que
(1.1) é satisfeita no caso de intervalos. Por outro lado, a familia dos intervalos
gera a o-algebra de Borel de [0,1]. Portanto, para concluir a demonstragao
basta usar o seguinte fato geral (veja o Exercicio 2.1):

Lema 2.2. Seja f: M — M uma transformacao mensurdvel e p uma medida
finita em M. Suponha que existe uma sub-dlgebra geradora T da o-dlgebra de
M tal que p(E) = u(f~Y(E)) para todo E € I. Entdo o mesmo vale para todo
conjunto mensurdvel E, isto €, a medida u € invariante por f.



2.2. SISTEMAS CONSERVATIVOS 21

Agora vamos explicar como, a partir do fato de que a medida de Lebesgue
é invariante pela transformacao f, podemos obter conclusbes interessantes e
nao-triviais usando o teorema de recorréncia de Poincaré.

Comecemos por observar que f tem uma expressao muito simples em termos
de expansoes decimais: se x é dado por

r = 0,apa1a0a3 - - -
com a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, entdo a sua imagem é dada por
f(z) =0,a1a2a3 - .

Com isso, fica muito fécil escrever a expressao do iterado n-ésimo, para qualquer
n>1:
(@) =0,anant1an42 - (2.1)

Agora, seja E o subconjunto dos x € [0, 1] cuja expansdo decimal comega
com o digito 7, ou seja, tais que ag = 7. De acordo com o Corolario 1.2, quase
todo elemento de F tem infinitos iterados que também estdo em E. Levando
em conta a expressao (2.1), isto quer dizer que existem infinitos valores de n
tais que a, = 7. Portanto, provamos que quase todo numero x cuja expansdo
decimal comeca por T tem infinitos digitos iguais a 7!

Claro que no lugar de 7 podemos considerar qualquer outro digito. Além
disso, podemos considerar blocos de digitos mais complicados. Veja os Ex-
ercicios 2.2-2.3.

Mais tarde iremos provar resultados mais fortes: para quase todo nimero
x € [0,1], todo digito aparece com frequéncia 1/10 na sua expansdo decimal.
O enunciado preciso aparecera na Proposigao 5.2, que serd provada a partir do
teorema ergédico de Birkhoff.

2.2 Sistemas conservativos

Seja U um aberto em algum espaco euclidiano R%, d > 1 e seja f : U — U
um difeomorfismo de classe C'. Isto quer dizer que f é uma bijecdo e tanto ele
quanto a sua inversa sao derivaveis com derivada continua.

Representaremos por vol a medida de Lebesgue, ou volume, em R¥. Em
outras palavras,

Vol(B)z/dxl...d:vd e /godvolz/@(xl,...,xd)dml...dmd
B B B

para qualquer conjunto mensuravel B e qualquer fungao integravel .
A férmula de mudanca de variaveis afirma que, para qualquer conjunto men-
surdavel B C U,

vol(f(B)) = /B | det Df|dvol (2.2)

Daqui se deduz facilmente
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Lema 2.3. Um difeomorfismo f : M — M de classe C' deira invariante o
volume se e somente se o valor absoluto |det D f| do seu jacobiano é constante
igual a 1.

Demonstragdo. Suponha primeiro que o valor absoluto do jacobiano é igual 1
em todo ponto. Considere um conjunto mensurdvel E e seja B = f~1(FE). A
férmula (2.2) dé que

vol(E) = /B 1 dvol = vol(B) = vol(f~Y(E)).

Isto significa que f deixa invariante o volume e, portanto, provamos a parte
“se” do enunciado.

Para provar a parte “somente se”, suponha que | det D f| fosse maior que 1 em
algum ponto x. Entao, como o jacobiano é continuo, existiria uma vizinhanca
U de z e algum nimero o > 1 tais que

|det Df(y)| > ¢ paratodo y € U.

Entao a férmula (2.2) aplicada a B = U daria

vol(f(U))Z/UUdvolzavol(U).

Denotando E = f(U), isto implica que vol(E) > vol(f~!(E)) e, portanto, f nio
deixa invariante o volume. Do mesmo modo se mostra que se o valor absoluto
do jacobiano é menor que 1 em algum ponto entao f nao deixa invariante o
volume. O

Os Exercicios 2.4-2.5 estendem este lema para transformagoes nao necessari-
amente invertiveis e também para uma classe mais ampla de medidas. As suas
conclusoes nos serao uteis mais tarde.

Agora vamos considerar o caso de fluxos f!: U — U, t € R. Suporemos que
o fluxo é de classe C'. Claro que o Lema 2.3 se aplica neste contexto: o fluxo
deixa invariante o volume se e somente se

det Df'(z) =1 para todo z € U e todo t € R. (2.3)

Facamos duas observacoes simples antes de prosseguirmos. A primeira é que
segue da definigdo de fluxo que todo f* é invertivel (um difeomorfismo, neste
caso): a sua inversa é f'. A segunda observagio é que o jacobiano de f! é
sempre positivo. Isso é claro quando ¢ = 0 porque, outra vez por defini¢do de
fluxo, f0 é a identidade. Segue que o mesmo é verdade para todo ¢t € R, porque
o jacobiano varia continuamente com t e, como acabamos de ver, nunca se anula.

Embora a resposta que acabamos de dar esteja inteiramente correta, ela nao
é muito tutil na pratica porque em geral nao temos uma expressao explicita para
Jt, e portanto nao é claro como verificar a condigao (2.3). Felizmente, existe
uma expressao razoavelmente explicita para o jacobiano, de que iremos falar em
seguida, que pode ser usada em muitas situagoes interessantes.
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Suponhamos que o fluxo f! corresponde as trajetérias de um campo de
vetores F' : U — U de classe C1, quer dizer f!(z) é o valor no tempo t da
solucao da equacao diferencial

dr

— =F(x 2.4
o F) (24)
(quando tratando de equagoOes diferencidveis sempre suporemos que as suas
solugoes estao definidas para todo tempo). A férmula de Liouville exprime
o jacobiano de f! em termos do divergente div F' do campo de vetores F':

det Df*(x) = exp (/0 div F(f*(z))ds).

Lembre que o divergente de um campo de vetores F' é o traco da sua matriz

jacobiana, isto é
OF OF
divF = — 44+ —.
a 81'1 + + 8xd

Combinando esta férmula com (2.3) obtemos

(2.5)

Lema 2.4. O fluzo f! associado a um campo de vetores F de classe C' deiza
invariante o volume se e somente se o divergente de F' € identicamente nulo.

O Exercicio 2.6 é uma aplicagao deste fato no caso, muito importante, de
fluxos hamiltonianos.

2.3 Deslocamentos (“shifts”) de Bernoulli

Estes sistemas modelam sequéncias de experimentos aleatorios em que o re-
sultado de cada experimento é independente dos demais. Supde-se que em
cada experimento hd um ntumero finito de resultados possiveis, designados por
1,2,...,d, com probabilidades p(1),p(2),...,p(d) de ocorrerem, sendo

p(1) +p(2) + - +p(d) =1.
O conjunto M das sequéncias a = (ay, )nez com cada o, € {1,2,...,d} contém
os possiveis resultados da sequéncia de experimentos. Chamam-se cilindros os
subconjuntos da forma
k. Lag,...,aq) ={aeM:ap=ak,...,00 = a;}
onde k,l € Z, com k <1, e cada a; € {1,2,...,d}. Definimos
p(lk, Gak ... ai]) = plak) - -~ plar) (2.6)

Heuristicamente, isto significa que a probabilidade do evento composto

QO =ar € Oyl = ag41 € e o =aq
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é o produto das probabilidades de cada um deles. Isto traduz, precisamente,
que os resultados sucessivos sao independentes entre si.

Consideramos em M a o-algebra B gerada pelos cilindros. A familia By das
unides disjuntas finitas dos cilindros é uma &lgebra (por convencdo, M é um
cilindro e (M) = 1). Estendemos p de modo a que seja finitamente aditiva: se
E € By é a uniao disjunta de cilindros C1, ..., Cy, definimos

w(E) = p(Cr) + -+ + p(Cn).

Verifica-se que esta funcao p é, de fato, o-aditiva em By ; por exemplo, isso pode
ser feito usando o Teorema 0.10. Portanto existe uma tnica probabilidade na
o-dlgebra B gerada por By que é uma extensao de pu, isto é, que coincide com
ela restrita a By. Chamamos essa probabilidade medida de Bernoulli definida
por p(1),p(2),...,p(d) e, para ndo complicar desnecessariamente a notagao, a
representamos também por pu.

No espago M consideramos a transformacao deslocamento (“shift”) & es-
querda,

fM—M f((an)nez) = (@nt1)nez

que corresponde a fazer uma translagdo no tempo. Observe que a medida de
Bernoulli é invariante por essa transformagao. De fato, se E = [k,l;a,...,a]
entdo f~HE) = [k + 1,1+ 1;ax,...,a] e a definicio (2.6) d& que

neste caso. Como a familia dos cilindros gera a o-dlgebra B, isto juntamente
com o Lema 2.2, prova que a medida p é invariante para f.

2.4 Transformacao de Gauss

A transformacao de Gauss G : (0,1] — [0,1] é definida por G(x) = parte
fraciondria de 1/, ou seja,

Gla) = - - H |

x
O gréfico de G pode ser esbocado facilmente, a partir da seguinte observacgao.

o Se z € (1/2,1] entdo 1/x € [1,2) e portanto a sua parte inteira [1/z] é
igual a 1. Isto quer dizer que neste intervalo a transformacao é dada por

G(z) = (1/z) — 1.

e Mais geralmente, se € (1/(k + 1),1/k) para algum k € N entdo a parte
inteira de 1/x é igual a k, e tem-se G(z) = 1/x — k. Veja também a
Figura 2.2.

Note que G nao estd definida no ponto = 0. Além disso, G(1/k) = 0 para
todo k € N e portanto o segundo iterado G?(1/k) ndo estd definido nestes pontos
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0 1/4 1/3

Figura 2.2: Transformagao de Gauss

(e o terceiro iterado nao estd definido nas suas pré-imagens, etc). Isto quer dizer,
a rigor, que G nao é um sistema dinamico segundo a definicdo que demos antes.
No entanto, isto nao coloca nenhum problema para o que pretendemos fazer. De
fato, todos os iterados estao bem definidos no conjunto dos nimeros irracionais:
basta observar que a imagem de um irracional também ¢é irracional. Isto é
suficiente para os nossos objetivos porque sempre tratamos de propriedade que
valem para quase todo ponto, e o conjunto dos niimeros irracionais tem medida
de Lebesgue total no intervalo.

O que torna esta transformacao interessante do ponto de vista ergddico é que
G admite uma probabilidade invariante que é equivalente a medida de Lebesgue
no intervalo. De fato, considere a medida definida por

c
w(E) = / dx para cada mensurdvel E C [0,1]
onde ¢ é uma constante positiva. Note que a integral estd bem definida, j& que
a fungdo integranda é continua no intervalo [0, 1]. Note também que

gm(E) < u(E) <ce¢m(E) para todo mensurdavel E C [0, 1].

Em particular, p é de fato equivalente & medida de Lebesgue m: as duas medidas
tém os mesmos conjuntos com medida nula.

Proposigao 2.5. A medida p é invariante por G. Além disso, se escolhermos
¢ =1/log2 entao p é uma probabilidade.

Demonstragdo. Vamos usar o critério dado pelo exercicio 2.5: a medida pu é
invariante por G se tivermos

S A —p)  ondeple) = 1o (2.7)
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para todo y. Comece por observar que cada y tem exatamente uma pré-imagem
xy, em cada intervalo (1/(k 4 1),1/k], dada por

G(xk)zi—kzy = mkzﬁ.
Note também que G'(z) = (1/z) = —1/z%. Portanto, (2.7) se reescreve como
Zcxi: e i ! = (2.8)
T4z, l+y —~ (y+k)y+k+1) 14y

k=1 k=1
Para verificar que esta igualdade é realmente satisfeita, observe que

1 1 1
(y+k)y+k+1) y+k y+k+1"

Isto quer dizer que a tltima soma em (2.8) pode ser escrita na forma teles-
cOpica: todos os termos, exceto o primeiro, aparecem duas vezes, com sinais
contrarios, e portanto se cancelam. Logo a soma é igual ao primeiro termo, que
é precisamente o que se afirma em (2.8). Isto prova a invariancia.

Finalmente, usando a primitiva clog(1 + z) da funcdo p(z) vemos que

1
c
]_ = d = 1 2.
p(0.1) = [ e = clog

Logo, escolhendo ¢ = 1/log2 obtemos que p é uma probabilidade. O

A transformacao de Gauss tem um papel muito importante em teoria dos
numeros, devido a sua relagao com o processo de expansao dos nimeros em
fragdo continua. Recordemos do que se trata.

Dado um nimero zg € (0, 1), seja

1 1
a; = [—] e x1 = — — a1 = G(xg).
i) i)

Note que a1 é um nimero natural, z; € [0,1) e tem-se

1

a1+

Tog =

Agora, supondo que x; seja diferente de zero, podemos repetir o processo,
definindo

1 1
as = [—] e xe = — —ag = G(x1).
T T

Entao

T = portanto xg = -1

a1 + x2 a4

az + x2
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Por recorréncia, para cada n > 1 tal que x,,—1 € (0,1) se define

an—[ 1 } e Ty = L —ap =G(xp_1)

Tn—1 Tn—1

e tem-se

o = 1 . (29)
ay + 1
az + ————

Up + Tp

Néo é dificil mostrar (verifique!) que a sequéncia

1

Zn =
ai +
as +

1
1
e —
Gnp

converge para o quando n — oo, e é usual traduzir este fato escrevendo

1

T = (2.10)

a +
a + 1
-+

1
ap + —

que é chamada exzpansdo em fracdo continua de xg.

Note que a sequéncia z, consiste de nimeros racionais. De fato se mostra que
estes sdo os numeros racionais que melhor aproximam o nimero xg, no sentido
de que z, estd mais préoximo de zg do que qualquer outro numero racional
com denominador menor ou igual que o denominador de z,, (escrito em forma
irredutivel). Observe também que para obter (2.10) supusemos que z,, € (0,1)
para todo n € N. Se encontramos algum x,, = 0, 0 processo para nesse momento
e consideramos (2.9) a expansao em fracao continua de . Claro que este tltimo
caso ocorre somente se zy é um nimero racional.

Estas idéias de Teoria Ergddica podem ser usadas para obter conclusoes nao
triviais em Teoria dos Nimeros. Por exemplo (veja o Exercicio 2.7), para quase
todo nimero xy € (1/8,1/7) o nimero 7 aparece infinitas vezes na sua expansao
em fragdo continua, isto é, tem-se a,, = 7 para infinitos valores de n € N.

De fato, mais tarde provaremos um fato muito mais preciso: para quase todo
xo € (0,1) o ntimero 7 aparece com frequéncia

1 64
log —
log 2 63

na sua expansao em fracao continua. Tente intuir desde ja de onde vem este
nimero!
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2.5 Exercicios

2.1. Demonstre o Lema 2.2. Dica: mostre que a familia de todos os conjuntos
E tais que p(E) = u(f~1(F)) é uma o-dlgebra.

2.2. Prove que, para quase todo ntimero z € [0, 1] cuja expanséo decimal contém
o bloco 617 (por exemplo x = 0,3375617264 - - -), esse bloco aparece infinitas
vezes na expansao.

2.3. Prove que o digito 7 aparece infinitas vezes na expansao decimal de quase
todo nimero z € [0,1]. Dica: Comece por mostrar que o conjunto dos niimeros
cuja expansao decimal nunca exibe o digito 7 tem medida nula.

2.4. Suponha que f : U — U é um difeomorfismo local (isto é: o seu jacobiano
¢ nao nulo em todo ponto) de classe C*. Mostre que f deixa invariante o volume
se e somente se

1
=1 tod U.
Z [det DS ()] para todo y €
zef~(y)

2.5. Dada uma fungdo p : U — [0,00), denotamos por p = pvol a medida
definida por u(E) = prdvol. Suponha que f : U — U é um difeomorfismo
local de classe C! e que p é uma funcao continua. Mostre que f deixa invariante
a medida p = pvol se e somente se

X
2 % =p(y) paratodoy € U.
zef~(y)

Em particular, no caso em que f é invertivel, f deixa invariante a medida u se
e somente se p(x) = p(f(z))| det D f|(x) para todo z € U.

2.6. Seja U um aberto de R?? ¢ H : U — R uma funcdo de classe C2. De-
notamos as variaveis em R2¢ por (p1,q1,...,...,pa,qa). O campo de vetores
hamiltoniano associado a H ¢é definido por

o oo
Oq” " 0qa’ Opr’ 7 Opa)’

Verifique que o fluxo definido por F' preserva o volume.

F(P1;~~7PdaQ1;~~an)_<

2.7. Para (Lebesgue) quase todo nimero zo € (1/8,1/7) o nimero 7 aparece
infinitas vezes na sua expansao em fracao continua, isto é, tem-se a,, = 7 para
infinitos valores de n € N.

2.8. Considere a sequéncia 1,2,4,8,...,a, = 2™,.... Mostre que dado um
digitoi € 0,...,9, existe uma quantidade infinita de valores n tal que a,, comeca
com este digito.

2.9. Mostre que se A é uma matriz n X n com coeficientes inteiros, entdo a

transformacao induzida [A] : II" — Pi™ definida por [A](Z) = A(z) preserva a
medida de Lebesgue de I1™.

2.10. Mostre que o deslocamento o definido na Secgao 2.3 é transitivo e que o
conjunto de suas érbitas periddicas é denso.



Capitulo 3

Existéncia de Medidas
Invariantes

Nesta capitulo provaremos o seguinte resultado, que garante a existéncia de
medidas invariantes em grande generalidade:

Teorema 3.1. Seja f : M — M uma transformac¢do continua num espago
métrico compacto. Entdo existe pelo menos uma probabilidade invariante por
f- O mesmo resultado vale para fluzos.

Antes de demonstrarmos este resultado, mencionemos alguns exemplos que
mostram que nenhuma das duas hipdteses, continuidade e compacidade, podem
ser omitidas.

3.1 Alguns exemplos simples

Considere f : (0,1] — (0,1] dada por f(z) = /2. Suponha que f admite
alguma probabilidade invariante (o objetivo é mostrar que isso nao acontece).
Pelo Teorema de Recorréncia 1.3, relativamente a essa probabilidade quase todo
ponto de (0, 1] é recorrente. Mas é imediato que nao existe nenhum ponto recor-
rente: a 6rbita de qualquer x € (0, 1] converge para zero e, em particular, ndo
acumula no ponto inicial z. Isto mostra que f é um exemplo de transformacao
continua num espago nao compacto que nao admite nenhuma medida probabil-
idade invariante.

Modificando um pouco o exemplo, podemos mostrar que o mesmo fenéme-
no pode ocorrer em espagos compactos, se a transformacao nao é continua.
Considere f : [0,1] — [0,1] dada por f(z) = z/2se z # 0 e f(0) = 1. Pela
mesma razdo que antes, nenhum ponto z € (0,1] é recorrente. Portanto, se
existe alguma probabilidade invariante p ela tem dar peso total ao inico ponto
recorrente que é x = 0. Em outras palavras, p precisa ser a medida de Dirac dg
suportada em zero, que é definida por

0(E)=1se0€E e 6(E)=0se0¢E.

29
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Mas a medida §p ndo € invariante por f: tomando E = {0} temos que E tem
medida 1 mas a sua pré-imagem f~1(E) é o conjunto vazio, que tem medida
nula. Portanto, esta transformacgao também nao tem nenhuma probabilidade
invariante.

O nosso terceiro exemplo é de natureza um pouco diferente. Consideremos
f:]0,1] — [0,1] dada por f(x) = x/2. Trata-se de uma transformagao continua
num espago compacto. Logo, pelo teorema que iremos demonstrar, admite
alguma probabilidade invariante. Pelos mesmos argumentos que usamos no
caso anterior, se conclui que de fato hd uma tinica probabilidade invariante, que
¢é a medida de Dirac dy suportada no ponto zero. Note que neste caso &g é de
fato invariante.

Mencionamos este 1ltimo caso para enfatizar as limitacoes do Teorema de
Existéncia (que sdo inerentes a sua grande generalidade): as medidas que ele
garante existirem podem ser bastante triviais; por exemplo, neste caso quando
falamos de “quase todo ponto” estamos nos referindo apenas ao ponto = 0. Por
isso, um objetivo importante é obter resultados mais sofisticados de existéncia
de medidas com propriedades adicionais que as tornem mais interessantes, por
exemplo serem equivalentes & medida de Lebesgue.

3.2 A topologia fraca® no espago das medidas

Nesta se¢do vamos introduzir uma topologia importante no conjunto Mj (M)
das probabilidades borelianas do espaco M, chamada topologia fraca™ , que
serd muito util para provar o Teorema 3.1. A idéia da definicao é a seguinte:
duas medidas estao préximas se dao integrais préximas para muitas fungoes
continuas. Procuremos exprimir esta idéia de modo preciso.

Dada uma medida p € M;(M), um conjunto finito F' = {¢1,...,dn} de
fungoes continuas ¢; : M — R, e um ntmero € > 0, definimos

V(u,F,s)—{neMl(M):‘/gzﬁjdn—/d)jdu‘ < ¢ para todo ¢; € F'}.

Entao a topologia fraca® é definida estipulando que estes conjuntos V(u, F, ¢),
com F e ¢ varidvel, constituem uma base de vizinhangas da medida p. O seguinte
lema deveria ajudar a compreender o significado desta topologia:

Lema 3.2. Uma sequéncia (fin)nen em My(M) converge para uma medida
€ M1(M) na topologia fraca®™ se e somente se

/qﬁdun — /qﬁdu para toda fung¢do continua ¢ : M — R.

Demonstragdo. Para provar a parte “somente se”, considere qualquer fungao
continua ¢ e forme o conjunto F' = {¢}. Como u, — p, temos que dado
qualquer £ > 0 existe uma ordem a partir 7 da qual w, estd na vizinhanca
V(u, F,e). Mas isto significa, precisamente, que

‘/Qﬁdﬂn—/eﬁdu

<e€
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para todo n > fi. Em outras palavras, a sequéncia [ ¢ du,, converge para [ ¢ dpu.

A reciproca afirma que se [ ¢du, converge para [ ¢dpu, para toda fungao
continua, entao dado qualquer F' e ¢ existe uma ordem a partir da qual p, €
V(u, F,e). Para ver isso, escrevemos F' = {¢1,...,¢n}. A hipStese garante que
para cada 1 < j < N existe n; tal que

‘/qud,un—/cﬁd,u‘ < e paratodon > n;.

Tomando 7 = max{#ni, ,...,nN}, temos pu, € V(u, F,e) paran > n. O

Outra proposi¢cao muito 1util que caracteriza a convergéncia de medidas é
dada na:

Proposicao 3.3. Assuma que a sequéncia p, converge para j na topologia
fraca®™ . Entao:

1. limsup pn (K) < p(K) para cada conjunto compacto K C M;

n—oo

2. liminf p, (U) > w(U) para cada conjunto aberto U C M.

n—oo

Em particular, se o bordo de A tem medida zero, temos que lim pu,(A) = p(A).
n—oo

Demonstragio. Seja U um aberto e vamos mostrar o item (b). Tome K um
compacto em U e escolha ¢ :— [0, 1] uma fungdo continua qualquer tal que
ok =1 e dlyc = 0. Por exemplo, basta tomar ¢(x) = d(x,U°)/(d(z, K) +
d(z,U¢)). Entao:

W) < [odn= lim [ 6d, < timint o, ().

Como vale que pu(U) = sup u(K), onde o supremo é tomado sobre todos os
K

compactos K C U provamos o item (b). O item (a) é inteiramente anélogo,
observando que p(K) = inf u(U), onde o infimo é tomado sobre todos os abertos
U contendo K.

|

As principais propriedades desta topologia de que necessitamos estao dadas
no seguinte

Teorema 3.4. My munido da topologia fraca™ € metrizdvel e compacto.

Vamos comecar por demonstrar a metrizabilidade, isto é, que existe uma
distancia d que gera a topologia fraca®™ em M (M). Para isso usamos o resultado
seguinte, cuja prova pode ser encontrada em [Rud87]. Como é usual, denotamos
por C°(M) o espago das fungoes continuas ¢ : M — R, munido da norma da
convergéncia uniforme:

[¢1 — 2|l = sup{|¢1(z) — d2(2)| : z € M}.
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Proposicao 3.5. Se M ¢é um espagco métrico entdo CO(M) tem subconjuntos
enumerdveis densos.

Logo, podemos escolher um subconjunto enumerdvel F = {¢,, : n € N}
denso na bola unitéria do espago C°(M). Feito isso, definimos

=1
d(pr,p2) =Y 5| | ndin — [ dnd
M1, (142 ;2 / 125} / H2

para qualquer par de medidas p; e po.

, (3.1)

Proposigao 3.6. A expressao d estd bem definida, é uma distancia, e gera a
topologia fraca™ em My (M).

Demonstracio. Como as funcdes ¢ estdo na bola unitdria de C°(M), ou seja,
sup |¢| < 1, e as medidas u; sdo probabilidades, o termo geral da soma é limitado
por 227", Isto garante que a série em (3.1) converge.

O tnico passo nao trivial na prova de que d é uma distancia é mostrar que

dlpi, p2) =0 = 1 =ps.

A hipétese d(ur,p2) = 0 significa que [¢;dur = [ ¢, dps para toda ¢; €
F. Agora, dada qualquer ¢ na bola unitéria de C°(M) podemos encontrar
uma sequéncia de elementos de F convergindo uniformemente para ¢. Como
consequéncia, a igualdade continua valendo para ¢:

/¢dM1 :/éf’dm (3.2)

para toda ¢ na bola unitaria de C°(M). Como todo elemento de C°(M) tem
algum multiplo na bola unitdria, isto implica que a igualdade (3.2) é verdadeira
para toda fungdo continua ¢. Isto quer dizer que g1 = p2, como pretendiamos
mostrar.

Para provar que d gera a topologia, devemos mostrar que toda bola B(u, d) =
{n e My(M) : d(u,n) < d} contém alguma vizinhanga V (u, F,€) e reciproca-
mente. Dado § > 0 fixemos N > 1 suficientemente grande para que

(o]
)
27 < -
> 2
n=N
e consideremos F' = {¢1,...,¢n} formado pelos primeiros N elementos do
subconjunto enumeravel denso. Além disso, consideremos ¢ = §/2. Afirmamos

que V(u, F,e) C B(u,d). De fato

VEV(M,F,E):>|/¢ndM—/¢ndV|<E paratodo 1 <n < N
(o]
:>227”|/¢ndu—/¢ndl/|<
n=1
N 00
<D 27ed D 2:27" <,
n=1

n=N+1
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0 que prova a nossa afirmagao.
Reciprocamente, dado F' = {¢1,...,¥n} e € > 0, selecionemos elementos
Dnqs - -+, Ony distintos de F tais que

|én; — 5l < Z para todo 1 < j < N.

Fixemos 6 > 0 suficientemente pequeno para que 2" ¢ < ¢/4 paratodol < j < N.
Afirmamos que B(u,d) C V(p, F, ). De fato

V€B(u,5):>i2”|/¢ndu—/¢ndl/| <4
n=1

:>|/¢njd/1—/¢njdl/|<2”j5 paratodo 1 <j < N
:>|/¢jdu—/¢jdv‘ <2"-75+%<€ forall 1 <n <N,

e isto prova a nossa afirmacao. [l

Resta provar que (M, fraca® ) é um espago compacto. Na demonstracao
vamos utilizar o seguinte resultado classico, que diz que as integrais sao os tinicos
operadores lineares positivos no espago das fungdes continuas. Um operador
linear diz-se positivo se ®(p) > 0 para toda fungdo ¢ positiva em todo ponto.
Uma demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [Rud87].

Teorema 3.7 (Riesz-Markov). Seja ® : C°(M) — R qualquer operador linear
positivo. Entao existe uma unica medida boreliana p em M tal que

D(p) = /gpdu para toda ¢ € CO(M).

Observe que p é uma probabilidade se e somente se ®(1) = 1, j4 que u(M) =

[1du= ®(1).
Vamos entao provar que o espago Mj é compacto para esta topologia. Como
ja sabemos que o espacgo é metrizavel, basta provar

Proposicao 3.8. Toda sequéncia (ur)ren em Mq(M) admite alguma sub-
sequéncia que é convergente na topologia fraca™ .

Demonstragao. Seja F = {¢, : n € N} um subconjunto enumerdvel denso
na bola unitdria de C°(M). Para cada n € N, a sequéncia de ntimeros reais
[ ¢nduy, k € N é limitada por 1. Portanto, para cada n € N existe uma
sequéncia (k7);en tal que

/ On duk}m converge para algum numero ®,, € R quando j — oc.

Além disso, cada sequéncia (k;”'l) jen pode ser escolhida como subsequéncia da

anterior (kJ”) jen. Definamos ¢; = k;j para cada j € N. Por construgao, a menos
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de um numero finito de termos, (¢;) ey é uma subsequéncia de cada uma das
n
(k})jen. Logo

/d)n dMZ. — ®,, paratodon € N.

Daqui se deduz facilmente que
D(p) = 1im/<pdw7. existe, para toda funcio ¢ € CO(M). (3.3)
; .

De fato, suponha primeiro que ¢ estd na bola unitéria de C°(M). Dado qualquer
e > 0 podemos encontrar ¢,, € F tal que ||¢ — ¢,| < e. Entao

|/<pdwj —/%due,.\ <e

para todo j. Como [ ¢, dyie; converge (para ®,), seque que

1imsup/gadugj —limjnf/(pdugj < 2e.
J J ’

Como ¢ é arbitrario, concluimos que lim; [ ¢ dpue, existe. Isto prova (3.3) quando
a funcgdo estd na bola unitaria. O caso geral reduz-se imediatamente a esse,
substituindo ¢ por ¢/||¢||. Assim, completamos a prova de (3.3).

Finalmente, é claro que o operador ® : C°(M) — R definido por (3.3) é
linear e positivo: ®(¢) > minp > 0 para todo funcio ¢ € C%(M) positiva em
todo ponto. Além disso, ®(1) = 1. Logo, pelo Teorema 3.7, existe alguma prob-
abilidade boreliana p em M tal que ®(p) = [ ¢ du para toda funcao continua
©. Agora a igualdade em (3.3) pode ser reescrita

/apzlim/gpdwy para toda ¢ € CO(M).
j

De acordo com o Lema 3.2, isto quer dizer que a subsequéncia (ng )jen converge
para u na topologia fraca® . Isto completa a demonstracao do Teorema 3.4.
O

3.3 Demonstracao do Teorema de Existéncia

Comecemos por introduzir uma notagao tutil. Dado f : M — M e qualquer
medida 7 em M denota-se por f,n e chama-se imagem de n por f a medida
definida por

f*V(E) = V(f_l(E)) para cada conjunto mensurdvel £ C M.

Note que 7 é invariante por f se e somente se f.n = .

Lema 3.9. A aplicagio f. : M1(M) — M (M) € continua relativamente d
topologia fraca™ .
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Demonstragdo. Para mostrarmos o lema acima, basta mostrar que se p, con-
verge para u na topologia fraca® | entao para toda fun¢ao continua ¢ temos
que

Jim odfgn, = [ odrn

De fato, se n uma medida qualquer, afirmamos que

/¢df*n:/¢ofdn.

Com efeito, podemos aproximar ¢ por uma sequéncia de fungoes simples ¢,, com
lonll < [|@]]. Observe que isso implica, em particular, que ||¢, o f|| < |[¢ o f]|.
Observe que se x4 é fungdo caracteristica, entao

[xadtn=ns i) = [xao fan

Por linearidade, a igualdade acima se estende para as fungoes simples ¢,,. Para
finalizar, temos que pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

[odrn=tin [o.dtn=tim [6,05am= [oosan

0 que termina a prova da afirmagao. Para completar a prova do Lema, basta
observar que a funcao ¢ o f também é continua, uma vez que f é continua.
Assim,

Jin [ odpn= tm [o0 fdun [o0sdu= [odrn

como queriamos provar.

O

Voltando a prova do Teorema de Existéncia, considere qualquer probabili-
dade v em M: por exemplo, a medida de Dirac em um ponto qualquer. Forme
a sequéncia de probabilidades

1 n—1
Nn:HZf;ZV (3.4)
=0

onde fﬁ v é a imagem de v pelo iterado f7. Pelo Teorema 3.4, esta sequéncia
tem algum ponto de acumulagdo: existe alguma subsequéncia (n;);en € alguma
probabilidade p € My (M) tais que

neg—1

1 ,
= 1 fr— 1 _— ]
1 hllcn o hin o~ jgzo fiv. (3.5)

Agora ¢ suficiente provar o seguinte
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Lema 3.10. Todo ponto de acumulagdo de uma sequéncia (fin)nen € uma prob-
abilidade invariante por f.

Demonstragao. A partir de (3.5), e usando o Lema 3.9, obtemos que

1 ng—1 4 1 ni—1 ] 1 ng ]
o= fo(im e > flv) =limfu(c= D flv) =lim——D flv.
7=0 7=0 Jj=1
A expressao do lado direito pode ser reescrita como
lim (i ”i—:l flv—v+ ).
k ng =0

1 1
Afirmamos que 1i]£n —v =0 e lim—fv =0. A primeira afirmacao é dbvia,

ng k. ng
e para a segunda basta observar que
1 1 1
—fuv(E)=—v(fT™(F)) < —
P E) = (B < o

para todo conjunto mensuravel £ C F. Deste modo obtemos que

ng—

1
1 .
* :1. _ J =
fen m o jE_O flv=up

e portanto u é invariante por f. O

Isto completa a demonstracao do Teorema de Existéncia 3.1.

Corolario 3.11 (Teorema de Recorréncia de Birkhoff). Se f: M — M ¢
uma transformacdo continua num espag¢o métrico compacto entdo f tem algum
ponto recorrente.

Demonstra¢do. Pelo Teorema 3.1, existe alguma probabilidade f-invariante pu.
Por outro lado, todo espaco métrico compacto admite uma base enumeravel de
abertos (verifique!). Portanto, podemos aplicar o Teorema 1.3, para concluir
que p-quase todo ponto é recorrente. Em particular, o conjunto dos pontos
recorrentes é nao vazio, conforme foi afirmado. O

3.4 Exercicios

3.1. Prove a seguinte generalizacdo do Lema 3.10: Seja f : M — M uma
transformacgao continua num espaco compacto, v uma probabilidade em M e
(I,)n uma sequéncia de intervalos de nimeros naturais tais que #I,, converge
para infinito quando n vai para infinito. Entao qualquer ponto de acumulagao
da sequéncia

1 .
Nn:#l— ZfﬁV

" jel,

¢ uma probabilidade f-invariante.
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3.2. Dizemos que uma sequéncia (un)nen de probabilidades converge pontual-
mente (ou fortemente) para p € My (M)

pn(E) — p(E) para todo conjunto mensurdvel E C M.

1. Mostre que se (un)nen converge pontualmente para p entdo também con-
verge para j na topologia fraca® . Mostre, através de um exemplo, que a
reciproca é falsa.

2. Mostre que (pn)nen converge para u na topologia fraca™ se e somente se
tn(E) — p(E) para todo conjunto mensurdavel E C M cujo bordo OFE
satisfaz u(90F) = 0.

Dica para (2): Dado o mensuravel E e € > 0 encontre fungdes continuas ¢ e
P2 tais que o1 > Xg >y e [prdu— [padp <e.

3.3. Fixe um subconjunto enumerével denso F = {¢,, : n € N} da bola unitaria
de C°(M). Mostre que uma sequéncia (pux ) ren de probabilidades em M converge
na topologia fraca para alguma p € M;(M) se e somente se, para todo n € N,

/an duy, converge para /an dp.

3.4. Seja f1, fa, ..., fn : M — M uma familia finita qualquer de transformagdes
continuas num espago métrico compacto que comutam entre si: fjo f; = fjo f;
para todo ¢ e todo j em {1,2,...,N}. Prove que existe alguma probabilidade
i que é invariante por f; para todo ¢ € {1,2,...,N}.

Definigao 3.12. Dizemos que uma transformacao f : M — M é unicamente
ergddica se admite exatamente uma probabilidade invariante.

Os exercicios a seguir tratam de transformagoes unicamente ergédicas. Esta
terminologia € justificada pelo Exercicio 3.7 abaixo, que afirma que nesse caso a
probabilidade invariante é necessariamente ergédica. No que segue suporemos
que M é um espacgo métrico compacto e f : M — M é continua.

3.5. Seja R, é uma rotagao irracional do circulo. Mostre que R, é unicamente
ergddica.

3.6. Seja f: M — M uma transformagao unicamente ergédica. Mostre que se
¢ :S! — R é uma funcio continua qualquer, entdo:

Ba) = lim &3 (R ()
7=0

n—oo N 4
existe em todo ponto e, de fato, o limite é uniforme. Justifique que ¢ é constante
em todo ponto.

Dica: Verifique que a sequéncia do lado direito é equicontinua e use o teorema
de Ascoli-Arzela.
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3.7. Mostre que f é uma transformacao unicamente ergédica se e somente se

n—1

lim % > e(f(z) = /@du

J=0

para toda fungdo continua ¢ : M — R e todo x € M. Obtenha que, se uma
transformagao ¢ unicamente ergddica entao a sua probabilidade invariante é
ergddica.



Capitulo 4

Teorema Ergdodico de
Birkhoft

O teorema fundamental da Teoria Ergddica afirma que, para qualquer sub-
conjunto mensuravel e para quase todo ponto, existe um tempo médio de per-
manéncia da orbita do ponto nesse conjunto. Este resultado é devido a von
Neumann, que provou um enunciado mais fraco, e sobretudo a Birkhoff, que o
provou na forma definitiva que iremos estudar.

Em muitos casos, esse tempo médio de permanéncia é precisamente igual a
medida do subconjunto, ou seja, érbitas tipicas passam em cada subconjunto um
tempo que é exatamente igual a “importancia”que a probabilidade invariante
atribui ao conjunto. Isto é o que se chama de ergodicidade, uma propriedade
que remonta a Boltzmann, e que estudaremos mais tarde.

4.1 Enunciados e comentarios

Comecemos por explicar o que entendemos por tempo médio de permanéncia
de uma érbita num conjunto. Dado z € M e um conjunto mensuravel £ C M,
vamos tomar um certo nimero (grande) de iterados iniciais da dérbita de x e
vamos considerar a fragao desses iterados que estao em FE:

(B, x) = 1#{j €{0,1,...,n—1}: fi(z) € E}.

n

Observe que isto é o0 mesmo que
1 n—1
ma(B,) = = 3 X (f(2)),
§=0

onde Xg designa a funcdo caracteristica do conjunto F, isto é, Xg(z) = 1 se
x € E e Xg(z) = 0 caso contrario.

39
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Em seguida, fazemos n ir para infinito e chamamos tempo médio de per-
manéncia da 6rbita de x em E o limite destas fracoes:

T(E,x) = nlln;o To(E, x).

Em geral, este limite pode ndo existir. Iremos ver um exemplo desse fato daqui
a pouco. No entanto, o teorema ergddico afirma que, relativamente a qualquer
probabilidade invariante, o limite realmente existe para quase todo ponto:

Teorema 4.1. Seja f : M — M wuma transformag¢do mensurdvel e u uma
probabilidade invariante por f. Dado qualquer conjunto mensurdvel E C M,
o tempo médio de permanéncia T(E,x) existe em p-quase todo ponto x € M.
Além disso,

[ 7(E.5) duta) = ),

Antes de passarmos a demonstracao deste resultado notavel, e a algumas
das suas aplicagoes, vamos fazer alguns comentérios relacionados. O primeiro
deles é que se 7(E, x) existe para um certo ponto z € M entao

T(E, f(z)) = 7(E, z). (4.1)

De fato, por definigao,

H(B, f(@) = lim 53" X(f ()

n—1

= tim - S Xp(F () —  [X(e) — (/" (@)
=0

= 7(E,2)+ lim % [Xe(2) — Xp(f"(x))]

Como a fungdo caracteristica é limitada, o 1ltimo limite é igual a zero. Isto
prova a igualdade (4.1).
O teorema ergodico pode ser enunciado de modo um pouco mais geral:

Teorema 4.2. Seja f : M — M uma transformagdo mensurdvel e p uma
probabilidade invariante por f. Dada qualquer fung¢do integrdvel ¢ : M — R o
limite )

ne

- " ;
P(x) = lim =" o(f7(x))
existe em p-quase todo ponto x € M. Além disso,

[s@uto) = [ o) duto)

Observe que o Teorema 4.1 é o caso particular ¢ = fungao caracteristica Xg
do conjunto E. Este enunciado mais geral pode ser provado usando uma versao
um pouco mais elaborada do argumento da secao 4.2, que nao apresentaremos
aqui.
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4.2 Demonstragao do teorema ergoddico

A estratégia da prova é a seguinte. Seja F C M um conjunto mensurdvel
qualquer. Para cada = € M, definimos

T(E,z) = limsup%#{j €{0,....n—1}: fi(z) € E}
7(E,z) = liminf%#{j €{0,....,n—1}: fi(x) E}
Note que, para todo x € M,
?(E,f(.l?)) = ?(E,J)) € I(Ea f(l‘)) = I(va) (42)

A justificagao é andloga & da relagao (4.1).
O principal passo da demonstracao consiste em mostrar que

T(E,z) = 1(E,x) para u-quase todo ponto x. (4.3)

E claro que 7(E, z) é sempre maior ou igual que 7(F, ). Portanto, para mostrar
(4.3) serd suficiente que provemos

/ (B, ) du(z) < p(E) < / (E, z) dy(z). (4.4)

Vamos provar a primeira desigualdade em (4.4). A segunda segue de um argu-
mento inteiramente andlogo !.

Fixemos qualquer € > 0. Por definigdo de limsup, para cada x € M existem
inteiros t > 1 tais que

%#{je{o,...,t—l}:fj(a:)EE}EF(E,m)—e. (4.5)

Representaremos por ¢(x) o menor inteiro com esta propriedade. Para tornar a
demonstracao mais transparente, consideraremos primeiro o caso particular em
que a funcao z — t(x) é limitada, isto é,

Caso particular: Existe T' € N tal que t(z) < T para todo z € M.

Dado qualquer x € M, definimos uma sequéncia xg, z1, . .., xs de pontos em
M e uma sequéncia tg, t1,...,ts de nimeros naturais, do seguinte modo:

1. Primeiramente, tomamos zg = x.
2. Supondo que z; ja foi definido, tomamos t; = t(x;) e zi1 = [ (x;).

3. Terminamos quando encontramos zs tal que tg+t1 + - +ts—1 +ts > n.

L Alternativamente, a segunda desigualdade pode ser deduzida da primeira, aplicada ao
complementar E¢, observando que u(E) =1 — u(E°) e 7(E,z) = 1 — T(E°, z).
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Note que todo x; ¢é iterado do ponto x: de fato z; = flot+ti-1(x). Apli-
cando (4.2) concluimos que 7(E, z;) = 7(FE, ) para todo . A defini¢do de t(z;)
implica que, dos t; primeiros iterados de x;, pelo menos

(T (B, ) — 2) = ti(F(Ey) — ) (46)
estao em E. Isto vale para cada i =0,1,...,s — 1. Portanto, pelo menos
(to+t1 4+ +ts1)(F(E,2) —¢)

dos n primeiros iterados de z, estdo em E. Além disso, a iltima regra na
definicao das nossas sequéncias implica que

to+tti+ - +ts1>2n—ts>2n—T.

Deste modo, mostramos que pelo menos (n — T)(T(E, z) — ¢) dos n primeiros
iterados de x estao em E. Em outras palavras,

S Xe(F (@) = (0 - T)(F(E.2) - <) (17)
j=0
para todo « € M e todo n > 1. Integrando a relagao (4.7), obtemos que
e (f/ () du(x) > (n = T) [ T(E,z) dpu(z) — (n = T)e.
;} / E w / H €

Todas as parcelas no membro da esquerda sdo iguais a p(E), uma vez que a
probabilidade p é invariante por f. Portanto, esta desigualdade pode ser escrita
como

n(E) > (n=7) [ 7(B.2)du(o) ~ (0~ T)e.

Dividindo os dois termos por n e fazendo n ir para infinito, concluimos que

u(B) > / (B, 2) dulz) — ¢

Como £ > 0 é qualquer, isto implica a primeira desigualdade em (4.4). Isto
termina a demonstragao neste caso.

Caso geral: Vamos indicar as modificagoes que devem ser feitas relativamente
ao caso particular.

Dado € > 0, comegamos por fixar T > 1 suficientemente grande, de modo
que a medida do
B={ye M :t(y) >T}

seja menor que . Em seguida, na definigdo das sequéncias substituimos a regra
2 por



4.2. DEMONSTRACAO DO TEOREMA ERGODICO 43

2a. Se t(z;) < T, tomamos t; = t(x;) e z41 = fbi(x;).
2b. Se t(x;) > T, tomamos t; =1 e x;41 = f(z;).

As regras 1 e 3 permanecem inalteradas. A estimativa referente a (4.6) continua
vélida, para os valores de © aos quais se aplica a regra 2a:

t;—1

> Xe(f (@) = ti(T(E,z) —¢).
=0

E claro que esta desigualdade implica a seguinte:

t;—1 t;—1
> Xe(f(2:) > t(F(Bw) —e) = > Xp(f(2:)). (4.8)
j=0 j=0
A vantagem é que (4.8) € vdlida também para os valores de i aos quais se aplica
a regra 2b. De fato, nesse caso tem-se t; = 1, o membro da esquerda é maior ou

igual que zero e o membro da direita é menor que zero, uma vez que 7(E, x) é
sempre menor ou igual que 1. Isso significa que, no lugar de (4.7), tem-se

n—1 n—1

Y Ae(fi(@) = (n=T)(F(E,x) —¢) = Y Xp(f(x)).

j=0 j=0
Integrando, como fizemos anteriormente, obtemos

n(E) 2 (n = T) [ 7(B.2) du(w) ~ (0~ T)e — nn(B),

Dividindo por n e fazendo n — oo, deduzimos que (lembre que pu(B) < ¢€)

W(E) = [ (B2 dute) = - u(B) > / (B, ) du(z) — 2.

Como ¢ > 0 é arbitréario, segue que

W(E) > / (B, ) du(z).

Isto completa a demonstragao do Teorema 4.1.
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4.3 Exercicios

4.1. Considere a transformagao f : M — M, f(z) = 10z — [10z] introduzida
na secao 2.1. Considere

z = 0,335533335555555533333333333333335 . . ...

Ou seja: a expansao decimal de = consiste de blocos de 3s e 5s, alternados, cada
bloco (exceto o segundo) com duas vezes mais digitos que o anterior. Considere
também F = [0,3, 0,4). Mostre que

3
TQ(E,(E):]., T8 = —, ’7'22k—1(E,£L')—> -,
4 3
enquanto que
1 3 1
T4(E,J))=§, Tlﬁzg, T22k(E,J?)—>§,

e portanto o tempo médio de permanéncia da orbita de x em E nao existe.

4.2. Mostre que, para qualquer fungao integravel ¢, a média temporal ¢ satisfaz
P o f =@ em p-quase todo ponto.



Capitulo 5

Ergodicidade

Uma transformagao f : M — M diz-se ergddica para uma probabilidade invari-
ante p (também dizemos que a medida p é ergddica para f, ou que o sistema
(f, 1) é ergddico) se as médias temporais dadas pelo Teorema de Birkhoff 4.2
coincidem em quase todo ponto com as respectivas médias espaciais:

- 1 n—1 . B
nlggoﬁgso(fj(w)) f/wdu,

para toda fungao p-integravel ¢ : M — R e pu-quase todo = € M.

Na préxima proposicdo vamos reescrever esta condigcao de véarias maneiras
equivalentes, para ajudar a entender o seu significado. Um conjunto mensurédvel
A C M diz-se invariante se f~1(A) = A. Uma funcdo mensurdvel ¢ : M — R
diz-se invariante se o f = ).

Proposicao 5.1. Seja p uma probabilidade invariante de uma transformacao
f: M — M mensurdvel. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. O sistema (f, 1) é ergddico.
2. Para todo subconjunto invariante A tem-se 1(A) =0 ou p(A) = 1.
3. Toda fungao invariante ¥ é constante num conjunto de medida total.

Demonstragao. (1) implica (2): Considere ¢ = X4. Por um lado, a hipdtese
(1) significa que

o) = [ pdu=na)

para quase todo = € M. Por outro lado, como A ¢é invariante, temos que x € A
se e somente se f(x) € A. Isto implica que ¢(f7(z)) = ¢(x) para todo j >0 e
para todo x. Portanto,

¢(z) = p(x) = Xa(x)
para todo z € M. Como a fungao caracteristica s6 toma os valores 0 e 1, estas
duas igualdades implicam que p(A4) =0 ou u(A) = 1, como é afirmado em (2).

45
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(2) implica (3): Seja ¢ uma funcdo invariante qualquer. Entdo, a pré-
imagem ¢~ (I) de qualquer intervalo I C R é um conjunto invariante. Portanto,
pela hipétese (2), essa pré-imagem tem medida zero ou um. Como o intervalo
I é qualquer, isto prova que @ é constante num conjunto com probabilidade p
total.

(3) implica (1): Seja ¢ uma funcdo integravel qualquer. Como vimos no
exercicio 4.2, a média temporal ¢ é uma funcao invariante. Logo, pela hipétese
(3), ¢ é constante em quase todo ponto. Entao, usando o teorema ergédico,

sﬁ(a?)=/s5du=/<pdu

em quase todo ponto. Isto é, o sistema é ergddico. O

5.1 Exemplos e aplicacoes

Nesta secao descrevemos diversos exemplos de sistemas ergddicos.

5.1.1 Expansao decimal

Considere a transformacao f : [0,1] — [0,1], f(z) = 10z — [10z] da secao 2.1.
Afirmamos que f é ergddica para a medida de Lebesgue u. Tendo em vista a
proposigao 5.1, para mostrar isto sé temos que provar que se A é um conjunto
invariante com medida positiva entdo A tem medida total.

Suponhamos entdo que A é invariante e u(A) > 0. O ingrediente principal
é o teorema de derivacao 0.25. No nosso caso, como estamos tratando com
subconjuntos de R, a condigao (2) torna-se

lim inf {M

lim D :I C (a—¢,a+¢) intervalo contendo a} = 1. (5.1)

Fixemos um ponto de densidade a € A qualquer. Consideremos a sequéncia de
intervalos

mE mg +1
TIARSTIA
que contém o ponto a. Como a é um ponto de densidade de A, a propriedade
(5.1) implica que

Ik:( my € Z,k €N,

pl N A)
juen

Observe também que cada f* é uma bijecio afim de I sobre o intervalo (0, 1).
Isso tem a seguinte consequéncia, que é crucial para o nosso argumento:

/J(fk(El)) M(El) (52)

u(fF(E2))  p(E2)

— 1 quando k — oc.
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para quaisquer subconjuntos mensuraveis Ey e Fo de I, . Aplicando este fato a
E, =1, N A e Ey = I obtemos que

p(fFIen ) w(IynA)

n((0,1)  p(ly)

Claro que u((O, 1)) = 1. Além disso, como estamos supondo que A é invariante,
f¥(I N A) estd contido em A. Deste modo obtemos que

p(lx N A)
u(4) > L0 A
(k)
Como a sequéncia do lado direito converge para 1, segue que u(A) = 1, como

queriamos demonstrar. Ficou provado que a transformagao f é ergddica para a
medida de Lebesgue pu.

Em seguida vamos dar uma aplicacao deste fato no contexto da Teoria dos
Numeros. Dizemos que um ntmero € R é balanceado se todo digito aparece
com a mesma frequéncia, 1/10, na sua expansao decimal. E f4cil dar exemplos de
numeros balanceados. Mas em geral é muito dificil decidir se um dado nimero
irracional é balanceado ou nao. Por exemplo, nao é sabido até hoje se o niimero
7 é balanceado.

No entanto, a conclusao da secao anterior nos permite deduzir que quase
todo nimero é balanceado:

Proposicao 5.2. O conjunto dos nimeros x € R nao balanceados tem medida
de Lebesgue nula.

Demonstragao. Como o fato de ser balanceado é independente da parte inteira
do ndmero, sé precisamos mostrar que quase todo x € [0,1] é balanceado.
Considere f : [0,1] — [0, 1] definida por f(z) = 10z — [10z]. Para cada digito
j € {0,1,...,9} considere o intervalo E; = [j/10,(5 + 1)/10). Recorde que
se © = 0,a0a1---agars1--- entdo fF(z) = 0,ararsy---. Portanto, f¥(x) €
E; se e somente se o k-ésimo digito da expansao decimal de x é igual a j.
Consequentemente, o tempo médio de permanéncia 7(E;,z) é exatamente a
frequéncia do digito j na expansao decimal de z. Usando o teorema ergédico e o
fato de que a transformagao é ergédica para a medida de Lebesgue p, concluimos
que para cada j € {0,1,...,9} existe um subconjunto B; de M com u(B;) =1
tal que

1
T(Ej,x) = u(E;) = I Pare todo z € B;.

Entdo B = BoN By N---N By também tem u(B) = 1, e todo nimero x € B é
balanceado. O

5.1.2 Deslocamentos (“shifts”) de Bernoulli

Vamos agora voltar a discussao dos deslocamentos de Bernoulli, introduzidos
na Secgao 2.3 do Capitulo 2. Mostraremos que as medidas de Bernoulli sdo
ergodicas. Para isso, a seguinte propriedade das medidas de Bernoulli vai ser
util :
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Lema 5.3. Se A e B sdo elementos da dlgebra By, isto é, unides finitas de
cilindros disjuntos, entdo tem-se

u(AN f7(B)) = W(A)p(f~™(B)) = p(A)u(B),
para todo m suficientemente grande.

Demonstracdo. Expliquemos porque esta propriedade é verdadeira quando A e
B séo cilindros, A = [k, l;ak,...,a;] € B = [u,v;b,,...,b,]. Para cada m tem-
se f7™(B) = [u+ m,v+ m;by,...,b,]. Escolhendo m suficientemente grande
garantimos que u + m > [ e, entao,

ANf™™(B)={a:ar=ak,...,Q; = a1, Qytm = by -y Qytm = by}
:U[k,v—l—m;ak,...,al,cl+1,...,cu+m_1,bu,...,bv],
onde a uniao é sobre todos os valores possiveis de ¢j41,...,Cytm—1. Usando

(2.6), concluimos que p(A N f™(B)) = p(A)u(B). Isto prova o lema quando
os conjuntos envolvidos sao cilindros. O caso geral segue pelo fato de p ser
finitamente aditiva. O

Proposicao 5.4. Seja f : M — M um deslocamento e p uma medida de
Bernoulli em M, como antes. Entdo o sistema (f, ) € ergddico.

Demonstra¢do. Seja A um conjunto mensuravel invariante qualquer. Queremos
mostrar que p(A) = 0 ou u(A) = 1. Para tornar a ideia da prova mais clara,
comecemos por um caso particular: suponhamos que A estd na algebra By das
unioes finitas de cilindros disjuntos dois-a-dois. Nesse caso podemos aplicar o
lema anterior, com B = A. Concluimos que (ANf~™(A)) = u(A)? sempre que
tomemos m suficientemente grande. Mas, como A é invariante, f~™(A) = A
para todo m. Entdo a igualdade anterior quer dizer que u(A) = u(A)?, o que
s6 pode acontecer se u(A) =0 ou u(A) = 1.

Agora vamos fazer a prova quando A € B é um conjunto invariante qualquer.
A ideia é aproximar A por elementos da &algebra By, usando o Teorema de
Aproximagao 0.11: dado qualquer € > 0 existe Ay € By tal que u(AAAp) < e.
Escolha m como no caso anterior, de modo que

(Ao N f7™(Ag)) = pu(Ao)u(f ™™ (Ao)) = n(Ag)?. (5.3)
Observe que
(AN (A)A(Ao N f™(Ag)) C (AAA) U (fT™(A)AS ™™ (Ao))
C (AAA)) U fT™(AAA).
Isto, junto com o fato de que p é invariante por f, implica que
(AN F77(4)) — u(Ag N F™(A0))] < 2u(AAAQ) < 25, (5.4)
Além disso,

[1(A)? = (A0)?| < [(1(A) + p(A0)) (1(A) = u(Ao))| < 2[(A) = p(Ao)] <( 2€~)
5.5
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Juntando as relagoes (5.3), (5.4), (5.5), concluimos que |p(A) — p(A4)?] < 4e.
Como ¢ é arbitrério, deduzimos que 1(A) = u(A)? e entdo, do mesmo modo que
antes, concluimos que pu(A) =0 ou u(A4) = 1. O

5.1.3 Rotacgao irracional no circulo

Para nés o circulo S! serd o conjunto dos niimeros complexos com médulo igual
a l. Dado a € R, a rotacao de angulo « é a multiplicagao pelo niimero complexo

e()’i

Ry :S'— SY Ru.(2) =e“z.

E claro que R, preserva o comprimento dos intervalos (segmentos) de S*. Us-
ando o Lema 2.2 se deduz que a medida de Lebesgue (comprimento de arco) é
invariante por qualquer R,, .

O comportamento dindmico e ergddico de R,, depende muito da natureza de
a, como vamos ver. Dizemos que a rotacdo é irracional se o nimero «/(2w) é
irracional, e dizemos que a rotagao é racional no caso contrario.

A reciproca é muito mais interessante:

Proposigao 5.5. Se R, € rotacao irracional entdo R, € ergédica para a medida
de Lebesgue.

Vamos mencionar duas demonstragoes diferentes deste fato. A primeira, que
detalharemos a seguir, usa fatos simples de analise de Fourier. A segunda, que
deixaremos como exercicio, é baseada num argumento de ponto de densidade
semelhante ao que usamos no caso da expansao decimal.

Seja u a medida de Lebesgue no circulo. Chama-se L?(i) o espaco das
funcdes ! mensuraveis 1 : S' — C cujo quadrado é integravel:

/IlbIQdu < o0

E claro que este espago contém todas as fungoes mensurdveis limitadas e, em
particular, todas as fungdes caracteristicas de conjuntos mensurdveis. Outro
fato de que necessitamos é que a familia de fungdes {¢p(z) = 2¥ : k € Z} ¢é
uma base (de Hilbert) desse espaco: dada qualquer ¢ € L?(1) existe uma tnica
sequéncia (cg)rez de niimeros complexos tais que

o(z) = Z 2"  para quase todo z € S.
kez

Demonstragdo. Pela proposigao 5.1, basta mostrar que toda fungao integravel
@ que ¢é invariante é constante em p-quase todo ponto. Observe que se ¢ é
integravel, entdo automaticamente ¢ € L?(u) (verifique! Utilize que p é finita).

1Quando lidamos com L2(p) sempre identificamos fungdes que diferem apenas num con-
junto de medida nula.
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Usando a expansdo de Fourier ¢(z) = Y, ., cx2”, a condi¢ao de ser invariante

w o Ry = p se escreve
E creliozh = E cr2”
kEZ kEZ

Por unicidade dos coeficientes da expansao em série de Fourier, obtemos que
cx(e¥™ —1) =0 paratodo k € Z.

A hipétese de que a rotacdo é irracional significa que e**® — 1 # 0 para todo
k # 0, e portanto, ¢ = 0 para todo k # 0. Ou seja, ¢(z) = ¢y para u-quase
todo z € §', como querfamos provar. O

De fato as rotacoes irracionais satisfazem uma propriedade muito mais forte
do que ergodicidade: elas sao unicamente ergodicas, o que quer dizer que tém
uma unica probabilidade invariante (que é a medida de Lebesgue, claro).

Observagao 5.6. A nocao de rotacdo irracional se estende para dimensoes
maiores. Dado qualquer d > 1 chamamos d-toro o produto T¢ = 81 x ... x §1
do circulo por si mesmo d vezes. A rotacdo de angulo o = (g ,...,a4) é a
aplicacio Ry : T — T4, Ry(z1,...,24) = (/%1 21,...,e"%25). A rotacio é
irracional se os nimeros «;/(27) sdo incomensuréveis:

aq aq
mo+mi——+-+mg—=0 = mog=mi=---=mgqg=0,
2w 2r
quaisquer que sejam os inteiros mg,ms,...,mg. Usando uma versao multi-

dimensional das idéias anteriores, se prova que uma rotacao é ergddica se e
somente se ela ¢é irracional.

5.1.4 Transformacao de Gauss

Como vimos na secao 2.4, a transformagao de Gauss G(z) = 1/z — [1/z] ad-
mite uma probabilidade invariante que é equivalente a medida de Lebesgue,

nomeadamente,
1 dr
WE) = s [ 1
log2 Jp 1+

Temos também que o sistema (G, ) é ergddico. Este fato pode ser demonstrado
pelo mesmo tipo de argumento que usamos na segao 5.1.1. Vamos esbogar o
argumento neste caso, explicando qual é a principal dificuldade adicional.

Seja A um conjunto invariante com medida positiva. Em primeiro lugar, con-
tinua sendo verdade que para quase todo ponto a € [0, 1] existe uma sequéncia
de intervalos I; contendo a e tais que f* envia I; bijetivamente e diferenci-
avelmente sobre (0,1). O didmetro desses intervalos converge para zero. Logo,
tomando para a um ponto de densidade qualquer de A, temos que

plx N A)

— 1 quando k — 4o0. 5.6
1(Ik) (56)
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Por outro lado embora f* seja uma bijecdo restrita a cada I , ela ndo é afim.
Por essa razao nao temos o analogo da relagao (5.2) neste caso. Esta dificuldade
é contornada através do seguinte resultado, que é um exemplo de controle de
distor¢ao: é muito importante notar que a constante K é independente de k,
Ik 5 E1 , € E2 :

Lema 5.7. FExiste uma constante K > 1 tal que para todo k > 1, todo intervalo
Iy, tal que G restrita a Iy, € uma bijecao diferencidvel, tem-se

w(fE(Er)) w(Er)
W(5(E) = (B

para quaisquer subconjuntos mensurdveis E1 e Fo de I .

Antes de demonstrarmos o Lema 5.7, explicamos como a ergodicidade de
(G, ) pode ser obtida a partir dele. Observe que f*(I N A¢) = A, porque o
conjunto A é invariante. Lembre também que f*(I;) = (0,1), que tem medida
total. Tomando Ey = I N A€ e E5 = I}, no lema 5.7, concluimos que

p(f* (I N A°) p(lx N A°)
p(A°) - w(Iy

p(A?) <

De acordo com (5.6), a expressdao do lado direito converge para zero quando
k — o0. Logo p(A¢) =0, como querfamos demonstrar.

Prova do Lema 5.7. Usaremos os seguintes fatos sobre a transformacao f que
podem ser facilmente verificados pelo leitor:

1. Para todo x € (0,1) vale que |f'(z)] > 1 e [(f?)(z)| > 4.
2. Existe Cy > 0 tal que | (I) | < (1.

Observe que a partir do item (1) acima, podemos mostrar que se z,y € Ij
entao

@) = F W)l < 5= /5 (@) = fF(y)l se i =0,1,2,...k (5.7)
Observe também que se x,y € I, temos que

|1og( j |<Z|1ogf log F(Fi))-

O item (2) nos garante que a fun¢do x — log f/(x) tem derivada limitada por C,
logo pelo Teorema do Valor Médio temos que |log f/(a) — log f/(b)| < Cila —b].
Aplicando este fato na desigualdade acima e observando a equagao 5.7:

) ( k—1
1og L) ,z|<012|f PO <Y gl @) — £ w)] < s
=0
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onde C5 é uma constante propriamente escolhida. Logo, tomando K = exp Cj,
vem que para todos z,y € I vale:
kY’
x

7Y@ o,

(f*%)'(y)
Note que a constante C5 escolhida nao depende de k£ nem de I. Observe ainda
que se A C [0,1] é um conjunto mensurdvel, entao

. < u(A) <

T34 < (4),

m
log 2
onde m representa a medida de Lebesgue de [0,1].

Assim, para concluir a prova do Lema 5.7, basta observar que se Fi e Fo
sao subconjuntos mensuraveis de [, entao:

BUMED) o am(A(E) _ Jp, () () dm
W (E) ~ VB (R E) = T, P ) dm =
m(Er) (E1)
2(log2)2(03)2m(E;) < 4(10g2)4C’3M(E;).

Assim, basta tomar K = 4(log2)*(C5)? e o lema estd provado.

5.1.5 MaAaquina de somar (“adding machine”)

A méquina de somar modela sistemas tais como o contador de quilometragem
de um carro ou o registro de consumo de gas (em algumas cidades): a dindmica
consiste em fazer avancgar o contador de uma unidade. A principal diferenca com
relagao a realidade é que este contador idealizado comporta infinitos digitos.

Fixe d > 2, que representa a base de numeracao (por exemplo, d = 10).
Consideramos o espaco M de todas as sequéncias

B=(Bo,B1:B2; s Bk-1,8k,---)
com f; € {0,1,...,d —1}. Munimos este espaco da seguinte distancia
d(p,5) =2 N onde N(8,5) = min{j > 0: §; # ).
Também consideramos a transformagao f: M — M “soma uma unidade”:

e Para toda sequéncia com [y < d — 1, definimos
f(607ﬂ17ﬂ2a"'75k71;61@;"'): (50+17ﬂ17ﬂ2a"'?ﬂkflvﬂka"')'
e Se By =d—1mas 1 <d— 1, definimos

f(ﬁ07615ﬁ27"'7ﬁk—1;ﬁka"'): (0761+17625"'7ﬁk—176ka"')'
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e Mais geralmente, se By = -+ = fx—1 = d — 1 mas 0, < d — 1, definimos
f(ﬂoﬂ/817ﬂ27"'7ﬂk*17ﬂk37"'): (0;070;707ﬂk+17)
e Se $; =d — 1 para todo j > 0, definimos

fBo,B1, B2y Brt1,Bry-..) =(0,0,0,...,0,0,...).

M munido da distancia definida em (3.1) é um espago métrico compacto, e
a transformacao f é continua nesse espago. O exercicio 5.7 pede para mostrar
que f é unicamente ergédica e para calcular a (tinica) probabilidade invariante.

5.2 Propriedades de medidas ergoédicas

Fixemos uma transformacao f : M — M qualquer. Lembre que uma medida
v diz-se absolutamente continua com relagdo a outra medida p se p(E) = 0
implica ¥(E) = 0. O préximo lema afirma que probabilidades ergédicas sao
minimais para a relagao <:

Lema 5.8. Se u e v sao probabilidades invariantes tais que u € ergddica e v €
absolutamente continua com relacdo a p entao p = v.

Demonstra¢do. Seja ¢ : M — R uma fun¢do mensuravel limitada qualquer, e
seja

Bla) = lim L3 ()
=0

a sua média temporal. Como p é invariante e ergddica, a média temporal é
constante

P(x) = /sodu

para p-quase todo ponto. Segue que isto é verdade para v-quase todo ponto, ji

que v < p. Em particular,
/@du = /godu.

Por outro lado, pelo teorema ergddico,

/@dV:/apdu.

Portanto, as integrais de ¢ com relacao a p e em relagdo a v coincidem, qual-
quer que seja a fungdo mensuravel limitada ¢. Logo, considerando fungoes
caracteristicas, pu = v. O

Naturalmente, se p1 e s sao probabilidades invariantes com respeito a f a
probabilidade pq +¢(ue — 1) ainda é invariante. Isso siginfica que o conjunto das
probabilidades invariantes é um conjunto convexo. Veremos que dentro deste
conjunto, as medidas ergddicas desempenham um papel destacado:
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Definigao 5.9. Seja X um conjunto convexo. Um ponto p € X é dito extremal,
se para quaisquer x,y € X et € [0,1], x + t(y — ) = p implica que t = 0 ou 1.

O lema seguinte afirma que uma probabilidade invariante é ergddica se e
somente se é ponto extremal no conjunto das probabilidades invariantes:

Lema 5.10. Uma probabilidade invariante p € ergddica se e somente se nao é
possivel escrevé-la na forma

W= cC1ph1 + C2l42

com c1, co Maiores que zero e 1, i probabilidades invariantes distintas.

“ 99

Demonstragdo. Para provar a parte “se”, suponha que p nao seja ergddica.
Entao existe algum conjunto invariante A com 0 < u(A) < 1. Defina pq e
po como sendo as restrigoes normalizadas de ¢ a A e ao seu complementar,
respectivamente:

BN A) BN A

Como A e A° sdo conjuntos invariantes e p é medida invariante, p; e po sao
também probabilidades invariantes. Além disso, p = p(A)p1 + p(A)u2 e por-
tanto p nao é extremal.

Para provar a reciproca, suponha que p é ergodica e temos = cip1 + cofiz
com c1, ¢z > 0. B claro que pu(E) = 0 implica p1(E) = p2(E) = 0, ou seja,
(11 € po sao absolutamente continuas com relagao a p. Logo, pelo lema 5.8,
p1 = i = uo . Isto prova que p é extremal. O

Em seguida vamos mostrar que medidas ergddicas distintas “vivem”em sub-
conjuntos disjuntos do espago M:

Lema 5.11. Sejam pq,...,un probabilidades invariantes e ergodicas, todas
distintas. Entdo existem subconjuntos mensurdveis Py , ..., Py invariantes dis-

juntos tais que
|1 sej=k
M](Pk){o sej;ék;

Demonstragao. Fixe qualquer par j, k de ntimeros distintos em {1, ..., N}. Pelo
lema 5.8, a medida p; nao pode ser absolutamente continua em relacao a py .
Em outras palavras, existe algum subconjunto mensuravel E tal que p;(E) > 0
mas p,(E) = 0. Entao

(@

Nj(Uf_j(E))ZMj(E)>0- e m(Jr7®)=0

7=0

Defina P, =(>_, U]Oim f77(E). Como a sequéncia de conjuntos na intersegao
¢é decrescente com m,
(P:.) = 1 . -3
pi (Pik) = lim p;( U f(B)) (5.8)

j=m
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e, analogamente para p, . Como as medidas p; e i s@o invariantes, e

I

FE) =fFm( U FE)),

J

a sequéncia no lado direito de (5.8) é constante. Concluimos que
#i(Pie) = (U F(E) >0 e pu(Pin) = (U 77/(B)) = 0.
§=0 j=0

Além disso, Pj é um conjunto invariante por f. Portanto p;(Pjx) = 1, uma
vez que u; é ergbdica. Agora defina

Pj:ﬂpj,k e Pj:p]\Upk
k#j k#j

Primeiramente, p1;(P;) = 1 e ux(P;) = 0 para todo k # j. Segue que p;(P;) = 1
e pk(P;) = 0 para todo k # j. Além disso, os P; sao disjuntos dois-a-dois. O

5.3 Teorema de decomposicao ergodica

Na sequéncia dos resultados da secao anterior, é natural perguntar se toda
medida invariante é uma combinagao linear de medidas ergddicas. O teorema
que vamos enunciar nesta secao afirma que a resposta é afirmativa, exceto que
o nimero de “parcelas” nesta combinagao nao é necessariamente finito, nem
mesmo enumeravel, em geral.

Teorema 5.12. Seja f : M — M wuma transformag¢do continua num espago
compacto. Entao existe um conjunto mensurdvel My C M, uma particao P de
My e uma familia de probabilidades {vp : P € P} satisfazendo

e vp(P) =1 para todo elemento P de P;
e a aplicacio P +— vp € mensurdvel;
e toda vp € invariante e ergédica para f;
tais que, dada qualquer probabilidade f-invariante u, o conjunto My satisfaz
w(Moy) =1 e, além disso,
w(E) = /l/p(E) di(P)  para todo conjunto mensurdvel E C M (5.9)

onde i é a medida projecao de p em P.

A relagédo (5.9) significa que p é uma combinagdo convexa das vérias prob-
abilidades ergddicas vp , em que cada vp entra com “coeficiente”igual a (P).
Dada qualquer particao P de M fica definida a proje¢ao natural m : M — P
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que associa a cada ponto x € M o elemento P(x) da parti¢do que o contém.
Isto permite definir o que é um subconjunto mensurdvel da particao: Q C P é
mensuravel se e somente

771(Q) = unido dos P € Q

é um subconjunto mensurdvel de M. E ficil ver que esta definicio estd corretas
a familia dos subconjuntos mensurdveis é uma o-dlgebra em P. A medida
projecao de p esta definida nesta o-dlgebra, por

Q) = u(r~(Q)).

A demonstragao do Teorema 5.12 esta fora dos objetivos do presente texto
e pode ser encontrada em [Wal82] ou [Man87].

5.4 Exercicios

5.1. Considere o espaco M = {1,2,...,d}? das sequéncias com valores num
conjunto {1,2,...,d}. Fixe qualquer niimero 6 € (0,1). Para cada 3 = (fn)nez
ey = ('Yn)nEZ em M, defina

N(B,7) =max{N >0: 3, =y, para todo n € Z com |n| < N}

e d(B3,7) = oN(E2) - Verifique que d é uma métrica em M e gera a mesma
topologia que a familia dos cilindros. Em particular, (M, d) é um espago métrico
compacto. Tem-se um resultado analogo para M = {1,2,...,d}".

5.2. Suponha que R, é uma rotacao irracional.
1. Mostre que a érbita {R"(z) : n € Z} de todo z € S! ¢é densa em S?.

2. Seja A um conjunto invariante com medida positiva. Mostre que nenhum
ponto de S! é ponto de densidade de A°. Conclua que u(A) = 1.

Dica: considere um ponto de densidade de A e use o item (1).

5.3. A rotagdo R, é racional se e somente se e** é uma raiz da unidade, isto é,
se existe k # 0 tal que e = 1.

5.4. Se R, é rotagao racional entao R, nao é ergddica para a medida de
Lebesgue.

No exercicio a seguir propomos outra demonstragao para a proposigao 5.5:
5.5. Suponha que R, é uma rotagao irracional.
1. Mostre que a 6rbita {R"(z) : n € Z} de todo z € S é densa em S*.

2. Seja A um conjunto invariante com medida positiva. Mostre que nenhum
ponto de S' é ponto de densidade de A°. Conclua que p(A4) = 1.

Dica: considere um ponto de densidade de A e use o item (1).
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5.6. Suponha que R, é uma rotagao irracional.

1. Seja ¢ : S — R uma funcio continua qualquer. Mostre que
1 n—1
~ o . - ]
o) = lim ~ > p(R.(2))
j=0
existe em todo ponto e, de fato, o limite é uniforme. Justifique que @ é
constante em todo ponto.
Dica: Verifique que a sequéncia do lado direito é equicontinua e use o
teorema de Ascoli-Arzela.
2. Deduza que R, tem uma tunica probabilidade invariante.

5.7. Seja f: M — M uma méquina de somar, definida na sec¢do 5.1.5.

1. Seja ¢ : M — R uma fungdo continua qualquer. Mostre que

n—1

) = lim =3 @(f(2))

existe em todo ponto e o limite é uniforme.

2. Justifique que ¢ é constante em todo ponto e deduza que f tem uma tinica
probabilidade invariante.

3. Calcule essa probabilidade, encontrando uma expressao explicita para a
medida de qualquer subconjunto [bg , b1, . . ., bi] das sequéncias 8 com 3y =

bo, B1=0b1,..., 0, =0bg.

5.8 (Teorema de Kac). Seja u uma medida ergddica para uma transformagao
f:M — M e Aum conjunto com p(A) > 0. Considere ny : A — NU {+o0}
como o menor niimero na(z) > 0 tal que f74(*)(z) € A. Caso este ntimero nao
exista, definimos n4(x) = +oc0.

1. Mostre que n4 é integravel com respeito a p.

2. Mostre que se pa(B) = @

@ entao:

1
/AnA(x) dua(z) = WA

5.9. Seja f: M — M definida no espaco topolégico M tal que existe alguma
medida ergddica p tal que para todo A aberto, u(A) > 0. Mostre que f e
transitiva e a o6rbita de pu-quase todo ponto é densa.
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Capitulo 6

Aplicacoes em Teoria dos
Numeros

Neste capitulo apresentamos duas aplicagoes da Teoria Ergddica no dominio
da Teoria dos Numeros: o Teorema de S. Szemerédi [Sze75] sobre existéncia
de progressoes aritméticas dentro de subconjuntos suficientemente “densos” do
conjunto Z dos nimeros inteiros, e o teorema de H. Weyl [Wey16] sobre equidis-
tribuicao da parte fracionaria dos valores de fungoes polinomiais restritas a Z.

6.1 Teorema de Szemerédi

A nossa apresentagao ¢é inspirada por Furstenberg [Fur81], onde o leitor pode
encontrar muita informacao adicional sobre este tema.

6.1.1 Densidade superior

Chamamos intervalo do conjunto Z dos nimeros inteiros qualquer subconjunto
I da forma {n € Z : a < n < b}, para quaisquer a < b em Z. O seu cardinal é
#I=b—a.

Definigao 6.1. A densidade superior D4(S) de um subconjunto S de Z é

D.15) =y #5722

onde [ representa qualquer intervalo em Z. Do mesmo modo se define a densi-
dade inferior D;(S), trocando limite superior por limite inferior.

Em outras palavras, Ds(I) é o maior ntimero D tal que existe uma sequéncia
de intervalos I; C Z tais que

SNl

99
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e D;(S) é o menor niimero nessas condigoes. Note que 0 < D;(S) < D4(5) < 1.
No Exercicio 6.1 também veremos que D;(S) = Ds(Z \ S) para todo S C Z.

Exemplo 6.2. Seja S o conjunto dos numeros pares. Dado qualquer intervalo
I C Z, temos que #(SNI) = #I/2 se o cardinal de I é par e #(SNI) =
#(I £1)/2 se o cardinal de I é impar, onde o sinal + é positivo se 0 menor
elemento de I é um numero par, e é negativo caso contrario. Desta observagao
segue, imediatamente, que D4(S) = D;(S) =1/2.

Exemplo 6.3. Seja S o seguinte subconjunto de Z:
{1,3,4,7,8,9,13,14, 15, 16,21, 22,23, 24, 25, 31, 32, 33, 34, 35, 36,42, . . .}.

Isto é, para cada k > 1 incluimos em S um bloco de k inteiros consecutivos e
omitimos os k inteiros seguintes. Este conjunto contém intervalos com compri-
mento arbitrariamente grande. Portanto Dg(S) = 1. Por outro lado, o com-
plementar de S também contém intervalos com comprimento arbitrariamente

grande. Portanto, D;(S) =1— D4(Z\ S) = 0.
Exemplo 6.4. Seja S o seguinte subconjunto de Z:

{1,3,4,5,6,9,10,11,12,14, 15,16, 17, 18,
22,23, 24,25, 26,27, 28,29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37,42, .. .}.

Ou seja, para cada k > 1 incluimos em S um bloco de k? inteiros consecutivos
e depois excluimos os k inteiros seguintes. Neste caso temos

o SN2, ]

n— o0 n

=1

Isto implica Ds(S) = 1. Mas, tal como no caso anterior, D;(S) = 0.

6.1.2 Enunciados

Nos anos 30, Erdos e Turan [ET36] conjecturaram que todo subconjunto de
Z com densidade superior positiva contém sequéncias aritméticas finitas com
comprimento arbitrariamente grande. Esta conjectura foi demonstrada por Sze-
merédi [SzeT5], quase quatro décadas mais tarde:

Teorema 6.5 (Szemerédi). Se S é um subconjunto de Z com densidade supe-
rior positiva, entdo para todo k € N existem m € Z en € N tais que m, m +n,
m+2n, ..., m+ kn pertencem a S.

Em geral, ndo podemos esperar que S contenha progressoes aritméticas com
comprimento infinito, como mostram os Exemplos 6.3 e 6.4.

A demonstracao original do Teorema 6.5 usa argumentos combinatorios bas-
tante intrincados. No entanto, poucos anos depois Furstenberg [Fur77] deu uma
nova demonstragao, utilizando idéias de Teoria Ergddica. Na verdade, ele de-
duziu o Teorema 6.5 de uma generalizagdo do Teorema 1.1 para familias de
transformagoes que comutam entre si:
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Teorema 6.6 (Recorréncia Simultanea de Poincaré). Sejam f; : M — M,
i1 =1,2,...,k transformag¢ées que preservam uma probabilidade p em M e tais
que fio fj = fjo fi para todo i,j =1,2,...,k. Entdo, para qualquer conjunto
E C M tal que u(E) > 0, existe algum n > 1 tal que

w(ENfi™E)N fM(E) N0 f7(E)) > 0.

Em outras palavras, este teorema afirma que existe algum tempo n tal que
os iterados de um subconjunto com medida positiva de pontos de E, por todas
as transformagoes f;, regressam a E simultaneamente nesse momento n.

A demonstracao do Teorema 6.6 escapa ao ambito deste texto. Mas, na
Secdo 6.1.6, explicaremos porqué ele implica o Teorema 6.5. Além disso, va-
mos discutir versoes um pouco mais fracas destes resultados, que chamamos
teorema de van der Waerden e teorema de Recorréncia Simultanea de Birkhoff,
respectivamente.

O teorema de van der Waerden [vdW27] afirma que dada qualquer parti¢do
do conjunto Z num numero finito de subconjuntos, algum desses subconjuntos
deve conter progressoes aritméticas com comprimento arbitrariamente grande:

Teorema 6.7 (van der Waerden). Sejam S1,S2,...,S; subconjuntos dois-a-
dois disjuntos de Z tais que S1USaU---U S, = Z. Dado qualquer k > 1 existe
algum S; que contém alguma progressao aritmética com comprimento k+1. Em
particular, algum elemento S; da particdo contém progressées aritméticas com
comprimento arbitrariamente grande.

Na Secao 6.1.3 veremos que este resultado é uma consequéncia simples do
Teorema 6.5. Também veremos, na Secao 6.1.4, que ele pode ser deduzido da
seguinte extensao do Teorema 3.11:

Teorema 6.8 (Recorréncia Simultanea de Birkhoff). Seja M um espago
métrico compacto e f; : M — M, i =1,2,...,k transformacées continuas tais
que fio f; = fjo fi para todo i,j = 1,2,...,k. Entdo existe algum x € M e
alguma sequéncia n; — oo tal que

£ (x) =z quando j — oo, para todoi=1,2,... k.

Em outras palavras, as trajetérias de x por todas as transformagoes recorrem
para x simultaneamente nos momentos n;.

Na Secao 6.1.5 veremos que o Teorema 6.8 é uma consequéncia simples do
Teorema 6.6. Alids, como veremos na Sec¢ao 6.1.6, este iltimo teorema também
implica o Teorema 6.5. Portanto, o diagrama a seguir resume as relagoes logicas
entre os quatro enunciados, que serao discutidas nas préximas segoes:

T. Szemerédi 6.5 < T.R.S. Poincaré 6.6

I U
T. van der Waerden 6.7 <« T. R. S. Birkhoff 6.8.
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6.1.3 T. de Szemerédi implica T. van der Waerden

Seja S1, Sa, ..., Sy uma parti¢do finita de Z qualquer. De acordo com o
Exercicio 6.1, pelo menos um dos elementos S; da partigdo deve ter densidade
superior positiva. Aplicando o Teorema 6.5 a S = S; concluimos que ele contém
progressoes aritméticas com comprimento arbitrariamente grande. Isto prova o
Teorema 6.7.

6.1.4 T. de Birkhoff implica T. de van der Waerden

Vamos comecar por traduzir o Teorema 6.7 num enunciado sobre o deslocamento
(“shift”) f : M — M no espaco M = {1,2,...,q}* das sequéncias bilaterais
com valores em {1,2,...,q}. Observe que cada sequéncia a = (ap)nez em M
define uma particao de Z em subconjuntos

Si={neZ:a,=1i}, i=1,2,...,q

e, reciprocamente, toda particao de Z em ¢ subconjuntos determine uma se-
quéncia o € M. Portanto, o teorema pode ser reformulado do seguinte modo:
para todo o € M e todo k > 1, existem m € Z e n > 1 tais que

Oy, = Qg =+ = Qupgnk- (6]_)

N(B,7) =max{N >0: 3, =y, para todo n € Z com |n| < N},

que foi definida no Exercicio 5.1, sendo 6 um niimero qualquer em (0,1). Note
que
d(3,7) <1 se e somente se ag = [o. (6.2)

Como o espago métrico (M,d) é compacto, o fecho A = {f"(g) in € Z} da
trajetoria de a é também um compacto, para a métrica induzida. Lembre que
o deslocamento f : M — M é definido por

f ((an)nEZ) = (an+1)n€Z~ (63)

Consideremos as transformacoes f1 = f, fo = f2, ..., fr = f* definidas de A em
A. E claro que as f; comutam entre si. Portanto, podemos aplicar o Teorema 6.8
e concluir desta maneira que existe ¢ € A e uma sequéncia n; — oo tal que

fi"(c) — o paratodoi=1,2,... k.

Observe que fin’ = f'". Em particular, podemos fixar n = n; tal que os
iterados f"(a), f?"(a), ..., f¥"(c) estdo todos a distancia menor que 1/3 do
ponto g. Logo, os pontos

g, fn(g)a an(Q)a cee 7fkn(g)
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estdo todos a distancia menor que 2/3 uns dos outros. Entdo, como o estd
no fecho A da é6rbita de a, podemos encontrar m € Z tal que f™(«a) estd tao
préximo de g que os pontos

@), f @), ), T )

estao a distancia menor que 1 uns dos outros. Tendo em conta a observagao
(6.2) e a defini¢ao (6.3) da transformacao f, isto quer dizer que

Oy = Om4n = " = Omtkny

como pretendiamos provar. Isto completa a demonstracao do teorema de van
der Waerden a partir do teorema de Recorréncia Simultanea de Birkhoff.

De fato, a conclusao do Teorema 6.7 ainda vale para partigoes de subcon-
juntos finitos de Z, desde que sejam suficientemente grandes:

Teorema 6.9 (van der Waerden). Dados k > 1 e ¢ > 2 existe N > 1 tal
que, dada qualquer parti¢do do intervalo {1,2,..., N} em q subconjuntos, algum
desses subconjuntos contém progressoes aritméticas com comprimento k + 1.

E féacil ver que o Teorema 6.9 implica o Teorema 6.7. No Exercicio 6.2
veremos que a reciproca também é verdadeira.

6.1.5 T. de Poincaré implica T. de Birkhoff

Comecemos por lembrar (Exercicio 3.4) que se f; : M — M, i = 1,2,...,k
sdo transformagoes continuas num espago métrico compacto que comutam en-
tre si, entao existe alguma probabilidade invariante p comum a todas essas
transformagoes.

Em seguida, observemos que o Teorema 6.6 tem a seguinte consequéncia:

Corolario 6.10. Sejam f; : M — M, i = 1,2,...,k transformacoes que
preservam uma probabilidade p em M e tais que f; o f; = fj o fi para todo
i,7 =1,2,...,k. Entdo, para qualquer conjunto E C M tal que u(E) > 0, e
para quase todo v € E existe uma sequéncia n; — oo tal que finj (z) € E para
todoi=1,...,k e todo j > 1.

Deixaremos a prova desta proposi¢cdo como exercicio para o leitor (Ex-
ercicio 6.6). Compare também com o Exercicio 1.1. Este coroldrio serd tutil
na:

Prova do Teorema de Recorréncia Multipla de Birkhoff. Considere uma base enu-
merével de abertos U; de M com o didmetro de U; indo a zero quando j T oo.
Seja p alguma medida invariante simultaneamente para todos os f; (note que o
Exercicio 3.4 nos garante a existéncia de alguma destas medidas).

Para cada j representamos por D; o conjunto dos pontos x € U; tais que
existe n > j tal que f]'(x) € U; para todo ¢ = 1,2,...,k. Observe que de
acordo com o Coroldrio 6.10, o conjunto U; \ D; tem medida p igual a zero,



64 CAPITULO 6. APLICACOES EM TEORIA DOS NUMEROS

uma vez que quase todo ponto retorna simutaneamente a U; em algum momento.
Consequentemente, como {Uj }jen é uma cobertura de M, temos que o conjunto:

D=0 U bu

n=1lm2>n

tem medida p(D) = 1. Em particular, D # ().

Mostraremos que todo ponto z € D é simultaneamente recorrente para as
transformacoes f1, fo, ..., fx. Ora,sex € D = x € J,,,~,, Dm para todon € N.
Logo, existe m > n tal que x € D,,. De acordo com a definicao de D,,,
existe algum n,, > m tal que f'™(z) € U, para todo ¢ = 1,2,..., k. Logo,
d(z, f{"(x)) — 0, uma vez que os pontos = ¢ f;""(z) pertencem a U, € o
diametro de U, vai a zero quando m T co. Isto encerra a prova do Teorema de
Recorréncia Multipla de Birkhoff.

O

6.1.6 Prova do Teorema de Szemerédi

Mostraremos nesta sec¢ao como deduzir o Teorema de Szemerédi (Teorema 6.5)
a partir do Teorema de Recorréncia Simultdnea (Teorema 6.6). Novamente,
utilizaremos o diciondario entre particoes de Z e sequéncias de inteiros, como ja
fizemos na prova do Teorema de Van der Waerden (Teorema 6.7).

Prova do Teorema de Szemerédi. Considere S um conjunto com densidade su-
perior positiva qualquer. Vamos associar a S uma sequéncia o = (ap)nez €
M = {0,1}% definida por:

ap,=1<nes.
Como S possui densidade superior positiva, existe ¢ > 0 e uma sequéncia de
intervalos I,, = [an, by,) de Z com lim #1,, = oo e tais que

lim 7#(5 N1n)
#I,—oc0  F#HI,

Considere o deslocamento f: M — M e defina o subconjunto A C M por

DS(S): >c> 0.

A={ye M;y, =1}.

Note que o fato de f7(a) € A equivale a dizer que a; = 1, ou seja, j € S.
Resumindo, 4
ffla)eAsjes (6.4)

O conjunto A é um aberto e ao mesmo tempo um fechado de M, considerando
a topologia dada onde os cilindros sao abertos, pois A é um cilindro de compri-
mento 1 em M e seu complementar é uma uniao de cilindros. Deste modo, tendo
em vista (6.4), mostrar que m + in € S equivale a mostrar que f™*"(a) € A.
Logo, para mostrar o Teorema de Szemerédi, basta provar que para todo k € N
existem m € Z e n € N tais que

F@), fr (@), [ @), [ (a) € A
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Para mostrar este fato, vamos definir a sequéncia p,, de probabilidades em
M por:
by —1

1
=71 > i (6.5)

i=an

Como ja vimos no Teorema 3.4, o conjunto das probabilidades M1 (M) mu-
nido com a topologia fraca® é compacto. Assim, podemos garantir que alguma
subsequéncia p,,, converge para uma probabilidade i de M. Para nao carregar a
notagdo, vamos supor que a prépria sequéncia p,, converge para g na topologia
fraca® . Observe que p é uma probabilidade f-invariante, pois para toda fungao
continua ¢ : M — R, vale

bp,—1

/qﬁofdu = nlLIr;o/¢Ofdﬂn = nlirrgo#% Z o(f'(@))

i AL iy [, [

Para utilizar o Teorema de Recorréncia Simultanea de Poincaré para o con-
junto A, precisamos mostrar inicialmente que p(A4) > 0. De fato, observe que
A é um conjunto fechado e aberto de M. Logo, pela Proposigdo 3.3 temos que

. #(SN1,)
> = KU Sl 74 )
w(A) Z pn(4) = lim Iy 0

Dado k € N, considerando as funcoes f, f2, 3, ..., f* (que claramente comutam
entre si) o Teorema de Recorréncia Simultanea de Poincaré nos garante que
existe algum n > 1 tal que

p(ANf™A) N2 (A)N---n f77(A)) > 0.
Em particular, como A é aberto, existe algum [ tal que

w (AN f(A) N F2HA) NN R (A)) > 0.

Como p; = (1/#1)) Zbl_l dfi(a), Podemos garantir que pelo menos para algum

i=ay
an, <m < b —1,0ponto f™(a) pertence a AN f~(A)N---N f7F(A). Assim,
fmtin(a) € A, parai = 0,1,...,k, como querfamos provar.
|

6.2 Teorema de Weyl

Vamos descrever outra bela aplicacao da Teoria Ergédica a Teoria dos Nimeros,
devida a H. Weyl [Wey16]. Consideramos fungées polinomiais

P(z) =ao+ a1z + asz® + -+ + agz?,
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com coeficientes reais e grau d > 1. Para cada inteiro positivo n, calculamos o
valor da funcdo P em n e chamamos z,, a parte fraciondria do valor P(n) obtido.
De maneira mais formal,

zn ={P(n)} = P(n) — [P(n)]

onde {x} = parte fraciondria e [z] = parte inteira de x. Observe que z, € [0,1)
para cada n. Mas podemos, igualmente, considerar que a sequéncia toma valores
no circulo S = R/Z, e faremos isso no que segue. Estamos interessados em
entender como se distribui a sequéncia z,, no circulo.

Definicao 6.11. Dizemos que uma sequéncia z,, € S' é equidistribuida se para
qualquer funcdo continua ¢ : S — R tem-se

Veremos no Exercicio 6.4 que isto equivale a dizer que, para todo intervalo
I c 8!, a fracdo dos termos da sequéncia que estdo em I é igual ao comprimento
m(I) desse intervalo.

Teorema 6.12 (Weyl). Se algum dos coeficientes a1, as, ..., aq € irracional
entao a sequéncia z, = {P(n)} € equidistribuida.

Podemos, sem restricao, supor que o coeficiente a4 é irracional. De fato, a
sequéncia z, sempre pode ser decomposta numa soma

Zn =Tn +Yn, Tn= {adnd}a Yn = {Q(n)}

onde Q(z) = ag + a1r + -+ aq_12%"1. Suponha que ay é racional, isto ¢, que
existem inteiros p e ¢ tais que ag = p/q. Entéo a primeira parcela x, toma no
maximo ¢ valores distintos. De fato esta sequéncia é periddica com periodo ¢:

Tntp = {g(n-ﬂl)d} = {gnd} =, paratodon € Z.

Por outro lado, a segunda parcela y, é do mesmo tipo que z,, exceto que o
polinémio @ que lhe estd associado tem grau d — 1. Portanto, por inducéo no
grau, podemos supor que ¥, é equidistribuida. Mais que isso, podemos supor
que as subsequéncias

Ygnir =1Q(qn+17)}, neZ

sao equidistribuidas para todo r € {0,1,...,¢—1}. Na verdade, estas sequéncias
podem ser escritas como Yngt+r = {@Qr(n)} para algum polinémio @, com o
mesmo grau que @ (verifique), e portanto a hipdtese de inducdo se aplica a
elas também. Destas duas observagoes segue que a soma 2z, também é equidis-
tribuida, porque cada uma das subsequéncias zgn4r, 7 € Z é equidistribuida.
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6.2.1 O caso afim

Para desenvolvermos alguma intuigao sobre o problema, comecemos por con-
siderar o caso especial d = 1. Neste caso a fungao polinomial resume-se a
P(x) = ap + a1z. Estamos supondo que o coeficiente a; é irracional. Consider-
emos a transformagao

f:8' =8 f(0) =6+a; modZ.

Foi visto na Proposicao 3.6 que esta transformagao f admite uma tnica prob-
abilidade invariante, que é a medida de Lebesgue m. Consequentemente, dada
qualquer funcdo continua ¢ : S' — R, e dado qualquer ponto 6§ € S*,

L i
nlgngoﬁgw(fj(9)) f/</>dm~

Considere § = ag mod Z. Entdo, f/(0) = ag + a1j mod Z = P(j) mod Z e
isto significa que podemos identificar z; = {P(j)} com a sequéncia dos iterados
f7(ap). Entao a relacao anterior da

1
nlgr;oﬁzgsa(zg') —/sodm-
j=

Isto é precisamente o que significa dizer que z; é equidistribuida.

6.2.2 FErgodicidade

Vamos estender os argumentos acima para provar o caso geral do Teorema 6.8.
Seja T o toro d-dimensional, isto é,

T!=R4/Z= 8" x -.- x S* (d vezes).
Introduzimos a transformacio f : T¢ — T¢
f(@l, Oa, ..., Gd) = (91 4+ a,004+061,...,04+ 9d71), (66)

onde « é um nimero irracional que serd escolhido mais tarde. Observe que f
preserva a medida de Lebesgue m em T?. Isto pode ser visto usando as idéias
da Sec@o 2.2: a derivada de f em cada ponto vem dada pela matriz

1 0 o --- 0 0
1 1 o --- 0 0
0 1 r -0 0
0 0 o --- 1 1

cujo determinante é 1. Observe que a transformacgao f é invertivel.
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Proposigao 6.13. A transformacdao [ € ergddica relativamente a medida de
Lebesgue no toro T?.

Demonstra¢do. O método é andlogo ao da Proposigdo 5.5, baseado em andlise
de Fourier. Seja ¢ : TY — R uma fungao em L%(m). Escrevemos

30(9) _ Z anezm‘nﬂ
nezd
onde 8 = (01,...,04), n=(n1,...,nq), n-0=n1601+---+nq464, e
> anl? =/|<p(9)|2d91--- dfy < oo. (6.7)
nezd

Suponhamos que a fungdo ¢ é invariante, isto é, po f = ¢ em quase todo ponto.
Observe que

So(f(e)) — Z ane27ri(n1(01+a)+n2(92+01)+---nd(9d+9d_1))

nezd
_ E ane27rin1ae27riL(n)~0
nezd
onde L(n) = (n1 + na,na + n3,...,ng—1 + ng,ngq). Portanto, a relagdo de

invariancia ¢ o f = ¢ se traduz por

ane®™™* = qar ) paratodo n € Z%. (6.8)
Isto implica que a, e ap(y) tém o mesmo valor absoluto. Por outro lado, a
relagdo de integrabilidade (6.7) implica que existe no méximo um niimero finito
de termos com um dado valor absoluto nao-nulo. Concluimos que a,, = 0 para
todo n € Z% cuja érbita L7(n), j € Z seja infinita. Observando a expressao de
L deduzimos que a, = 0 exceto, possivelmente, se no = --- = ng = 0. Além
disso, para os valores de n restantes, ou seja, paran = (n1,0,...,0), tem-se que
L(n) = n e portanto a relagao (6.8) torna-se

an = ane27rin1a.

Como « é irracional, o ultimo fator é diferente de 1 sempre que n; é nao-nulo.
Portanto esta relagao dé que a,, = 0 também paran = (ny,0,...,0) com ny # 0.
Deste modo, mostramos que se ¢ é uma funcao invariante entao todos os termos
da sua expansao de Fourier se anulam exceto, possivelmente, o termo constante.
Isto mostra que ¢ é constante, e isso prova que f é ergddica. O

6.2.3 Unicidade ergddica
O proximo passo da demonstragao do Teorema 6.12 é a seguinte

Proposigao 6.14. A transformacao f € unicamente ergddica, isto €, a medida
de Lebesgue no toro € a sua unica medida invariante.
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Demonstracdo. A demonstragdo serd por inducdo no grau d do polindémio P.
O caso de grau 1 ja foi tratado na Segdo 6.2.1, portanto sé precisamos explicar
como o caso de grau d pode ser deduzido do caso de grau d — 1. Para isso,
escrevemos T¢ = T41 x S ¢

feT xSt = T % ST f(60,m) = (fo(Bo),n + 0a-1) (6.9)

onde 0y = (91, - 79d—1) e fo(eo) = (91 4+ a,0s+01,...,04_1+ Hd_g). Vamos
representar por 7 : T — T9! a projecio m() = #y. Por inducio, a trans-
formacao

fO . Td_l N Td_l

é unicamente ergédica. Para mostrar que f é unicamente ergédica s6 precisamos
mostrar que a medida de Lebesgue m é a sua tnica probabilidade invariante
ergodica.

Lema 6.15. Se u € uma probabilidade invariante por f entao a projecao my
coincide com a medida de Lebesgue mg em T3 1.

Demonstracdo. Dado qualquer conjunto mensurdvel £ C T4 1,

(mep) (fg H(B)) = p(n ™" f ().

Usando mo f = fpom e o fato de que u é f-invariante, se verifica que a expressao
do lado direito é igual a

p(f a7 H(B)) = p(n ™ (B)) = (map) (E).

Portanto (m.pu)(fy '(E)) = (m.p)(E) para todo subconjunto mensuravel E, ou
seja, meu é probabilidade fy-invariante. Como supomos que fy é unicamente
ergédico, segue que 7,4 coincide com a medida de Lebesgue mg em T¢~1. O

Agora suponhamos que p é ergédica. Pelo Teorema de Birkhoff 4.2, o con-
junto G, dos pontos 6 € T tais que

1 n—1 )
lim - Z o(f(9)) = /god,u para toda fungio continua ¢ : T — R (6.10)
j=0

tem medida total. Seja Go(u) o conjunto dos f € T4 tais que G(u) intersecta
{6} x S1. Em outras palavras, Go(u) = 7(G,,). E claro que 771 (Go(p1)) contém
G, e portanto tem medida yu igual a 1. Logo, usando o Lema 6.15,

mo(Go(u)) = u(r ™ (Go(n)) = 1.

Em particular, isto vale para a medida de Lebesgue:
mo(Go(m)) = m(r~"(Go(m))) = 1.

Uma consequéncia direta destas relages é que a interseccao de Go(u) e Go(m)
tem medida myg total e, portanto, estes conjuntos ndo podem ser disjuntos. Seja
fp um ponto qualquer na interseccio. Por definicio, G(u) intersecta {p} x S*.
Mas o préximo resultado afirma que G(m) contém {6y} x St
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Lema 6.16. Se 0y € Go(m) entdo {0y} x S estd contido em G(m).

Demonstra¢do. A observagdo crucial é que a medida m é invariante por toda a
transformacao da forma

Ry : T x 8T = T4 SY (¢n) = (Cn+ B).

A hipétese g € Go(m) significa que existe algum n € S* tal que (6g,7n) € G(m),
ou seja,

n—1
.1 ;
tin - 5 (£ (00,) = [ odm
n =
para toda funcdo continua ¢ : T¢ — R. Qualquer outro ponto de {fy} x S*
pode ser escrito como (6p,n + 3) = Rg(6o,n) para algum 3 € S*. Recordando
(6.6), vemos que
f(Rs(10,¢)) = (m+a, 72 +71,...,Ta—1 + Ta—2,{ + B+ Ta—1) = Rp(f (70, ()
para todo (79,¢) € T¢! x St. Logo, por indugao,
f7(00,n+ B) = f7(Rs(0o,m)) = Ra(f?(6o,m))

para todo j > 1. Portanto, dada qualquer funcio continua ¢ : T — R,

n—1 n—1
lim T3 (o, + B)) = lim = 3" (0 Rs)(f (0o, )
i=0 J=0

~ [(woRsam= [ pam

Isto prova que (6o, 1+ ) estd em G,, para todo 3 € S!, conforme afirmado. [

Segue do que dissemos até agora que G(u) e G(m) se intersectam em algum
ponto de {fy} x S'. Tendo em vista a definicio (6.10), isto implica que as
duas medidas tém a mesma integral para cada funcdo continua. De acordo
com o Teorema de Riesz-Markov 3.7, isto implica que ¢ = m, como queriamos
demonstrar. O

Coroldrio 6.17. A drbita de todo ponto 6 € T? ¢ equidistribuida no toro: para
toda funcao continua v : T4 — R tem-se

tim - 3 (7)) = [vin
=0

Demonstracao. Isto é uma consequéncia imediata da Proposigao 6.14 e da Proposicao 3.7.
O
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6.2.4 Demonstracao do Teorema de Weyl

Para completarmos a demonstragao do Teorema 6.12, introduzimos os polino-
mios definidos por pg(z) = P(z) e

pj—1(z) =pjx+1) —pj(x) forj=2,...,d (6.11)
Lema 6.18. 1. O polinémio p;(x) tem grau j, para todo 1 < j < d.
2. pi(x) = ax + B onde o = aqd! € irracional.
Deixamos a demonstragao deste lema para o Exercicio 6.5.

Lema 6.19. Para todo n > 0,

fn(pl(o)apQ(O)a .. 7pd(0)) = (pl(n)apQ(n)7 s 7pd(n))
Demonstra¢do. A demonstracao serd por inducdo em n. Como o caso n =0 é

Obvio, s6 precisamos tratar do passo indutivo. Lembre que f foi definida em
(6.6). Se

F7H(p1(0),p2(0), ., pa(0)) = (pr(n — 1), p2(n — 1),..., pa(n — 1))
entao f™(p1(0),p=2(0),...,pq(0)) é igual a

(mn—1)+a,p2(n—=1)+p1(n—1),...,pa(n — 1) + pa—1(n — 1)).
Usando a definigao (6.11) e o Lema 6.18, obtemos que esta expressao é igual a

(p1(n),p2(n), ..., pa(n)),

e isto prova o lema. O

Finalmente, estamos prontos para provar que a sequéncia z, = {P(n)} é
equidistribuida, conforme afirma o Teorema 6.12. Seja ¢ : S — R uma funcio
continua qualquer. Considere 1/ : T? x R definida por

w(el, 92, ey 9(1) = 30(9(1).

Fixemos 6 = (p1(0), p2(0),...,pa(0)). Usando o Lema 6.19 e o Coroldrio 6.17,

n—1 n—1
1irnl Z ©(zn) = 1irnl Z (f*(0)) = /wdm = /godx.
n = n =

Isto termina a demonstragao do Teorema 6.12.
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6.3 Exercicios

6.1. Prove que
1. D;i(S) = Ds(Z \ S) para qualquer subconjunto S de Z.

2. Se 51,5 —2,...,SN é uma particdo de Z entao

Dy(S1) + Ds(S2) 4+ -+ -+ Dg(Sn) > 1.

6.2. Deduza o Teorema 6.9 a partir do Teorema 6.7.

6.3. Mostre que dadas quaisquer transformagoes continuas f; : M — M, i =
1,2,..., k num espaco métrico compacto M, tais que f;o f; = f; o f; para todo
1,7 =1,2,... k, existe alguma medida de probabilidade u que é invariante por
todas essas transformagoes.

6.4. Mostre que uma sequéncia z, é equidistribuida se e somente se, dado
qualquer intervalo I C [0, 1], tem-se

1
lim —#{j=1,2,....,n:2; € I} =m(I)

n—oo N
onde m representa a medida de Lebesgue em [0, 1].
6.5. Demonstre o Lema 6.18.

6.6. Sejam f; : M — M, i = 1,2,..., k transformacoes que preservam uma
probabilidade p em M e tais que f; o f; = fj o f; para todo 7,5 = 1,2,...,k.
Entao, para qualquer conjunto £ C M tal que pu(E) > 0, e para quase todo
x € I existe uma sequéncia n; — oo tal que finj () € E paratodoi=1,...,k
e todo j > 1.
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