PROGRAMA:

1. Fundamentos de la mecanica newtoniana. Sistemas inerciales y principio de relatividad de
Galileo. Leyes de Newton. Ecuaciones de la dindmica newtoniana en sistemas no inerciales.
Movimiento de una particula sobre la superficie terrestre. El péndulo de Foucault.

2. Mecanica lagrangiana: Ligaduras, coordenadas generalizadas y espacio de configuracion.
Principio de D'Alembert. Ecuaciones de Lagrange para sistemas con ligaduras holonomas y
cinematicas lineales. Formulacion lagrangiana del movimiento relativo a sistemas no inerciales.

3. Leyes de conservacion en mecanica lagrangiana. Célculo variacional. Principio de Hamilton.
Integracion de las ecuaciones del momiento. Constantes del movimiento.Teorema de Noether.

4. Introduccion a la mecanica hamiltoniana: Espacio de fases. Ecuaciones canénicas de Hamilton.
Paréntesis de Poisson.

5. El problema de los dos cuerpos. Reduccion al problema equivalente de un solo cuerpo. Campo de
fuerzas central. El problema de Kepler. Dispersion en un campo de fuerzas central. Formula de
Rutherford.

6. Fundamentos de la teoria de la relatividad especial: Incompatibilidad de la mecanica newtoniana
y el electromagnetismo. Hechos experimentales. Postulados de Einstein. El espacio-tiempo en la
relatividad especial.

7. Cinematica relativista: Transformaciones de Lorentz. Ley de composicion de velocidades.
Formulacion cuadridimensional.

8. Dinamica relativista: La energia y el momento relativistas. Conservacion del cuadrimomento.
La equivalencia entre masa y energia. Colisiones relativistas. Sistemas de laboratorio y de centro de
masas. Formulacion lagrangiana de la mecanica relativista.



Apuntes de: Pablo M. Garcia Corzo
A partir de las clases de E. Macida Barber



Teorema de Coriolis:

SDRNI .
Posicion del P.M. respecto al SDRI.
SDRI Posicion del SDRNI respecto al SDRI.
punto
material
— =| — +wx A
dt {
SDRI SDRNI

m-aN,=Zﬁ—m@+2wxvm+wx(wx?)+¢vxf

R — Arrastre

Donde: wxr = Azimutal
onde:

wx (wxr) — Comp .Centrifuga

2wxv,, — Coriolis



SISTEMAS DISIPATIVOS

Los consideraremos solo si actian en la direccion del sistema (y en oposicion de
sentidos).

F(v) => s6lo depende de la velocidad del sistema.

F(v)=a,+av+ a2v2

ap , Rozamiento Coulombiano

2

. dv Vo
Dinamico: m—=—umg =>v—v, =—ugt => x=x, +
dt 2ug
a; , Disipacion de Stokes
dv dv a - _
m—=—-6Rrnpv=av=>—=——"dt=>v=ve’ 71 ‘cte.Tiempo

dt v m
iv solo llega a 0 en un tiempo infinito! :J
Sin embargo no recorre un
. j l [ espacio infinito.

X=X, +v01£1—ef — X, =X, t VT

a, , Newton

-Froude: m%=—ﬂvz =>V=V—°:>x:x0 +%log(1+(vo'8]tj

A% m
1+ (Oﬂ}
m




Péndulo de Foucault:

Basicamente, se trata de demostrar que la
tierra gira, y que no es, por tanto, un sistema
de referencia inercial.

Para ello, se monta un péndulo de grandes
dimensiones que describird, ademas de las
oscilaciones normales de todo péndulo, un
movimiento lento de giro como se muestra en
el dibujo.

mx=F_—2mw,(zcosA— ysenl)
my =F, —2mw,xsenl

mz =F_ —mg+2mw,xcos A

F. =ix
ml
-T T

F,=—1y —=g, —2wyxcos i
ml m

z

F =l(l—z)—>zzcte
ml

g

Wy

X=—=x+2w,ysenl + xxcos A
)

. g ) 2w, .

y:—7y+2w0xsen/1+ yxcos A

¥=-Q%x +2ay 0= %

e Y .

y=—y-2a a =w,seni

ix + j =—Q7 (ix + y) + 2ai(ix + y)



PROYECTIL DE TARTAGLIA:

Velocidades

Trayectoria real

Fv)=a,+ayv+ a2v2

X=x,+ ﬂlog{l + (th}
p m
COS(A - ('Hg]t]
m m
y=y,+—log

p cos(A)

<A =tan™' £v§y>
m




Ligaduras

Definicion

.. .. t
Condicionantes del movimiento de un S™

mecanico

Ligaduras:
ESTRUCTURALES:

Cuerda del péndulo (I=cte)
Superficie sobre la que nos movemos
Eje de rotacion

MODO DE ACTIVACION

Fuerzas de ligadura
Las responsables de las ecuaciones de ligadura.

Ecuaciones de ligadura
Describen el resultado de la accion de las fuerzas de ligadura.

Clasificacion de las ecuaciones de ligadura:

Bilaterales

Y F=0

Cinemdticas — f(¥,7,t)=0
Geométricas — f(7,t)=0
Estacionarias — f(r)=0

8f0

Cinem.Integrables — Af P 5 =

Unilaterales

Y F=0 _
Fase activa: F=0
T Fase inactiva: F>0




CLASIFICACION DE SISTEMAS

Holonomo:
Todas las ligaduras son:
-geométricas
-cinematicas integrables
-estacionarias

Holonomeo...

-Escleronomo: Ligaduras cinematicas integrables o ligaduras
estacionarias.

-Rednomo: Ligaduras geométricas.

No Holéonomo:

Al menos una ligadura es cinematica no integrable.

Grados de libertad:

N° de variables independientes en un sistema.

n° de
particulas

g=3N-K

grados de n° de ecs.
libertad de ligadura

Sistema de particulas:

Sistema con solidos rigidos:

n° de
grados de particulas

g = 6M +3N - K

n° de so6lidos n° de ecs.
rigidos de ligadura



PRINCIPIO DE D’ ALAMBERT (1743)

Desplazamientos v velocidades posibles:

Efectos de las ligaduras —> Z Eii P I_;l +a,,= 0 (donde k son ligaduras e i coordenadas)
i

Desplazamiento virtual (57 )

> a,, dF +a,,dt=0

@, (dF'=dF) = 3 G, - 6F = 0
zai,k'dﬁ"_'_ak,odt:o Zal’k( Fi r’) Zal,k r

PP° de los trabajos virtuales

Ligadura ideal:

El trabajo realizado por las fuerzas de ligadura asociadas al
desplazamiento es nulo para todo desplazamiento virtual.

g)i.&;i:o

La condicidn necesaria y suficiente para un stma. esté en equilibrio es que la
suma de los trabajos realizados por la resultante de las fuerzas se anule para todo
trabajo virtual.

Stma .Equilibrio < Y. (F, + $)-0F = 0> V57,

PP de D’ Alambert(1743)

Fi+80i:/5
Z(ﬁi_l_;i-i_sai)'é‘?i:o

Z (ﬁi,_ﬁi)°5fi



ECUACIONES DE LAGRANGE:

(antes de Lagrange) {1;} vectores de posicion.
{i =1---,N } particulas en el sistema.

l

Via {K } ecuaciones de ligadura — Grados de libertad
|

{j:lj...’n}
g=6Mgy +3N, -K

Coordenadas generalizadas {q j} — Ecuaciones de transformacion
7= g, 1)

=Y g S s w =Y Ny,

I c?qj Ot T4,

= or Oor OF

7By s = S % g, =0
z aq/ ! IZZ{ qj q/} ’

Fuerza generalizada:

. = OF
Q=2 F—=
! ; 0q,;
dfor)_or _
dt\oq, | oq, 7’
L=T-U

Ecuaciones de Lagrange

dfa) o _,
dt\oq, | oq,




TEORIA DEL POTENCIAL

z F Newton (1687)
\ 4
F=-gXm;
r
- Mm ~
- F =-G (xi)
//M . < y (x2+y2+22)%

Lagrange (1777)
“Substancia”

M
g{> V(x,y,Z) =_G 1 (+C)

(x* +y* +2%)"?
oV GM

m

¥ es afectada por un campo
(61/ generado por M y descrito por

Ej@

Laplace (1782)

o’V. GM _GM ,
= -3 X

ox? P o

oV oV oW
+ + =

ox*  oy* 0z’

0

Pasando a Energias... . .
Energia Potencial

dW =—-m a—Va’x+8—Vafy+a—Va’z =-mdV U
ox oy 0z

WAB =-m(V, -V,)

=mV

(‘x’yQZ) ‘x’yQZ)

§ﬁ-d§:o

Campo conservativo Teorema de Stokes

VxF=0




Potenciales en 1-D

(interpretacion de graficas de energias o esquemas energéticos)

\%

E potencial

E cinética

Ejemplo de aplicacion:
Problema 14:

Si partimos de una energia mayor
que uno, la energia potencial
descenderd hacia la izquierda, por
tanto, el sistema se acelerara en
¢ dicha direccion con una
aceleracion que ira disminuyendo
t hasta una velocidad constante.

¢ \NA Si partimos de una energia menor

que uno, la energia potencial
disminuira bruscamente hacia el
punto asintdtico en x=4,
lanzandose a velocidades
desmesuradas




MECANICA LAGRANGIANA

1.- Grados de libertad.
N = n° particulas
K =n° ecuaciones de ligadura

g=n=3-N-K

2.- Eleccion de coordenadas generalizadas.

q,=q,()

3.- Explicitar las ecuaciones de transformacion.

F=7(q,.0)

4.- Transformacion de las coordenadas energéticas.

N
1 . . . .
T=ngl.(xi2 + 3 +2)=>1(q;.4,,1)

i=1

5.- Expresion del Lagrangiano y ecuaciones de Lagrange.

L(gq,q,t)=T -U

0 (conservativo)

d oL ) -
dt Gq' i 8q Q; (no conservativo)



Ejemplo 1 :

Al‘O con bOla deslizante: (estudio Newtoniano)

A ~ La bola estaria perforada e
€y incrustada en el aro que gira de
— modo que pudiera desplazarse por
—< . e su perimetro.
’

. €y es tangente al aro.

» €, sigue la direccion radial.

. va en la direccion tangente al
giro descrito por .

S

Peso ligaduras coriolis

Z F=mg(é cos@—é,sen@)+ F é + F e,

Ligaduras: Peso Centrifuga (i)

Centrifuga (i1)

R20?

F =-mgcos0 —m — mRw’sen’ 6

7

0= —%Senﬁ + w?sen@cosd

ng = —2mwR 6 cos O



AI'O con bola deSlizante: (estudio Lagrangiano)

| F=R K=2=g=n=3-1-2
Ligaduras:
¢ = wt
Td—
Coordenadas generalizadas: 0
V\i m
R >

x=Rsenfcoswt| sy s oy,
X°4+y"=R0 cos"@+R wsen 0

22 =R*0%sen’0

Ecs. de transformacion: | y = Rsenbsenwt

z=R(l—-cos8)

Coordenadas energéticas:

Tzém()'c2 + 3’ jLz'z):%m(Rzé"2 + R*w’sen’0)

U =mgz =mgR(1 —cosH)

L:T—UzémRz(@2 +w’sen’0) + mgR(cos 6 —1)

Ecuacion de Lagrange:

oL y

—.:mR 9 .e g 2

06 O +=>senl —w sen@cos@ =0
oL

by =mR*w’sen@cos @ — mgRsend



Ejemplo 2:
Péndulo con hilo extensibe (Hooke):

Donde d es la longitud natural del hilo,

n es la elongacion,

k la constante de elasticidad del hilo,
m es la masa que pende,

0 es el angulo respecto a la vertical.

k

d Ligaduras:
\‘ Z\ F:—lm—we:lknz
N 2 ©.1)
@
c=n=31-1

Ecuaciones de transformacion:

x=(d +n)sen 0 = % =1isen 0 + (d + 1)0 cos 0
y=—-(d +n)cos 8 = y=—rcos 0 + (d + n)fsen 0

Coordenadas energéticas:

T=%m()'c2 3 +z'2)=%m[772 +(d+n) 6]

U=U, +U, :mgh+%k772 :—mg(d+77)c056+%k772
L:T—U:%m[ﬁz +(d+n)292]—mg(d+77)cos€+%k772
Ecuaciones de Lagrange:

oL :
—=m(d +1)’0
20 (d+1m)

oL

v —mg(d +n)sent (d +n)0 + 2176 + gsend =0
a—L:mﬁ 7'7'—(d+77)0'2—gc059+£77:0
on "

2—L=m(d+77)t92 +mgcosf —kn
n



MAQUINA DE ATWOOD

Ecuaciones de ligadura:
M
X, =—R;x, =R
Modo de activacion
z, =z, =cte
my Th V==V, | Geométrica
U=0
l-h g=3-2-5=1=h
Coordenadas generalizadas:
h=y ==y,
h=y
Coordenadas energéticas:
1 (MR? 1, 1 5 1M
T=T +T, =5 w +Emly12 +5m2y§ =§h2(?+ml +m2j

U=mgy +m,gy, =gh(m —m,)

L:T—U:%fzz(%erl erz)—gh(m1 —m,)

Ecuaciones de Lagrange:

oL -(M j
—=h —+m, +m,

oh 2
oL
%= g(m, —m,)

ﬁ(%+ml +m2j+g(m1 —m,)=0



POTENCIALES GENERALIZADOS

Para llegar a las ecuaciones de Lagrange:

dfoL) oL _,
dt\ 0, ) oq,

Ahora tenemos:

oG d| oG
Qj: +—

dq; dt\oq,
G=G(q,4,t)\L=T-G
d| oL | oL 0
dt\dq; ) 0q,
G(qjaq‘jat):GO(qat)—Fzgjq.j

L

Ver paralelismo de notacion
en sistemas naturales



SISTEMAS NATURALES: (Gantmijer pg 60 y 92)

Aquellos Sistemas clasicos en los que el potencial de la fuerzas es
el potencial ordinario o bien el generalizado, serdn denominados
sistemas naturales.

1) Pongdmonos en el caso en que tengamos un potencial ordinario:
U=U(q irl )
Energia cinética:
=T, +1, +1T,

2
1 L 1 or . 0 1< e
TZEE mrzzzz m( é-qi+a—:J =5 E a,,.4,q; + E aq, +a,

i i,k=1 i=1

a =Zmii
aqi a%c
a =zmﬂ@
0q, ot

1 (6}*]2
610 :E m 5

=T-U=L,+L, +L,

o~ NS
Il
oH _‘H t\:ﬂ

i1) En el caso de un potencial generalizado:

U=U(q..g.t (Ver paralelismo de notacion
. (9:-4:-1) en potenciales generalizados)
U= Vg, +V=V+V

i=1

L=T-U=L,+L +L,
L, =T,

L =1 -V
L,=T,-V



Funcion de disipacion de Rayleigh:

d| OL OL :
—[—_J——:OH]:(1,...,n);L:T—G=T—GO—Gl
dt\ 0q; aq ;
Para fuerzas disipativas con forma de ley de Stokes:
= (kT = (nd 4+ k)
=2 i 4k 3 k2)
i=1
553 0P~ 0P~ 0p ¢ 7
-V o=— + + k|=F,
¥ (axfl o’ az'fj |
d GLJ_ oL_o
dt\oq, | 0q;
t - Or, or.
Q': l_l:_ Vv,iso_l
=2 g, - g,
P oF
=V, ;aqj% or
o, oF
6q..1 6q/ /
yyemo e
- J-,kavj oq, 6q'j
d(oL) oL op
i bl B e
dt\oq, | dq; 0q,



Ecuacion de la energia:

L
2= L), (D)t
7 (q(2),4(2),1)
—
dL - oL . oL, dL dfo) afer)
N g Y G+ i iy
di o, jz_:‘aq,.qf ot ” Z{dt(@qj] dz[aqj]qf}

Rl O

Funcion de la energia:
h= a—Lc]j—L — h=h(q,q,t)
704,
ﬁ:_z%_% = Cuando ~h=cte
dt oq ot va
T Integral
de Jacobi

Si la funcién es homogénea:

oF

—x. =nkF
Z@xi X, =n
dh _ oL
dr ot

Ecuacion de la energia (caso general)

h=T,-T, +G,



1) Si el sistema es conservativo:

. oL
=0 => h=——
© Ot

ii) Si z<zL:>‘Z—L=o:>h=0
4
> h=cte=T, -T, + G,
N oF,
111) Si tczEcs.Trans.:a—t’:O:to =0

> h=cte=T, +G,

Conservacion energia “estandar’:

|
—mv~ +mgh
> g

(Gantmajer pg72)

En un sistema escleronomo en el que la velocidad no dependa explicitamente del
tiempo:

1 dE  El doble de la funcion de Rayleigh es igual a la velocidad de
9 4t decrecimiento de la energia.



LEYES DE CONSERVACI()N
Y SIMETRIAS

Nocion de Simetria:
-Aplicamos una transformacion (Heraclito)
-Buscamos invariantes (Parménides)

f(x)=x"cosx

x'=—x

f(x") = f(=x) = (—x)* cos(—x) = x* cos x

Simetria asociada a las ecuaciones de Lagrange:

Transformacion:

t'=At; A e R—1{0}

L—)L[q,@,tj
dr'

dg . d
e

t Adt
d

oL\ OL d | oL oL
|\ = 0 - — A | T A = 0
dt'\ 0q') oq Adt\ A 0q ) 0q

invariante

i jAtencion! i
| Si A=—-1=1—>—t jj;;Futuro = Pasado??!!

______________________________________________



COORDENADAS CICLICAS

E INTEGRALES PRIMERAS

g,

Definicion 1.- Momento conjugado:

Definicién 2.- Coordenada ciclica:
q, ciclica =g,z L

o=2| oL
di| &g,

T™: Siuna coordenada es ciclica, su momento se conserva.

(2)—>a—L=O

aqj

dP.
H—J:0:>Pj =cte
dt

a
6qj

Definicién 3.- Una funcion d(q,q,?) es .[ 1* si mantiene su valor constante al sustituir

sus variables por valores particulares.

. ., t . . , .
Definicion 4.- Un S™ es integrable si todas sus g; pueden ser expresadas en términos de
funciones elementales o de integrales primeras.

Integral de accion.

Espacio de configuraciones.

qi1

PRINCIPIO DE HAMILTON:

Construimos un espacio con las coordenadas
generalizadas.

(Qué trayectoria sigue un sistema en el espacio
de configuraciones?

Integral de accion:

S = L(g,g,t)dt
Jz

De todas las trayectorias posibles entre dos puntos en el espacio de configuraciones,
nuestro sistema seguird aquel que haga extrema (Max, min o P.1.) su integral de accion.




SIMETRIA CANTIDAD

CONSERVADA
HOMOGENEIDAD | Espacio| Momento lineal
(no puntos distintos) Tl empo E nergia

ISOTROPIA Espacio| Momento angular

(no direcciones preferentes)

BUSQUEDA DE SIMETRIAS

S = [ L[g(®), 4(0), Jat

Teorema de Noether:

Si la integral de accion de un sistema permanece invariante ante una
transformacion paramétrica:

q'j(t)ZQJ(t)+5Wj(q]at)

O : : “ OL . ~ OL
qj(t):qj(t)—'_gl//j(q/'Bt) J = Zla—qj - L (D_Zlal///
t'=t+ed(q,,1) S S

-
(cantidad conservada)

J=ho-Y Py,

J=1

i. Si g;esciclica(—gq, « L)

q'=q,

: S'=IL'dt'=ILdt =S (invariante)

q9,=q;,+¢ .

: (trivialmente)= L'=L ¥, =90,
VTS T s

q,=4,

t'=t




i. Sligl = I'=L (trivial)

q'\ =4,

' (trivialmente) = L'= L
q9,=4,
t'=t+e¢

S'= S (in variante)

l//j:()

© 1 }J=h®—Zle//j:h=cte.

PRINCIPIO DE HAMILTON

PRINCIPIO DE HAMILTON:

De todas las trayectorias posibles entre dos puntos en el espacio de
configuraciones, nuestro sistema seguira aquel que haga extrema (Max,
min o P.I.) su integral de accion.

8=0 , S =jL(q,q,z)dt

q,(t, ) = q,(t,0) + an,(?)
: 5S=[6—Sj-da

q,(t,a)=q,(t,0)+an, (1)
Uj(tA) :Uj(tB) =0

( j IZ oL 6q, oL 0q; Ji =
dq; Oa aq o
d%q.
_Iz n;+ 8.L B tar =
aq, 0q; Oaot

= I z Ecs.Lagrange >77jdtda




MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

(Modo de obtener fuerzas de ligadura con Lagrange)

Ppio de Hamilton
S=[Ldt =[min] 85=0

q(t,@) = q(t,0) + an(t)——0S = Y. [ {Ecs.Lg.}oq,dt = 0

Sistema HOLONOMO Sistema NO HOLONOMO
Ligadura integrable. Ligadura no integrable.
- of
vaqﬁg:‘) Za,jdqj+alodt:0
J J

Z a;0q; =0
j






TEMA 6

INTRODUCCION A LA
TEORIA DE LA RELATIVIDAD
ESPECIAL (o restringida).

T



1.- Precedentes de la teoria. (1895-1905)

1895.- J.J. Thomson descubre el electron:

-Particula.
-Masa.
-Carga.
F Folexs)
=q|ExvxB
(1) a= q/)(qxﬁxé)
m
—

m

a
-Kauffmann: m = m(v)

-Transicion de fuerzas a energias:
T~ 7 - 7 d\j - 1 2
dw=Fdr =madr =m—vdt =>W, , = mjvdv =—mv, =
dt 2

\l
I|I

A

_A_ 2
> m ——2J.
VA Vio

Lorentz(2)

Masa electromagnética = Masa inercial

-Concepciones del electron:

1902.- Abraham:
Esfera solida con carga en su
superficie. Concepcion clasica de
radio electrénico.

1904.- Bucherer:
Volumen constante.
“Deformable”

1904 .- Lorente:
Volumen # cte.

m

2 2mg g

v/a

8.2 6.4 a.6 a.8 1




2.- Motivaciones conceptuales.

-ARISTOTELES:
“El cuerpo en movimiento se detiene cuando la fuerza que lo empuja deja de actuar.”

-GALILEO:
“Toda velocidad, una vez impartida a un cuerpo, se conservara sin alteracién mientras no existan causas
externas de aceleracion o frenado [...] de esto se infiere que el movimiento sobre un plano horizontal es
perpetuo.”

-NEWTON:
“Un cuerpo en reposo, 0 en movimiento, se mantendra en reposo o en movimiento rectilineo uniforme, a
menos que sobre él actiien fuerzas exteriores que lo obliguen a modificar dichos estados.”

(Ley de inercia.)

-Sistema de coordenadas inercial o de Galileo:
Un sistema de coordenadas cuyo estado de movimiento sea tal que con relacion a él se cumple la ley de
inercia lo llamaremos sistema de coordenadas de Galileo.

-Teorema de adicion de velocidades (Galileo-Newton):

NEWTON — f =-G™2L 7 = mi

Invariantes frente a r '
COULOMB — f = -K L7 = mi

r

De donde se deduce que para todos los sistemas de coordenadas de Galileo, tanto las leyes de gravitacion
como las leyes de la electrostatica son invariantes.

-Ecuaciones de Maxwell:

= = aB
VxE+ =0
81‘
— _ aE —
VxB - — =M .
iiiNO INVARIANTES!!! ante Galileo.
VE= -1888.- emision y recepcion de una onda de radio.
o 1 0°E
— = VE ——2 "=
V-B =0 j or
,_ox vt
X' = =
-
-Si invariantes ante transformaciones de Lorentz:
t — - X
= C
2
v
-

PRIMER POSTULADO DE LA RELATIVIDAD
“Las leyes de la fisica han de ser invariantes para todo observador inercial”







