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1 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

1.1 Ecuaciones De Primer Orden

Separables |y’ = % — [q(y)dy = [p(t)dt +C

e Homogéneas |y’ = f(¥) ~ z=%+— f% = Ln|t|+C

=t+C

del tipo || y'=f(at+by) | ~ z =at + by — [

a+bf a+bf(z)

e Lineales ‘ Yy =a(t)y + f(t) ‘

— Lineal Homogénea | f(t) =0 — y = Clel alt)dt

— Lineal de coeficientes constantes
a(t) = ar—y = Cel + e [ e~ f(1)dt

— Solucién general | y = Cel @)t 1 o a®)dt [ o= [ alt)dt £(1)qy

Reducibles a lineales

— Bernouilli |y = a(t)y + f(t)y? ~ z= yl_p‘

Z'=1-pa(t)z+(1—p)f/t)

— Ricatti |y’ = a(t)y + b(t)y*> + f(t) ~ |conociendo una solucién particular y,:
‘u =y—y, — u =la(t) + 2b(t)y,(t)]u + b(t)u? ‘

e Exactas | M(t,y) + N(t,y)y =01y = — Az\/zf((:;}))

Buscamos una funcién de dos variables U(t,y) tal que Uy = M y U, = N. La solucién general seré:
Ut,y)=C
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1.2 Sistemas y Ecuaciones Lineales
e Sea el '™ de n ecuaciones de primer orden

) = filt,x1, T2, ... 2p)

x{n, = fn(tuxtha-' -7:1;77,)

Toda ecuacién de orden n se puede convertir en un S equivalente haciendo:

x] = a9
/
" =gtz 2, .., — " _ " (2)
¥, = gltar, o, 1)
e El sistema (1) en notacién vectorial: ‘ X' =A)X + f(t) ‘
1.2.1 Sistema Homogéneo
e Consideremos el St™a
X' =AX (3)
e SOLUCION
1. Tomemos la matriz A de coeficientes.
— Calculemos su forma canénica de Jordan:
A=pJjpP!

2. Consideremos la solucién
X(t) =X (0)

3. Si invertir P es sencillo, lo calculamos y ya tenemos solucién:

| X(1) = Pe/'P1X(0) |

4. Si no queremos invertir P, planteamos:

X(t) = Pe’t Z = X(0)
gl

Obteniendo asi («, 3,7) para la solucién:

X(t)=Pelt| B
v

1La exponencial de una matriz diagonal es la matriz con la exponencial de cada elemento por separado:

i) n)

- t€>\t eAt
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1.2.2 Sistema No Homogéneo

e Consideremos el Stme .
X' =At)X + f(t) (4)

e Si X(t9) = Xo, generalizamos los resultados para el S**™ homogéneo del siguiente modo:

X = pelt=t)p=1X, + P [ /=5 P=1f(s)ds

1.2.3 Ecuaciones Lineales

e Tomamos las ecuaciones lineales como casos particulares de sistemas.

e Para resolverlas, tomaremos primero la ecuacién homogénea que nos dara soluciones x; y x3, con
los que la solucién general, plantearemos: x = c1x1 + cax2 + T, Siendo x, una solucién particular
cualquiera, que podemos obtener (en caso de no encontrar una a primera vista) de: z, = x2 f ‘%}]dt—

X1 f %fldt
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1.3 Soluciones por medio de series

e Sea la ecuacién: ‘ 2 +a(t)r +b(t)z =0 ‘

1.3.1 Puntos Regulares

e { =1y serd un punto regular si a y b en tg son funciones analiticas en ty. En caso contrario, el punto
serd singular.

e Podemos desarrollar a(t) = Y oo art® y b(t) = > po bith

e Tendremos también una solucién general de la forma:
o0 o0 o0
x = E kst s 2l = E kepth—1 ~s 2 = E k(k — 1)cpth=2
k=0 k=1 k=2

1.3.2 Puntos Singulares Regulares

et es un punto singular regular de " + a(t)z’ 4+ b(t)x = 0 si (t —to)a(t) y (t —to)?b(t) son analiticas
en to.

e Multiplicamos la ecuacién x” + a(t)z’ + b(t)x = 0 si (t — to)a(t) por t? y llamando a*(t) = ta(t) y
b*(t) = t2b(t) tenemos:

‘ 22" + ta*(t)z’ +b*(t) =0 ‘

e Planteamos el polinomio indicial:
q(r) =r(r —1) 4+ agr + by

e Entonces, segtn las raices del polinomio indicial r1, 79, tendremos las siguientes soluciones:

1. Existe siempre una solucién: |1 = t™ 220:0 exth | co #0

2. La segunda solucién serd, segun los casos:

a) si 7 — ro no es cero ni entero positivo: |zg = "2 220:0 btk , by £ 0

b) siry —ry es cero: |mo =" btk + 3y Lnt

c) si 7y —ro = n entero positivo: |zo =137 btk +axiLnt, by #0,a € R
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1.4 Mapas de Fases

Sea :

Si f(xo,v0) = g(xo,y0) = 0 entonces X (t) = ( o ) es solucién de equilibrio.

Yo

Si X(t) =

(

(t)
y(t)

) es solucién, también lo es X (¢t + C) = ( y

1.4.1 Ecuacién diferencial de las Orbitas

El primer paso para dibujar un mapa de fases es explicitar su Ecuacién diferencial de las orbitas:

Podemos obtener informacién adicional mediante el campo vectorial v que, en cada punto, viene

dado por:

vl =

f(z,y)
9(w,y)

)=(7)

1.4.2 Puntos Criticos

Sea el Stme

, [ a b
X_(c d

)x

donde |A] = ad — be # 0.

Definiremos los puntos criticos en funcién de los autovalores A1 y Ao de A.

Nodo estable My < A1 <0
Nodo inestable Ay > Ay >0
Punto silla \; <0 < X\
Nodo estelar estable A doble < 0, A diagonal.
Nodo estelar inestable A doble > 0, A diagonal.

Nodo de una tangente estable A doble < 0, A no diagonal.

Nodo de una tangente inestable A doble > 0, A no diagonal.
Centro \ = +qi

Foco estable A\=p=+qi, p<0

Foco inestable A\=p+qi, p>0
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T w

Tlustracion 1: Nodo

X

Tlustracion 2: Punto de silla

Tlustracion 4: Nodo de una tangente

< Tlustracién 5: centro

Tlustracion 3: Nodo estelar

Tlustracion 6: foco
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2 Ecuaciones en derivadas parciales

2.1 Operadores Diferenciales
2.1.1 Teoria de Operadores Diferenciales

Definimos el operador diferencial L. actuando sobre la funcién u como:

‘ Lu=7%"_ aq(xz)D% ‘

Aplicaremos operadores diferenciales para manejar EDP’s lineales:
> aa(@)Du = f(r) — Lu= f

Propiedades algebraicas de los operadores Diferenciales:
e Todo operador diferencial es un operador lineal: L(Au + pv) = A(Lu) + p(Lv)
e Suma de operadores: (L + M)u = Lu+ Mu

e Producto de complejo por operador: (AL)u = A(Lu)

Producto de operadores: (LM )u = L(Mu)

CONMUTADOR DE OPERADORES: ‘ [L, M]u = L(Mu) — M(Lu) ‘

2.1.2 Operadores Frontera y condiciones iniciales

e Dirichlet: I(u) = u|g

e Neumann: [(u) = g—Z’S

e Mixtas: [(u) = (au—l—bg—ZHs

2.1.3 Problemas Lineales

2.2 EDP’s de primer orden

2.2.1 Ecuaciones lineales y cuasilineales

Trataremos ecuaciones de la forma:

‘ > iy, = Fu, x;)

Donde F puede contener términos no lineales?.

2se dice ecuacién cuasilineal a la que es lineal respecto a los términos de mayor orden.
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2.2.2 Método de las curvas caracteristicas

Sea la ecuacion
Yz, + r2uy, + Tyu, = —ryziu (5)

Se trata de plantear el campo vectorial V' = ). a;t,, y de él obtener las curvas caracteristicas ii =

dz;

i — du que constituirdn soluciones particulares de (5).
a; F

de _ dy 2 2 __
=" —y =0
de_dy o w ) R T gl TN
z Tz X —zyz2u z Y
Y o dz = 24 = y = Cye3*’

—Zu

La solucién serd funcién arbitraria (a determinar por condiciones frontera) de los resultados particulares

obtenidos:

_.3

u=-e3 0(y* — 2% 2% —9?)

2.3 EDP’s de segundo orden
2.3.1 Tipos de ecuaciones

Sea la EDP de segundo orden, en forma genérica:

AUgg + 2bUgy + CUyy + F(Ug, uy, v, 2,y) =0 (6)
donde:
a=a(z,y)
b=0b(z,y) evaluada en (zg, o) (7)
c=c(z,y)

Se dice que la ecuacién es de cardcter parabdlico, hiperbélico o eliptico en un entorno del punto (o, yo)
segun:

b>—ac<0 —  ELiPTICO

> —ac=0 — PARABOLICO

b> —ac>0 — HIPERBOLICO

2.3.2 Coeficientes Constantes
Sea la ecuacién(6) donde a, b y ¢ € R. Planteamos:

dy 2 dy
“ <d:v) dz Fe=0

De ahi obtenemos dos familias de curvas caracteristicas. Se trata de reparametrizar (6) con unas nue-
vas coordenadas que nos lleverdn por cada familia de curvas caracteristicas y que denotaremos como
coordenadas caracteristicas:

y=byracs L 0 = ((z,y)

y=bbac, 0y = n(z,y)

Elegiremos las coordenadas de la reparametrizacién en funcion del tipo de ecuacién que estemos tra-
tando:

Caso Hiperbdlico
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Caso Parabdlico

Caso Eliptico

b . Vac—b? b Vac — b2
Ci=y——x+i x; Co=y——x—i

¢(z,y) n(z,y) ¢(z,y) n(z,y)

2.4 Series y Transformadas de Fourier

2.4.1 Serie de exponenciales

o0 w = 2T
c einwz —a )
Z " —) { L fb e~ Ty (z)dx

n=—oo

2.4.2 Serie de senos y cosenos

_ 27
®© W= 13—g b
= 70 Z ancos(nwz) + bysin(nwr)) — { an = 7= [, cos(nwz)u(z)dx
n=1 b = 72 :szn(nwaj)u(x)dz

05 L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Nustracion 7: Ejemplo: e” en desarrollo de senos y cosenos

2.4.3 Serie de senos

o~ w= 2
Z (b sm( :E—a))) —){ bn:bﬁ f:sin (%2(z — a)) u(z)ds

n=1
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2.4.4 Serie de cosenos

- ?O g (ancos ( (- a))) — { Z}n::T%aa f; cos (%4 (z — a)) u(z)dx

A A A VNI A
N N d
\
Exponenciaes Senos
Senos'y cosenos

ANEAANYA

NS N

Cosenos

Tlustracion 8: Extension periddica de series de fourier

2.4.5 Transformada de Fourier

u(z) = / ik c(k)d"k — F~ ( ) — transformada inversa de c

c(k) = / e~ *y(z)d"x — F(u) — transformada de u

11
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En Resumen:

Tipos de

Desarrollos de Fourier

exponenciales

senos y cosenos | f(x) = %

27
W= %=
a0 |3 ancos(nwz) + bysin(nwz) { an = 525 [ cos(nwa)u(x)dz
bp = 7%= b sin(nwzx)u(x)dr
—a Ja (8)
w = bz_ﬂ'
_ b nw _ —a
senos f(@) =307 bpsin (%2 (z — a)) bn = 5= ;Sm (" (z — a)) u(z)dz
cosenos

w= 2T
f(z) = F + X2, ancos (% (x — a)) {

an = 5= |, cos ("w

zkm dnk
Transformada { ol ‘[9?1"

~Fe)
= @ fm‘:n e—“”u(:z:)d":z:

— Transformada inversa de ¢
— F(u) — Transformada de u

2.5 Meétodo de Separacién de Variables

Sea un operador lineal Lu = ) aalpha(:v)D“lph“u = 0 que podamos separar en una suma de dos opera-
dores de la forma:

A (05 52
L=A+B— 0
B T1,L2,... ;0 0

o
xn,a—zlaa—ma---am)
A s6lo depende de zy mientras que B no depende de esta variable

En cuanto a los operadores frontera o condiciones de contorno, han de presentar el siguiente aspecto

oyt
l(u) : .
Vv(:vf) 1;1( (w) Tn) se dice que 1 no opera sobre xg

Veamos un esquema basico del método a seguir para separar ariables

se dice que | s6lo opera sobre xg

Lu)=A+B=0
| v(zo) — Av = v
BusQuemos.{ w(Ers ..y xn) —  Aw = —Xv })\E R
s - A(vw) = A(v)w = dvw B
Solucién — u = vw{ Blvw) = vB(w) = —vAw A+B=0

La idea es que al realizar el método dividimos el problema en dos mas sencillos

e Una ecuacién diferencial ordinaria Av = v

e Una ecuacién en derivadas parciales de un orden inferior a la original Bw = —A\w

12
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2.5.1 Coordenadas cartesianas: La ecuacion de Schrédinger
La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo presenta el siguiente aspecto:

h2
“om vV u(r) = Bu

Substituyendo k? = ‘"F;E para simplificar el tratamiento de constantes, tenemos una ecuacién tipo Helm-
holtz:

vu+ku=0

Desarrollandola para dos variables x e y, la ecuaciéon tiene el aspecto:

0%u  0%u
4T k2=
972 + 92 +Ek‘u=0

Que es separable respecto de ambos parametros x e y del siguiente modo:

u(z,y) = X(z) +Y(y)

Vpz = AU
X(w) =M< ki =—)\2
v = ale’iklz + blef’iklz
Wyy + kw = —Aw
Y(w) = - w{ ke =\ +k?
w = age™*2Y 4 pye~ 2y
Tomemos ahora las condiciones frontera. Supongamos que tenemos a la particula confinada en una

caja (un rectdngulo) de lados Ly y Lo. Es decir, que la probabilidad (u) de encontrar a la particula fuera
de dicha caja es nula, lo que implica que se anule en los bordes de la caja, es decir:

u(0,y) =0
U(ley) =0
u(z,0) =0
u(z,L1) =0

Como u = vw, apliquemos las condiciones frontera por separado:

’U|x:0 = aleiklx =+ bleiiklx =a1 + b1 =0 — a1 = —b1
U|x:L1 =a; (elklx — eilklz) = 2ialsen(k1L1) =0 — k= Lllnl (—> ny € N)
w|y:0 = ageikzy + b2€_ik2y =ay+by=0 — ag = —by

W|y=1, = a2 (eikzy — e*ikw) = 2iagsen(kals) =0 — ko

Il
3
3
¥
1
3
¥
m
Z

Con todo, llegamos a la siguiente familia de soluciones:

u(z,y) = Ksen ("i’lm) sen ("i—zy) Vni,ng € X

En la pagina 13, estan represenadas las graficas para algunas combinaciones de n; y ns.
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Tlustracion 9: n; =1,n, =1
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Tlustracion 10: nqy = 1,ne = 2
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Tlustracion 11: nqy =2,ny =3

A
AL

N

oK
TR
R

Tlustracion 12: nqy =1,ny =3

il
lil’l’””’""'"..,.b NI
A 1
NS eentiminy ooy innin”
ke Uty
e \W’"’”’!’:’"” v dlll’

Tlustracion 13: ny =2,ny =1

Tlustracion 14: nqy = 3,10 =3

14
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2.5.2 Helmholtz en cilindricas

La ecuacién de Helmholtz en coordenadas cilindricas presenta la siguiente forma:
1 1 9
Vu:uTT—i—;ur—i—T—Queg—i—uzz—i—k u=~0

Z es separable directamente:
u(r,0,2) =V (r,0)Z(z)

z" Vir | Vi Vg
_+k__(v+ﬁ 2y

) = a?® — (cte. de separacién)

1. La ecuacién que va con la coordenada Z tiene soluciones ya resueltas de la forma:

ZQ(Z) _ Aei\/szazz +Befi\/k27a22

Separemos ahora la parte que va con coordenadas radiales (equivalente a un problema en polares):

1! ¢ "
V(r6) = OO)R(r) = P 4 1o oz = O

7 7 5 — (cte. de separacién)

2. La parte angular se resuelve de forma diferente si m =0 é m # 0:

@,,__me{mzo - ©=C+ Db

m#0 — ‘6 = Ce"™0 4 De—mY

3. En cuanto a a parte radial, nos queda con el siguiente aspecto:
r?R" +rR + oa*r?R =m’R

En este caso tendremos que diferenciar no sélo si m = 0 sino también si o = 0:

m=0 — R:Can(r)—l-C'g‘
a:o —
m#0 — |R=Cyi™+ Cor ™|

p=ar
2
a40 — | PP+ 4 (pP —m*)R=0

‘ Rom = EJm(ar) + FNp(ar) 3 ‘

2.5.3 Coordenadas esféricas

En esféricas, Helmholtz presenta el siguiente aspecto:

=0

(r*uy), + E*r?u + (sen(B)ug)e + .

1 1
sen(0) WUW
La parte radial podemos separarla directamente:
(r*R") + k¥*r*R = AR — R(r) = AJy(kr) + BN;(kr)
En cuanto a la parte angular, toma como soluciones los armonicos esféricos:

2041 (1 —m)!
47 (I+m)!

Yim (0, ¢) = P™(cosf)te™™?

4Polinomios de Legendre: Py (z) = ﬁ d‘g; [
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2.6 Método de desarrollo en autofunciones
Tenemos una ecuacion en derivadas parciales segtn:
A(zo, x4, .. Ju+ B(wy, w0, .. 527,25, .. )u= f(x)
ai(u) = gi(x1,x2,...)
b](u) = hj(x07$17x27 .- )

Buscamos una solucion de la forma:

u(z) = va(xo)wm(:vl,xg, o)

m
Bw,, = Aw, autofunciones de B
bj(wm) =0 Problema espectral asociado
Um Desconocido, en principio
flx) =3, fm(zo)wm(z1,22,...) Des. t. inhomogéneo
gi(x) =3, Cimwm (21, 22,...) Des. cond. inhomogéneas
w(x) =D, Um * Wy planteamos el problema obteniendo v,,

2.6.1 Ejemplo de desarrollo en autofunciones

U =kuge, |0<z<l,t>0,k>0

u(t,z) = Z Un (8) X ()
n=1
Comencemos separando variables:
XI/ 1 !
u(t,z) =v(t)X(x) — ~x = EU— = A (cte de separacién)
v

Obtenemos asi el problema espectral asociado homogeneizando las condiciones de contorno:

—X" =X

Cuyas soluciones son de sobra conocidas:

X, = sin (?w)



