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1 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

1.1 Ecuaciones De Primer Orden

• Separables y′ = p(t)
q(y) 7−→

∫
q(y)dy =

∫
p(t)dt + C

• Homogéneas y′ = f(y
t
)  z = y

t
7−→

∫
dz

f(z)−z
= Ln|t|+ C

• del tipo y’=f(at+by)  z = at + by 7−→
∫

dz
a+bf(z) = t + C

• Lineales y′ = a(t)y + f(t)

– Lineal Homogénea f(t) = 0 7−→ y = Ce
∫

a(t)dt

– Lineal de coeficientes constantes
a(t) = a 7−→ y = Ceat + eat

∫
e−atf(t)dt

– Solución general y = Ce
∫

a(t)dt + e
∫

a(t)dt
∫

e−
∫

a(t)dtf(t)dt

• Reducibles a lineales

– Bernouilli y′ = a(t)y + f(t)yp
 z = y1−p

z′ = (1 − p)a(t)z + (1 − p)f/t)

– Ricatti y′ = a(t)y + b(t)y2 + f(t)  conociendo una solución particular yp:

u = y − yp 7−→ u′ = [a(t) + 2b(t)yp(t)]u + b(t)u2

• Exactas M(t, y) + N(t, y)y′ = 0 ⇐⇒ y′ = −M(t,y)
N(t,y)

Buscamos una función de dos variables U(t, y) tal que Ut = M y Uy = N . La solución general será:

U(t, y) = C
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1.2 Sistemas y Ecuaciones Lineales

• Sea el Stma de n ecuaciones de primer orden

x′
1 = f1(t, x1, x2, . . . , xn)

...
x′

n = fn(t, x1, x2, . . . , xn)







(1)

Toda ecuación de orden n se puede convertir en un Stma equivalente haciendo:

xn = g(t, x, x′, ..., x(n−1)) →







x′
1 = x2

x′
2 = x3

...
x′

n = g(t, x1, x2, . . . , xn)

(2)

• El sistema (1) en notación vectorial: X ′ = A(t)X + f(t)

1.2.1 Sistema Homogéneo

• Consideremos el Stma

X ′ = AX (3)

• SOLUCIÓN

1. Tomemos la matriz A de coeficientes.

– Calculemos su forma canónica de Jordan:

A = PJP−1

2. Consideremos la solución
X(t) = eAtX(0)

3. Si invertir P es sencillo, lo calculamos y ya tenemos solución:

X(t) = PeJtP−1X(0) 1

4. Si no queremos invertir P, planteamos:

X(t) = PeJt





α
β
γ



 =

∣
∣
∣
∣
∣
t=0

X(0)

Obteniendo aśı (α, β, γ) para la solución:

X(t) = PeJt





α
β
γ





1La exponencial de una matriz diagonal es la matriz con la exponencial de cada elemento por separado:

e

(

λ 0
1 λ

)

t

=

(
e
λt 0

te
λt

e
λt

)
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1.2.2 Sistema No Homogéneo

• Consideremos el Stma :
X ′ = A(t)X + f(t) (4)

• Si X(t0) = X0, generalizamos los resultados para el Stam homogéneo del siguiente modo:

X = PeJ(t−t0)P−1X0 + P
∫ t

t0
eJ(t−s)P−1f(s)ds

1.2.3 Ecuaciones Lineales

• Tomamos las ecuaciones lineales como casos particulares de sistemas.

• Para resolverlas, tomaremos primero la ecuación homogénea que nos dará soluciones x1 y x2, con
los que la solución general, plantearemos: x = c1x1 + c2x2 + xp Siendo xp una solución particular

cualquiera, que podemos obtener (en caso de no encontrar una a primera vista) de: xp = x2

∫
x1f
|W |dt−

x1

∫
x2f
|W |dt
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1.3 Soluciones por medio de series

• Sea la ecuación: x′′ + a(t)x′ + b(t)x = 0

1.3.1 Puntos Regulares

• t = t0 será un punto regular si a y b en t0 son funciones anaĺıticas en t0. En caso contrario, el punto
será singular.

• Podemos desarrollar a(t) =
∑∞

k=0 aktk y b(t) =
∑∞

k=0 bktk

• Tendremos también una solución general de la forma:

x =

∞∑

k=0

cksk
 x′ =

∞∑

k=1

kcktk−1
 x′′ =

∞∑

k=2

k(k − 1)cktk−2

1.3.2 Puntos Singulares Regulares

• t0 es un punto singular regular de x′′ + a(t)x′ + b(t)x = 0 si (t− t0)a(t) y (t− t0)
2b(t) son anaĺıticas

en t0.

• Multiplicamos la ecuación x′′ + a(t)x′ + b(t)x = 0 si (t − t0)a(t) por t2 y llamando a∗(t) = ta(t) y
b∗(t) = t2b(t) tenemos:

t2x′′ + ta∗(t)x′ + b∗(t) = 0

• Planteamos el polinomio indicial:

q(r) = r(r − 1) + a∗
0r + b∗0

• Entonces, según las ráıces del polinomio indicial r1, r2, tendremos las siguientes soluciones:

1. Existe siempre una solución: x1 = tr1

∑∞
k=0 cktk , c0 6= 0

2. La segunda solución será, según los casos:

a) si r1 − r2 no es cero ni entero positivo: x2 = tr2

∑∞
k=0 bktk , bo 6= 0

b) si r1 − r2 es cero: x2 = tr1+1
∑∞

k=0 bktk + x1Lnt

c) si r1 − r2 = n entero positivo: x2 = tr2

∑∞
k=0 bktk + ax1Lnt , b0 6= 0, a ∈ <
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1.4 Mapas de Fases

• Sea :
x′ = f(x, y)
y′ = g(x, y)

• Si f(x0, y0) = g(x0, y0) = 0 entonces X(t) =

(
x0

y0

)

es solución de equilibrio.

• Si X(t) =

(
x(t)
y(t)

)

es solución, también lo es X(t + C) =

(
x(t + C)
y(t + C)

)

, con C ∈ <

1.4.1 Ecuación diferencial de las Órbitas

• El primer paso para dibujar un mapa de fases es explicitar su Ecuación diferencial de las órbitas:

dy
dx =

g(x,y)
f(x,y)

• Podemos obtener información adicional mediante el campo vectorial v que, en cada punto, viene

dado por: v(x, y) =

(
f(x, y)
g(x, y)

)

≡
(

x′

y′

)

1.4.2 Puntos Cŕıticos

• Sea el Stma X ′ =

(
a b
c d

)

X donde |A| = ad − bc 6= 0.

• Definiremos los puntos cŕıticos en función de los autovalores λ1 y λ2 de A.

Nodo estable λ2 < λ1 < 0

Nodo inestable λ2 > λ1 > 0

Punto silla λ1 < 0 < λ2

Nodo estelar estable λ doble < 0 , A diagonal.

Nodo estelar inestable λ doble > 0 , A diagonal.

Nodo de una tangente estable λ doble < 0 , A no diagonal.

Nodo de una tangente inestable λ doble > 0 , A no diagonal.

Centro λ = ±qi

Foco estable λ = p ± qi , p < 0

Foco inestable λ = p ± qi , p > 0
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Ilustración 1: Nodo

Ilustración 2: Punto de silla

Ilustración 3: Nodo estelar

Ilustración 4: Nodo de una tangente

Ilustración 5: centro

Ilustración 6: foco
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2 Ecuaciones en derivadas parciales

2.1 Operadores Diferenciales

2.1.1 Teoŕıa de Operadores Diferenciales

Definimos el operador diferencial L actuando sobre la función u como:

Lu =
∑

α aα(x)Dαu

Aplicaremos operadores diferenciales para manejar EDP’s lineales:

∑

α

aα(x)Dαu = f(x) −→ Lu = f

Propiedades algebraicas de los operadores Diferenciales:

• Todo operador diferencial es un operador lineal: L(λu + µv) = λ(Lu) + µ(Lv)

• Suma de operadores: (L + M)u = Lu + Mu

• Producto de complejo por operador: (λL)u = λ(Lu)

• Producto de operadores: (LM)u = L(Mu)

• Conmutador de operadores: [L, M ]u = L(Mu)− M(Lu)

2.1.2 Operadores Frontera y condiciones iniciales

• Dirichlet: l(u) = u|S
• Neumann: l(u) = δu

δn

∣
∣
S

• Mixtas: l(u) =
(
au + b δu

δn

)∣
∣
S

2.1.3 Problemas Lineales
{

Lu = f
li(u) = gi

2.2 EDP’s de primer orden

2.2.1 Ecuaciones lineales y cuasilineales

Trataremos ecuaciones de la forma:

∑

i aiuxi
= F (u, xi)

Donde F puede contener términos no lineales2.

2se dice ecuación cuasilineal a la que es lineal respecto a los términos de mayor orden.
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2.2.2 Método de las curvas caracteŕısticas

Sea la ecuación
yzux + xzuy + xyuz = −xyz2u (5)

Se trata de plantear el campo vectorial ~V =
∑

i aiûxi
y de él obtener las curvas caracteŕısticas dxi

ai
=

dxj

aj
= du

F
que constituirán soluciones particulares de (5).

dx

yz
=

dy

xz
=

dz

xy
=

du

−xyz2u







dx
y

= dy
x

⇒ x2 − y2 = C1
dy
z

= dz
y

⇒ y2 − z2 = C2

dz = du
−z2u

⇒ u = C3e
− 1

3
z3

La solución será función arbitraria (a determinar por condiciones frontera) de los resultados particulares
obtenidos:

u = e
−z3

3 θ(y2 − z2, x2 − y2)

2.3 EDP’s de segundo orden

2.3.1 Tipos de ecuaciones

Sea la EDP de segundo orden, en forma genérica:

auxx + 2buxy + cuyy + F (ux, uy, u, x, y) = 0 (6)

donde:
a = a(x, y)
b = b(x, y)
c = c(x, y)






evaluada en (x0, y0) (7)

Se dice que la ecuación es de carácter parabólico, hiperbólico o eĺıptico en un entorno del punto (x0, y0)
según:

b2 − ac < 0 → Eĺıptico

b2 − ac = 0 → Parabólico

b2 − ac > 0 → Hiperbólico

2.3.2 Coeficientes Constantes

Sea la ecuación(6) donde a, b y c ∈ <. Planteamos:

a

(
dy

dx

)2

− 2b
dy

dx
+ c = 0

De ah́ı obtenemos dos familias de curvas caracteŕısticas. Se trata de reparametrizar (6) con unas nue-
vas coordenadas que nos lleverán por cada familia de curvas caracteŕısticas y que denotaremos como
coordenadas caracteŕısticas : {

y = b−
√

b2−ac
a

x + C1 ⇒ ζ(x, y)

y = b+
√

b2−ac
a

x + C2 ⇒ η(x, y)

Elegiremos las coordenadas de la reparametrización en función del tipo de ecuación que estemos tra-
tando:

Caso Hiperbólico

C1 = y − b −
√

b2 − ac

a
x

︸ ︷︷ ︸

ζ(x,y)

; C2 = y − b +
√

b2 − ac

a
x

︸ ︷︷ ︸

η(x,y)
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Caso Parabólico

C1 = y
︸︷︷︸

ζ

− b

a
x

︸ ︷︷ ︸

η

Caso Eĺıptico

C1 = y − b

a
x

︸ ︷︷ ︸

ζ(x,y)

+i

√
ac − b2

a
x

︸ ︷︷ ︸

η(x,y)

; C2 = y − b

a
x

︸ ︷︷ ︸

ζ(x,y)

−i

√
ac − b2

a
x

︸ ︷︷ ︸

η(x,y)

2.4 Series y Transformadas de Fourier

2.4.1 Serie de exponenciales

u =

∞∑

n=−∞
cneinwx −→

{

w = 2π
b−a

cn = 1
b−a

∫ b

a
e−inwxu(x)dx

2.4.2 Serie de senos y cosenos

u =
a0

2
+

∞∑

n=1

(ancos(nwx) + bnsin(nwx)) −→







w = 2π
b−a

an = 2
b−a

∫ b

a
cos(nwx)u(x)dx

bn = 2
b−a

∫ b

a
sin(nwx)u(x)dx

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

e**x
f1(x)
f3(x)

f10(x)

Ilustración 7: Ejemplo: ex en desarrollo de senos y cosenos

2.4.3 Serie de senos

u =

∞∑

n=1

(

bnsin
(nw

2
(x − a)

))

−→
{

w = 2π
b−a

bn = 2
b−a

∫ b

a
sin

(
nw
2 (x − a)

)
u(x)dx
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2.4.4 Serie de cosenos

u =
a0

2
+

∞∑

n=1

(

ancos
(nw

2
(x − a)

))

−→
{

w = 2π
b−a

an = 2
b−a

∫ b

a
cos
(

nw
2 (x − a)

)
u(x)dx

Exponenciales
Senos y cosenos

Senos

Cosenos

Ilustración 8: Extensión periódica de series de fourier

2.4.5 Transformada de Fourier

u(x) =

∫

<n

eikxc(k)dnk −→ F−1(c) → transformada inversa de c

c(k) =
1

(2π)n

∫

<n

e−ikxu(x)dnx −→ F(u) → transformada de u
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En Resumen:

Tipos de Desarrollos de Fourier

exponenciales f(x) =
∑∞

n=−∞ cneinwx

{

w = 2π
b−a

cn = 1
b−a

∫ b

a
e−inwxu(x)dx

senos y cosenos f(x) = a0

2 +
∑∞

n=1 ancos(nwx) + bnsin(nwx)







w = 2π
b−a

an = 2
b−a

∫ b

a
cos(nwx)u(x)dx

bn = 2
b−a

∫ b

a
sin(nwx)u(x)dx

senos f(x) =
∑∞

n=1 bnsin
(

nw
2 (x − a)

)

{

w = 2π
b−a

bn = 2
b−a

∫ b

a
sin

(
nw
2 (x − a)

)
u(x)dx

cosenos f(x) = a0

2 +
∑∞

n=1 ancos
(

nw
2 (x − a)

)

{

w = 2π
b−a

an = 2
b−a

∫ b

a
cos
(

nw
2 (x − a)

)
u(x)dx

Transformada

{
u(x) =

∫

<n eikxc(k)dnk → F−1(c) → Transformada inversa de c
c(k) = 1

(2π)n

∫

<n e−ikxu(x)dnx → F(u) → Transformada de u

(8)

2.5 Método de Separación de Variables

Sea un operador lineal Lu =
∑

α aalpha(x)Dalphau = 0 que podamos separar en una suma de dos opera-
dores de la forma:

L = A + B →







A
(

x0;
∂

∂x0

)

B
(

x1, x2, . . . , xn; ∂
∂x1

, ∂
∂x2

, . . . , ∂
∂xn

)

A sólo depende de x0 mientras que B no depende de esta variable.
En cuanto a los operadores frontera o condiciones de contorno, han de presentar el siguiente aspecto:

i(u) = 0

l(u) :







{
∀v(x0), w(x2, . . . , xn)
l(vw) = l(v)w

}

se dice que l sólo opera sobre x0
{

∀v(x0), w(x2, . . . , xn)
l(vw) = vl(w)

}

se dice que l no opera sobre x0

Veamos un esquema básico del método a seguir para separar ariables:

L(u) = A + B = 0

Busquemos:

{
v(x0) −→ Av = λv
w(x1, . . . , xn) −→ Aw = −λv

}

λ ∈ <

Solución −→ u = vw

{
A(vw) = A(v)w = λvw
B(vw) = vB(w) = −vλw

}

A + B = 0

La idea es que al realizar el método dividimos el problema en dos más sencillos:

• Una ecuación diferencial ordinaria Av = λv.

• Una ecuación en derivadas parciales de un orden inferior a la original Bw = −λw.
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2.5.1 Coordenadas cartesianas: La ecuación de Schrödinger

La ecuación de Schrödinger independiente del tiempo presenta el siguiente aspecto:

− ~
2

2m
5 u(~r) = Eu

Substituyendo k2 = amE
~2 para simplificar el tratamiento de constantes, tenemos una ecuaćıón tipo Helm-

holtz:
5u + k2u = 0

Desarrollándola para dos variables x e y, la ecuación tiene el aspecto:

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+ k2u = 0

Que es separable respecto de ambos parámetros x e y del siguiente modo:

u(x, y) = X(x) + Y (y)

X(v) = λv







vxx = λv
k1 = −λ2

v = a1e
ik1x + b1e

−ik1x

Y (w) = −λw







wyy + kw = −λw
k2 = λ2 + k2

w = a2e
ik2y + b2e

−ik2y

Tomemos ahora las condiciones frontera. Supongamos que tenemos a la part́ıcula confinada en una
caja (un rectángulo) de lados L1 y L2. Es decir, que la probabilidad (u) de encontrar a la part́ıcula fuera
de dicha caja es nula, lo que implica que se anule en los bordes de la caja, es decir:







u(0, y) = 0
u(L1, y) = 0
u(x, 0) = 0
u(x, L1) = 0







Como u = vw, apliquemos las condiciones frontera por separado:

v|x=0 = a1e
ik1x + b1e

−ik1x = a1 + b1 = 0 −→ a1 = −b1

v|x=L1
= a1

(
eik1x − e−ik1x

)
= 2ia1sen(k1L1) = 0 −→ k1 = π

L1

n1 (→ n1 ∈ ℵ)

w|y=0 = a2e
ik2y + b2e

−ik2y = a2 + b2 = 0 −→ a2 = −b2

w|y=L2
= a2

(
eik2y − e−ik2y

)
= 2ia2sen(k2L2) = 0 −→ k2 = π

L2

n2 (→ n2 ∈ ℵ)

Con todo, llegamos a la siguiente familia de soluciones:

u(x, y) = Ksen
(

n1πx
L1

)

sen
(

n2πy
L2

)

∀n1, n2 ∈ ℵ

En la página 13, están represenadas las gráficas para algunas combinaciones de n1 y n2.
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Ilustración 9: n1 = 1, n2 = 1

Ilustración 10: n1 = 1, n2 = 2

Ilustración 11: n1 = 2, n2 = 3

Ilustración 12: n1 = 1, n2 = 3

Ilustración 13: n1 = 2, n2 = 1

Ilustración 14: n1 = 3, n2 = 3
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2.5.2 Helmholtz en ciĺındricas

La ecuación de Helmholtz en coordenadas ciĺındricas presenta la siguiente forma:

∇u = urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ + uzz + k2u = 0

Z es separable directamente:
u(r, θ, z) = V (r, θ)Z(z)

Z ′′

Z
+ k2 = −

(
Vrr

V
+

Vr

rV
+

Vθθ

r2V

)

= α2 → (cte. de separación)

1. La ecuación que va con la coordenada Z tiene soluciones ya resueltas de la forma:

Zα(z) = Aei
√

k2−α2z + Be−i
√

k2−α2z

Separemos ahora la parte que va con coordenadas radiales (equivalente a un problema en polares):

V (r, θ) = Θ(θ)R(r) ⇒ r2 R′′

R
+ r

R‘

R
+ α2r2 = −Θ′′

Θ
= m2 → (cte. de separación)

2. La parte angular se resuelve de forma diferente si m = 0 ó m 6= 0:

Θ′′ = −mΘ

{

m = 0 → Θ = C + Dθ

m 6= 0 → Θ = Ceimθ + De−imθ

3. En cuanto a a parte radial, nos queda con el siguiente aspecto:

r2R′′ + rR′ + α2r2R = m2R

En este caso tendremos que diferenciar no sólo si m = 0 sino también si α = 0:







α = 0 →
{

m = 0 → R = C1Ln(r) + C2

m 6= 0 → R = C1r
m + C2r

−m

α 6= 0 →






ρ = αr

ρ2 d2R
dρ2 + ρdR

dρ
+ (ρ2 − m2)R = 0

Rα,m = EJm(αr) + FNm(αr) 3

2.5.3 Coordenadas esféricas

En esféricas, Helmholtz presenta el siguiente aspecto:

(r2ur)r + k2r2u +
1

sen(θ)
(sen(θ)uθ)θ +

1

sen2(θ)
uφφ = 0

La parte radial podemos separarla directamente:

(r2R′)′ + k2r2R = λR −→ R(r) = AJl(kr) + BNl(kr)

En cuanto a la parte angular, toma como soluciones los armónicos esféricos:

Ylm(θ, φ) =

√

2l + 1

4π

(l − m)!

(l + m)!
Pm

l (cosθ)4eimφ

4Polinomios de Legendre: Pn(x) = 1

2nn!

d
n

dxn (x2
− 1)n
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2.6 Método de desarrollo en autofunciones

Tenemos una ecuación en derivadas parciales según:

A(x0, x
′
0, . . . )u + B(x1, x2, . . . ; x

′
1, x

′
2, . . . )u = f(x)

ai(u) = gi(x1, x2, . . . )

bj(u) = hj(x0, x1, x2, . . . )

Buscamos una solución de la forma:

u(x) =
∑

m

vm(x0)wm(x1, x2, . . . )

Bwm = λwm autofunciones de B
bj(wm) = 0 Problema espectral asociado

vm Desconocido, en principio
f(x) =

∑

m fm(x0)wm(x1, x2, . . . ) Des. t. inhomogéneo
gi(x) =

∑

m cimwm(x1, x2, . . . ) Des. cond. inhomogéneas
u(x) =

∑

m vm ∗ wm planteamos el problema obteniendo vm

2.6.1 Ejemplo de desarrollo en autofunciones

ut = kuxx 0 < x < l , t > 0 , k > 0

u(t, 0) = u0 t > 0
u(t, l) = ul t > 0

u(0, x) = f(x) 0 < x < l

Buscamos soluciones de la forma:

u(t, x) =

∞∑

n=1

vn(t)Xn(x)

Comencemos separando variables:

u(t, x) = v(t)X(x) −→ X ′′

X
=

1

k

v′

v
= λ (cte de separación)

Obtenemos aśı el problema espectral asociado homogeneizando las condiciones de contorno:

−X ′′ = λX

X(0) = X(l) = 0

Cuyas soluciones son de sobra conocidas:

Xn = sin
(nπ

l
x
)


