
• Tipos de ecuaciones
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• Conmutadores
[L, M]u = L(Mu) −M(Lu)
[L, L] = 0
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• Fourier
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Exponenciales
Senos y cosenos

Senos

Cosenos

• Condiciones frontera

Dirichlet: l(u) = u|S
Neumann: l(u) = δu

δn
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• Curvas caracteŕısticas
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• Separación cartesianas
L(u) = A + B = 0

Busquemos:

{
v(x0) −→ Av = λv
w(x1, . . . , xn) −→ Aw = −λv

}

λ ∈ <

Solución −→ u = vw

{
A(vw) = A(v)w = λvw
B(vw) = vB(w) = −vλw

}

A + B = 0

• Helmholtz cilindricas
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Z es separable directamente:
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2 → (cte. de separación)

1. La ecuación que va con la coordenada Z tiene soluciones ya resueltas
de la forma:

Zα(z) = Ae
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k2−α2z
+ Be
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Separemos ahora la parte que va con coordenadas radiales (equiva-
lente a un problema en polares):
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2. La parte angular se resuelve de forma diferente si m = 0 ó m 6= 0:

Θ
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= −mΘ
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m = 0 → Θ = C + Dθ

m 6= 0 → Θ = Ceimθ + De−imθ

3. En cuanto a a parte radial, nos queda con el siguiente aspecto:
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En este caso tendremos que diferenciar no sólo si m = 0 sino también
si α = 0:
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Rα,m = EJm(αr) + F Nm(αr)

• Helmholtz Esféricas

En esféricas, Helmholtz presenta el siguiente aspecto:

(r
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uφφ = 0

La parte radial podemos separarla directamente:

(r2R′)′ + k2r2R = λR −→ R(r) = AJl(kr) + BNl(kr)

si k=0 R(r) = Arl + Br−l+1

En cuanto a la parte angular, toma como soluciones los armónicos esféricos:
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• Desarrollo en autofunciones Buscamos una solución de la forma:

u(x) =
∑

m
vm(x0)wm(x1, x2, . . . )

Bwm = λwm autofunciones de B
bj (wm) = 0 Problema espectral asociado

vm Desconocido, en principio
f(x) =

∑

m fm(x0)wm(x1, x2, . . . ) Des. t. inhomogéneo
gi(x) =

∑

m cimwm(x1, x2, . . . ) Des. cond. inhomogéneas
u(x) =

∑

m vmwm planteamos el problema obteniendo vm

Lo que hacemos es plantear el problema espectral asociado para obtener una
base de autofunciones. Introduciremos dicha base en la expresión general de
la solución.

Con las condiciones no homogéneas desarrolladas en series de Fourier, plan-
tearemos los problemas de contorno para buscar los términos que falten en
la expresión de la solución general.

• Funciones de Bessel:
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• Funciones de Neumann:

Nm(r) = −(−r)m
(
1
r

∂
∂r

)m cos(r)
r

r → ∞ Nm(r) =
√

2
πr

sin(r − (2m + 1) π
4

) + O(r−3/2)

r → 0 Nm(r) =







2
π

log(r) ← m = 0

− Γ(m)
π(2r)m

← m 6= 0






singular

• Polinomios de Legendre:

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x

2 − 1)
n


