TEOREMA DE GREIBACH:
Sea C una clase de lenguajes que es efectivamente cerrada con respecto a la concatenación con conjuntos regulares y la unión, y para la cual “= ∑*” es irresoluble para cualquier ∑ fijo los suficientemente grande. Sea  P cualquier propiedad no trivial que es una verdadera para todos los conjuntos regulares y que se conserva con respecto a/a., donde a es un solo símbolo. 

El teorema puede utilizarse para demostrar, por ejemplo, que es irresoluble el hecho de si el lenguaje generado por una CFG es regular o no. Nótese que esta cuestión es diferente a preguntarse si el lenguaje generado es igual a algún conjunto regular particular R, que fue lo que se pidió anteriormente. 

Los CFL son efectivamente cerrados con respecto a la concatenación con conjuntos regulares y con respecto a la unión. Sea P la propiedad de que L es regular. P es no trivial para los CFL, es verdadera para todos los conjuntos regulares y se conserva bajo el cociente con un solo símbolo . Nótese que los conjuntos regulares son efectivamente cerrados con respecto al cociente con otro conjunto regular.
El teorema nos permite mostrar que una propiedad es irresoluble  mediante la demostración de que la propiedad se conserva con respecto al cociente  con un solo símbolo. Esta última tarea es, con frecuencia, relatividad sencilla como, por ejemplo, cuando se demuestra que la ambigüedad inherente es irresponsable. 
APLICACIONES DEL TEOREMA DE GREIBACH:

El teorema nos permite mostrar que una propiedad es irresoluble  mediante la demostración de que la propiedad se conserva con respecto al cociente  con un solo símbolo. Esta última tarea es, con frecuencia, relatividad sencilla como, por ejemplo, cuando se demuestra que la ambigüedad inherente es irresponsable. 
TEOREMA DE BORODIN:

  Para cualquier función computable g, con 
[image: image1.png]9(n) > n




En otras palabras DSPACE se colapsa entre s, y. 

Demostración: Sea [image: image2.png]B ¢ DS



  una enumeración de los dispositivos en [image: image3.png]


, y sMi la función de espacio de Mi,  [image: image4.png]


. Se construirá una función s tal que: 

[image: image5.png]g o sy




Así pues ninguna función sMi puede estar ``entre'' s y. Construimos s mediante el algoritmo.
Ahora, supongamos que [image: image6.png]Tnput:  16A non-negative integer n € N



 Entonces para Mi tal que L = L(Mi) tendremos [image: image7.png]L € DSPACE(goss



y por la construcción de s necesariamente se tendrá [image: image8.png]sm; < gosct.p.,



   consecuentemente [image: image9.png]n>i = sm(n) < s



 lo cual es una contradicción, q. e .d. 

  Existe una función computable f tal que 

[image: image10.png]L € DSPACE(s(n)),




Demostración: Para cualquier función g se tiene las inclusiones siguientes 

[image: image11.png]DTIME(f (n)) = NTIME(f(n)) = DSPACE(f (n)) = NSPACE(f (n)).




Veremos que existe f  Vimos que para cualquier g existe c>0 tal que:

[image: image12.png]NSPACE(f(n)) = DTIME(f (n)).




 cuanto más hemos de tener [image: image13.png]NSPACE(g(n)) C DTIME(c#(™),



Ahora, para la función G(n)=nn, 

[image: image14.png]NSPACE(g(n)) C DTIME(g(n)?(™).



f es pues la función buscada. q.e.d.

TEOREMAS DE JERARQUÍA:
Se refiere a las complejidades de los problemas tratables. veremos que en la clase de esos problemas no hay problemas ``más difíciles'' en el sentido de que dado cualquiera, siempre se puede tener un problema más difícil que ése. 
Es decir existen tambien niveles de complejidad en las jerarquías.
TEOREMA DE COMPLEJIDAD AXIOMATICA.:

La teoría T consiste de un conjunto de axiomas (o esquema axiomático) los cuales son estatutos considerados como válidos y, un conjunto de reglas de inferencia, que son la maquinaria pare producir nuevos estatutos válidos de los estatutos previamente obtenidos. En esta estructura, los estatutos válidos producidos por el sistema son llamados Teoremas. 

Una derivación ó demostración de un teorema es la lista ordenada de axiomas, reglas de inferencia y teoremas previamente obtenidos que fueron necesarios para producir aquél teorema. Para un sistema axiomático dado, la derivabilidad o demostrabilidad de una fórmula A se escribe como.

Más generalmente, si S es un conjunto de fórmulas, la expresión significa que A es derivable de S; ésto es, A es derivable del sistema si los elementos de S son considerados como axiomas adicionales, en este caso, los elementos de S son vistos como hipótesis. 

EJEMPLO:
Los axiomas de Blum son una manera de decir si una medida dada es una medida de la complejidad o no. 
El primer axioma de Blum dice que, una medida de la complejidad, C (x, i) tiene que ser definido si y solamente si el programa devuelve un valor. Eso significa que la medida de la complejidad tiene que siempre ser mensurable para un programa que pare, y nunca sea mensurable para un programa que no pare.

El segundo axioma de Blum dice que, una medida de la complejidad, debe siempre poder decir si C (x, i) es menor o igual a y. ¿Cuál es y? Puede ser cualquier cosa. Este axioma dice que la medida pueda siempre darle una respuesta de si/no a las cuestiones de la forma "es C mayor que (un cierto número)"

TEOREMA DE BOMBEO (ENUNCIADO):

Si L es un lenguaje regular definido sobre S, entonces

existe una constante n natural y positiva, tal que, cualquier palabra z Є  L, con _ |z| >n, siempre puede escribirse como
 z = u v , con u , v, w Є  ∑* , verificándose que:


[image: image15]
Además, n  <|Q|, siendo Q el conjunto de estados del

AFD mínimo que reconoce L.

¿Para qué sirve?:

Lo anterior es sencillo, verdad?... incluso es muy lógico. Entonces, dónde radica la importancia del lema de bombeo?... Si analizamos lo anterior, vemos que: 

Si un lenguaje es regular (e infinito), ENTONCES cumple el lema del bombeo O lo que es lo mismo: 

Si un lenguaje no cumple el lema del bombeo, ENTONCES no es infinito y regular. 
Como lo anterior es una implicancia, no podemos decir que si un lenguaje cumple el lema del bombeo es regular. 

Por lo tanto, la forma de usarlo es siempre para demostrar que un lenguaje NO es regular, NUNCA AL REVES! 

EJEMPLO:
· Al tener dos estados iguales, la situación real es la siguiente:


[image: image16]
Luego:
U v i w _L (condición iii)

| v |>  0 (condición ii), puesto que al no haber є-transiciones,

al menos hace falta un símbolo para ciclar pasar de qik a q j .

|u v | < n (condición i), puesto que en el mejor de los casos

Podremos leer n-1 símbolos sin repetir estado, pero en el
N -ésimo es seguro que se repetirá.

UTILIZACIÓN:

Es una condición necesaria pero no suficiente, por tanto:

Es útil para probar que un determinado lenguaje

NO es regular.
NO es útil para probar que un lenguaje ES regular.
La idea para probar que un lenguaje es no regular es encontrar una contradicción

Para ello invertiremos los cuantificadores usados en el lema, cuando aparece cualquier o para todo nos bastará con encontrar un caso, pero cuando aparece existe debemos de probarlo para todas las posibilidades.

 TEOREMA DE HAMILTON:

Ldh, el problema circuí tal de Hamilton    dirigido, es  NP-completo.

El problema circuí tal de Hamilton es: Dado un grafo, ¿tiene G una trayectoria que toca a cada vértice exactamente una vez y regresa a su punto inicial?  El problema circuí tal de Hamilton dirigido es el problema análogo para los grafos dirigidos. Representamos estos problemas como lenguajes Lh  y Ldh codificando los grafos de la misma forma que en el problema de cobertura de vértices.

Demostración: para demostrar que  Ldh se encuentra en NP, supóngase una lista de arcos y verifíquese que éstos forman un ciclo simple +  a través de todos los vértices. Para demostrar que  Ldh  es NP completo reducimos la satisfactoriedad 3_CNF a Ldh a Ldh 


Sea F =f1^f2^…. ^ fq una expresión en 3-CNF, en la que cada F es una cláusula de la forma (a1ˇai2 ˇai3), cada aij es una literal. Sean x1,….,xn las variables de F. construimos un grafo dirigido G que esta compuesto de dos tipos de subgrafos. para cada variable xi existe un grafo Hi. 
TEOREMA DE REGLAS NO GENERATIVAS (REGLAS ):

Dado una gramática G = (T, N, S, P), existe una gramática

G’= (T, N’ , S, P’) equivalente a G sin reglas no generativas

Excepto la regla S:=.

Dado una gramática G = (T, N, S, P), se dice que una regla es

no generativa si tiene la forma A::=, siendo AN. Los

Símbolos A, tales que A* , se denominan anulables.

Ejemplo: E:= (regla no generativa), E (símbolo anulable).

TEOREMA DE REGLAS UNITARIAS O DE REDENOMINACIÓN:
Dado una gramática G = (T, N, S, P), existe una gramática

G’= (T, N’, S, P’) equivalente a G sin reglas unitarias.
Ejemplo: Sea G una gramática definida por las siguientes reglas:

S:= Aa | a | C | E | CE C: =B

B::= b B | b A:= A a | a | b A | b | B

E::= c | 

TEOREMA DE GODEL:

Afirma que, dentro de qualquier sistema formal de axiomas, como a matemática atual, siempre persisten cuestiones que  pueden ser provadas y refutadas con base los axiomas que definen o sistema. En otras palabras, Godel mostró que ciertos problemas no pueden ser solucionados por un conjunto de reglas o procedimientos. O teorema de Godel fixou limites fundamentales para matemática. Fue un grande choque para comunidades científica, generalizada de que la matemática era un sistema coherente y completo basado en un único fundamento lógico. O teorema de Godel, o princípio da incerteza de Heisenberg es impossibilidad prática de seguir y evoluçion anté el mismo de um sistema determinista que se torna caótico, formam un conjunto fundamental de limitantes al conocimento científico que ló vio a ser reconhecido durante o século XX.

· La regla enunciada por Fermat, luego conocida como el último teorema de Fermat o la conjeturo de Fermot, se puede expresar diciendo que la ecuación diofántica x n + y n = zn no tiene soluciones enteras positivas para cualquier n mayor que dos:      (n > 2). 

Gödel ve claramente que para resolver la dificultad que envuelve la tarea de clarificar la naturaleza realista de la Matemática será de gran utilidad la elaboración filosófica sobre: 

1. “la cuestión de la realidad objetiva de los conceptos y sus relaciones”,

2. “el verdadero sentido de la oposición entre cosas y conceptos, o entre verdad fáctica y conceptual”, pues “no se comprende aún completamente en la filosofía contemporánea”.

También ha debido verlo así Subirá, pues en su obra tienen ambas cuestiones un lugar capital. Presentamos su tratamiento como desarrollo del planteamiento de Gödel. 

TEOREMA DE MYHILL NERODE:

El teorema de Myhill-Nerode dice que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) L es aceptado por un autómata finito.

(2) L es la unión de algunas de las clases de equivalencia de una relación RM de

Índice finito.

(3) Si una relación de equivalencia RL esta definida por:


[image: image17]
Entonces el número de clases de equivalencia de RL (índice de RL) es finito.
La demostración del teorema tiene que ver con la relación RM que ya hemos

definido.

(1)((2) Sea L aceptado por  L es la unión de las clases de equivalencia a las que pertenecen  tales que (q0, x) 2 F. Como ya hemos dicho, RM tiene índice finito.

(2)((3) En efecto, RL tiene índice finito puesto que:


[image: image18]
Es decir, cada clase de equivalencia de RM esta contenida en una de RL.

(3)((1) Queda como ejercicio. La idea es construir un AFD a partir de RL que acepte L.
TEOREMA DE RICE:
Considere el lenguaje:
Lr = {<M> | L(M) es recursivo}

Y

Lnr = {<M> | L(M) es no recursivo}
Adviértase Que L, no es {<M> | M se detiene en todas las entradas}, aunque incluye el ultimo lenguaje. Una TM M podría aceptar un lenguaje recursivo aun pensando que M misma podría entrar en un ciclo sin salir nunca de el con algunas palabras que no estén en L(M); sin embargo, alguna otra TM equivalente a M debe detenerse. Exigimos que ninguno Lr ni Lnr sean r,e.

Supóngase que Lr sea r,e. Entonces podríamos construir una TM para Lu que sabemos que no existe. Sea M, una TM que acepta a Lr. podemos construir un algoritmo A que toma a < M, w > como entrada y produce como salida a la TM M’ tal que:



      Ø si M no acepta a w.

L (M’) =
       Lu si M acepta a w.

Nótese que Lu es no recursivo, de modo que M’ acepta un lenguaje recursivo si y solo si M no acepta a w. Como en el ejemplo anterior, hemos descrito la salida de A. Dejamos la construcción de A al lector. 
EJEMPLO:

PCP (PROBLEMA DE CORRESPONDENCIA DE POST)

El problema de correspondencia de post, que es una valiosa herramienta para establecer si otros problemas son irresolubles

Una instancia de problema de correspondencia de post (PCP)  consiste en dos listas, A = w1,…, wk y B = x1,…, xk, de cadena sobre algún alfabeto ∑. Esta instancia del PCP tiene una solución si existe cualquier secuencia de entero i1, i2,…, im., con m>1, tal que
Wi1, wi2… wim = xi1, xi2,…, xim

La secuencia i1,….im. es una solución a esta instancia del PCP

EJEMPLO

Sea ∑ ={0,1}. Sean A Y B las listas de tres cadenas cada una, como se definen en la Fig.8.15. En este caso PCP tiene una solución. Sea m = 4, i1 =2,i2=1, i3 = 1 
e i4 = 3. Entonces:
W2w1w1w3 = x2x1x1x3 = 101111110.

TEOREMA (TEOREMA DE ACELERACIÓN DE BLUM):

Sea r(n) cualquier función totalmente recursiva. Existe un lenguaje recursivo L, tal que, para cualquier maquina de Turing Mi que acepta  a L,     existe   una maquina de Turíng Mj.  que acepta aL y tal que r (Sj  (n)) ( ( Si  (n) para casi toda n.

TEOREMA DE UNION:
Teorema    Sea {f i (n) ( = 1,2,...} una colección  recursivamente, innumerable de función  recursivas. Esto es,  existe una TM  que enumere una lista   de  TMs,  la primera calcula a f1 la segunda a f2 , y así sucesivamente.     También supóngase que para cada i y n, fi (n) ( f1+1(n). Entonces existe una S(n)  recursiva tal que  
 espaciod(s(n)) = ∪ espaciod(fi  (n)).
se  refiere a que existen funciones   que no   tienen mejores programas (maquina de Turing).      Ya hemos  visto que cada TM permite una aceleración lineal  en el tiempo y una compresión  lineal en el espacio. Demostraremos ahora que existen lenguajes  que no tienen un “mejor” programa.

Tiene que ver con la asignación de los nombres de las clases de complejidad. Como medio de introducción, sabemos que cada polinomio, como n2 o n3 define un alcance de complejidad espacial (y tanto como las clases de complejidad, de los otros tres tipos). 
TESIS DE CHURCH-TURING
Tesis de Church: "(Church-Turing) A function of positive integers is effectively calculable only if recursive."
Cuya traducción sería: Una función de enteros positivos es efectivamente calculable sólo si es recursiva.

Versión de la Tesis de Church-Turing más utilizada: Todo algoritmo o procedimiento efectivo es Turing-computable.
Otra versión simplificada de la anterior es: Todo lo que es computable es Turing-computable.

Aunque el problema queda trasladado de "algoritmo" o "procedimiento efectivo" a "computable".

Toda función para la cual exista un proceso algorítmico que pueda ser especificado mediante la descripción a alto nivel de una serie de pasos a realizar, es computable. Así pues, en muchas ocasiones, ante una función complicada f.   

Podemos optar por describir un proceso de computación de la misma mediante un lenguaje pseudo algorítmico, es decir, mediante una "receta" cuyo seguimiento al pie de la letra ante una entrada x conduce a la computación de f(x). Cuando esto ocurre, podemos asegurar la computabilidad de f en virtud de la tesis de Church, sin necesidad de calcular un programa específico para f. 

PROBLEMAS DE LA PROGRAMACIÓN LINEAL ENTERA.

Un problema es de programacion lineal entera, cuando prescindiendo de las condi-

ciones de integridad, el problema resultante es un problema de programacion lineal.
CLASIFICACION DE LOS PROBLEMAS LINEALES ENTEROS
Atendiendo al tipo de variables:

· Enteros puros.

· Mixtos

· Binarios

Atendiendo al criterio del tipo de problema

· Directo

· Codificado

· Transformado
MINIMIZACIÓN DE AÚTOMATAS FINITOS

Supongamos que para un AFD M=(Q,∑,δ,q0,F) definimos la sigui-ente relación RM:


[image: image19]
Claramente, podemos notar que esta relación es de equivalencia e invariante por la derecha con respecto a concatenación. Esto ultimó quiere decir que

xRMy ( xzRMyz

para todo 
[image: image20]
Intuitivamente, xRMy significa que M no puede distinguir a x de y.

La idea de la minimización de autómatas finitos es obtener una relación de equivalencia con las características de la anterior, pero de un índice lo más pequeño posible.

Por ejemplo, si para un AFD arbitrario  M=(Q,∑,δ,q0,F)  tenemos que


[image: image21]
Sabemos que esencialmente los estados q1 están cumpliendo la misma función; es decir, son indistinguibles.

Formalmente, diremos que dos estados p y q del autómata M son distinguibles si existe     
[image: image22]         tal que


[image: image23]
Propiedades de los Lenguajes libres de contexto :lema de Orden y lema de bar-hillel(lema de bombeo para CFL)

LEMA DE BOMBEO:

· Que dice?
El lema de bombeo dice básicamente lo siguiente: 

· Si un lenguaje infinito es regular, este puede ser definido por un autómata finito. 

· El autómata tiene un numero finito de estados. (digamos, p) 

· Como el lenguaje es infinito, algunas cadenas en el lenguaje pasarán mas de una vez por algun estado. (estas serán las cadenas que tengan un largo mayor que el número de estados del autómata). 

· Para que una cadena como la anterior pase mas de una vez por el mismo estado, el autómata debetener un ciclo en alguna parte. 

· Al repetir el ciclo cuantas veces queramos, el generaremos cademas que tambien estan en el lenguaje. 

· Para qué sirve?
Lo anterior es sencillo, verdad?... incluso es muy lógico. Entonces, dónde radica la importancia del lema de bombeo?... Si analizamos lo anterior, vemos que: 

Si un lenguaje es regular (e infinito), ENTONCES cumple el lema del bombeo 

O lo que es lo mismo: 

Si un lenguaje no cumple el lema del bombeo, ENTONCES no es infinito y regular. 
Como lo anterior es una implicancia, no podemos decir que si un lenguaje cumple el lema del bombeo es regular. 

Por lo tanto, la forma de usarlo es siempre para demostrar que un lenguaje NO es regular, NUNCA AL REVES! 

LEMA DE BOMBEO (ENUNCIADO)

Si L es un lenguaje regular definido sobre , entonces

existe una constante n natural y positiva, tal que, cualquier palabra z Є _ L, con _ |z| >n, siempre puede escribirse como

z=uvw, con u , v, _ w Є _ _ , verificándose que:

[image: image24.png](@) ] <n
() b>0
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Además, n  <_ |Q| , siendo Q el conjunto de estados del

AFD mínimo que reconoce L.

Demostración

Al ser L un lenguaje regular, existe un AFD

(M _ _ Q _ _ _ q0 _ F ) , tal que, L( _ M)=  _ L. Sea _ |Q|=_n

Sea zЄ_ L, t.q. z _ a1a2……….. _ _ _ am, con m> _ n (luego |_ z|> _ _ n)

Veamos el proceso de reconocimiento de z (qi0          =q0)

[image: image25.png]



Pasamos por |{ qi0 _ qi1 _ qi2 _ qi3 _ _ _ _ _ qim}|= _ _ _ m _ +1 (
!!hay estados repetidos!! (sólo hay n estados y m> _ n)

Luego habrá dos estados qik y qi j tq son iguales:

qik = qi j

Demostración (cont.)

Al tener dos estados iguales, la situación real es la siguiente:

[image: image26.png]



Luego:

uviw _ L (condición iii)

_| v|> _  0 (condición ii), puesto que al no haber -transiciones,al menos hace falta un símbolo para ciclar pasar de qik a qi j .|_ uv|<_ _ n (condición i), puesto que en el mejor de los casos podremos leer n-_ 1 símbolos sin repetir estado, pero en el n-ésimo es seguro que se repetirá.

UTILIDAD DEL LEMA DE BOMBEO

Es una condición necesaria pero no suficiente , por tanto, Es útil para probar que un determinado lenguaje

NO es regular

NO es útil para probar que un lenguaje ES regular

La idea para probar que un lenguaje es no regular es

encontrar una contradicción

Para ello invertiremos los cuantificadores usados en

el lema, cuando aparece cualquier o para todo nos

bastará con encontrar un caso, pero cuando aparece

existe debemos de probarlo para todas las

posiblidades

USO DEL LEMA DE BOMBEO

El lema de bombeo como un juego entre adversarios

1. Prof.: Elige el lenguaje L para el que se quiere probar

que no es regular. También elige n pero no desvela

su valor

2. Alumno: Elige una palabra z tq |_ |z|> _ _ n (al no conocer

el valor de n debe considerar todas las posibilidades)

3. Prof.: Divide la palabra z en uvw, tal que se cumplan

las condiciones del lema. De nuevo no desvela la

partición escogida

4. Alumno: Ha de encontrar un valor para i= _ 0 _ ,1… _ _ _ _ tal

[image: image32.png](@) ] <n
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que uviw Є L (de nuevo al no conocer la partición uvw,

debe considerar todas las posiblidades)

L _ _ 0j1j _ j _ 0 _ no es regular

1. Se fija n (no sabemos cual es pero es fijo)

2. Elegimos z= _ 0n1n ( _ |z|= _ _ 2n). No son válidas [image: image27.png]



con 2k> _ n

3. Consideramos todas las particiones posibles:

u _ 0p
v _ 0q
w _ 0n-  p-q1n
tal que p+ _ q<_ n y q>  0

4. Elegimos i= _ 2 (p.e. también vale i= _ 0)

¿z1=_ 0p02q0n- p- q1n _Є L?

(_ ¿p _ +2q +_ n- _ p- _ q =_ n? ( _ ¿q + n= _ n?

[image: image33.png]


Sólo es cierto si q= _ 0, lo que es falso por hipótesis.

Contradicción, z Є_ _ L y L no es regular 

L _ _ palíndromos en _ 0 _ 1 _ _ no es regular

1. Se fija n (no sabemos cual es pero es fijo)

2. Elegimos z= _ 0n10n (|  z| =_ _ 2n).

3. Consideramos todas las particiones posibles:

u =_ 0p
v =_ 0q
w =_ 0n-p- q10n

tal que p +_ q< _ n y q>  0

4. Elegimos i= _ 2 (p.e. también vale i= _ 0)

¿z1 =0p02q0n - p-  q10nЄ _ L?
( ¿p _ 2q+ _ n- _ p- _ q= _ n? ( _ ¿q+ n= _ n?

Sólo es cierto si q=0, lo que es falso por hipótesis.

[image: image34.png]L, para todo =



Contradicción, zЄL y L no es regular

L{02j_   |j> _ 0} _ no es regular
1. Se fija n (no sabemos cual es pero es fijo)

2. Elegimos z= _ 02n ( |_ z| >_ _ n). No es válida z= _ 0n
3. Consideramos todas las particiones posibles:

U=_ 0p, v= _ 0q, w= 02n-p-q
tal que p+ _ q< _ n y q> _ 0

4. Elegimos i= _ 2 (probad con i= _ 0)  [image: image28.png]0P0M0Y P9 L?





(_ ¿p +_ 2q- _ 2n- _ p- _ q= _ 2k, para algún k?

(¿q+ _ 2n= _ 2k, para algún k?

Puesto que q> _ 0, es claro que k> _ n Veamos si k= _ n+ _ 1
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Luego la cadena z1 se ha quedado entre dos potencias consecutivas

de 2, 2n y 2n+ _1 y, por tanto, es imposible que sea una potencia de 2. Contradicción, z _ [image: image31.bmp]L y L no es regular
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