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Aufgabe 1

(a) Randbedingungen finden und Ansatz

w(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 anpassen

Die 3 geometrischen Randbedingungen lauten:

w(x = 0) = 0 ⇔ a0 = 0
w′(x = 0) = 0 ⇔ a1 = 0

w(x = l) = 0 ⇔ a2l
2 + a3l

3 = 0 ⇒ a2 = −a3l

Damit lautet der angepasste Ansatz

w(x) = a2x
2 + a3x

3 = −a3lx
2 + a3x

3

w(x) = a3(x3 − lx2)

mit den Ableitungen

w′(x) = a3(3x2 − 2lx) und w′′(x) = a3(6x− 2l)

(b) Berechnung der Formänderungsenergie W

W = WBalken +WFeder ( WFeder = EFederpot )

=
EI

2

∫ l

0

w′′2dx+
1
2
cM (w′(l))2

=
EI

2
a2
3

∫ l

0

(6x− 2l)2dx+
1
2
cMa

2
3(3l

2 − 2l2)2

=
EI

2
a2
3

∫ l

0

(36x2 − 24xl+ 4l2)dx+
1
2
cMa

2
3(l

2)2

=
EI

2
a2
3

[
12x3 − 12lx2 + 4l2x

]l
0
+

1
2
cMa

2
3l

4

= 2EIa2
3l

3 +
1
2
cMa

2
3l

4

W = a2
3(2EIl

3 +
1
2
cM l

4)

• Berechnung der äußeren Arbeit A

A =
∫ l

0

q0w(x)dx

= q0a3

∫ l

0

(x3 − lx2)dx = q0a3

(
1
4
l4 − 1

3
l4

)
= − 1

12
q0a3l

4

(c) Berechnung des Freiwert a3

δ(W −A) = 0
∂(W −A)

∂a3
δa3 = 0 ⇔ a3(4EIl3 + cM l

4) +
1
12
q0l

4 = 0

a3 = − 1
12

(
q0l

4EI + cM l

)

• Berechnung der Näherungslösung für w(x) mit dem Freiwert a3

w(x) = − 1
12

(
q0l

4EI + cM l

)
(x3 − lx2)
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Aufgabe 2

ϕa, ψa Winkelbezeichnungen in der ausgelenkte Lage

Ortsvektoren:

rF = −l cosϕaex + l sinϕaey
rK = (2l cosψa − l cosϕa)ex

Variation:

δrF = l sinϕa|ϕa=ϕδϕex + l cosϕa|ϕa=ϕδϕey

δrK = (−2l sinψa|ψa=ψδψ + l sinϕa|ϕa=ϕδϕ)ex

Kinematische Beziehung:

2l sinψ = lsinϕ =⇒ sinψ =
sinϕ

2
cosψ =

1
2

√
4 − sin2 ϕ

bzw.

2l sinψa = lsinϕa

2l cosψa|ψa=ψδψ = l cosϕa|ϕa=ϕδϕ

2l cosψδψ = l cosϕδϕ

δψ =
cosϕ

2 cosψ
δϕ

sinψ, cosψ und δψ einsetzen:

δrK = (−2l sinψ
cosϕ

2 cosψ
δϕ+ l sinϕδϕ)ex

= (−2l
sinϕ

2
cosϕ

2 1
2

√
4 − sin2 ϕ

δϕ+ l sinϕδϕ)ex

= (l sinϕ− l
sinϕ cosϕ√
4 − sin2 ϕ

)δϕex

Prinzip der virtuellen Verrückungen:

δA = F · δrF +K · δrK = 0

[−Fl cosϕ+K(l sinϕ− l
sinϕ cosϕ√
4 − sin2 ϕ

)]δϕ = 0

K = F
cosϕ

sinϕ− sinϕ cosϕ√
4−sin2 ϕ
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Aufgabe 3

(a) Kinematik:

r1 = xex ⇒ v1 ≡ ṙ1 = ẋex
r2 = (x+ l sinϕ)ex + l cosϕey
v2 =

(
ẋ+ l cosϕϕ̇

)
ex +

(−l sinϕϕ̇)
ey

Kinetische Energie:

K =
1
2
mv2

1 +
1
2
mv2

2

=
1
2
mẋ2 +

1
2
m

[(
ẋ+ l cosϕϕ̇

)2 +
(−l sinϕϕ̇)2

]

=
1
2
m

(
2ẋ2 + 2lẋϕ̇ cosϕ+ l2ϕ̇2

)
Potientelle Energie:

U = −mgl cosϕ+ cx2

Lagrange - Funktion:

L = K − U

L =
1
2
m

(
2ẋ2 + 2lẋϕ̇ cosϕ+ l2ϕ̇2

)
+mg l cosϕ− cx2

(b) Relative Geschwindigkeit zwischen Wind und Masse der Kugel

vrel = vm − vw vw = −vwey
vrel =

(
ẋ+ l cosϕϕ̇

)
ex +

(−l sinϕϕ̇)
ey −

(−vw)
ey

vrel =
(
ẋ+ l cosϕϕ̇

)
ex +

(
vw − l sinϕϕ̇

)
ey

| vrel | =
√(

ẋ+ l cosϕϕ̇
)2 +

(
vw − l sinϕϕ̇

)2

| vrel | =
√
ẋ2 + v2

w + l2ϕ̇2 + 2lϕ̇
(
ẋ cosϕ− vw sinϕ

)
(c) Dissipationsfunktion

D = bẋ2 +
1
3
k | vrel |3

D = bẋ2 +
1
3
k
[√

ẋ2 + v2
w + l2ϕ̇2 + 2lϕ̇

(
ẋ cosϕ− vw sinϕ

) ]3

(d)

δWp = P (t)δxp
δWp = P (t)

(
δx+ l cosϕδϕ

)
Qx = P (t)
Qϕ = P (t)l cosϕ

(e) Ableitungen:

∂L

∂ẋ
= 2mẋ+mlϕ̇ cosϕ

d

dt

(∂L
∂ẋ

)
= 2mẍ+mlϕ̈ cosϕ−mlϕ̇2 sinϕ

∂L

∂x
= −2cx

∂D

∂ẋ
= 2bẋ+

1
2
k
√
ẋ2 + v2

w + l2ϕ̇2 + 2lϕ̇
(
ẋ cosϕ− vw sinϕ

)(
2ẋ+ 2lϕ̇ cosϕ

)
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∂L

∂ϕ̇
= mlẋ cosϕ+ml2ϕ̇

d

dt

(∂L
∂ϕ̇

)
= mlẍ cosϕ−mlẋϕ̇ sinϕ+ml2ϕ̈

∂L

∂ϕ
= −mlϕ̇ẋ sinϕ−mgl sinϕ

∂D

∂ϕ̇
=

1
2
k
√
ẋ2 + v2

w + l2ϕ̇2 + 2lϕ̇
(
ẋ cosϕ− vw sinϕ

)(
2l2ϕ̇+ 2l(ẋ cosϕ− vw sinϕ)

)

Lagrange - Gleichungen 2.Art:

d

dt

( ∂L
∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
+
∂D

∂q̇i
= Qi

Bewegungsdifferentialgleichungssystem:

2mẍ+mlẍ cosϕ−mlϕ̇2 sinϕ+ 2cx+ 2bẋ

+k
√
ẋ2 + v2

w + l2ϕ̇2 + 2lϕ̇
(
ẋ cosϕ− vw sinϕ

)(
ẋ+ lϕ̇ cosϕ

)
= P (t)

ml2ϕ̈+mlẍ cosϕ−mlẋϕ̇ sinϕ+mlϕ̇ẋ sinϕ+mgl sinϕ

+k
√
ẋ2 + v2

w + l2ϕ̇2 + 2lϕ̇
(
ẋ cosϕ− vw sinϕ

)(
l2ϕ̇+ l(ẋ cosϕ− vw sinϕ)

)
= P (t)l cosϕ
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Aufgabe 4

B

C BA
A

F

F

F

S1 S2 S3

ll

30◦30◦

M(x)M(x)
II

x

x

y

I

2l − x

Stabkräfte und Biegemomente:

ΣM (C) = 0 ⇒ −S1l − Fl = 0 ⇒ S1 = −F

ΣFH = 0 ⇒ −S2

√
3

2
+ S3

√
3

2
= 0 ⇒ S2 = S3

ΣFV = 0 ⇒ S1 + S2
1
2

+ S3
1
2
− F = 0 ⇒ S2 = 2F S3 = 2F

0 ≤ x < l ⇒ MbI(x) = −Fx
l < x ≤ 2l ⇒ MbII(x) = F (x− 2l)

Formänderungsenergien:

W ∗
S1 =

1
2

∫ l√
3

0

S2
1

EA
dx =

1
2EA

S2
1

l√
3

=
F 2

EA

l

2
√

3

W ∗
S2 = W ∗

S3 =
1
2

∫ 2l√
3

0

S2
2

EA
dx =

1
2EA

S2
2

2l√
3

=
F 2

EA

4l√
3

W ∗
b =

1
2

∫ l

0

M2
bI(x)
EI

dx +
1
2

∫ 2l

l

M2
bII(x)
EI

dx

=
1
2

∫ l

0

F 2x2

EI
dx +

1
2

∫ 2l

l

F 2(x − 2l)2

EI
dx =

F 2

2EI

∫ l

0

x2dx+
F 2

2EI

∫ 2l

l

(x− 2l)2dx

=
F 2l3

6EI
+

F 2

2EI

[ x3

3
− 2x2l + 4l2x

]2l

l
=
F 2l3

6EI
+

F 2

2EI
l3

3

W ∗
b =

F 2l3

3EI

W ∗
ges = W ∗

S1 +W ∗
S2 +W ∗

S3 +W ∗
b =

F 2

EA

l

2
√

3
+
F 2

EA

4l√
3

+
F 2

EA

4l√
3

+
F 2l3

3EI

W ∗
ges =

F 2

EA

17l
2
√

3
+
F 2l3

3EI

Verschiebung des Punktes B:

uB =
∂W ∗

ges

∂F
=

17√
3
Fl

EA
+

2Fl3

3EI




