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ALGORITHMES POUR LA COMMANDE D'UNE CLASSE
DE SYSTEMES A PARAMETRES REPARTIS
NON LINEAIRES

K. KASSARA ET A. EL JAI
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Mots clefs: commandabilité, systémes a paramétres répartis, non linéaire,
algorithme.

Résumé. L'objet de ce papjer est de proposer un algorithme d
une classe de systemes & paramétres répartis non linaires. Les systemes
considérés sont définis sous forme de systémes linéaires perturbés. La par-
+ie linéaire est définie par un semi-groupe et 1a partie non linéaire doit
satisfaire des hypothéses relativement souples que yarifient divers types
d'équations classiques ou des systémes pbtenus par lingarisation. Les résu-
1tats Etablis font appel & la fois & des techniques mathématiques utilisees
pour la commandabilité de la partie linéaire et a 1%application de théoréme

e commande bour

du point fixe dans certains espaces fonctionngls.

Keywords: controllability, distributed systems, nonlingar, algorithm.
Abstract. In this paper we give a control algorithm for a class of nonlinear
distributed systems. The considered systems contain a linear term defined

by a semi=-group and a nonlinear one which satisfies some hypothesis verified

by numerous classical equations. The estalilished results are based on contro-
11ability of the linear term and on the use of fixed point theorem in func-

tionnal spaces.
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1. INTRODUCTION - SYSTEMES CONSIDERES

Beaucoup de systémes physiques sont de nature distribuée et non 1iné-
aire. L'approche classique et simpliste consiste & essayer de linéariser
au voisinage d'une solution nmjn,ﬂu ot de -trq_aﬁf_‘lfhrs“ le systéme 1in€-
aire obtenu. Mais dans beaucoup de cas cela passe par des simplifications
exagérées; d'ol la nécessité d'essayer de raisonner sur le modéle non liné-
re. 11 n'y a pas de théorie va'fgti‘l’é pour tout systéme non linaire, et les
développements théoriques et méme numBriques qui se font traitent, en géné-
ral, le cas considéré ou une classe de syst¥mes 3 laguelle se rattache ce
cas.,

Comme pour les systémes linéaires nous pouvons distinguer deux appro-
ches apparemment distinctes méme si en théorfe elles ont beaucoup de points
communs :

- 1a premigre s'intéresse au modéle mathématique aux dérivées partielles

et ytilise tout un arsenal d'analyse fonctionnelle

- 1a deuxiéme s'appuie sur la représentation par vecteur d'état, plus

proche de 1'automaticien, traite la probliéme par 1'approche semi-
groupe.

Dans ce papier nous utilisons 1a seconde approche pour Studier la com-
mandabilité d'une classe de systémes a paramétres répartis non linéaires et
donnons une forme explicite de 1a loi de commande utilisant Ta notion de
pseudo-inverse. Ensuite nous en déduisons deux algorithmes de mise en peuvre
relativement simple. Nous comparons ensuite 1a convergence des deux algori-
thmes et donnons un exemple.

Soit A un opérateur sectoriel [Dan Henry, 1981] sur un espace de Banach
X et § le semi-groupe engendré par -A; et soit a un réel tel que
Re u(AI} >8> 000 A = A+al.
Pour 0 £ a <1, X% = a(nj} définit un espace de Banach dense dans X, muni de
1a norme du graphe:
Iy = FIATC
et on a: 5):_
reTa a= s Pa .
||S(t)||;{x'xu} c ¢t ¢ = 94(t) i C=const. t:0 (1)

Soit alors le systéme décrit par 1'Equation différentielle opérationnellie:

%+ Ax = Nx +Bu, u(t)elU et DgteT
¥ { ; (2)
x(0) =0
ol U est un espace de Banach reflexif et strictement convexe, B&J(U,X)
et N: ¥+ X un opérateur non linéaire. Nous nous proposons de résoudre le
probléme de commandabilité suivant:
pour x4 donné dans X, trouver une commande u; [0,T[ » U telle que:
i) (2) admet une solution unique faible
X i) x(T) = x4
Nous supposons dans toute la suite que les hypothéses suivantes sont vérifi-
éas:
(H,) 1'opérateur N: L"(0,T;¥") » L3(0,T3%)
x(.) + Nx(.) est bien défini pour r,s:l

et vérifie
N(0) = 0
[Nk = Nyl | & kCHExTTEIPED) [lx=pl]s %y € L(0,75%%)
od k: R*xR* + R* vérifie 1im k(e,,6,) = 0 (3)
el.oz--ol 2
(Hz} il existe g > 1 tel que:
| Lo 1 q
¥ 3 I+F ;etgléL{D.T}

Remarques.
1- L'hypothése faite sur A inclut une grande classe de systémes parmi
lesquels ceux définis par des opérateurs bornés ou autoadjoints & do-
maine dense,
2= L'hypothése (Hz} nécessite rzs et est satisfaite si qa < 1, d'aprés
(1).
3- 11 y a une classe importante de systémes vérifiant les hypothéses
ci-dessus. Citons & titre d'exemple:
a) L'équation de Burgers
9 - ky" = yy' + f 3 f(t), y(t) € L2(0,1), OcteT et Ks0
y(t) = 0 sur (0,1}
y(0) =0
les opérateurs A et N correspondants sont:
A: D(A) + X ¢+ ky" D(A) - ué{?}%}nnzgo.l) et X = L%(0,1)
N: X752 X 9+ g0t X7C = D(ATT) = Hy(0,1)




L'hypothése CHIJ étant satisfaite avec r=2, s=1 et

k{ﬁl.azj =0 40, .

b) L'8quation régissant le flux de neutrons dans un réacteur
nucléaire.

9 - ky" = ay = -by? + £ 5 £(t), y(t)€ L7(0,1), OsteT, k,a.b>0
y(t) = 0 sur (0,1}

y(0) = 0

avec les mémes espaces que dans a) et

Ay = =k¢" - a¢ , Né = =bs

L'hypothése (Hl) est satisfaite avec r = 2, s = 1 et
k{ul.az) = b{al+02]

¢) Eguation intervenant en mécanique quantique.

32 3 P it
- = = ot Sl .t}e 0.1 X 0'

y(0,t) = y(1,t) = 0
y(x,ﬁ) = .aa.:.‘.%'_o.)_ e 0
les espaces et les op@rateurs correspondants & cet exemple sont
x = L2(0,19xL%(0,1)5 ¥M2 = wh(o,1x%(0,1) et
D(A) = ( Hyl0,1)NKE(0.1) ) % L2(0,1)
Ay ¥p) = (=¥gs -:—{,n; N(yya¥p) = (0, ~1y;1%¥;)
%

L'hypothése (Hl} est vérifige avec r=p+l, 5=1 et
k(8148,) = (p#1)(8] + 95)
d) Equation linéarisée.

51 1'équation d'évolution est de la forme:

R = f(x) + Bu i x(0) = 0
et f: xo + X avec xo un espace de Banach dense dans X et f
un opérateur non linéaire continuement différentiable au

voisinage de 0 et vérifiant f(0) = 0; on peut alors se rame-
ner au systéme (2) en linéarisant f autour de 0.

f(x) = £(0)x + Nx
o0 N: X, + X vérifie 1'hypothese (H;)+ On obtient alors le

systéme

A= £1{0)x = Nx + Bu

x(0) = 0
Pour illustrer ce qui précéde prenons 1'équation de Gordon:

¥ -1y -asing+u; (%;£)€}0,1[x[0,T] ; a0

] X
¥(0,t) = y(1,t) = 0
¥(x,0) = ¥(x,0) = 0

en linéarisant siny au voisinage de 0, on a: siny = y + f(y)
et on obtient 1'éguation:

PRy
gtg 5 §~§-- ayi= iy} #w

x

2 22
t i

¥(0,t) = y(1,t) = 0
¥(x,0) = 3¥(x,0) = 0

2. COMMANDABILITE LINEAIRE
Considérons la partie lingaire de 1'égquation (2):

R+ Ax = Bu ; te[0,T]

{x(O] =0 &
On a 1

X(T) = é S(T-1)Bu(t) dr

Soit alors 1'opérateur G: LP(0,T:0) + X défini par: Gu = x(T)

G est Vingaire borné; posons V = Im G. V est donc 1'ensemble des &tats attei-
gnables depuis 1'origine. Le systéme (4) est faiblement commandable si V est
dense dans X; 11 est exactement commandable sur Ioc X si xuc V.

P:ur X4 dans V, {u: Gu-xdj est une partie non vide, fermée et convexe de
LY(0,T;U) qui est un espace de Banach reflexif et strictement convexe, il
existe donc uy dans LP(O,T;UJ unique de norme minimum vérifiant Gu, = Xy
Posons u; = de, nous définissons ainsi un opérateur 19néaire F appliguant
V dans L*(0,T;U) injectif,verifiant GF = IdV et borné si V est fermé dans X.
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Munissons V de la norme:

||xd”v = ”de”!.p{ﬁ,'r;”) (5)
alors (V, || Ily) est un espace de Banach.
Dans e cas o0 p=2, U et X sont des espaces de Hilbert, 1'opérateur F
s'fdentifie au pseudo-inverse de G: 6* = 6*(66%)"! et (5) devient:

[Ixghly = 1166%) 211, o x4€ ¥
C'est dans 1'espace V que nous allons &tudier la commandabilité du systéme
non linéaire (2).

3. COMMANDES ADMISSIBLES

Nous appelons commande admissible toute commande u dans LP{O.T;U] pour
laquelle 1'équation différentielle (2) admet une solution faible unique x
dans L"(0,7;%*). Nous avons donc, pour tout t dans[0,T):

x(t) =:; S(t-1)Nx(t)dz + ;; S(t-r)Bu(t)dr (6)

Ecrivons formellement:
Ltz = !t S(t-t)z{x)dr , od z: [O,T] + X
0

alors on a: LB = G et 1'8galité (6) devient
x = L(.]Nx +iL ‘}Bu = ¢(x,u) (7)
Ainsi 1'ensemble des commandes admissibles est 1'ensemble des commandes
uelP(0,T;0) telles que 4(.,u) admet un point fixe dans L"(0,75x%). Nous
pouvons alors énoncer;
Théoréme 1 : Les hypothdéses (Hlj et {Hz) étant vérifiées, supposons que

I “-(.Jaul ]LT(O,T;XU) £ BI Iul |Lp(0,T;U) g>0 (8)
alors:
i) 11 existe a, m=m(a) > 0 tels que pour tout u dans 1a boule
B(O,m) de Lp(D.T;U} » #l.,u) admet un point fixe unique dans
la boule B(0,a) de L"(0,T:X") qui est solution faible de (2).
ii) L'application f: B(0,m) » B(0,a) qui & u » f{u) = x est
lipschitzienne.

7

Remarque: s'il existe q' tel que:
on peut prendre

I

3 !
gty etge L9(0,7) alors

= ”91“Lq.{O.T) ”5”-
Démonstration.
i) On a ;ifak(ol,ozj = 0, ceci entraine 1'existence de a>0 tel que:

CI - ”91”1_‘7(0’-” :ugsk{alsﬁal <1 (9)

Et pour x€L"(0,T;x%), ue LP(0,T;0) on a d*apres (Hy), (Hy), (7) et
(8): #(x,u)€L"(0,T;X*). Sofent donc X,y€8(0,a)€ L"(0,T:X%) et u dans
LP(0,T:0) on a alors:

#(x20) - $(y.u) =L, (Nx - Ny)
d'ol en utilisant (Hz}. (3) et 1'inégalité de Holder

[8(x,u) = s(y,u)]]| < Hayliago,ry KO ) 1) ] 1x-y] |
soit d'aprés (9):

Hetxau) = s(yau)l] ¢ ¢, ||x-y[| (10)
Par conséquent, 4(.,u): B(0,a) + L"(0,7:%%) est contractante.
Par ailleurs, en utilisant (3), (8) et NO = 0 nous obtenans:

”’(”su)ll € ”91”[_‘1’(0'1') k(HxH.O} HX” * B”I.l”
od x&L"(0,T;%%) et ue tP(o,1;0)
D'on, X€B(0,a) implique #(x,u)€B(0,2) si on a:

Hull < 2 (1 - sy !1.8¢0,7y sup k(0,0)) = m (11)
Done si u verifie (11), 4(.,u) admet un Eofnt fixe dans la boule B(0,a)
de L"(0,T;x%).
1) Pour u,v B(0,m) on a:

f(u) - f(v) = (8(F(u)su)-o(f(v),u)) + (#(F(v),u)-8(f(v),v))
d'oi en utilisant (7). (8) et (10)

1£Gu) - fto)l1 <€) I1ft) = #w)[] + 8] ]u - v]|
soit encore

[1f(u) - £(v)]] < 1—33 [u=v]| (12)

1
Le théoreme précédent va nous permettre de trouver des conditions sur x, de

X pour qu'il soit atteignable par une commande UEB(O,m)C me.T;U}.



4. COMMANDABILITE DU SYSTEME NON LINEAIRE
Nous supposons que 1'état désiré Xy est dans V et nous voulons déter-
miner une commande u dans une boule B(0,m) de LP(0,T;U) telle que:
i) L'équation (2) admet une solution faible unique x dans L”(o.T;x“}
1) x(T) = x4
I1 s'agit donc de trouver une commande u€B(0,m) vérifiant:
Flu)(T) = L Nf(u) + Gu = Xy
ceci nécessite @ priori que LTHf'(u}e‘.r; une telle condition est satisfaite
5i S(t}éi{x.\'). t>0, En outre la commande u sera solution du probléme si
"= F“‘ * LTNf{U}) = W{‘d'u, (13)
Ainsi donc nous nous ramenons & la recherche des états xd_E V pour lesquels

¢{xd..) admet un point fixe dans B(D,m).
Théoréme 2 : En plus des hypotheies du théoréme 1, supposons que:
(Hs) JIS(-}|LI‘,",‘,) = g,€L(0,T) avec z+==1

alors:
i) 11 existe 2»0,, =p(a)>0 tels que tout état xde B(O,)CV

est atteignable par une commande u € B(0,m)
11) L'application h: B(0.o)c V= LP(0,T;) qui A x, associe
R h{xd) = u, est lipschitzienne.

Démonstration.
i) On & lim k(ul.az) = 0 impligque qu'il existe a-0 tel que:
CE = 52(5} - [Eliggf!Ld{o.T] + ‘iglliLq(D,T} ) :“ﬂak{el'azj <1 (14)
Pasons i
€ = Heyllago,m sup k(61.0,) < Cp <1
et 458
m= % (1= ITQIIILq(u T) Sup k(8.0)) > 0 (15)
' Bga

D'aprés la démonstration du théorgme 1, toute commande dans B(O,m) est
admissible et 1'application f: B(O,m) - B(0,a) est lipschitzienne de
rapport a!(l—cl). Soit *4€ V, d'aprés (13):

w(xd.u} - m(xd.v) = FL( NF(v) = Nf{u) )
d'od en passant aux normes et en utilisant (Hy) et 1'inégalité de Hol-
der on obtient:

|M"d'"}‘*“‘d""”ILP(a,T-.U} = Lo NF(v)-Nf(u)) | ],

10

= IIQZIILG(O,T] I'Hf(ul = "f(”)r]Ls(O,T;X)
En remarquant que f(u), f(v)e B(0,a)C L"(0,T;X%), (3) donne:
19 0xgau)-u(x,0) || < HaziI._d{mna::fk(al.azﬂIf{Ul-.f(v}H

or f est lipschitzienne de rapport B}{I-Cl}: g' d'oil
rl*(xd-“}"f*d-V}Ii € BqlgzilLd{U,T}e::E k{BI-BQJ [Ju=v]|= C3I|U‘?II
16

et (14) entraine c3 < 1; par suite w(xd..): B(0O,m) - Lp{u.T;U'J es: :
contractante. D'autre part pour ue B(0,m) on a f(u)€ B(0,a) et

1001 = [1xg = LoNF(u)[1y < [ixgl] + [ N0

< ledl! + IIgEI]Ld{U,T) k(f]f{u}l|,0) |[f[u]'|

soit encore:

||fod-")|| € |de|| * lfgzlltd{o T) sup k(9,0) a

2 Bga

d'ot u€ B(0,m) entraine w(xd,u)e B(0.m) si on a:
'[xdll Sm- IlgzllLd{u T} a4 sup k{eloj
i Bgra

soit, en considérant (15), on obtient:
a
ledif¥ E{l - {r191|iLQ(D,T)+ allnglLd{U.Tjjggg k(8,0))= o
(17)

Par conséquent si X €B(0,0)CV, ¥(x4s.) admet un point fixe unique u,
dans B(0,m) de LP(0,T;U) qui est solution du probléme de commandabilite
noté h(x,).
ii) Pour Xq» ¥y dans B(0,0), d'aprés (13):

h{xd} = h[yd) = W(ld-hfxd}) = w(ydlh[ydjl

) {w{ldth{xd),'*(xdrh{yd}]} ad
(@(I -h(y = Jh !

et on a d'aprés (13) et (16) . d” “‘“’d ‘yd”]

II*{X lh(xd})-w[xdlh{yd)Jll 3 53[|h(ld] - h[yd]Ir

[ sh(yg) )-8y guhty 1| < [Tx, - Al
d'od

h(x,) - h ¢ -
Il {de (yd)rl * I-C3 led - ydfl



Remarques :
1) Du théaréme précédent on peut déduire une suite de commandes qui
converge vers u, et qui sera détajllée dansle § 5.
2) La boule B(D,s) peut Etre Elargie: en effet:

posons
alors I = {a>0, Ez = ySUp k[al.&zl < 1} est une partie non vide
de R', soit e

pr = Sup of1) ol o est défini par (17)
et donc tout Btat x. € V vérifiant |fnd||,‘r < pp est atteignable 4
1'instant T.
3) Le but de ii) est de montrer que h: B(0,0)C V = LP(0,T;U) est con-
tinue, mais 11 est préférable d'avoir h: (B(0,0),![.][y) = LP(0,T;v)
continue; ceci est satisfait si V est fermé dans X.
4) La commande u, n'est pas nécessairement unigue dans B(O,m). L'équa-
tion en u:

flu)(T) = Gu + LTNf{u} =Xy

peut avoir d'autres solutions que Ug.

d

5. ALGORITHMES DE COMMANDES

Nous nous placons dans le cas oil p=2 et X, U sont des espaces de Hil-
bert et supposons que le systéme linBaire (4) est faiblement commandable.
Alors pour tout xq€ Y

T =1
(Fxg)(t) = (s*xd){t} = B"S*(T-t) [ r05(1)33‘5'1r;dr] *y

Nous allons déduire du théoréme 2 deux suites qui convergent vers une
solution du probléme de commandabilité.
5.1 Algorithme 1
Supposons que les hypothéses du théoramg 2 sont vérifiées, soit xde v
tel que [ixdil < pp ( remarque 2 ) et soit uy = h(x,). D'aprés les
propriétés du point fixe, la suite de commandes
{uﬂ e g (18)
My ® w(nd.un} =G (xd - LTNf[u“}J

converge dans LZ(O.T;U) vers u, et verifie;

12

[u sy - ull < Cg Ilulll (€4 donné par (16)) (19)
posans X, . f(un) et
"nel " % T LT"*n 3.3 0 (20)

on a d'aprés (18) et (20)
; Aa(T) = Lyl Guy, = LT"xn T T ¥ Vet "n
d'oi '
Tne1 = (Xg = %, (T)) + v (21)
par suite, en remarquant dans (20) que rp = X4 la mise en oeuvre de
la Toi de commande se fera suivant le schéma:

résoudre
Rgt Ax, =Nx + Bu
zn{O) = 0 ; DeteT

I
A (xd—xn{T}J

|

Nous détaillerons dans le § 6 1'algorithme ci-dessus.
Par ailleurs, en remarquant que G*(xd-xﬂtT}} = Ut U eten utili=
sant (19), nous obtenons:

_ [xg(M) = x4, € €5 gl (23)
ceci entraine que la suite de commandes (un) améne de proche en proche
le systéme (2) de 0 & L

On peut donner une structure de boucle ferméeaux comandes Uy En effet
montrons que, pour tout nzl et Osct<T :

(22)

= T '1
u(t) =B Sth't}[ftS[T-r)sﬂ'S'(T-x)dt] (ry = S(T=t)x (t) +

t
B IOS(T-:]Nun(t}dt) (24)
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s0it encore:

t
o - S{T'tjxn{t} + ;0 S{T-r]an(T}dT =

n
(25)

notons a(t) et b(t) respectivement les membres de droite et de gauche
de (25), 11 est facile de voir que:

a(0) = b(0) = My

a(t) = =5(T-t) %.(t) - S(T-t) nxn{t} + §(T-t) an(t} v 20
et d'aprés (22)

a(t) = -S(T-t) Bu, (t)
d'autre part nous avans: T =

b(t) = ~S(T-t)BB"S*(T-t) [IOS{T-t}BB'S'{T—r)dt] .
soft d'aprés (22)

b(t) = -S(T-t) Bu“(t)
et par suite nous avons a(t) = b(t) et par conséquent 1'égalite (24).
On retrouve donc, comme dans le cas lingaire, la possibilité de choi-
sir la structure de la commande.

T T -1
/ S(T-x)BB"S™(T-v)dr .[/ S(T-1)BBYS*(T-r)dr] r
t 0

5.2 Algorithme 2

Nous alloris comparer 1'algarithme précédent A 1'algorithme proposé
par [Magnusson. 1982]. Nous pouvons énoncer le résultat suivant:

Sous les mémes hypoth&ses qu'au théoréme 2, soit X4 dans V
tel que |[x,|| < pys alors les suites (v ) et (z,) définies par:

zO =0

+
Vy = 67 (xy - LyNz,) (26)
By ‘(zn'"n} = L[_)NzrI + L(.}an (27)

vérifient:
Vo T Uy dans Lz(D,T;U}

z, ~ x, dans L"(0,T5x%)

ol u_ = h(x,) et x, = f(u,) est 1'état du systéme (2) conmandé par Uy

Démanstration.

e ——— -

Soient a, m,p donnés respectivement par (18),(15), (17)
alors 2 = 0 € B(0,2)CL"(0,T:x") et vy = 6*,¢ B(0.m)C L2(0,T;0)
SuUpposons que {zn.¥n)E:3(0.i}lE(U.m} alors d'aprés (26) et (27), (3)
et (8)

2111 < Hayllyago,ry (112,110 1z, 1 + el ful]
s |lgyll k(8,0)a +8 m =
Vgl Sg,7) SUR KA0LD)e el g

||?n+1'[ < ll*dllv + I]LTNZn+I'IV
€ llxd['V + IlgzllLd(ﬂ,T) kf'lzﬂ+ll|-o) Iizh*lll
g ‘dellv + |lggllLd{0.T) ::g k(2,0) a ¢ m
donc pour tout nz0, (vn.zn}eB{O,m)xB{n.a).
Par ailleurs d'aprés (27):
Zl "% = ‘{zno“n] - ‘(zn-l’vn-l}
= (0zpve) = 0z v+ (802 00v,) = (20 q oY)
= (*(Znnvn) > ‘{zn-l"n)} g L{_)Btvn‘vn_l}
d'ol, en utilisant (10) et (8)
12001 = 211 €311z, = 2,411 + 8llv, - v_4l1
et en considérant (26) on obtient:
IIVn = Vn_lll € [}92!|Ld{0’7)5522 kfolvaz) Ilzn = zn-lll
i

d'od d'aprés (14) et (10)

||2ﬂ+1 . znll < Czllzn - zn_xll ’ cz <1 (aaj
Ainsi la suite (zn) est de Cauchy dans la boule B(0,a), elle converge
donc vers Z€B(0,a) et par suite (vn) converge vers v€ B(O,m) et on a,
par passage & la limite dans (26) et (27):

z = g(z,v)

v = G+(xd - LTNz)
z est point fixe de ¢(.,v) donc z=f(v), d'od

v=6(x, - LNF(v)) = w(xy,v) + ve B(O.m)
1'unicité du point fixe de w{nd..) et le théoréme 2 impliquent:

V=u, et z=fv) = x,.



Remarque:
En remplacant (26) dans (27) et en faisant t=T on a z“+1[T) = Xy mais
les fonctions {z“) ne sont pas solutions de (2).

Supposons que les hypothéses de la proposition 1 sont vérifi
ées, et soit, pour nzl

¥ = flvy) (29)
1'état du systéme commandé par V,.1» On a alors:
Ly (1) = %yl ly & 500" [lxglly (30)

ol C, et c3 sont donnés en (14) et (16).
Démonstration.

Soient a, m, C, définis comme précédemment. Comme {vn) est
incluse dans B(O,m), (29) a un sens et on a:

¥, = 8(¥,¥,q) € B(0,2) (31)
d'od, d'aprés (7) et puis (26)

Yo(T) = Lolyy, + v,y = Loly, + Xg = LNz,
soit, YolT) = %y = Ly(Ny, - Nz _q)
et d'aprés (3) et (H3) on a:

Yn{T=%gl |y < [lgzllLd(o:T)ajzﬂ k(e1s2)l ¥ Zpgll - (32)

d'autre part en utilisant (27), (31) et (10)
”yﬂ = zn” £ cl Hyﬂ 1 :n.l”
119, !n-1|[ € |y, -zl + 1]z, - z il

s Clly, = zaall # 1z, = 2411
d'od

Hy, = 2,.,]1 € 1 i = Iz, - z,.,!! (33)
1
et d'aprés (28) et puis (26), (27) et (8):
lz, = 2,411 « 7Y [1zy)1 < €37 sllxglly (34)

et finalement en utilisant (34), (33), (32) et (16) on a 1'€galité(30).

On peut représenter 1'algorithme (26), (27) par:

F ¥
' Yn © G+(xa - LeNz,)

I

résoudre:

A -

|

5.3 Comparaison des suites (u_) et (v.)

a)_Convergence.

11 s'agit de saveir laguelle des suites (u,) et (v ) améne
le plus rapidement ]'état du systéme (2) de 0 & %4, dutrement dit
laquelle des suites [1%,(T)=x4|| et [1¥,(T)=x4]| converge Te plus
rapidement vers 0.

51 nous considérons alors les majorations (23) et (30)
g (T) = xgl 1y €3 Llxylly

(™) = xglly < €3 €57  Ixglly
En utilisant (14) et (16) on a:
€y - C3 = Cy(1 - cz}llgllqu{O,T) /8>0

d'od c2 > C3 et par conséquent la sufte de commandes(un) améne plus
vite le systéme & 1'&tat désire.

—— " —

Nous avons vu que 1'algorithme 1 peut étre représenté par
(22). Soit e> 0, alors d'aprés la majoration (23), i1 existe M>0

tel que
]}xH(T} = ”dllv < E

17



et donc la commande uy, correspondante améne, & = prés, 1'état du syste-
me (2) de 0 & Xy Nous pouvons alors introduire dans 1'algorithme {22)
le test suivant:

ro= Xy
(1) u=6r
(i1) % 4 Ax = Nx + Bu , x(0) =0

si Ide - x{?}llv <calorsu=u, = arrét

sinon
(1i1) r=rtxy - x(T)) et aller en (1)

Ainsi la résolution de (ii) permet, par 1'intermédiaire du test, d'ar-
réter 1'algorithme et (i11) permet de passer & 1'&tape suivante lorsque
le test est négatif, Les difficultés numériques se.situent au niveau

du caleul de u dans ({) et de la résolution de (i1).

Considérons maintenant la suite (v ) donnée par (26) et (27). On peut
la schématiser par:

2g = 0
- t e
(1) z (t) = fos(t'f)"In_I{T)dT + ros(t-s)BG {xg -
T
I S(T-f)Nzn_l(r)drlfs}ds
- 0
(39) v, =6(xy - 7 S(T=x Mz, (x)dr)

et pour avoir le test d'arrét: ||y, (T) - xgll < & (y, donné par (29))
i1 faut résoudre 1'équation:

(338) 9, Ay, =Ny, +Bv 4 .y (0) =0

ce qui ajoute une difficulté supplémentaire pour 1'implémentation de
1'algorithme 2. Remarquons que 1'algorithme 1 est récursif dans V
alors que 1'algorithme 2 est récursif dans un espace de fonctions.
Dans le paragraphe suivant nous allons développer 1'aspect numérique
pour 1'implémentation de 1'algorithme 1.

6, ASPECT NUMERIQUE - EXEMPLE

Soit x, dans V tel que rlxd||v <op et e >0, et soit M le plus petit

entier vérifiant ||x, - x,(T)|| < c.Considérons 1a suite (22) avec n ¢ ¥
r'1=)‘.d
u, = G+rn
*n + ﬁxn = Nx" . Bun 3 xn{O) = 0
b

ael =Myt (g = %0(T)) 5 0 = 1M1

Pour 1'implémentation de cet algorithme, une difficulté numérique apparait
dans la résolution du systéme différentiel.
6.1 Discrétisation
Supposons qu'on dispose d'une méthode d'ordre p pour résoudre:
%+ Ax = Nx + Bu
x(0) =0 ,0¢tT
autrement dit si t0 =0, t1+1 = t1 +h, tk = T est une subdivision

de 1'intervalle [O,T] et x? , i=1,k,les valeurs approchées de x aux
points ti on a:

h
LIx(tg) - %511 « k P (35)
o0 K est une constante dépendant de u.
La procédure de résolution devient alors:

"7 %

dp = G'rp (36)
i: + Rx: + Nx: + Bu: 4 x:{O) =0 (37)
Mhep = Tt (Xg =0 ) 31 <n<hel (38)

h
oll *K.n est la valeur approchée de x:{T]

Nous pouvons alors montrer
Proposition.

Pour tout n s M,

h
Hup = ol 1 2(0,7:0) e, 8



Démonstration.

D'aprés (22), (38) et (36), nous avons:

h h  _h
r =4 =P iRy Xy xn{T)

n+l n+l n
et h - 2 A
Unsl ™ Unsl = 8 (et = Trat)
Ao h By et
Ui = Upep = Up T Uy * G ('k,n - xn(T}}
soit

h h

Hupyy = U:+1I| < Hug = w1+ 1M = xy ol
Par ailleurs, nous avons d'aprés (35)

h h . P,
100 - ol € 8, 0P 5 K0

h

LTy = %y (M1 < Keflup = w115 k>0
d'on en utilisant (39), (40) et (41)
u:+1il € (14K) [ = u:[| + K WP, neM-1

et

Huper -
pour n=1 on a Uy = u? = G+xd et en utilisant (42), on montre par
récurrence sur n, :zl.ﬂ. que:

||un - unll + 0 quand h =0
et on a, en plus: ;

< = P

[lu, un]] € 6, N

ol an>0 dépend de Kh et K; et vérifie:

0= 60 < 61r cee % eH et exprime 1'accumulation de

1'erreur provenant du passage d'une étape 3 1'autre.

(39)

(40)

(41)

(42)

Remarquons que le résultat peut avoir lieu si on suppose, au lieu de

(35), que "
;‘f’fg le(t‘i) - 11” =0

Mise en oeuvre de 1'algorithme 1:

i) r= Xy

i) u=06"r
iii) résolution de
£+ Ax =Nx+Bu; x(0) =03 h=T/K
soit x* 1a valeur approchée de x(T),
test: si ]ka - deI £« S'arrdter ou aller en v)
sinon
fv) r=r+ Xq - x* et aller en i)

v) appliquer le feedback (24):

i T
u = Bs'(T-t) {ItSKT-rlBB'S'(T-v)dr) {r = S(T-t)x(t) +

t
£ S{T-1)Nx(1)dt )
0

Remarques.

1- i), §i), §ii) et iv) constituent une phase de préparation pour le
Te calcul de la commande.

2- L'algorithme précédent s'adapte aux systémes non lingaires localisés
(voir exemple ci-aprés). Dans le cas de systémes 3 paramétres ré-
partis, il faut approcher |'opérateur gt par un opérateur en dimen-
sion finfe (dans 1'étape i1i) ) et projeter dans (35) les x? sur
un sous-espace de dimension finie.

6.2 Exemple
Soit 1'équation différentielle:

{SH = u,t (0]

x(D) = %(0) = 0
et soit [“d] [2.'
d'
4 -3,
ceci peut se mettre sous la forme du systéme
2= Az + Nz + Bu
{I(U) =0



oil: [zj %] [0 1] [21] [ih ] [0
L) w0l Ll ee [
z b 0o 0 z, 73 1
On a appliqué 1'algorithme précédent avec €= 1072 et 1a méthode de
Runge-Kutta d'ordre 5 pour 1a résolution numérique de 1'dquation iii).
Le pas de discrétisation choisi est h = 1072,
Le nombre d'itérations efféctuées est M = 6. Nous avons obtenu les

résultats suivants:

((x(1) - xg)? + (3(1) - 2y - 0,17.107
t; [0.1 [0.2 [0.3 |04 0.5 (0.6 fo.7 lo.8 fo.9 |1

| 00803 0.6 fo.97 [1.36 [1.72 [2.00 [2.18 [2.19 |1.99

M | 1.52| 2.68 |3.48 [3.87 |3.83 |3.33 |2.36 |0.94 |-0.86|-2.99

1}u||f2(0'1) = 10.32

CONCLUSION

Dans cet article nous avons développé un algorithme de commande pour
une classe de systémes distribués non linéaires. Cependant, et comme dans
les problémes non linéaires en général, i1 faut signaler le caractére local
des résultats que nous aveons établiset qui découle des conditions de validi-
té du théoréme de 1'application contractante.

Par ailleurs, cet algorithme opére dans des espaces de dimension infi-
nies et dans un but de simulation numérique, les travaux en cours visent &
1'approcher par un algorithme opérant dans des espaces de dimension finie.
Cela peut Btre le cas en définissant par exemple une sous classe de systémes
non lingaires pour lesquels la méthode de Faédo-Galerkin est valable.
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Annexe

——

OPERATEURS SECTORIELS

Soient X un espace de Banach et A un opérateur linéaire férmé i
domaine dense dans X et p(A) 1'ensemble résolvant de A.
Définition.
On dit que A est sectoriel, s'il existe ¢€]0,7/2[, M31 et

a€ R tels que:

S={2eC: & ¢lArg(r-a)| ¢ n,2a42) € p(A)
et 4

[ [T = &) ]| <M/ |x-a] pour tout A€S

Rappelons un résultat de caractérisation important:
" A est un opérateur sectoriel si et seulement si -A engendre un semi-
groupe analytique S(t), tz0 sur X",

Par ailleurs, si A est un opérateur sectoriel et si Re o(A) > 0, alors
on peut définir pour a>0: .

el TP e
r{a) 0
-a i
A ainsi défini est un opérateur borné et injectif; on définit alors
A% = (A% avec O(A%) = Im (A7%)
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DECENTRALIZED MEMORYLESS STABILIZATION
OF LINEAR LARGE-SCALE INTERCONNECTED
SYSTEMS WITH TIME DELAYS

A, HMAMED and L. RADOUANE
LEES A Facurt de Soences
BP0 - Rsbet

ABSTRACT

The problem of decentralized stabilization of large-scale interconne-
cted systems with delays using local feedback controllers is investigated.By
employing the aggregation technique based on the Lyapumov vzctor function,
sufficient degree of stability for each isolated subsystem are determined
in order to garantec the overall system stability.This smufficient condition

presents a more general decentralized stability test.

INTRODUCTTON

Recently,there are a nusber of research works on the =tabilicy and
stabilization of memoryless larpe-scale systems~ see for exarple,/1/="12/.
A more complex but practically important problem arises when the systems
have some memory.In /13/,/14/ the stahility for dissipative systems was
considered.In /13/ it was found that the delays cause no particular diffi-
culties in determining the stahility of a specific type of larpe-scale sys—
tems with delays in interconnections.In 14/, a utability test is proposed
for a more peneral class of larpe scale delayed systems.Related to the pre=
blem of the stabilization of systems with memory , the optimal contrel of
linear systems with quadratic cost /15/-/17/ vyiclds optimal feedback gains
which are solution of a set of coupled partial differential equations with
great computational cost /17/.1n the present paper ,we consider the problem
of stabilization of a more peneral class of systems with delavs and show
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