Coloquio
Analisis Matematico IlIC (61.13)

1
1) Calcular u(r,0) con: u=20/n ¢
) 20 éu u=10
Vu=0, u(r,%)=10, u(l,¢)=—¢, —(r,0)=0.
T op 0 1

u,=0
2)
a) Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial en V(0): 3xy"+2y'+y=0
b) Hallar la solucién de la ecuacion diferencial holomorfa en 0.

: 1
3) Hallar f(t), —o <t , 1 F(w) = - —,
) (0, meo<t<oo, st F(W) (w—2i)(w+3i)
4) Hallar I(t) y graficarla:
VEQ R=1 C=1 L=1

S s
RN,

10) = 0 RIO+L=+ = [ 1()dt=E(t) =1 1 O<t<l
dt  CJo
cos(t—1) t>1

Respuestas
1) (En polares): V?v(r,@) =V, +1vr +i2v(p(p =0
r'or

Propongo v(r,p) = R(r).d®(¢) para resolver las condiciones homogeneas:

v(r,%)=0, ﬂ(r,O):O
2l0)
14 1 ! 1 ”n " l ! 1 14
= R CI)+—RCD+—2R<D =0—-> R (D+—R<D=——2R<I) -
r r r r
R q)r2+1R—(Dr2:—i2R(D PR R, (cte)
Rd® r RO r- RO R R (6]
r’R"+rR'=AR =0
=
O"+1D=0

Propongo ®(¢p) = Ae*?

= Ae™ (a®+ 1) =0 > o =+/Ai = q)((p):Acos(x/ch)+Bsen(x/x<p)



V(r, %) = R(r) ®(%) =0 = (%) =0 gﬂ(r,O) =R(r)®'(0) =0= ®'(0)=0
¢

=>B=0 = «/X%:A+nn:>k:(2n+1)2
=@, (9) = A, cos((2n+1)p)

Para la ec. de Euler, solucién: R(r) = chrn
n=0

rzin n-1)C ”2+anCr —XZCr =

n=

Coef. 1" n(n-1)Cp+NCh=ACh=0—>C, ("°=2)=0=C, =0 Vn=A
=Rn(r) =D "™ + E, r™™!  Para que sea holomorfa, E, =0 = Ry(r) = D, r*"**

~v(r) =S R (N, (9) = Y D,r™*A cos((2n+1)o)

v(r, @) =Y C,cos((2n+1)e)r***, que cumple las condiciones homogeneas.

n=0
Ahora, propongo u(r,e) = v(r, @) + w(e) con la v(r,p) anterior.
Entonces: V2u(r,e) = V2v(r,e) +W"(¢) =0+wW"(p) =0 = W' (¢)=0

= W) =a e+
u(r,) =v(r,%)+w(%)=0+w(%) =10 = w(%) =10

a—u(r,O)=ﬂ(r,0)+w’(0)=0+W’(0)=0 = w(0)=0
o op

~w(p) =10
Aplico la dltima condicion:

u(l,cp)=v(1.cp)+w(cp)=2—:<p S vLo)=ulo)- w(cp)=—°<p 10

= v(Le)= icn cos((2n+1)e) = Q(p—lo
n=0 T

Por el teorema de Sturm-Liouville, ®n(9p) = C, cos((2n+1)e) son un familia
ortogonal de funciones en (0,%) con niicleo 1.

(f(9).cos((2n+1)9))

= Puedo usar la serie de Fourier generalizada: C, = >
[cos((2n+1)o)|

siendo f(¢)= Qcp—lo .

20 -20

. L (n Q- 10)005((2n+1)(p) 7n(2n+1)2
B I%cosz((2n+1) )d B T
0 ®)ao Z

u(r,p) = Z( ~cos((2n+1)e)r 2n*1]+10




2) a) Propongo y(x):icnx”*r

= 3XZ(n+r)(n 1+1)C X" 2 +22(n+r)C Xn+r—1+zc N

n=0
Coef. x"* " 1:3(n+r)(n-1+1)C, + 2 (n +1)Ch+ Cpa = O
Cn [B(n+r)(n-1+r) + 2(n+r)] +Cr.1 =0

Conn=0: Co[3r(r-1)+2r]+C41=0 Por hip., C.1 = 0.
Entonces, 3r? — 3r + 2r = 0. ri=1/3 r,=0
Con r=1/3: Cn [3(n+1/3)(n-2/3) + 2(n+1/3)] + C.1 =0

Cn[3n?+n=2/3+2n+2/3]+Cp1=0
Cn[3n*+2n]+Cp1=0

-C.,
n<0,n=%), C =
( %) (3n +1)
Co = arbitrario  C, = —C C,=—2= S C,= €, ___G
14 7 12.47 3.10 1.2.3.4.7.10
=n>1):C, = D" G
n! 4.7.10.....(3n+1)
S (_1)n Co n+}/
= X) = . -|-C
%) Zl( Nt 4.7.10...(3n+1)
Conr=0: Cnh[3n(n-1)+2n]+Cp1 =0
Cn[3n°=3n+2n]+Cn1=0
Cn[3n°=n]+Cn1=0
-C
n#%n-#0) C =—"1_
(=% ) G n(3n-1)
Co = arbitrario  C, = S C,= < __ & C,= <%
1.2 25 1.2.25 3.8 1.23.258
=>(n>1):C = L7 Co

n! 258...(3n-1)

D" Cy O
= Y00 = Z( 258...3n-1) }rC‘J
.. Sol. gral. en V(0):

(A e[ B e
y(x)_nz_ll( nl 258...(3n-1) XJ+A+nZ-1:[ - 258...(n-D) ]+B

r = 1/3 hace que la solucién NO sea holomorfa pues tiene un punto de ramificacion
la funcién (compleja). = Esa solucién la descarto (y1(x)).




‘ ~ 0 (_1)”- A Vi
. Y(X)—;[ n! 258...(3n-1) ’ }FA

3) f(t)=F'[F(w)]= 2—1RVP j“; F(w).e"dw

Para t>0, camino por semiplano complejo superior:

jELdz=J e” dW+J & o Rzzﬂ[L}
(z-2i)(z+30) g (W=2i)(w+3i) r, (2=2i)(z+3i) (z-2i)(z+3i)

izt
J ;dz:o pues Iim+:0 y t>0.
r, (2=2i)(z+3i) 2> (7 —21)(z +3i)

R & | (=t e
2=2i (z-2i)(z +3i) 252 (z_2i)(z+3i)_ 5i

Por el T. de Jordan, Lim

- f(t)=%e‘2t sit>0

Para t<0, camino por semiplano complejo inferior (T. de Residuos cambia de signo):

jﬁthJ e dW+J - oniRr {e—t}
(z-2i)(z+30) g (W=2i)(w+3i) r, (2=2i)(z+3i) (z-2i)(z+30)

izt
Por el T. de Jordan, Iimj ;dz:o pues Iim+:0 y t<0.
Row | (z2—-2i)(z+3i) 2> (7 —21)(z+3i)

izt N\ izt 3t
RZ__{ e }_ i __(2+30e e

(z—-2i)(z+3i) -3 (z—2i)(z +3i) = 5 = f(t) =%e "sit<0

%63“ t<0
%e’” t>0

4) Aplicando Laplace:
RQ(s) + L[sQ(s) — 1(0)] + 1/C Q(s)/s = W(s) siendo Q(s) la transformada de I(t) y
W(s) la transformada-Laplace de E(t).
Reemplazando los valoresde R, L y C:

Q+sQ+Qls=W = Q)=

() =

swW
s?+s+1

* -s 1 os « _s 1 e°
W(s)= [ E(t)e“dt=| edt+] cos(t-De ==+ AGS)

«© ~ e—i 0 ei—s ~
) i—s
e® e® se”* e*

+i——=A(s)+iB(s
?+1  s°+1 (5) (s)

r e(i—s)t

Para calcular A(s): J'l et Vet = e“jl eI dt=e
i—s

—e’'e ¢ _ = (s+i)=
s—i s—i s*+1

4



A(s) corresponde a cos(t-1) y B(s) a sen(t-1).

) (1—675) Sze—s
= Q(s)= sZis+l (52 +s+1)(s2 +l)

SPH+s+1=+s+Y+%=(s+%)°+¥%

os+B  Ss+y _ (as+B)(s* +1)+(s* +s+1)(85+7)

Fracciones simples:

s?+s5+1 s2+1 (s*+s+1)(s*+1)
oS +8)+P(sP+1) +8(s +5° +8)+y(sP+S+])
- (s*+s+1)(s*+1) -
a+6=0 a=0
(a+38)s* +(B+8+7)s* +(a+8+y)s+(B+7) B+8+y=0 |B=-1
B (s*+s+1)(s”+1) - 0L+8+y:1:> §=0
B+y=0 y=1

:>Q(S)=(l_es)+e‘s( - > j

s?+s+1 52+s+1+52+1
(2 L svy 1 Wy s
Q) =(1-e )(@(sw)%%}e ( (s+%)2+%+ﬁ(s+%>2+%+s2+1]

2y S s+ 1 s
W)= Fermien ( (s+2)7+% ﬁ(s+%)2+%+s2+1]

I(t) = %sen () H (1) + (— cos(¥%4 (t-1))e ™ - %sen (V% (t-1))e Y + cos(t —1)j H(t-1)

2

1(t)

1




