La descomposición QR en el caso de matrices rectangulares mxn

Estudiremos el caso m ( n. Esta es la situación mas usual e interesante, la cual requerirá ligeros, pero fundamentales cambios en nuestro método para que se aplique en este caso más general.

Las modificaciones las veremos a partir del siguiente ejemplo:

Sea 

A =  

El ejemplo es escogido a propósito para  ilustrar dificultades y modificaciones.

En primer lugar, buscamos reducir a A a una matriz R en la cual los elementos debajo de la diagonal sean cero, de tal forma que sea “triangular superior” de la forma:






       R   =



Por lo tanto   rij = 0, para i > j.

Es evidente que el único “pivote” en la primera columna es el  1  en la posición (2,1), pero este elemento debe ser 0. No hay forma de lograrlo a no ser que cambiemos el orden de las columnas, cambiando por supuesto la matriz de arranque. Esto se reflejará posteriormente como una postmultiplicación por la matriz de permutación E21. 

En lugar de iniciar nuestro algoritmo QR aplicado a A, lo aplicaremos a AP , donde  P es una matriz de permutación.

Iniciaremos por lo tanto con  AP , donde P = E21 . Por supuesto que si nuestra primera columna fuese (0,0,0) estaríamos en problemas. En este caso tendría que estudiarse el caso en el problema específico, eliminando la primera fila o utilizando algún método relacionado con matrices particionadas para empezar la diagonalización a partir de la primera fila que no tenga todos sus elementos cero. No utilizaremos intercambio de filas .

Comenzaremos nuestro ejemplo utilizando el algoritmo QR sobre la matriz






AP = 

En nuestro proceso nos cuidaremos de no producir una fila de ceros en la parte superior a medida que se desarrolla el algoritmo, escogiendo con cuidado los “pivotes”.

Por ello nuestra estrategia cambiará fundamentalmente.

Nuestro proceso de descomposición, hasta ahora, ha seguido una estrategia parecida al método de Gauss (no confundirlo con el método de Gauss), escogiendo los pivotes en una secuencia de arriba hacia abajo y de izquierda a derecha.

Nuestra nueva y general estrategia buscará los pivotes de izquierda a derecha pero de abajo hacia arriba. Buscaremos ceros en la primera columna pero eliminado primero el elemento en la posición (4,1) de A (la llamaremos A por comodidad, mas recuerde que es AP) 

El elemento a4,1 será reducido a 0, utilizando como pivote el elemento conveniente, diferente de 0, mas cercano a a4,1. En nuestro caso es a3,1= 1. Observando a A vemos que la matriz de rotación, como se ve en la figura debe actuar sobre la submatriz de A



Esto nos obliga a utilizar la matriz de rotación R(3,4, en lugar de digamos R(1,4 la cual estaría quizás sugerida por las prácticas en nuestros ejemplos anteriores.

Calculamos  
tan ( = -c/a = -1/1,
sen ( = -1/(2,
cos ( = 1/(2


Luego



A1 =    R(3,4 A =




     =   

Al introducir un 0 en la posición (4,1) hemos destruido el 0 de la posición (4,3). Las rotaciones de Givens a diferencia de otros procesos como el de Gauss, no cambian los elementos de una fila completa sino sobre una submatriz de orden 2. Sin embargo, estos cambios “minimizados” por las matrices de Givens, que las coloca como matrices importantes para los analistas numéricos, son inevitables. El proceso de Householder causa mayores “destrozos”.

Estos “pequeños” e inevitables cambios son mas peligrosos cuando producen indeseados ceros, en este caso, ya que sabemos que tenemos que evitar la aparición de filas de ceros en la parte superior, ya que una fila de ceros no aporta “pivotes”, ni puede ser cambiada de lugar por intercambio de columnas, es decir por postmultiplicación por una matriz de permutación, que es el único cambio permitido por nuestro “modificado” algoritmo QR. Los ceros son bienvenidos sobretodo cuando conforman ceros en la parte aún no “diagonalizada”, mas no cuando nos dejan sin pivote en la parte superior ya que en lo posible queremos que la matriz R final tenga elementos diferentes de cero en la diagonal o que al menos tenga en la diagonal una sucesión contigua de elementos diferentes de 0. Si nuestra matriz R final tiene ceros “en la última parte de la diagonal, necesariamente es porque hay ceros en todas las filas de R de ahí en adelante, lo mismo que en las columnas subsiguientes, como sería el caso de la matriz presentada a continuación


Continuando con el proceso a partir de la matriz A1.


Debemos proceder ahora a triangulizar la submatriz  

 

El  elemento a reducir a 0 , (2,  está en la posición (3,1) de A1, el “pivote”, 1, en la posición (2,1).

procedemos a utilizar R(2,3.

Con nuestra fórmula usual tan ( = -c/a, con c= (A1)3,1 = (2,    a = (A1)2,1 = 1, obtenemos:  

tan (  = -(2/1,    sen ( = -(2/(3 = -(6/3,   cos ( = 1/(3 = (3/3.

Continuando,




A2 = R(2,3 A1 = 





 = 

Procederemos ahora a reducir el elemento  (12/2   en la submatriz


El pivote, elemento en posición (1,1) de A2 es 1. El elemento a reducir, (12/2 en la posición (2,1). Utilizamos la matriz de rotación R(1,2 para obtener A3 = R(1,2 A2. 

Por lo tanto

tan (  = -(12/2,    sen ( = -(12/4  = -(3/2,   cos ( = 2/4 = ½

Seguimos con:



A3 = R(1,2 A2 = 





    = 

Procederemos ahora a reducir el elemento  -(6/3   en la submatriz


El pivote, elemento en posición (2,2) de A3 es (3/6. El elemento a reducir, -(6/3, en la posición (3,2).

Por lo tanto

tan (  = ((6/3)/((3/3) = 2(2/1,    sen ( = 2(2/3  ,   cos ( = 1/3

Seguimos con:



A4 = R(2,3 A3 = 





    = 

El ejemplo nos depara sorpresas. Se ha conservado el 0 en la posicion (4,2) que es como un “regalo”. Lo cual nos permite “sin más” terminar al proceso en la siguiente columna.


La submatriz a triangularizar es

El elemento a sustituir por cero no está en la primera columna de nuestra submatriz, sin embargo nuestro método funciona utilizando R3,4, la cual también utilizaríamos si el pivote estuviese en la posición (3,2) y quisiéramos lograr el 0 en la posición (4,2) en lugar de la (4,3), con pivote en (3,3) que es nuestro caso. 

Calculando de nuevo  
tan (  = ((2/2)/(-(6/6) = -(3/1,    sen ( = -(3/2  ,   cos ( = 1/2

Proseguimos con:


A5 = R(3,4 A4 = 





    = 

Al fín hemos terminado este “largo” proceso y pensar que nuestra matriz era sólo de dimension 4x3.

El autor hizo las operaciones “a pie”, con lápiz y papel. Cuánto se sufrió para mantener la aritmética exacta.  Esto muestra que es indispensable utilizar computadores o al menos calculadoras programables para atacar aún problemas de ejemplo de pequeña dimensión. Pero aparece el error por redondeo o truncamiento. A estas alturas sugiero que se introduzca algo de Matlab o software similar y que se hable brevemente de error por redondeo. Desafortunadamente cada curso tiene su especificidad y su tiempo, regularmente no mas de 80 horas y es imposible entrar en dichos temas tan importantes para concluir bien poco a este nivel. Esperamos que a partir de esta lectura o de un curso con la orientación que se ha dado a éste en el texto, el cual sigue mis ideas respecto a la enseñanza de las ciencias en los niveles básicos, los estudiantes aprecien y comprendan la importancia actual de los cursos de análisis o métodos numéricos.

Es posible y altamente probable que nuestro proceso de descomposición nos obligue a intercambiar más columnas, lo cual se refleja en una matriz de permutación que postmultiplica a la matriz A. Aún en nuestro caso con una sóla permutación se cumple la fórmula:


En donde QT es la matriz ortogonal obtenida como producto de las rotaciones de Givens. P es la matriz de permutación y R es la forma triangular superior que se obtiene en el proceso.

Para nuestro ejemplo   QT = R3,4 R2,3 R1,2 R2,3 R3,4.


De donde 


   QT =

A esta última matriz ortogonal la hemos llamado QT. Utilizando la ecuación anterior enmarcada en cuadro gris, al multiplicarla en ambos lados por Q  (recuerde que Q es ortogonal, es decir que QQT = I),  logramos la deseada forma:

 

En nuestro caso Q es por supuesto 

    Q = (QT)T =  


y


   
    R = 

Por supuesto que

AP = QR (verifíquelo)

Aplicación: solución de ecuaciones por  XE "Mínimos cuadrados:por QR" mínimos cuadrados
El sistema de ecuaciones   

y  +  z  = 0





   x   +   y           = 1 






y +  z   = 1

 




y          = 0

evidéntemente no tiene solución. Pero debe tenerla por mínimos cuadrados.

Planteemos


A x =  b,

en donde


A =


b = 

Trabajaremos con la matriz 


A = 

ya que nuestra solución QR permuto las dos primeras columnas. Así no tendremos que involucrar la matriz de permutación.

Esto equivale a resolver el problema equivalente





y                +  z  = 0





y   +    x             = 1





y               +   z  = 1

 



y
             = 0

Nuestro nuevo problema se plantea como, resolver por mínimos cuadrados






Ax = b

Ahora, como ya resolvimos la permutación de las columnas, lo escribiremos en base a la descomposición anterior:







A = QR

Y por lo tanto


            QRx = b

El cual es equivalente, sin ganar ni perder soluciones, por premultiplicación por la matriz QT a:





Rx = QTb
La solución de este sistema por mínimos cuadrados, según la ecuación normal es:





RTRx = RTQTb = (QR) T b = AT b

El cual es ahora de solución inmediata ya que tenemos calculadas todas las matrices

ATb = 
    
           

     =  
Vemos que en el lado izquierdo de RTRx = ATb, hay dos matrices “triangulares”. R “triangular” superior y RT “triangular” inferior. Haciendo  y = Rx, resolvemos por sustitución hacia delante

RTy = ATb, es decir








     = 

Es decir

Cuya solución es, sustituyendo hacia delante a partir de  y1 = 1, y2 = (3/3  , y3 = -(6/6,  y4 variable libre

Procedemos a resolver, por sustitución regresiva o hacia atrás, el sistema, Rx = y,  el cual se convierte en:


La última ecuación tiene sentido ya que y4 es variable libre. Con y4 = 0, tenemos, la solución por mínimos cuadrados:
x1 = 0,  x2 = 1,  x3 = ½.

Este problema se pudo resolver utilizando la ecuación normal (generalmente inestable si se trabaja con métodos aproximados), eficiente con matemática exacta.
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y3


y4





2        0      0       0       1/2 (3/2     0      0              1   -(3/3 -(6/3   0





   2 y1                                + 0 y4  =   2        1/2 y1 + (3/2 y2                   + 0 y4   =   1                         


      y1  - (3/3 y2 -(6/3 y3 + 0 y4 =    1





2 x1   +     1/2 x2     +  1   x3 = 1      


              (3/2 x2    -(3/3 x3 = (3/3             


                              -(6/3 x3 = -(6/6 


			0  =  y4








