7.9.- Diagonalización
DIAGONALIZACION XE "Diagonalización:matrices no simétricas"  DE MATRICES NO SIMÉTRICAS
Estudiaremos ahora por medio de dos ejemplos el caso de la diagonalización de matrices no simétricas.

Ejemplo 1
Utilizaremos el polinomio característico para diagonalizar la matriz




     A  =

En este caso
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De





- ( ( ( - 1 )2 = 0,

concluimos que los autovalores son:







( = 0,  de multiplicidad 1

y





( = 1,  de multiplicidad 2

Estudiemos E(( = 0).

Partiremos de



Ax = 0x

O de manera equivalente

Restando a la tercera ecuación la primera, llegamos a:


Este sistema se reduce por lo tanto a :


y = 0







    2 x – z = 0 

Concluyéndose que:

x = (1/2) z  ,  y =  0

Una solución general será por lo tanto







       =   

    =  

   =  z

Por lo tanto E(( = 0) es un subespacio de dimensión 1, generado por


Para nuestra comodidad cambiaremos el vector generador por


( el doble del anterior)

La multiplicidad algebraica y geométrica de ( es la misma, lo cual conviene a nuestro proceso.

Estudiaremos ahora el autovalor  ( = 1

Al resolver



A x = x

Llegamos a:

En consecuencia


Este sistema se reduce por lo tanto a :
x = 2y + z


Concluimos que una solución general es:








=
       +
        =   y
   +   z


La base buscada para E((=1) está formada por los vectores








y

De nuevo, la multiplicidad geométrica de E((=1) , que es 2, es la misma que la algebraica.

Los vectores




v1  =

       v2  =

v3  =


Forman una base de R3. Por lo tanto la matriz


es la matriz buscada.

Corresponde al lector comprobar que
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 =

Es decir, que la transformación semejante encontrada, diagonaliza a la matriz A.

Es inutil tratar de hallar una matriz ortogonal que diagonalize a la matriz A, como se hizo en el caso de las matrices simétricas ya que aquí no se cumple necesariamente la condición 3 del teorema espectral para matrices simétricas, ya que A, en este caso, no es simétrica. Por lo tanto los vectores de E((=0) no son necesariamente ortogonales a los vectores de E((=1). En particular:

El vector

generador de E((=0), no es ortogonal a ninguno de los vectores base de E((=1), como puede comprobarse de los productos internos:
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    T
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         = 2 ( 0

Las matrices ortogonales de rotación tan convenientes en el caso de las matrices simétricas, producen al aplicarlas como transformaciones semejantes un 0 en posición ( i, j ), mas no precisamente un cero en la posición ( j, i ).

Hemos dicho que hay alternativas para resolver estos problemas de diagonalización, mas ya sabemos que esta matriz se puede diagonalizar por una transformación semejante, lo cual es bastante conveniente. Limitados como estamos a escoger los temas ya que no se pretende hacer un curso que vaya mas allá de las posibilidades de un curso relativamente breve, no ahondaremos en la presentación de métodos estables, que resuelvan el problema de diagonalización de matrices no simétricas.

No todas las matrices no simétricas son diagonalizables por transformaciones semejantes como veremos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2

Tratemos de aplicar nuestro “tradicional” método de diagonalización, a partir del cálculo de las raíces de la ecuación característica, a la matriz:





  A   =

Al calcular







       = -((-3) 2 ((+5) = 0

Encontramos los autovalores:
( = 3, de multiplicidad 1 y ( = - 5 de multiplicidad 2.

Las dificultades para la diagonalización, aún por medio de una transformación semejante no ortogonal, se presentan a nivel del subespacio E((=3). Procedamos.

Al resolver


Ax = 3x

Nos encontramos con:

Equivalente a:

Concluyéndose:

y = 0,  z = 0,  x puede tomar cualquier valor.

La solución general del sistema de ecuaciones será:






   =  x 

Luego E((=3) es de dimensión 1. La multiplicidad geométrica de ( es 1, mientras que su multiplicidad algebraica en la ecuación característica es 2. No podemos hallar en E(( = 3) dos vectores linealmente independientes, para construir las dos primeras columnas independientes de la matriz inversible que se debería utilizar en la diagonalización. 

Diagonalizar esta matriz, por una transformación semejante es “teoricamente” imposible. Más lo es tratar de hallar una transformación semejante ortogonal. 

Una matriz XE "Matriz:normal"  cuadrada A es normal XE "Normal:matriz"  si AAT = ATA. Una matriz cuadrada A, es diagonalizable por una transformación ortogonal, si y sólo sí es una matriz normal. No presentamos prueba de esta afirmación ni ahondaremos en su utilización.
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