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Capítulo 7                                     Descomposición QR


7.7.- Descomposición XE "QR:descomposición"  QR
Descomposición QR

Hemos introducido las rotaciones de Givens con el fin de lograr transformaciones ortogonales para diagonalizar matrices simétricas.

Tienen otras aplicaciones, entre ellas la posibilidad de factorizar cualquier matriz A mxn, no necesariamente cuadrada, en la forma QR, donde Q es una matriz ortogonal y R es una matriz triangular superior.  Esto se establece en la siguiente proposición.


Esta descomposición también se puede lograr utilizando el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt.

Ejemplo
Hallaremos la descomposición QR de





    A =

Lograremos el primer 0 en la posición (2,1) de A, utilizando la matriz de Rotación R(1,2, donde ( se calcula por analogía así:

Si utilizaramos R(1,2 = 

Para lograr un 0 en la posición (2,1) de 




       A =


por medio de la premultiplicación 



R(1,2 A = 




 =  

Debemos calcular (, tal que  
a sen ( + c cos ( = 0

Dividiendo por cos ( y efectuando las simplificaciones y despejes convenientes, llegamos a:


La ecuación ya no es la mas complicada


ya que no utilizaremos postmultiplicaciones por  R-1(1,2 ( RT(1,2 ), ya que no diagonalizaremos a la matriz











                             =













Sólo buscamos un 0 en la posición de c.

En el caso que nos ocupa, nuestro 0 en la posición (2,1), se logra tomando  c = 6, a = 2, donde c = 6 es el elemento a anular y a = 2 ( 0, es el “pivote”. Luego

tan ( = -6/2 = -3

De donde cos ( = (10 / 10,     sen ( = - 3 (10 / 10

Pudo haber utilizado 
cos ( = - (10 / 10,     sen ( =  3 (10 / 10, mas tendrá más números negativos para comenzar. Lo único que se exige es que no se incumplan las leyes de la trigonometría respecto a que:



tan ( = sen ( / cos (
y      sen 2 ( + cos2 ( = 1

A partir de los valores calculados, efectuaremos 


    R(1,2  A   =    





     










=





=  A1 


Para lograr el 0 en la posición (3,1), utilizamos la matriz


R(1,3  =

En donde 




Siendo c = -3, el elemento en posición (3,1) de A1 a anular y a =  2(10 el “pivote” en la posición (1,1) de dicha matriz.

De allí se concluye que: 
sen ( = 3/7
y
cos ( = 2(10 / 7

La siguiente operación será:


 R(1,3  A1  = 









 =





       = A2
En el próximo paso utilizando



, en donde  c = es  el elemento en posición 

(3,2) de A2 a anular y a =  (10 / 5, el “pivote” en la posición (2,2) de dicha matriz, concluimos que:


tan ( = - 19/17
,
sen ( = -19 / (410 ,
cos ( =  7 / (410,

En consecuencia, utilizando


R(2,3  =  


Llegamos a:

R(2,3  A2 =  


     


           


 =





La cual es la matriz R triangular superior buscada.

La matriz, que denominaremos por conveniencia QT, es una matriz ortogonal por ser el producto de las matrices ortogonales de Givens ( el producto de matrices ortogonales es una matriz ortogonal), se deduce así:

Como      R(2,3 R(1,3 R(1,2 A = R, entonces tomando   QT = R(2,3 R(1,3 R(1,2 , se concluye que     QT A = R
Por lo tanto


 A = Q R    (Recuerde que ( Q T )-1 = Q por ser Q  y Q T ortogonales).

Calcularemos QT


QT = 












           =


Se puede verificar que 
QR = A.

Como preámbulo a nuestra siguiente sección aplicaremos nuestro método, el cual reformaremos inmediatamente, en el siguiente ejemplo, a matrices no cuadradas.

 Ejercicios

1. Descomponga en forma QR, cada una de las siguientes matrices simétricas

2.   (a)  A = 
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    (e)  
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utilizando matrices ortogonales de rotación. 

Si A es una matriz con columnas linealmente independientes, entonces A se puede factorizar en la forma A = QR, en donde Q es una matriz mxn cuyas columnas forman una base ortogonal para el espacio columna de 


A = Gen(A1, A2,..., An), las Ai  columnas de A,  y R es una matriz triangular superior no singular .
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