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Capítulo 7                                     Descomposición QR. Matrices m x n


Algunas aplicaciones de la descomposición  XE "QR:aplicaciones" QR

i) Si A es una matriz  y  se ha logrado la descomposición QR, en donde Q es una matriz ortogonal, un sistema de ecuaciones lineales Ax = b, se puede expresar como QRx = b y resolverse fácilmente por sustitución regresiva como Rx = Q Tb, ya que R es una matriz triangular superior.

ii) Si A es una matriz cuadrada, A = QR, donde Q es una matriz ortogonal, puede probarse que (Q(= 1 (a partir de la propiedad Q TQ = 1, y  ( Q T(= ( Q (, esta ultima propiedad del determinante es válida para todas las matrices cuadradas). Luego ( A(= ( Q R(= ( Q (( R(= ( R (. Como R es una matriz triangular superior, su determinante se calcula fácilmente multiplicando los elementos de la diagonal.
iii) Si A es una matriz de dimensión mxn, m>n, con columnas linealmente independientes, descompuesta como A = QR, Q matriz ortogonal, R triangular superior (entendiendo como triangular superior de dimensión mxn a matrices como la de orden 3x2 del ejemplo anterior), la solución de Ax = b, como se dijo antes en i), está dada por  Rx = Q Tb. La solución por mínimos cuadrados de Ax = b, sería la misma que la de Rx = Q Tb. La ecuación normal para este último problema sería RT Rx = R TQ Tb. A pesar de ser R una matriz rectangular de dimensión mxn, RT R es una matriz cuadrada. Puede probarse que la independencia lineal de las columnas de A implica la independencia lineal de las columnas de R y que por dicha independencia RT R es no singular. La solución de RTRx= R TQ Tb se simplifica por el hecho de que R es triangular superior.
iv) Es la base de un importante algoritmo para calcular autovalores. Si A = QR, entonces QTAQ = QT (QR)Q = RQ. Por lo tanto RQ es semejante a QR, en consecuencia los autovalores de A = RQ son los mismos autovalores que los de QR. En esto se basa el Algoritmo QR para calcular autovalores, el cual bajo ciertas condiciones tiene éxito. Tal algoritmo procede así:
a. Se descompone A en la forma QR

b. Se procede a calcular RQ (Este calculo es inmediato)
c. Haciendo A = RQ se procede de nuevo al paso 
A medida que se repitan los pasos, bajo ciertas condiciones, los elementos debajo de la diagonal principal de la matriz A (sustituida por RQ en el paso c.) tienden a cero y los elementos de la diagonal a los autovalores de A.

v) Al resolver un sistema sobredeterminado Ax = b de ecuaciones, por proyección ( aproximación por mínimos cuadrados) se utiliza a menudo el siguiente método

a. Se factoriza A = QR, con R triangular superior y Q ortogonal (QQT=I)
b. Se calcula y = QTb

c. Se resuelve Rx = y, por sustitución, ignorando las entradas que no pertenecen a las columnas de la matriz original A.
Q se puede obtener por el método de Gram-Schmidt (modificado si no se quiere acarrear la inestabilidad) sobre las columnas de A, las cuales se completan para obtener la base ortonormal que conformará a Q. La matriz R contiene los coeficientes del proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt). En la práctica se utilizan matrices de rotación o transformaciones de  XE "Householder:transformaciones" Householder para obtener Q.

