1. INTRODUCCION

1.1 Introducdon:

En los ultimos afos, € vertiginoso avance de la eledronicadigital y especialmente de
los microprocesadores ha traido como conseauencia un aumento considerable en el
nimero de glicaciones, tanto a nivel Industrial como doméstico.

En el nivel Industrial, los microprocesadores han entrado de lleno en el campo de la
instrumentacion y del control. En este Ultimo, los controladores digitales basados en
microprocesador han reemplazalo a los otrora robustos controladores neuméticos y
eledronicos andlogos de mmponentes discretos.

Mas recientemente, € auge de la informética y especialmente de las computadoras
personales, ha propiciado que muchas compafias desarrollen temologia para el
control de procesos continuos y de manufadura utilizando como plataforma principal
el PC. La gama de nuevos productos para @ control, va desde los controladores
|6gicos programables, hasta las tarjetas de alquisicion de datos y control, asi como €l
software especializado para estetipo de glicadones.

En el campo de control, las computadoras < utili zan para dos fines concretos. En
primer lugar, para & andlisis y sintesis de sistemas de ntrol, empleandose @mo
herramienta para la simulacion y el cdculo de antroladores digitales. En segundo
lugar, paralarealizacion fisicadel propio sistemade cntrol.

Un esquema de oontrol en el que una computadora digital se introduce a un lazo de
control para procesar una sefial del modo deseado redbe el nombre de: Control
digital diredo.

El control digital diredo se glica desde los ssenta en sistemas de ntrol de
procesos a gran escala; en la industria quimica y en otros procesos ha @ntribuido en
gran medida en el mejoramiento de la productividad y al aumento en la clidad de
los productos.

El control digital de un proceso tiene las siguientes ventgjas frente al correspondiente
control analégico:



Potencia:  El procesamiento de datos en un controlador digital se eeauta
fécilmente apesar de la omplejidad en los algoritmos de clculo.

Versatilidad: Las estrategias de ntrol pueden cambiarse fécilmente para
adaptarse adiversas situaciones.

Predson: Los controladores digitales tienen una alta inmunidad al ruido
elédrico y a los efedos de deriva (variacion en los pardmetros de los
componentes).

Eficacia: En un controlador digital se pueden implementar varios algoritmos de
control simultdneamente en un mismo computador.

Sin embargo, €l control digital tiene algunos inconvenientes:

El proceso de control no resulta instantdneo en el tiempo, lo cual da lugar
alteraciones no previstas en su comportamiento.

El proceso de muestreo y cuantificacion genera muchos errores que degradan la
bondad de los célculos.

El disefio de mntroladores digitales que cmpensen tal degradacion es mas
complejo que el disefio de cntroladores analGgicos.

Lafigura 1. Muestraun diagrama de bloques de un sistema de control digital:
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FIGURA 1. Sistemade oontrol digital.

1.2. Tiposde sefiales:

En un sistema de ontrol digital, se manejan diversos tipos de sefial a través de cala
uno de los elementos indicados en el diagrama de bloques de la Figura 1.

Sefial analégica: Una sefial analdgica e aquella que posee un nimero infinito de
valores en un intervalo continuo de tiempo.
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Las fiales elédricas provenientes de sensores que cagtan las variables fisicas n
generalmente andlogas, por gemplo, una sefial de 4 a 20 mA proveniente de un

transmisor de presion. (Figura 2)
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FIGURA 2. Sefial Andloga.

Sefial cuantificada: La sefial cuantificada en tiempo continuo como la de la Figura
3, es una sefial que posee un nimero discreto de valores de amplitud (cuantificada

solo en amplitud).

L

FIGURA 2. Sefial Cuantificada.
Seflal muestreada: La seflal muestreada es una sefial en tiempo discreto, la wal se

define solo en instantes de tiempo predsos. Eso significa que, la sefial esta
cuantificada en tiempo.
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Este tipo de sefial se puede obtener muestreando una sefial analogica (Figura 3)

6 7

15 R

0.5

t

FIGURA 3. Sefial de datos muestreada

Sefial digital: La sefial digital es una sefial en tiempo discreto con amplitud
cuantificada.
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FIGURA 4. Sefial digital o discretizada.
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1.3. Elementosde un sistema de mntrol digital:

Cada uno de los elementos del sistema de cntrol digital mostrado en la Figura 1
cumple una funcion espedfica

Muestreador y retenedor (S/H): Este es un circuito amplificador de muestreo y
retencion (Sample and Hold), € cual recibe como entrada una sefial analdgica y
mantiene dicha sefial en un valor constante durante un tiempo especifico.

Convertidor analégico-digital (A/D): El convertidor analégico digital o ADC es un
dispositivo eledronico que codifica una sefial analdégica en una seauencia de
nimeros binarios. Los convertidores A/D comerciales, generalmente integran el
circuito de muestreo y retencion.

Hay que tener en cuenta que la salida de un A/D es aproximada, ya que la
correspondiente sefial analdgica puede aloptar un nimero infinito de valores. Ese
proceso de goroximaadon recibe el nombre de cuantificacion.

Convertidor digital-analdgico (D/A): El convertidor D/A o DAC (por sus sglas en
inglés) es un dispositivo que decodifica la sefial digital binaria proveniente de un
computador o microproccesador en una sefial analdgica

El proceso de convertir una seauencia de nimeros binarios en una sefial analégica se
denominaretencion.

Planta o proceso: La planta o proceso es cualquier sistema fisico, quimico o
bioldgico, € cual es susceptible de ser controlado, como en el caso de los hornos,
readores o maguinas.

Sensor: El sensor es el elemento gque eta en contacto con la variable fisica a ser
controlada y que generalmente la transforma en una sefial mas adeauada para el
procesamiento, bien seade wrriente o de voltgje.

14. Sistemasde Adquisicién dedatosy control:

En los dltimos afios muchos cientificos e ingenieros estan utilizando computadores
personales (PC) con buses de expansion o interfases de entrada/salida (1/0) como
sistemas de alquisicion de datos y control en aplicadones industriales y de
laboratorio, entre las que se encuentran: monitoreo de sefiales, control de procesos,
adquisicion de datos, mediciones y pruebas automatizadas.

Un sistema de alquisicion de datosy control consta de los siguientes elementos:

» Transductoresy aduadores
» Circuitos para aondicionamiento de sefial
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» Hardware de alquisicion de datosy control ( DAQ)
» Computador personal ( PC)
» Software

FIGURA 5. Sistematipico de alquisicion de datos

Transductoresy Actuadores.

Un transductor convierte temperatura, presion, nivel, longitud, posicion, etc, en una
sefial de voltaje, corriente , freauencia, pulsos u atras sfiales elédricas. En cada cao,
la sefial elédrica producida es proporcional a las variables fisicas que se etan
monitoreando.

Las termocuplas, termistores y RTDs n transductores cominmente utili zados para
medicion de temperatura.  Otros tipos de transductores incluyen sensores de flujo,
sensores de presion, galgas extensiométricas, celdas de caga y LVDTSs las cuales
miden rata de flujo, variaciones de presion, fuerza o desplazamiento,
respedivamente.

Un aduador es un dispositivo que adiva un equipo de control de procesos por medio
del uso de la potencia elédrica neumaticao hidraulica. Por gemplo, una valvula de
control es un aduador que se dre 0 se derra para controlar la rata de flujo.

Acondicionamiento de sefial :

Los circuitos para aondicionamiento de sefiales mejoran la clidad de las sefiales
generadas por los transductores, antes que étas ean convertidas en sefiales digitales
por € hardware de alquisicion de datos del PC.
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FIGURA 6. Tarjeta aondicionadora de sefiales

Algunos ejemplos de a®ndicionamiento de sefial son: escalizacion de sefial,
amplificacion, linealizecion, compensacion de junta fria, filtrado, atenuacion,
excitadon, rechazo de modo comun, etc.

Amplificacion: El tipo més comin de aondicionamiento es la amplificaddn. Las

sefial es provenientes de termocuplas que son de muy bajo nivel (del orden de los mV
) pueden ser amplificadas para incrementar laresoluciony reducir el ruido.
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FIGURA 7. Amplificacion de sefiales.

Para obtener la mas alta exactitud posible, la sefial debe ser amplificada de forma tal
gue el méximo rango de voltaje de la sefial acondicionada sea igual maximo rango de
entrada del convertidor analogo-digital (ADC).

Aidamiento: Otra aplicaddén comin de aondicionamiento es e aislamiento de
sefiales entre los transductores y el PC por razones de seguridad, ya que en el sistema
gue etd siendo monitoreado se pueden producir transitorios de alto voltaje que
pueden dafiar el computador.

Una razon adicional por la aal se necesita aislamiento es para asegurarse que las
leduras provenientes de la tarjeta DAQ no son afedadas por diferencias en los
potenciales de tierra o voltajes en modo comin. Cuando la entrada de la tarjeta DAQ
y la sefial que esta siendo adquirida estan aterrizadas en puntos diferentes, pueden
ocurrir problemas si hay diferencias de potencial entre las dostierras.

Estas diferencias conducen a lo que se mnoce como “lazo de tierra”, el cual puede
causar representaciones inexadas de la sefial adqurida, o si es muy grande, puede
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danar el sistema de medicion. Utilizando mddulos acondicionadores de sefial de
aislamiento se diminan los lazos de tierray se asegura que las sfales £ alquieran
con exaditud.

Filtrado:  Los filtros remueven sefiales desconocidas de la sefia que se eta
verdaderamente interesado en medir. Los filtros de ruido se utilizan en sefiales de
corriente direda ( DC ) tales como temperatura con € fin de aenuar las altas
frecuencias que reducen la exactitud de la medicion.

Las sfales de AC ( corriente alterna ) tales como vibradones requieren un tipo
diferente de filtro, conocido como filtro “antialiasing”. Al igual que €l filtro de
ruido, € filtro antialiasing es también un filtro pasabajas; sin embargo éste tiene
ademas una pendiente alta en la freauencia de orte, de tal forma que remueve todas
las componentes de freauencia que son mas altas que el ancho de banda de entrada de
la tarjeta.  El aliasing es un efedo que mnsiste en que, sefiales de eitrada @n
componentes de muy alta freauencia gparecen en el codigo digital como sefiales
erroneas de baja freauencia. ( Ver figura2)

sefial

_aliasing

pulsosde
muestreo

FIGURA 8. Aliasing

El aliasing también ocurre aiando la rata de muestreo es muy baja y la sefial de
entrada es de baja freauencia. Esta freaencia ardnea del aliasing no puede ser
distinguida de los datos verdaderos.

Cuando las entradas contienen componentes de freauencias desconocidas, se
muestrea ala mas alta rata de freauencia que es posible o se remueven las muy altas
frecuencias pasandolas a través de filtros pasabajas.

El filtro antialiasing, es entonces un filtro analogo pasabajas que realizael corte de las
sefiales de alta freauencia no desealas.

Excitacion: El aocondicionamiento de sefial también se utiliza como voltaje o
corriente de dimentacion para algunos transductores. Las galgas extensiométricas, las
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RTDs Yy termistores, requieren fuentes externas de voltaje o de corriente. Los médulos
aoondicionadores de sefial para &tos transductores usuamente proveen dichas
sefiales. Las mediciones con RTDs, por gemplo, se hacen cominmente con fuentes
de mrriente que mnvierten una variacion de resistencia en un voltaje.

+

[

FIGURA 9. Puente para medicion con galgas.

Linealizacion: Otra funcion de aondicionamiento de sefial es la linedizacion.
Muchos transductores, como las termocuplas, tienen una respuesta no lined a los
cambios en las variables que estan siendo medidas. Esta linealizacion se puede hace
también por software, pero tiene algunas desventgjas cuando se requieren altas
velocidades de muestreo.

Hardware de adquisicion de datos:

El nicleo del sistema de alquisicion de datos es € hardware que realiza la interfase
entre @ PCy el mundo red. El hardware por lo general esta disponible en forma de
tarjetas enchufables en el bus de expansion del PC o en los puertos del PC . También
existen tarjetas en las cuales £ encuentra d PC y e DAQ integrados en una solo
conjunto.

FIGURA 10. Tarjetade alqusicion de datos. (Cortesia: National Instruments)

Un hardware DAQ generalmente esta conformado por uno o varios elementos con
las siguientes funciones:

» entradas analogas

» salidas andlogas
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» entradas digitales
» sdlidasdigitales
* temporizacion y conteo.

Entradas analogas.

Después de que la sefial ha sido acondicionada, la sefial del sensor pasa ala seacion
de ettrada andlogo-digital, la aual convierte el voltaje aondicionado o sefial de
corriente en una sefial digital la aual es leida por e PC .

Sistema Sensor Acondicion. Convertidor Computador
fisco —p| Transductor de sefia A/D personal
) 00100001
~ n, ﬂ 01100101
;h ¥ L N 01111101
"/ oW 11010100
10011100
\ 11010100
01111101
01100101
00100001

FIGURA 11 Tipos de sefiales en un sistema de alquisicion de datos.

Las especificaciones de las entradas andlogas proveen informacion sobre las
cgpacidad y exaditud ck la tarjeta de alquisicion de datos. Las especificaciones
basicas, indican el nUmero de canales, la rata de muestreo, la resolucion y el rango de
entrada.

El nimero de canales de entradas andlogas puede ser especificado de dos maneras.
como entradas simples (single-ended) o entradas diferenciales (differential )
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Las entradas smples estén todas referenciadas a unatierra comuin. Estas < utili zan
cuando las sefiales de entrada tienen un nivel de voltgje alto (>1 volt ) y la distancia
entre d sensor 0 acondicionador y latarjeta DAQ es corta(<5m).

Lasentradas diferenciales deben ser consideradas en los siguientes casos.

* Cuando las ®fiales medidas tienen grandes voltajes en modo comun, p.g. las
galgas extensiométricas.

» Cuando se van atomar mediciones de varios nsores, que no tienen tierra comun.
Al conedar € terminal negativo de cala sensor a mismo punto comdn, pueden
crease orrientes de tierra inesperadas, resultando en off set y errores de ruido.

e Cuando e sensor esad muy distante del sissema de alquisicion de datos. El
rechazo de modo comun ( Common mode rejedion ) de una ettrada diferencial
ofrecealtainmunidad al ruido en el cable o lineade transmision.

Un sistema de medicion diferencial responde solo a la diferencia de potencial entre
dos terminales. el positivo (+) y €l negativo (-) de la sefial de entrada. Cualquier
voltaje medido con respedo a la tierra del amplificador de instrumentacion
presenta aambas entradas del amplificador un voltaje en modo comdn.

El término rango de voltaje en modo comin describe la cgacidad de la tarjeta
DAQ con entradas diferenciales para rechaza las sfiales de voltaje en modo
comun. En una entrada diferencial, los errores de ruido se reducen porque los
voltajes de ruido en modo comin existentes en ambos terminales £ @ncelan
mutuamente.

Rata de muestreo ( sampling rate ) : Uno de los fadores mas criticos cuando se
selecciona una tarjeta A/D es larata ( velocidad ) de muestreo . La rata de muestreo
es una medida de aian rpido la tarjeta A/D puede registrar el canal de entrada e
identificar €l valor discreto presente con respedo ala sefial de referencia.

Para un mejor entendimiento de la rata de muestreo, considere el siguiente ejemplo:
Si se desea aquirir una onda senoidal que tiene una freauenciade 1 Hz ( 1 ciclo por
segundo ), cuantos puntos deben ser necesarios para reconstruir aproximadamente la
forma de onda?

Si la rata de muestreo es muy baja, entonces una forma de onda cmpletamente
diferente de una freauencia baja es reconstruida apartir de los datos adquridos. Este
efedo es llamado aliasing . Para prevenir el aliasing, es necesario que la rata de
muestreo sea & menos dos veces la freauencia més alta esperada en la entrada, y que
la sefial sea de banda limitada. Asi, para muestrea una onda senoidal de 1 HZ, larata
de muestreo debe ser al menos de 2 Hz. Sin embargo, unarata de muestreo de8 a 16
Hz resultara en una mas exada representacion de la sefial que esta siendo adquirida.
lafigura4 ilustra d efedo del muestreo a diferentes ratas.
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El muestreo dea menos dos veces la maxima componente de freauencia en la sefial,
para prevenir el aliasing tiene sus fundamentos en el teorema de Nyquist. La
frecuencia auyo valor es la mitad de la freauencia de muestreo se denominada
freauencia de Nyquist. Por gemplo, sefiales de audio que son convertidas en
sefiales elédricas por un micréfono, cominmente tienen componentes de freauencia
de hasta 20 KHz. Unatarjeta mn unarata de muestreo mayor de 40K muestras/seg (
40 KS/s) es necesaria para alquirir adeauadamente la sefial.

Forma de onda andloga

FIGURA 12. Efedo dela Ratade muestreo

Multiplexado: Una témica ®min para medir varias sfidles con un sblo
convertidor analogo- digital ( ADC ) es el multiplexado. Un multiplexor seleccionay
enruta un canal al ADC para digitalizarlo, entonces conmuta aotro canal y se repite
laseaencia Debido aquee mismo ADC es muestreado por varios canales, larata
efediva de cala canal individual es reducida en proporcion a nimero de canales
muestreados. Por gjemplo, una tarjeta que muestrea al00KS/s con 8 canales podra
muestrea cada canal individual a 12,5 KS/spor canal.
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Resolucion:  La resolucion de un sistema DAQ esta determinada por e nimero de
bits que el ADC utiliza para representar la sefial andloga. A mayor resolucion, mayor
es el numero de divisiones del rango de voltgje y por tanto es posible detectar
voltajes més pequefios. Lafigura5 muestra una onda senoidal y su correspondiente
imagen digital obtenida wn un ADC de 3 hits.

100 f

111

8.75

110

7.50
101

6.2

100

5.00

011

3.75

010

2.50

001

1.25

000

FIGURA 13. Sefial digitalizada @n 3 hits de resolucion

Un ADC de 3 hits divide el rango andlogo entre 2°, u 8 divisiones. Cada divisién
esta representada por un codigo binario entre 000 y 111 Es obvio, que la sefia
digital no es una buena representacion de la sefial andloga original, ya que parte de la
informacion se ha perdido en la @wnversion. Para aimentar la resolucidn, se debe
entonces aumentar € nimero de bits del convertidor ADC, si se incrementa por
gjlemplo, a 12 h[ts, el nimero de cddigos binarios aumenta de 8 a 4096 obteniéndose
una representacion digital mas exada de la sefial analoga.

Rango: El rango hacereferencia, al minimo y méximo nivel de voltaje que el ADC
puede medir.

El rango, resolucion y ganancia disponibles en una tarjeta determinan el maéas
pequefio cambio de voltaje detedable . El cambio en el voltaje esta representado por
1LSB ( bit menos significativo) del valor digital, y es llamado freauentemente ancho
de addigo. EI ancho de cddigo ided se halla dividiendo el rango de voltaje por la
gananciay por 2", siendo n el nimero de bits de resolucion.

Ejemplo: Si se tiene una tarjeta DAQ con rango de 0 a 10V, ganancia programable
de 100y 12 Kts de resolucion, el ancho de codigo ideal seré&

10—\/ 025uv
100 2*?
Luego, laresolucion tedricade un bit en el valor digitalizado es 25uV.
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Salidas andlogas:

Las slidas andlogas de una tarjeta de alquisicion de datos generadas por los
circuitos convertidores digital-andlogo ( DAC ) son uilizadas para el control de
variables fisicas por intermedio de los aduadores.

—>

personal D/A

Computador Convertidor > Amplificador > Actuador > Sistema

00100001

01100101
01111101
11010100
10011100

11010100
01111101
01100101
00100001

FIGURA 13. Sdlidas andlogas

Varias especificaciones para DACs determinan la alidad de la sefial de salida
producida - tiempo de aentamiento, dew rate, y resolucion. El tiempo de
asentamiento ( settling time) y larata de diminacion ( dew rate) juntos determinan
cuan rapido e DAC cambia el nivel de la salida . El tiempo de aentamiento es €
tiempo requerido por la salida para alcanzar la exaditud especificada. El tiempo de
asentamiento se especifica @mUnmente para un cambio a plena de escala en el
voltaje. La slew rate e la maxima rata de canbio ( dV/dt ) que é DAC puede
producir sobre la sefial de salida. Por lo tanto, un DAC con tiempo de asentamienio
pequefio y una alta slew rate puede generar sefiales de alta freauencia, porque
precisamente necesitan tiempos pequefios para canbiar la salida al nuevo nivel de
voltagje. En lafigura9 seilustra el concepto detiempo de asentamiento.
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FIGURA 9. Tiempo de aentamiento

Un gemplo de una alicacion que requiere alto desempefio en éstos parametros, es
la generacion de sefiales de audio. EI DAC requiere una altarata de eliminacion (
dew rate) y un tiempo de asentamiento ( settling time ) pequefio para generar las
altas freauencias necesarias para aibrir el rango de audio. En contraste, una
aplicadon que no requieren unarapida cnversion D/A es por gemplo una fuente
de voltaje que mntrola aun calefador. Debido a que el calefador no responde
rapidamente alos cambios de voltaje, una wnversion rdpida no es necesaria. La
aplicadon determina las especificaciones del DAC.

Laresolucion de salida es similar a laresolucion de entrada. Esta es el nimero de
bits en el codigo digital que genera la salida andloga. Un gran nimero de codigos
reduce la magnitud de cala incremento de voltaje, haciendo posible la generacion
de sefiales que ambien suavemente. Aplicaciones que requieren de un amplio
rango dinamico con pequefios cambios incrementales en la sefial de salida analoga
necesitan voltajes de salida con alta resolucion.
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Salidas y/o entradas digitales. ( DIO) Las interfaces de entrada/salida digitales
( DIO ) son usadas generalmente en sistemas DAQ para el control de procesos,
generacion de patrones para ensayos, y comunicacion con dispositivos periféricos.

FIGURA 14. Sdlidasy entradas digitales.

En cada ca&o, los parametros importantes incluyen e nimero de lineas
disponibles, larata ala aia se puede recibir y entregar datos digitales, y la

cgpacidad de manejo de las lineas.
Si laslineas digitales on usadas para @ntrolar eventos
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2. TRANSFORMADA Z
2.1 INTRODUCCION

En un sistema oontinuo, las entradas y salidas € encuentran reladonadas en todo
tiempo t mediante ewaciones diferenciales.

En un sistema discreto, a partir de entradas en momentos discretos, se obtienen
salidas también en momentos discretos, regidas por eauaciones discretas llamadas
eauaciones en diferencias.

El téermino eauaciones en diferencias ® utilizan como sinbnimo de ewaciones
discretas, ya que on freauencia se llega en éstas Ultimas mediante goroximacion de
las derivadas por cocientes incrementales o diferenciales. En el siguiente gemplo se
observa esta goroximacion:

dy _ y(t+T)-y(t)

dt T
Ya
y(t)
y(t+T)
y(t)
= T <
> ¢
[ t+T

FIGURA 15. Aproximacion de la derivada
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Los procesos fisicos € comportan como sistemas continuos, pero los algoritmos que
implementa un ordenador son siempre discretos.

Supdngase un sistema discreto cuya entrada u(k) es una seauencia de valores
unitarios, y cuya salida se denota por y(k). Se asume que ete sistema presenta
condiciones iniciales nulas y se encuentra descrito por la siguiente eaiacion:

y(k+1)-y(k) =2u(k)

Para hallar lasalida y(k) se construye unatabla de valores partiendo de la condicion
inicial y(0)=0y de la sefial de entrada:

u(k) = 1 s k=0

0 s k<O
K y(k) u(k) y(k+1)
0 0 1 0+2*1=2
1 2 1 2+2*1=4
2 4 1 4+2*1=6
3 6 1 6+2*1=8

Si se analizan los valores que toma y(k) se deduce eplicitamente que la eaiacion en
funcidn del tiempo discreto es:

y(k)=2k , k=0

2.1 DEFINICION DE LA TRANFORMADA Z:

La transformada z e una herramienta matemética muy utilizada en el andlisis y
sintesis de sistemas de @ntrol en tiempo discreto. La transformada z en tiempo
discreto opera de manera similar a la transformada de Laplaceen tiempo continuo, es
decir, las eauaciones en diferencias  transforman en eauaciones algebraicas en el
dominio de z

Al considerar la transformada z de una funcion en el tiempo x(t), solo se toman en
cuenta los valores muestreados de x(t), es dedr, x(0),x(T),x(2T),..,X(KT), donde T es
el periodo de muestreo.

La transformada z de una funcion del tiempo x(t), donde t es positivo, o de la

seauencia de valores x(kT), donde k adoptavalores de ceo o de enteros positivosy T
es el periodo de muestreo, se define mediante la siguiente eaiacion:
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X (2) = Z[x(t)] = Z[X(KT)] = % x(KT) 2™ (1)

k=0

donde z es la variable compleja.

Para una seauencia de nimeros x(k), la transformada z se define cmo:

X(2) = ZIx(K)] = 3 x(k) ™" )
k=0
La transformada z definida mediante las eauaciones (1) y (2) se conoce como
transformada zunilateral. Esto quiere decir que, la transformada z para valores de k
<0 escero.

Si se expande el segundo término de la ewadon (1), € resultado es:
X(2) = X(0) + X(T).zt + X(2T).z 2 +x@3T).z 3 +..+ x(KT).z * +... (3

La ewacion (3) implica que la transformada z de aalquier funcion en tiempo
continuo x(t) se puede escribir mediante inspeccion, en la forma de una serie.

2.2 Transformada z de funciones elementales.

1. Funcién impulso unitario:

parat=0

a
x(t) =
para tZ0

00

Z|x)]= X(2) = 02 =S 17%=170=1
x®]=x%(2 >zt =3 12% =1z

2. Funcién paso unitario:

X(t) = Ut) parat=0
_%) para t<0
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Z[x(t)] = X(2) = Z x(t).z 21 z7K=z%

k=0

La wal esequivalente ala expansion en series:

1
|_\
[N

, sendo a=z", luego:

oz
1 z-1

3. Funcién exponencial:

Eéat parat=0
[p para t<0

x(t) =

Como x(kT)=e™®T  k=0,12,...

00

X(2) = Z[e'at ] = i x(KT).z* =S (e'alkT )z'k =1+e Tz +e @z 243278 4+
k=0

k=0

Por expansion en series de potencias a=e™?"

1 z z
X(2) = =% =
@ l-azt z-a z-e™

4. Funcién polinomial:
x(k) = a

00

_ o Kk ok -1k
X(z)—kzoa .z Z(a.z )

k=0

Nuevamente, por expansion en series de potencias.

X(2) = 1 _ z
1-az Z—a
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Ejemplo:
Obtenga la transformada zde la funcién senoidal:

X(t) = [senfot) parat=0
- %) para t<0

Sol: Expresando lafuncion seno en forma exponencial, setiene que:

sengot) :%(eiwt —e 7l
j

y con latransformada zde la funcion exponencial:

T 1
e e

o1 i O
X(2) = Z|senwt| = Z=7—(e!** -7/
(2= Zlseres] ETh )

1 1 1
X(z =—B 4 - 4
() 2j Eﬂ__ejwtz—l 1_e—]wtz—1[

X _ 1 :1_e_jwtz—l)_(1_ejwtz—l) B 1 H 1_e—jwtz—1_1+ejwtz—1
(Z) - Z_JE (1_ ejwt Z_l)(l— e—jwt Z—l) B Z_JB]__ ejwt Z—l _e—jwt Z—1 + ejmtz—le—jwt 2-1
B jot _ q—joty -1
X(=tp (e e )z
2j - +e7 Mzt + 272

donde: sengt) = %(ej"Ot —e Y y cosgwt) = %(ej"Ot +e 19 |uego:
J

z tsen¢ot) _ zsen(ot)

X(2) =
(2 1-2z7 cosot) + 22 z2 —2zcosgot) +1

Al igual que en transformada de Laplace las tablas de pares de transformadas z son
muy Utiles para la solucion de problemas de sistemas en tiempo discreto. A
continuacion se muestra una tabla de este tipo:
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X(s) x(t) X(KT) 0 x(K) X(2)
1 3(K)
- - (L parak=0 1
parak# 0
2 3(k —m)
- - Ol parak=m z M
parak #Z m
3 1 1(t) 1K) _Zz
S z-1
4 1 - -~ z
S + a 7 — e—aT
5 1 t KT Tz
s? (z-1)2
6 i t2 (kT)2 TZZ(Z+1)
S3 2 2(2 - 1)3
7 1 t3 2 T3 2
el (KT) z(z° +4z+1])
4
S 3 6z-1*
8 a 1-e@ 1-e T z(1-e™)
s(s+a) (z-D(z-e)
9 1 te ™ KT (& Tze ™
(s+a)? (z—e )2
10 1 1 1 T? 2(z+e™)
—t 2 |]3—at - kT 2 |]3—akT _e_aT
(s+a)’ 2 o) 2 (z-e™)3
1y _a sen(at) sen(akT) z.senaT
s? +a? z? —(2cosaT)z+1
12 S cos(at) cos(akT) z(z-cosaT)
s? +a? z°> —(2cosaT)z+1
13 % e®cosbt | € coshkT 2(z—e " coshT)
(s+a)*+b 72 - 2e% (cosbT)z+e 2T
14 % edsembt | e serbkT ze™™ senbT)
(s+ta)°+b 72 -2 (cosbT)z+e 2™

Cursode Control Digital CUTB
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15 - B} a oz
z-a
16 - ) akt 1
k=12,3,. z—a
17 - 3 kakt z
(z-a)*
18 - B} 12 g K1 zZ(z+a)
(z-a)°
19 - . k(k-1) z
2 (z-9°

2.3. Propiedadesy teoremas de la transformada z:

El uso de propiedades de la transformada z simplifica la eeaucion de algunos
problemas. A continuaddn se presentan las propiedades y teoremas méas importantes
de latransformada z

X(t) o x(k) Z[X(t)] 6 Z[ x(k)] Propiedad
1 ax(t) aX(2 Multiplicacion por una
constante

2 [ xat) + x2 (b) X1(2 + X2(2) Linealidad
3 | x(t-nT) Z"X (2) Retraso en el tiempo
4 | x(k-n) Z"X (2) Retraso en el tiempo
51 x(t+nT) | 22X (@ - 2'X0)- Z"X(T)-...-.zx(nT-T) | Adelanto en el tiempo
6 | x(k+n) 7' X (2) - 2'%(0)- Z"X(1)-...-zx(n-1) | Adelanto en el tiempo
7 e x(t) X(z &) Traslacion compleja
8 e x(K) X(z &) Traslacion compleja
9 a“ x(k) X(al) Multiplicacién por a
10 K akxK) Hziﬂn x(Z)

0 dzO a
11| kaxK 29 x(2)

dz " a

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque
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12 x(0) )|(|Er!o X(2) i el limite existe Teoremadel valor inicial
13 X(c0) im@-z"1)X(2) Teorema del valor final
s1-z' no tienexpglisen el circulo unitario ofuerade é

14

15

16

17

18

19

Cursode Control Digital CUTB
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3. SISTEMASMUESTREADOS

3.1 SENALESDE MUESTREO:

Cuando se incorpora un procesador digital a un bucle de @ntrol, el funcionamiento
difiere sensiblemente del que tendria un sistema de cntrol analdgico:

Entrada Controlador Salida

FIGURA 16. Lazo de control continuo redimentado

T T Salida
Entrada Procesador
4’@%—’ digital — —> —>

FIGURA 17. Lazo de control realimentado mediante un procesador digital
El controlador analogico proporciona mntinuamente al aduador una sefial de cntrol
para el proceso a partir de la sefial de aror.

Un controlador digital trabaja seauencialmente, de manera que el error le llega en un
instante dado, se procesa en un algoritmo de control y genera una sefial para el
aduador.

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque
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El error se muestrea aintervalos regulares de tiempo llamados periodos de muestreo,
y la sefial que le llega al aduador es adualizada generalmente ala misma freaencia
de muestreo. El retardo entre el muestreo del error y la acidn sobre el proceso fisico
suele onsiderarse despreciable. Los interruptores que aparecen en la Figura 17, se
implementan fisicamente an los convertidores y marcan el flujo de la informacion.

Al hace un muestreo de la sefial a intervalos discretos, se obtienen una serie de
impulsos cuya amplitud es proporcional al valor de la variable de entrada en el
instante del muestreo y que reciben el nombre de sefial muestreada.

El proceso de muestreo puede considerarse @mo una modulacion en amplitud de

pulso de la sefial continua de entrada que se muestrea Dicha entrada es modulada por
un tren de pulsos de amplitud la unidad.

3.2 Muestreador ideal:

El muestreador ideal se representa mediante un interruptor:

T

f(t) 7§ (1)

FIGURA 18. Representacion del muestreador ided.

El muestreador ideal es cominmente llamado muestreador mediante impulsos.

La salida del muestreador es un tren de impulsos que cmienzaen t=0, con € periodo
de muestreo T y la magnitud de cala impulso esigual al valor muestreado de la sefial
en tiempo continuo en el instante de muestreo correspondiente.

El proceso de muestreo puede considerarse @mo una modulacion en amplitud de

pulso de la sefial continua de entrada que se muestrea Dicha entrada serd modulada
por un tren de impulsos de amplitud launidad. (Figura 19)
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p(t) portadora
1
f(t) f* (1)
t | ‘t
> Muestreador >
Sefial moduladora Sefial muestreada

FIGURA 19. Muestreador mediante impulsos como modulador.

Si disminuye el periodo e periodo de muestreo, la sefial de salida serd més fiel a la
original, si bien el proceso de muestreo sera mas costoso al requerir un mayor nimero
devalores.

Con el fin de simplificar el analisis matematico, se asume que el proceso de muestreo

es ideal. Esto implica que el tren de pulsos p(t) se puede tomar como una serie de
deltas de Dirac

p(t) = i O(t —KT) = 9(t) +&(t —KT) + d(t — 2KT) +.....
k=0
donde:
_Of(0) sit=0
o(-F () = E 0 si tz0

La salida modulada del muestreador puede escribirse como:

f*(t) = p(t).f (t) = i f (t).5(t —KT)
k=0

f*mzifmahmj
=0
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3.3 Remnstrucadon de sefiales muestreadas: concepto de retenedor

Si se mnsidera un lazo de control digital como el que se muestra en la figura 20, en
el que el algoritmo de ontrol, es una cnstante de proporcionalidad, de valor 2:
u*(t)= 2.e*(t)

e* u*
[+ e ADC | 20 || ADC

Actuador

—» Proceso
- L ) J Sensor
reloj

FIGURA 20. Diagrama de bloques de un control por computador.

Al analizar el flujo de informacion alos largo del computador, se tienen las siguientes
sefales:

et ex(t
a. Sefal de entrada b. Sefial del ADC
U@ u(
\

28— ——

v

c. Entrada d DAC

FIGURA 21. Sefiales en varios puntos del computador
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El hecho de que @ computador tome datos del exterior solamente en los instantes de
muestreo, origina retardos en latoma de aciones corredoras.

El ADC muestrea la sefial continua, transforméndola en digital; este proceso va
asociado a una aantificacion de la informacion.

El ADC "retiene" el valor de la sefial durante un periodo de muestreo, hasta que
llegue el siguiente dato de control, dando como salida una sefial escalonada u(t).

La funcion que desempefia el ADC comercial es la de un retenedor de orden cero
(Z.0.H.), @ cua se comporta asi: Al llegarle una sefial impulso, da como resultado
un escaon de la misma amplitud y anchuraigual a periodo de muestreo T, tal como
se muestra en laFigura 22.

A A

t t
> >
0 0 T

FIGURA 22. Respuesta de un retenedor de orden cero

Esta eslarespuesta en el dominio del tiempo y es una cmbinaddn de dos escalones
unitarios:

a. Unescdon positivo u(t)
b. Un escadodn negativo u(t-T) retrasado wun periodo de muestreo tras aplica un
impulso.

Yr(t)

u(t)
>

u(t-T)
>

Dicharespuesta puede expresarse en el dominio del tiempo como:
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Yzon = u(t) - u(t -T)

Aplicando transformada de Laplace ala ewacion anterior:
1_ —sT
S

Y 201(S) = U(S) - €% .U(9) =
Como alaentrada del retenedor se tiene un impulso unitario (delta de dirac), Er(9), la

funcion de transferencia del retenedor de orden cero ser&:

Gzon (8) = —YZEOH(s)
R

1_ e—ST

Gzon
De igual manera, se tiene el retenedor de primer orden (FOH), €l cua no se
utilizaen control, debido la complejidad en su implementacion.

Este tipo de retenedor, en lugar de mantener un nivel de sefial, genera una rampa de

pendiente marcada por los dos ultimos valores de entrada.

A

FIGURA 23. Comportamiento de un retenedor de primer orden
Ing. Jorge Duque
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Larespuestaimpulso de un FOH se representa en lafigura 24

FIGURA 24. Respuestaimpulso de un retenedor de primer orden
3.4 Transformada de Laplace de sefiales muestreadas
La transformada de Laplace de una sefial continua f(t) es F(s) y la de su

correspondiente sefial muestreada f* (t), F(s).
Latransformada de Laplacede una sefial muestreada, es por definicion:

F*(s)= }f * (t).e™dt

f*(t) se obtiene multiplicando f(t) por un tren de impulsos:
f*@) =" ot-KT).f(t)
k:z.oo

Colocando esto en laintegral:
F*(s)= I : Z 3(t-KT).f(t).e™ dt

Zo k==

Intercambiando laintegral y la sumatoria:
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F*(s)= Zw : I&(M?}ﬁ).e‘ST dt

k=-00 Z

Aplicando una propiedad del delta de Dirag se tiene que:
I h(t).5(t).dt = h(0)
por tanto:

[h@®-8(t ~KT).dt = h(kT)

en este cao h(t) = f(t).€¥ ; luego:

Fr(9= S f(KT)e™T
(s) kzzm( )e

Ejemplo: Halar la transformada de Laplace de una funcion escaldén unitario
muestreada.

h A A

0 0 T 2T 3T

FIGURA 25. Sefial escaldn unitaria muestreada

Lafunciéon muestreada es;
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ft_EO sin<0
()_El sin=0

Luego, latransformada de la funcién, sereduce a

Fr(9=% f(KT).e™ = ze'S"T
k=0 k=0

1
1+ e—ST

F*(s):1+e'ST +e—25T +e—3sT +e—4sT +...=

3.5 Espedro en frecuencia de una sefial muestreada:

Ahora se encontrara @ espectro en freauencia de una sefial muestreala, con €l fin de
analizar los efedos del muestreo:

Por definicidn de la Transformada de Laplace
Fr(g)= [(f*@)eSdt = (. § f(t).dr D.e™ dt
! [2
como f(t) no depende de "n" sale fuera de la sumatoria:

F*(s) = } £(0). g&;’.'-i-T).e'ST dt

k==co

Se analizard ahora d tren de impulsos d(t-kT) mediante las sries de Fourier, segin
las cuales cualquier sefial T-periddica se puede descomponer en una sumatoria
infinita de senos y cosenos:

f(t)= io[ak Sen (kwgt) + b, Cos(kw,t)]

k=—00

donde wx=217T eslafreauencia fundamental.
Pero también puede representarse por una serie de Fourier:
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f(t)= zcmjejm-‘”st

m=—co

siendo

T/2 .
I f(t).e” M gt
-T/2

C:l

m

+0o

En este cao Z o(t —KT) esunasefial periddicay, por tanto:
k=0

5 3(t—kT) = 5 C, elms

con
T/2 +00 )
O(t —KT).e” M gt

-T/2 k=0

3
=

ahorabien, en €l intervalo -T/2 % t x T/2 la sumatoria se reduce aun Unico término,
aquel parael cual k=0y en laintegral se glica la propiedad:

+fa(t).olt = £(0)

conlocua: Cm ==, paratodom

1
=

De etaforma, la expresion del tren de impulsos, queda:
fa(t —kT)=1 fejmwst
k=0 T m=0

sustituyendo en la ewacion que define la transformada de Laplace de la sefial

muestreada F * (s) = I f@.  a- kT).e™*" dt, setiene que;
Zoo k=—00

Fr(9=[10) Tl 3 e

m=—co
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1 +00 © e
Fre=2y [foe e

m=—o Zg

finalmente:

Fr9=1 3 Fls-imo,)

m=—co

Paratrabajar en el dominio de la freauencia, serediza latransformacion s=jw

lE
Fr(jo== 3 F(io-jko)

k=—c0

Esta expresion indica que la operadon de muestreo introduce nuevas componentes
espedrales que no son sino unatradacion en el dominio de la frecuencia del espedro
base de transformacion F(jw).

3.5 Teorema del muestreo:

Si una sefial  f(t) es una sefial con ancho de banda limitado en freauencia; es decir,
tiene componentes nulos o despreciables para freauencias superiores a un Vvalor dado
W, COMO se muestra en la figura 26. Donde |F(jw)[=0 para |w>ux..

2 ———

Rl
1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
0 '(Dc ”””” w

FIGURA 26. Espectro de la sefial original f(t)

El teorema de muestreo, también conocido como teorema de Shanon-Nyquist, da una
cota inferior de la freauencia de muestreo adeauada para poder reconstruir una sefial
original a partir de sus muestras.

Si w>2w0y, siendo wsla frecuencia de muestreo, F* (jw) tiene la formade lafigura 27
y no hay solapamiento de componentes. La sefial original puede ser remnstruida
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pasando un f*(t) por un filtro pasa baja ideal con una freauencia de wrte w;, que
eliminara las altas freauencias indeseables introducidas en el proceso de muestreo.

2 —
P (jw)
¢ Y S S AR P R A TR
Ws. : Ws.
2 3 2
8 6 -4 2 0 2 4 6 8 Hz

FIGURA 28. Espedro de salida muestreada F* (jo) con wy =20

S w<2w; o f(t) no tiene un ancho de banda limitado en freauencia, las distintas
componentes % solapan ( Figura 28) y la sefial original no puede ser reconstruida de
ninguna forma apartir de f* (t).

PGl

FIGURA 29. Espedro de la salida muestreada asando <20,

Este fendbmeno es conocido como aiasing

El teorema fundamental del muestreo queda como sigue:

"Si una sefial f(t) tiene un espedro de freauencia limitado por w, y la freauencia de
muestreo w=217T es mayor 0 igual que 2w, entonces la sefiad muestreada f*(t)
caraderizapor completo la sefial continua f(t) y es tedricamente posible reconstruir la
sefial continua apartir de la muestreada.”

El mayor problema que se encuentra, es el de fijar w.; yaque unavez ®nocido w, se
sabe que ws= 2wy y €l periodo de muestreo ser& T= 21w
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3.6 Filtros:;

Para la remnstruccion de la sefia original f(t) a partir de la muestreada f*(t) es
absolutamente necesario eliminar las componentes de altas freauencias introducidas
en la operaddn de muestreo (Figura 28). Idedmente, la eliminacion se @nsigue a
través de un filtro pasabajo cuyas caraderisticas ® muestran en la Figura 30.

A

1

FIGURA 30. Filtro pasabajo ideal.

El filtro ided tiene por freauencia de corte la mayor freauencia . de la sefial
muestreada 'y una amplitud unitaria en el rango de freauencias de -« a +ay..

Para amplir los limites del teorema del muestreo, wx=wy/2. EI filtro ideal no es
realizable en la pradicay lo que se hacees aproximar la sefial original a partir de la
muestreada por diversos procedimientos.
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4. Sistemas de datos muestreados

Una vez estudiado el tratamiento matematico de las sefiales muestreadas por medio
de latransformada z y el modelamiento matematico de los elementos que conforman
el lazo de control digital, se analizaran los sistemas que se encuentran sujetos a
entradas digitales, mediante la utilizacion de algunas herramientas del control

continuo tal como la funcion de transferencia y los diagramas de bloques.
4.1 Funcion de transferencia discreta:
En un sistema @ntinuo lined, la salida esta definida por larelacion:

Y(s) = G(sU(s)

U(s) &9 Y (s)

La funcion de transferencia del sistema se define @mo:

_ Y6
uU(s)

Ahora, s la sefidl de entrada U(s), se muestrea mediante el muestreador ideal, se

G(s

tendra una sefial muestreada U*(s) y la salida Y (s) serd entonces, una mezcla de
sefiales continuas y discretas:

Y (s) = G(s)U*(9)
Donde U*(s) eslatransformada de Laplacede la sefial muestreada

Y*(9)
A g
. | Y
u(s) U*(s) J e | >(S)
u(t) u*(t) y()
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Figura30. Sistema lineal con entrada muestreada

En el anterior sistema se introduce un muestreador ficticio a la salida del sistema,

sincronizado con el delaentrada, con el fin de obtener Y*(s).

Asumiendo una operadon de muestreo ideal:

vrEe=L s 3 Uls- jnus)
por tanto:
Y(9)=6(s) = XU(s inws)

laentrada Y*(s) a ordenador sera

Y*(s)=$k:z_mv(s-1kws)

y por tanto:
Y*(s)— z T(s- ka3>— z[U(s inuss - kas)]t
k——OO n_—oo
haciendo k+n=I
_ C
Y*(s)—— z ms(s kas>— z[U(s-ums)]E
k_—oo |_—00
ahora:

U*©)=2 3 UGs-nus)

n_—OO
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es una sefial repetida infinitas vecaes, luego independientemente de que k varie entre

+00 y -0 sepuede saca del segundo sumatorio:

0o  me
Y*(S):S.IT ZG(S'Jst)DB.F ZU(S'”NS)E

k=—00 | =—00

luego:
Y*(9)= G*(9)U*(s)

Donde G*(s) se denomina funcion de transferencia discreta y queda definida por:

Y*(s)

G*(S):U*(S)

Pasando al dominio de z

G(z)=%

Conclusion:

Y*(s) = [G(s)U*(s)]* = G*(s)U*(s)

4.2 Obtencién defuncionesdetransferencia discreta:

Consideremos el sistema mostrado en la figura 3:

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque
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U(s) O Y (s)

Figura 3. Sistema en tiempo continuo

La funcion de transferencia G(s) esta dada por:

G(s) =%

Luego, latransformada de Laplacede la salida es:
Y (s)= G(9)U(9)

Y latransformada de Laplacede la salida muestreada Y *(s) ser&
Y*(9)= [G(9)U(9]*=[GU(9)]*

En términos de la transformada z
Y (2)= GU(2)

Aqui se introduce la notacion GU(z) para indicar la transformada z del producto de

las funciones G(s)U(s):

Y(2) = Z [G(s)U(s)]= GU(2)

Ahora monsideremos un sistema @n muestreador:

Y*(9)
A Tk
. | Y
u(s) U*(s) &9 | >(S)
u(t) u*(t) y()

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque



Figura4. Sistema con muestreador
Y(s) = G(gU*(9)

Luego:
Y*(9=[G(9U*(9)]*= G*(gU*(9)

Y latransformada zde la salida:
Y(2)= G(2)U(2)
De donde despejamos la funcion de transferencia G(z):

G(2) = %

De los anteriores resultados ® @ncluye que:

G(2)U(2) £ GU(2)

4.3 Funcionesdetransferencia discreta de dementos en cascada:

Considere el siguiente sistema:

* U u*
X(s) X*(s) > | U U

H(s)

G(9)

Y(9)

42

Y* (S)>
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Figura4. Sistema e cascada mn muestreador intermedio

U(g) =G(9X*(s) 'y U*(9 =[G (9X*(9)]* = G*(9X*(9)

Y(9) = HEU*(9) y Y*(= [HEU*(9]* =H*(9U*(9)

Luego:

Y*(5) =H*(9G*(9X*(s) ¥ Y(2 =H(2)G(2)X(2)

Lafuncion de transferencia Y (2)/X(z) ser&a

Y(2) _
% =H(z2)G(2)

Ahora, analicemos un sistema sin muestreador intermedio:

XO XG0 gy P9 e YO Y6

Figura5. Sistema e cascada sin muestreador intermedio
Y (s) = G(9)H(9)X* () = GH(9)X*(9)
Luego:
Y*(9) =[GH(9X*(g)] = GH*(9X*(9)

Y latransformada zde lasalida:

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque
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Y (2) = GH(2)X(2)

Y(z) _

X2) GH(Z) | Donde GH(z) = Z[G(9H(9)]
Ejemplo: Hallar la funcion de transferencia para cala uno de los siguientes
sistemas:
a). X(9) 1 |ue | 1 Y(S>)

s+1 s+1

b) X(9) 1 |ue , U9| 1 Y(9)

M s+l s+1 |
Solucion:
a) Y(S) = i GL = 1 - 1

s+1 s+2 s+1 S+2

z z
Y(Z) = -
z-e T z-eT

b)  Y*(9 =[H(g) U*(9]* =H*(s) U*(s)
Y*(©9 - Y(2)

Y@ =20

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque
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4.4. Funcionesdetransferencia de sistemas en lazo cerrado:

En un sissema de ontrol de lazo cearado se pueden presentar distintos tipos de
sefidles. discretas y continuas, ya que los muestreadores £ pueden encontrar en
cualquier punto del sissema. Debido a eto e andlisis de los sistemas discretos

difiere del andlisis de los sistemas continuos.

Consideremos el lazo de control que se muestra en lafigura 5:

R *
©) E(s) E*(9) > G C(s) >

H( [&——

C(s) = G(s) E*(9)

C*(9) = G*(s) E*(9)

E(s) = R(s) - H(s) C(9)

E(s) = R(9) - H(s) G(s) E*(9)
Muestreando a ambos lados:

E*(s) = [R(9) - H(s) G(s) E*(9]*

E*(s) = R*(s) - [H(s) G(9)]* E*(9)

Ex(5)=_ R
1+HG*(s)
sustituyendo en la segunda ewiadon:

_G*(s)R*(s)

cr ) 1+HG*(s)

sacando transformada z

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque
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_G@RE)

c@ 1+HG(2)

y lafuncion de transferencia:

C@ _ G@
R(z) 1+HG(2)

donde HG(2) = Z [H(s)G(s)]

Ejemplo: Dados los siguientes sistemas determinar su funcion de transferencia si

R C(s)
S > Q E(9) (9 >

existe:

a)

C*
H(s) |« ®
b)
R * C C*
S > E(s) E*(9) > G | S)] S)]
H(s) |«
Solucion:
R C(s)
3 © > SCI TS >
C* (9
H(s) |«

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque
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C(s) = G(s) E(9)

E(s) = R(9) - H(s) C*(9)

C(s) = G() [R(9) - H(s) C*(9) ]

C(s) = G(s) R(s) - G(s) H(s) C*(s)

C*(s) = [G(9) R(9II* - [G(s) H(s) C*(9) I*
C*(s) = GR*(s) - GH*(s) C*(9)

C(2) =GR(2) - GH(2) C(2

C(Z) = GR—(Z)
1+ GH(2)

En este cao no es posible definir una funcion de transferencia C(z)/R(2)

b)

R(s) > E(s) E*(s) > G C(s) C*(s) >
H(s) |«

C(s) = G(s) E*(9

E(s) = R(s) - H(s) C*(s)

C(s) = G(s E*(9

E(s = R(9- H( C* (9

E*(s) = R*() - H*(9) C*(9

C(e) = G(9[R*(g)- H* (5 C*(9]
C*(9 = G(9*R*(s) - G*(9) H*(g) C*(9)

()= G OR*E)
1+G*(s)H*(s)
C*s)_  G*(s)

R*(s) 1+G*(s)H*(s)

C2)_ G(2)
R(z) 1+G(2)H(2)

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque
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45. Causalidad y realizabilidad fisica:

Un sistema es causal si lasalida no se alelanta ala entrada, es dedr, si lasalida en
un instante kT s0lo depende de los valores de las entradas en instantes anteriores a
KT.

u(kT) 9(KT) y(kT)

Osea que y(KT) =f(uk-1]T, u[k-2]T, u[k-2]T,...)

Un sistema caisal es fisicamente redizable, es dedr, se puede implementar con
componentes fisicos. En este cao, la funcion de transferencia G(z) se expresa mwmo

una serie de potenciasen z™*:
G(2)= Y z7*g(kT)
k=0

De lo anterior se deduce, que en un sistema de datos discretos causal o fisicamente
realizable no deben existir potencias positivas de z & el desarrollo de G(z), ya que

esto indicaprediccion o que la salida alelanta ala entrada

Otra forma de ver la causalidad en un sistema discreto, es a través de su funcion de

transferencia discreta expresada @mo un cociente:

_Y(@) _by+ bm_lz'1 +o +bgz”

G(2)

U@) a, +anqzt+ ... +agz”

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque
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donde ny m son enteros positivos. En este cao G(z) es fisicamente realizable si a, #
0.

Ejemplo: Determinar si la siguiente funcion de transferencia es fisicamente
reali zable:

G(Z):3+52-z

Solucion:
Si expresamos G(z) en potencias negativas.

322+5z1.1
G(z):—_1 >
z -2z

Se observaque g = 0, luego no esfisicamente redizable. Si encontramos la eaiacion

en diferencias del sistema:

Y(z) _ 3z2+5z71-1
Uz  z1-2z2

Y(2) [z}- 227 =U(z2) [32°- 5z 1]

7 Y@ -2z2°Y(2) =3z2%U(2) -5z U(2) - U(2)

Ahora, multiplicamos ambos lados de la ewiadon por z paradespejar Y (2)

Y(@) -22'Y(2) =372 -5U(2) - zU(2)

si aplicamos antitransformada z para obtener la ewacion en diferencias.

y(K) - 2y(k-1) = 3u(k-1) - 5 u(k) - u(k+1)

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque
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y(K) - 2y(k-1) = 3u(k-1) - 5 u(k) - u(k+1)

y(k) = 2y(k-1) +3u(k-1) - 5u(k) - u(k+1)

Se observa que la salida y(k) depende de entradas pasadas y de entradas futuras , en
este cao, de u(k+1)

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque



5. Controladoresdigitales

Los reguladores digitales ® @nstituyen hoy en dia como la forma mas versatil y
efediva para el control de procesos y plantas industriales. Estos controladores
digitales pueden implementarse mediante = computadores, microprocesadores,

microcontroladores o procesadores digitales de sefiales (DSP.

En comparacion con los controladores continuos, los digitales ofrecen muchas
ventajas, entre las cuales £ aientan la facilidad para cambiar el algoritmo de control
y los parametros del controlador, cosa que es bien dificil en los continuos, ya que

implicael cambio de componentes fisicos.

Sin embargo, podemos aprovechar la eperiencia que se tiene en el disefio de
controladores PID continuos, los cuales s usaron de manera exitosa durante mas de

medio siglo en muchas industrias alrededor del mundo.

En general, la funcion de transferencia de un controlador digital puede realizarse por
medio de un programa de mmputador, obtenido a partir de la discretizacion del PID

continuo.
5.1 Métodos de discretizacion:

El problema de la discretizacion consiste en encontrar la funcion de transferencia del
regulador discreto o algoritmo tal que el sistema se mmporte de manera alivalente al

controlador continuo.
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Para encontrar e algoritmo Gg(z) del controlador discreto existen dos posbles

plantemientos:

a. Disefiar Ggr(z) mediante un método diredo, generando soluciones exactas.

b. Obtener un controlador continuo Gg(s) y posteriormente discretizarlo; es decir,

encontrar la mejor funcion de transferencia discreta Gr(z) equivalente a Gg(s).

Este segundo método, es el que nos interesa por ahora y se basa en métodos

aproxiamados. Esta aproximacion es mejor en tanto menor sea el tiempo de

muestreo.

A continuacion se muestra un esquema de los dos planteamientos:

DISCRETIZACION DEL SISTEMA
G(s) > G(2)
DISENO EN DISENO EN
TIEMPO TIEMPO
CONTINUO DISCRETO
GR(S) ) GR(Z)

DISCRETIZACION DEL REGULADOR

Figura 5. Planteamiento de la discretizacion de un controlador

El problema de discretizaddn es independiente de la estrategia de control utilizada,

puesto gue se asume gque en ésta Ultima ya habra influido el disefio del controlador

continuo.

En vista de las diferentes suposiciones en el planteamiento de la discretizacion del

regulador, se consideran tres métodos:

Cursode Control Digital CUTB
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5.1.1. Integracion numérica:

El regulador continuo establece una relacion entre la entrada y la salida en términos
de una eaacion diferencial, la aual se puede integrar numéricamente.

A partir de &ta ewacion, se obtiene una transformacion que nos permite encontrar,
facilmente, la expresion discreta equivalente ala del regulador continuo.

A continuacion veremos trestipos de goroximacion:
Transformacion bilineal ( Tustin):

Seala sefial continua €t), a partir de la aual se desea obtener u(t) aproximandola por

laintegral:
t
u(t) = I e(t) dt
0

y utilizando Unicamente los valores discretos €0) , &T), €2T),....ek-DT, &KT).

Aplicando Laplacese obtiene:

N
nlr

A
) e(kT)

(k-1)T kT

Figura6. Aproximacion bilineal o trapezoidal

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque



54

Supdnga que se quiere glica el método de goroximadon entre los puntos t=0 y t=kT

de la aurvaque gareceen lafigura 6.

Dividiendo laintegral de la ewacion anterior, se obtiene:

k-1)T KT
u(kT) = fe(®)dt+ [e(t)dt
g (k-Il)T
KT
u(kT) =u(k-1)T + Ie(t) dt
k-1)T

Aproximando laintegral por e método trapezoidal, setiene:

kT T
fedt="[e(k-1)+e(kT)]
(k-1)T

luego:
u(kT) = u(k-1)T + %[ e(k-1)T + e(kT)]

Aplicando transformada z

U@)=zU@)+ % [ 21 E@2) +E@)]

€s decir:
Uz) Tz+1 1
Gp(z) = —2 = — =
R(Z) E(z 2z-1 2z-1
Tz+1

Cursode Control Digital CUTB
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Regla del redangulo anterior ( Forward):

Aproximando laintegral por € redangulo anterior:

A
) e(kT)

e(k-1)T /\

(k-1)T kT

KT
[e)dt=Te(k-1)
K-1)T

luego:
u(kT) = u(k-1) + T e(k-1)

Aplicando transformada z

U(z)= 2t U@z)+T z71 E(2)

es decir:

Uz) _ Tz1 T

GR(Z)zE(z) 1-z1 z-1

Cursode Control Digital CUTB
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Regla del redangulo posterior ( Backward):

Aproximando laintegral por e redangulo poserior:

&) e(kT)

(k-1)T kT

KT
[e(t)dt =Te(k)
K-1)T

luego:
u(kT) = u(k-1) + T e(k)

Aplicando transformada z

U@2)=ztU@)+T E@2)

es decir:

_U@ _ T _Tz

E@ 1-z1 z-1

Gr(2)

Si analizamos las tres aproximaciones para.:

GR(S)=§

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque
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Concluimos que los reguladores discretos s pueden obtener por la sustitucion de la

variable s, tal como seindicaen latabla

Método de apr oximacion

Funcién discreta

Transformacioén

TRAPEZOIDAL, TUSTIN

Tz+1 1 -

Gr(2) = — o+ =——— = 2z-1

O BILINEAL 2z-1 2z-1 Tz+1

Tz+1
RECTANGULO T 1 71
ANTERIOR O FORWARD | CREZ) =—— = -7 - T

T

RECTANGULO Ty 1 7-1

POSTERIOR 0 BACKWARD | CR(2) =—— = —— ST T
zT

Tablal1l. Transformaciones de tiempo continuo a tiempo discreto

Cabe anotar que la groximadon por € método del redangulo anterior puede dar

lugar a sistemas inestables, en tanto que la regla del redangulo posterior presenta

distorsion, siendo Unicamente la goroximadon bilineal la que realiza una adeauada

equivalencia entre las regiones estables ensy en z.

Cursode Control Digital CUTB
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Discretizacion de PIDs continuos;

Si partimos de la ewiadon de un PID continuo cuya ewacion en el dominio del

tiempo viene dada por:

0 t C
) =Kp () + — [e(dt + 7q 90 £
T|0 E

existen dos formas posibles de obtener la discretizecion:
a. Forma posicional:

Tomando la derivada mmo la pendiente de la reda que une €l error en un punto con
el del anterior, se puede groximar por € cociente incremental A&ST :

de(t) _ e[KT] - e[(k-1)T]
dt T

A
&) e(kT)
- / \ Ie(kT)-e(k-l)T
-
| i t
| | >
(kDT kT

Figura7. Aproximacion de laderivada

La ewacion del PID andlogo, se divide en tres partes:

u(t) = up () + U + ug

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque



upt) = Kpe

U, [KT]=Kpe [KT]

() = Ko (t) dt
Ui —
T ¢
dui(®) _ Kp

e .e“)

ui[KT] -u[(k-1)T] _
T

ui[kT] =u;[(k-D)T]+ K,

58

?pe[kT]

%e[kT]

-e[(k-1)T]

de(t
Ug _KpTd dE)
U g KpTde[kT]

Ug

donde;

T = periodo de muestreo

Kp%{e[kT]

-e[(k-1)T]}

Entonces, las eauaciones que describen el PID digital en forma posicional son:

Cursode Control Digital CUTB
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u(t) = up () + ui (1) + ug (1)

Up[KT]=Kpe [KT]

uilKT] = u[k-DT]+ K, % e [KT]

Ug = Kp=d { e[KT] -e[(k-D)T]}

b. Formaincremental:

La otra forma utilizada es el esquema @nocido como forma incremental o de
velocidad .

Una de las ventajas de este esquema, es que no es necesaria la inicializacion cuando
se onmuta de operacion manual a aitomatica. De é&te modo s existen cambios
subitos grandes en el punto de ajuste o en el inicio de la puesta en operaddn del
proceso, el esquema de a@ntrol en forma incremental o de velocidad presenta mejores
caaderigticas que el de laforma posicional.

Otraventgja del esquema de antrol PID en la forma de velocidad es que es Util en la

supresion de rrecciones excesivas en sistemas de control de procesos.

La ewacion del PID andlogo:

0 1t de(t) t
u()=Kp () + — fe®dt + Td—— L
Tl-g dt E

a(t) = K, Eé(t) + %e(t) + T é(t)E

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque
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ulkT] -u[(k-1)T]

G [KT] = =
6 (kT = SIKT1- (_ar[(k-l)T]

e[kT] - e [(k-1)T] _e[kT-1] - e [(k-2)T]
& [KT] = T T

T

Aulk] = Kpé(e[k] - elk-1]) + %e[k] +T?d(e[k] - 2elk-1]+e[k-2])

(]

AulK] —KpD%+I+T—dEe[k] H+2T—dHe[k 1]+ Gefk- 2E
U

La funcion de transferencia para este dgoritmo:

(1-qgYHulk]=c(@?) e[k] g = operador desplazamiento

—
>
>

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque
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><

ulk] = ulk+1] + Cy e[k] +C; e[k-1]+C, e[k-2]

5.1.2. Aproximacion delarespuesta temporal ( Hold equivalente):

Con éste método se busca una funcion discreta ejuivalente que se cmporte
idénticamente al sistema @ntinuo en los instantes de muestreo ante una sefial de
entrada.

En la figura observamos un sistema continuo G(s) € cual se quiere groximar con
G(2).

u(t) »  G(9 » Y(t)

UKDl zoH |l oy sy

Ahora se quiere encontrar que & G(2):

KT KT
um | o zoHe |—» &y |- ykT)

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque



Reemplazando el ZOH por su funcién de transferencia:

u(kT)

» 1-eT L G

y(KT)

Ahora, s laentrada es un impulso, lasalida es larespuestaimpulso h(kT):

ik

La transformada de Laplacede h(t)

5 1-eT L G _/ —ﬂ»
S
H(S) — (1 e ST)G(S)
ht) =L (1-eT)C)y
S t=kT
H@) = 2L 7 (1-e ")y
H@) =Z [L {G(S)}] Z L& 66 G(S)}]

H@) = Z [L Y CO)} -2t [L7Y GOy
S S

H2) =271z £ SO
V4 S

Cursode Control Digital CUTB
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5.1.3. Emparegamiento de polosy ceros.

Un método sencillo y eficiente para obtener reguladores discretos equivalentes a

partir de reguladores continuos, es el que estd basado en la conocida relacion:

En este método se deben considerar las siguientes reglas.

a. Todo polo Gg(s) se corresponde @n un polo de Gr(z) de de aaerdo ala relacion
7 = esT.

b. Todos los ceros finitos de Gg(s) se corresponden con ceros de Gg(z) segun la
relacion z = €

c. El grado del polinomio del numerador se igualara a del polinomio denominador
mediante la aicion de términos z+1, conseaiencia de @nsiderar los ceros en €
infinito.

d. El grado d&l numerador de Gg(z) debe ser menor que el grado del denominador, de
tal manera que si es necesario quitamos términos

d. Ajustar laganancia del regulador.

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque
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6. Analiss de sistemas en tiempo discreto

(INCOMPLETO)

Algunas de las témicas de andlisis y disefio que se han utilizado exitosamente para
los sistemas de tiempo continuo, tales como el Lugar de las raices, Bode, estabilidad
y error en estado estadonario también se pueden aplica a los sistemas de tiempo
discreto, con €l fin de grovedar los conocimientos que se tienen de las mismas.

Para eto es necesario establece la @rrespondencia entre @ plano s (tiempo
continuo) y el plano z (tiempo discreto), asi como de los respedivos criterios de

estabilidad en el plano z y constantes de eror en estado estadonario.
6.1 Correspondenciaentre d plano sy € plano z

Debido alarelacion que eiste antre la variable ammpleja sy la variable ompleja z,
dada por: z = €, la localizacién de los polos y los ceros en el plano z se relaciona
con lalocalizacion de los polos y ceros en el plano s.

De esta manera, la estabilidad y el comportamiento dindmico de los sistemas de
control de lazo cerrado puede determinarse @n base en la ubicacion de los polos de la

funcién de transferencia discreta.

De awerdo con € resultado obtenido para la funcion de transferencia de una sefial
muestreala, €l cual indicaque el espedro de la sefial original se repite infinitas veces
a intervalos iguales a la freauencia de muestreo, se llega a la repeticion de la
configuracion de polos y ceros en la direacion del gje de las ordenadas (freauencias)
del plano s.

Lo anterior implica que el semiplano izquierdo del plano s % divida en un nimero

infinito de franjas periddicas, tal como se muestra en laFigura 10.
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. By
: 2
Franja seaundaria
jdw
I I 175
Franja seaundaria
g
— 1 — 1=
Franjaprimaria >
g o
I I Ry
Franja seaundaria
-j 3w
I 2
Franja seaundaria
iy Strg
2

Figura 10. Franjas primariay seaundarias en el semiplano s

Considerando unicamente la franja primaria, se traza € camino cerado: 1-2-3-4-5 en
el plano s, e cual pasa por -0 y encierra todos los polos estables. Ahora se glicala

relacion: z=€" y se observa que znadel plano z corresponde adicha trayectoria.

Trayedo 1-2: Los puntos on de la forma s=jw, donde "' varia desde 0 hasta +wy2,
obteniéndose un semicirculo unitario centrado en el origen del plano zz z =€“ = cos
wl +jsen wl

paraw=0, z= 00 +jsen0 =1

para w= wy2, donde ws=21UT , 2= COS2TT + jSen2mt = -1
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Figura 11. Correspondencia entre el plano sy el plano z

Imz

Trayedo 2-3. Suponiendo que 3 esta en -[1, la mmponente complejaes jwy/2 yla

real es-o, con -0 <0 <0. L a exiadén z =€“queda

yaque €"=-1 y w=2mT
luego:

paa 0=0, z=-1;

paa o=, z=0;

Cursode Control Digital CUTB Ing. Jorge Duque
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Trayedo 34. Los puntos son de laformas= - o + jw, donde w varia desde wy2

hasta -wy2 y equivale aun circulo de radio cero, yaque

z=€¢" = g”el = orel"=0

Trayedo 34:. Ene€ trayedo de4 a 5la cmmponente imaginaria es -jwy/2 y lareal

-0 con o variando desde +« hasta ceo.
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