CAPITULO 10
GEODESICAS

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP iTULO

Se pretende que el alumno sepa definir, establecer o determinar lo siguiente:

e Geodbsica en un punto e La aplicacbn exponencial
e Ecuaciones locales de una géeita e Entorno normal
Coordenadas normales

e El campo geodsico

e El flujo geodesico Superficie parametrizada

e Geodksica maximal Lema de Simeta

e Lema de Homogeneidad e Entorno totalmente normal

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP iTULO

Consideremos una superficseembebida efk? y equipada con la &trica induciday (la prime-
ra forma fundamental de la superficie). Las curvas “dibujadas” sobre esta superficie, parametrizadas
proporcionalmente a la longitud de arco y que, localmente, son el candia@anto entre dos puntos
son las curvas con vector acelefatinormal, lo cual se deduce de las ecuaciones de Euler-Lagrange
para el problema. Si: I — S C R3 es una de tales curvasly es la derivada covariante asociada
a g, entonces dicha condan es, justamented% (%) = 0. Nosotros ahora imitamos esta propiedad
e introducimos la no6in degeodesicasobre una variedad diferenciable cualquiera, con una comexi
afin, como aquellas curvascuyos campos de vectores tangentes son paralelos.

Definicion 10.1
Sea(M,V) una variedad &h. Una curva parametrizada : I — M esgeodesicaent, € I Si
% (Z—Z) = 0 en el puntoty. Se dice quey es una geadgkica si es una curva geexica en todos los

puntos de su dominio. $i,b] C Iy~ : I — M es una gedgkica, la restricéin dewy al intervaloa, b]
se@ denominadéegmento de) geédicaentrey(a) y v(b).

A veces, y por abuso del lenguaje, se denomina g&iod a la traza de, lo cual es incorrecto
como facilmente se puede ver &?: las rectas d&? son geoésicas si, y&lo si, su parametrizaoh es
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lineal. Esto significa que el pametro de una geédica no es arbitrario, y el hecho de que una curva sea
una geoésica depende tanto de su forma como de su paramebrizaci

Con objeto de enunciar resultados generales sobreégmad en variedades debemos estudiar
con cierto detalle la ecudm que las define. No obstante, ya desde el comienzo pueden presentarse
numerosos ejemplos de gé&sicas en virtud de las siguientes dos observaciones. En primer lugar, la
ecuacbn de una gedskica impone solamente una conditiocal sobre la curva. Bt precisamente, si
cada punto de una curva tiene un entorno en el cual puede ser escrita en lg formen Dd—z/ = 0,
entonces es una gesica. En segundo lugar, la propiedad de ser unaé&gpieal es preservada por
transformaciones afines, ya que la diferenéadovariante lo es y, por tanto, taréhiel paralelismo de
un campo de vectores.

2.1. Ecuaciones locales de una geesica

La ecuaddn que define una geésdica se traduce, cuando pasamos a un sistema de coordenadas
locales, en un sistema deecuaciones diferenciales de segundo orden. Dicho sistema, considerado en
el fibrado tangente, se transforma en un sistenZndecuaciones diferenciales de primer orden, lo que
permite asegurar que existe un@ca geoésica que pasa por un punto en una di@etdada, utilizando
para ello la teda de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Seay : I — M una geodsica y consideremd$/, z) una carta local tal que(/) N U # (. Sea
(z1,...,z,) el sistema de coordenadas asociado, entonces

D (d~ d? i d d 0
0=—1[-)= — k. —(z 2 i

dt (dt) g dt2 (mk ° 7) + ;( ij © 7) dt (x o ’Y) dt (xj o ’Y) oxn, )
Luego la geodsicay est caracterizada €fil por satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales de segundo orden:

d—Q(x o)+ > (o )i(x»o )i(mo )=0, k=1,...,n (10.1)
dtkaijijvdtzvdtg’y—, =1,...,n :
Es usual escribig;(t) = z;(v(t)) y Ffj(t) = Ffj (7(t)), por lo que la ecuabn anterior puede transfor-
marse en la siguiente:
:c’k’—l—ZFfja:;x; =0, k=1,...,n.
1,J

Para estudiar as detalladamente el sistema (10.1) es conveniente que consideremos el fibrado tangente
TM. Recordemos @l es la estructura diferenciable &d/. Si (U, x) es una carta e, definimos

z: W — R*™, conW = {(p,v) € TM;p € U,v € T,M}, porz(p,v) = (z(p),dz1(v),...,dr,(v)).
Entonceq WV, z) es una carta e’ M, lo que significa que localmente el fibrado tangente se comporta
como un producto. Consideremos las funcioges dz; definidas eriV, de modo que = (z,y).

Cualquier curva diferenciabtg(t) en M determina una curvigy(t),~'(t)) en su fibrado tangente.
Si~ es una gedgkica entonces la curya, ') satisface el siguiente sistema de ecuaciones:

T, = Uk, k=1,...,n
Y = —fojyiyj, k=1,...,n

imj
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La ventaja de trabajar en el fibrado tangente es evidente: hemos transformado un sistema de ecuaciones
diferenciales de segundo orden en otro de primer orden.

2.2. Elcampoy el flujo geoésicos

Proposicion 10.2
Existe uniinico campd= enT M cuyas trayectorias son de la forma- (v(t),~'(t)), dondey es una
geocksica deVl. El campoG se denomina el campo geegico enll’ M.

Como consecuencia de la temde ecuaciones diferenciales se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 10.3

Para cada puntp € M existe un entornd{ deTU, donde(U,x) es un sistema de coordenadas en
pYy (p,0) € U, un mimeroé > 0 y una aplicadn diferenciabley : (—4d,0) x U — TU tales que la
aplicacbnt — ¢(t, q,v) es lalinica trayectoria dé' que satisface la condim inicialy(0, ¢, v) = (q, v)
para caddq,v) € U.

Observemos que es posible escdgeate la siguiente forma:
U={(q,v) €TU;q € Vv € TM,v| <er}

dondeV C U es un entorno dg. Poniendoy = wo ¢, donder : TM — M es la proyecdn carbnica,
podemos reescribir el resultado anterior como sigue.

Proposicion 10.4

Dadop € M, existen un abierté’ C M, conp € V, numeross > 0y e; > 0, y una aplica@dn
diferenciabley : (=4,6) xU — M, U = {(¢q,v);q € V,v € T,M,|v| < 1}, tales que la curva
t — ~(t,q,v),t € (—0,0), es lalinica geoésica deé\l que en el instante= 0 pasa por con velocidad
v, para caddq,v) € U.

El hecho de que ser geesica sea una propiedad local de curvas parametrizadas, como hemos
indicado, permite deducir que si dos gésitas coinciden (como conjuntos) enlaigntervalo, entonces
su unbn, con una adecuada parametridacies tamhlin una geoésica. Aderas, si dos gedgbicas
tienen un punto en coimm y son tangentes en ese punto, entonces €inwes tamk@n una geoésica.
Mas precisamente,

Proposicion 10.5
Seana, 5 : I — M, I conexo, dos gedicas. Si existe unimeroa € I tal qued/(a) = ('(a)
entoncesy = (3.

Como consecuencia obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 10.6

Dadosp € M yv € T, M existe undinica geoésicay, . (t) = v(t,p,v) enM tal que:

(1) La velocidad inicial dey esv, es deciry’ (0, p,v) = v.

(2) El dominioI(p,v) de~, ., €s el mayor posible, es decir,csi: J — M es otra geoésica tal que
o/(0) = v entonces] C I(p,v) y a = YpwlJ-
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Esto implica que cada geesica est contenida en unanicageodesica maximaty, ..y, esto es,
en una geogésica que no es un subconjunto propio de ninguna otraégézad Se dice que, ) es
geocesicamente inextendible.

Lema 10.7 (Lema de Homogeneidad)
Sila geo@sicay(t, p,v) est definida efi—4, §), entonces la ge@sicay(t, q,av), a > 0, est definida
en(—d/a,0/a) y se verifica

v(t, q,av) = v(at, q,v).

Como consecuencia, es posible aumentar (disminuir) la velocidad de urésgeodisminuyendo (au-
mentando, respectivamente) su intervalo de definicEl lema de homogeneidad nodisiten la pista
del siguiente problema: ¢gueparametrizaciones de una gesida conservan el éater de geogkica?

Proposicion 10.8
Seay : I — M una geo@sica no constante. Una reparametriaagio h : J — M es una geagkica
Si, y Dlo si,h(t) = at + b.

2.3. Laaplicacbn exponencial

Las propiedades de homogeneidad de las gsods tienen como consecuencia que, dado un
punto, existe un entorno tal que todas las @sizhs que parten de ese punt@esiefinidas en un
mismo intervalo d&k . Este hecho permite construir, para cada puntte M, laaplicacion exponencial
exp,, : ImM — M, que a cada vector tangentdhenm le hace corresponder la imagen de 1 por la
geodksica que parte de en la direcddbn de dicho vector.

Proposicion 10.9

Dadop € M, existen un entorn® dep en M, un mimeros > 0 y una aplicadn diferenciable
v:(=2,2) xU — M, dondeld = {(q,w) € TM;q € V,w € T,M,|w| < e}, tal quey(t,q,w),
t € (—2,2), es lalnica geoésica deVl que en el instante= 0 pasa por; con velocidadv, para cada
(q,w) elU.

Definicion 10.10
Seap € M yU C TM el abierto dado en la proposici anterior. Entonces la aplicédiexp : Y — M

dada por
v
exp(q,v) = (1, ¢,v) = v(|v],q, m),v # 0,

se llama laaplicacibn exponenciagénif.

La aplicacdon exponencial puede interpretarse de otra manera, que pasamos a describir. Sea un
puntoq € w(U), donder : TM — M es la proyecdn cardnica.

Definicion 10.11
La aplicaconexp, : B(0,¢) C T, M — M definida por

exp, (v) = exp(q,v),

dondeB(0, ) es la bola abierta de centbos 77, M y radioe > 0, se denomina la aplicaim exponencial
eng.
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Geonétricamente, la exponenciatp,(v) es el punto dé/ que se obtiene al recorrer una distan-
cia|v|, a partir deg, a lo largo de la gedgbica que pasa pgrcon velocidad igual a/|v|. Por el lema
de homogeneidad, lo anterior es equivalente a recorrer una ‘distancia’ igual a 1, a pararldéargo
de la geoésica que parte decon velocidad.

Es inmediato probar el siguiente resultado:

Proposicion 10.12

Seam € M. Entonces:

(1) exp,,, es una aplicabin diferenciable copxp,,(0) = m.

(2) Existes > 0 tal queexp,,, : B(0,e) — M es un difeomorfismo de la bola(0, <) en un abierto de
M.

El hecho de que, para cada punto, la aplisa@xponencial sea un difeomorfismo local permite
considerar a su inversa como una carta de la variedad en un entorno del punto. Las coordenadas de un
punto mediante un tal sistema de coordenadas se llaomdenadas normaley el entorno en el que
esfin definidagentorno normal Precisemos un pocodans estas ideas.

Seam € M y consideremos abiertd$(0) C 7,,M y V(m) C M tales quexxp,, : U — V es
un difeomorfismo. Entonced’, ¢), ¢ = (exp,,) !, es una carta local d&/ en un entorno de.. El
abiertol’ se denominantorno normal den y el conjuntoB(m, ) = exp,,,(B(0, ¢)) se denomin&ola
normal (o0 geoésica) de centron y radioe.

Consideremose;, . . ., e, } una base d&,,, M. Paratodo puntp € V se tiene quéexp,,,) "1 (p) €
U por lo que existenimeros(z;(p), ..., z,(p)) tales que

(expy) " (p) = Y wilp)es.
=1

Entoncest = (z1,...,x,) define un sistema de coordenadas, denominadasienadas normales
asociadas d/. Las funciones coordenadas&@stladas por; = f; o exp,,!, donde{fi,..., f,} esla
base dual d¢e;, ..., e,}.

Ejemplo 10.13

SeaM = R"™. Como la derivada covariante asociada a la cdrexardnica deR"™ coincide con la
derivada usual, las geésicas deR™ no son nds que las rectas parametrizadas linealmemnter =
m -+ tv. En consecuencia, la aplicaadi exponencial es la identidad y el sistema de coordenadaxiast
constituye un sistema de coordenadas normales.

Definicion 10.14
(1) La fronteraS(m, €) de una bola normaB(m, ) se denominasfera normal(o geoasica).
(2) Las geoésicas erB(p, ¢) que parten d se denominageocesicas radiales

Las coordenadas normales poseen un comportamiento especial que hace de ellas un instrumento
muy Util en el estudio de la geomé@drde la variedad. De entre sus propiedadas importantes destacan
las siguientes:

Proposicion 10.15

(1) Las ecuaciones locales de las gesidas que parten ae son de la forma:;(t) = tv;.

(2) Los coeficientes de la conéxi o mbolos de Christoffel se anulan en Ffj(m) = 0 para todo
(i,5,k).
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2.4. Ellema de simetfa

Una curva diferenciable a trozos es una aplicaci: [a,b] — M de un intervalo cerrada, b] C
R en M satisfaciendo la siguiente condioi. existe una partibna = to <t < --- < tp_1 <t =b
tal que las restriccionesy, ;.. 1,7 = 0,...,k — 1, son diferenciables. Se dice gueonecta los puntos
c(a) y ¢(b). Los puntosc(t;) se denominan losértices dec y el angulo determinado par(t;) =
hmt—ﬁ d)yd(t;) = limt_)t; d(t) se llama ehngulo del erticec(t;).

La primera observadn que debemos hacer es que el transporte paralelo puedecierehte
extendido a curvas diferenciables a trozos. En efecto, dade 7., M, t € [t;,t;11], se extiende
vo @ un campo paralel® (t), t € [t;, t;+1]; tomandoV (¢;) y V (t;41) como nuevos valores iniciales,
podemos extendér (¢) paralelamente al intervalo;_1, ¢;+2], y ad sucesivamente.

Definicion 10.16

SeaA un conjunto conexo d&? tal que la fronterad A de A es una curva diferenciable a trozos con
angulos en losértices distintos de. Una superficie parametrizada &hes una aplicaéin diferenciable
s:ACR?— M.

Merece la pena hacer algunas observaciones respecto de la defqiei acabamos de presentar.
Decir ques es diferenciable erl equivale a decir que existe un abieffo> A dondes se extiende
diferenciablemente. Finalmente, la conditisobre losangulos de los értices deA es necesaria para
gue la diferencial de no dependa de la extehsi considerada.

Definicion 10.17

Un campo de vectords a lo largo de una superficie parametrizadss una aplicabnV : A — T M
que asocia a cada punjale A un vectorV (q) € Ty, M, que es diferenciable en el siguiente sentido:
si f € C*>°(M) es una fundn diferenciable, entonces la aplioaei; — V' (q) f es diferenciable.

El siguiente razonamiento es&ogo al que se hace para superficie®énSean(u, v) las coor-
denadas cartesianas®eé. Parav fijo, la aplicacbnu — (u,vg), dondeu pertenece a una componente
conexa deAN{v = vy}, €s una curva e/ cuyo vector tangentéﬁ = ds(%) define un campo de
vectores a lo largo de dicha curva. Sirazonamos igual para cualquier guptalemos construir un
campo de vectore% alo largo de la superficie parametrizadde forma totalmente @hoga podemos
definir 2.

La derivada covariante puede extenderse a superficies parametrizadas del siguiente mgdo. Sea
un campo de vectores a lo Iargoﬂeentonces%(u, vp) es la derivada covariante a lo largo de la curva
u — s(u,vg) de la restricddn deV a esta curva. Esto defir%g(u, v) para todo puntdu,v) € A.
Analogamente se defifgY (u, v).

Lema 10.18 (Lema de Simefia)
SeaM una variedad diferenciable con una codexsinétricaV y s : A — M una superficie parame-

trizada. Entonces
D (0s\_ D (s
ov\ou) Ou\dv

Una de las principales aplicaciones del Lema de Simets el Lema de Gauss, enunciado en
variedades riemannianas, que afirma que las@mgods radiales son ortogonales a las esferasgaads.
Para finalizar este c#plo probaremos un refinamiento del teorema de existencia de entornos normales.
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Proposicion 10.19

Para cada puntp € M existe un entorn®V dep y un mimeroé > 0 tales que para cadac W, la
aplicacbn exponencialxp, es un difeomorfismo eB(0,9) C T,M y B(q,6) > W. En otras palabras,
W es un entorno normal de todos sus puntos, por lo que se denomina entorno totalmente normal.

De este resultado podemos extraer dos interesantes consecuencias:

(1) Dados dos puntag , g» enTV existe undinica geoésicay ‘minimizante’ unienday; congs.

(2) La geodsicay depende diferenciablemente(@e, ¢2) en el siguiente sentido: dad@, ¢-) existe
un tnico vectorn € T,, M, que depende diferenciablemente(de ¢2), tal quey’(0) = v.

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ON DE LOS CONOCIMIENTOS

A.10.1. Sean(x1,z2) las coordenadas habituales Bé y sea la conexin definida por losisbolos
siguientes:
I}, =0, excepto I'fy=3, Tj =-2

(a) Escribe y resuelve las ecuaciones diferenciales de lasg®ag en un punto cualquiera de
R2
(b) ¢Es una cone&n completa, es decir, el campo géeito asociado es completo?

(c) Si oy ~ son dos geogsicas tales que(0) = o(0) y 4/(0) = bo’(0), b € R, prueba
que~(t) = o(bt) para todot posible. (Esta afirmagn es consecuencia del teorema de
existencia y unicidad de geesicas; sin embargo, aichay que demostrarlo sin hacer uso de
este teorema).

A.10.2. Consideremos el cilindro
C={(z,y,2) e R%2? +y* =r?}
con la conex¢n inducida der>.

Prueba que las geédicas d&' son las Rlices, las rectas generadoras y losuos (inter-
seccdn deC' con planos:=constante).

(6) Dados dos puntos, g € C, ¢cuantas geoelsicas conectany ¢?

A.10.3. Seay : I — M una geoésica no constante. Entonces una reparametoizgeih : J — M es
una geoésica si, y 6lo si,h es una fundn lineal, es deci,(t) = at + b, para ciertas constantes
ayb.

A.10.4. Una curvax : I — M es ungpregeocesicasi admite una reparametrizaci como geoésica.
Prueba que una curvaes una preged@sica si, y 6lo si, su vector aceleram es proporcional a
su vector velocidad, es decir (t) = f(t)a/(t) para una cierta funon diferenciablef.

A.10.5. Prueba que la geédica des™(r?) que pasa en el instante 0 por un pupta velocidadv €
T,S™(r?) viene dada por

—cos (P )y T en (VI
~(t,p,v) = cos p+ — sen v
r ] r
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Como consecuencia, dado un pupta S"(r?), un vectorv € T,8™(r?) es citico para la aplica-
cion exponenciadxp,, : T,S™(r*) — §™(r?) si, y Dlo si, [v| = mar, conm € Z*.
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5. PREGUNTAS DE EVALUACI ON

E.10.1. Sean(x1, 72) las coordenadas habitualeski® Definimos una coneg&n enRR? considerando
los dmbolos siguientes:

I}, =0, excepto Tj,=T4 =1

(a) Escribe y resuelve las ecuaciones diferenciales de lagg®ag en un punto cualquiera de
R2,

(b) ¢Es una cone&in completa, es decir, el campo gésito asociado es completo? ¢ Salen
geodksicas del origen pasando por cada punto del plano?

(c) Si oy ~ son dos geogsicas tales que(0) = o(0) y +/(0) = bo’(0), b € R, prueba
que~(t) = o(bt) para todot posible. (Esta afirmaén es consecuencia del teorema de
existencia y unicidad de geesicas; sin embargo, aduay que demostrarlo sin hacer uso de
este teorema).

E.10.2. Unageocksica a trozoses una curva diferenciable a trozos cuyos subsegmentos diferenciables
son geodsicas. Prueba que una variedad diferenciableon una cone®in afin V, es conexa si,
y solo si, cualesquiera dos puntos tiese pueden unir mediante una gésida a trozos.
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ANOTACIONES
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6. BIOGRAFIA: WILHELM KLINGENBERG (  1924-)

Wilhelm P.A. Klingenberg (1924-) nacb en Rostock, Mecklenburg, Alemania. Su familia se
traslad a Berln en1934, donde Klingenberg asistial colegio, aprendiendo fat griego y franés, y
teniendo que estudiar matéticas de forma autodidacta e independiente.&atrel Joachimsthalsces
Gymnasium eng37 y recibié su diploma de gradudm enig41. A continuacdn solicib su ingreso en
la Universidad de Beim, lo cual no le fue concedido, teniendo que alistarse eregdigg. Klingenberg
escribe:

Cuando el final de la guerra me devdivia libertad, caml® mi escritura y cometéca buscar un
lugar para estudiar. La devastada y ocupada ciudad deiBeplied relegada, Gotinga y Hamburgo
estaban llenas, por lo que me magch la Universidad de Kiel.

Klingenberg obtuvo su doctorado epso con una tesis sobre geomniatdiferencial . Desdeigso
hastai g52 fue un investigador asistente en la Universidad de Kiel, déhBachmannle hizo interesar-
se por los fundamentos de la georfetDurante estapoca resol un problema sobre las equivalencias
de las configuraciones en un planinadobre el qu&kuth Moufabg halia estado trabajand@&laschke

le aconsd) que viajase a ltalia, y Klingenberg [@asierto tiempo durante el curs@s2/1953 en la
Universidad de Roma, donde estuvo fuertemente influidd-pSeveri E. Bompianiy B. Segre

Tras su regreso a Alemania, Klingenberg complai tesis de habilitash en Hamburgo y ob-
tuvo un puesto de profesor permanente en la Universidad de Gotinga, trabajandeidemeister
Klingenberg escribe:

Tengo bonitos recuerdos de nuestré®a ali; Reidemeister po$a una mente brillante y un gran
abanico de intereses, siendo su esposa Elisabeth una renombradeafiat

Figura 10.1: Wilhelm Klingenberg

Klingenberg pad el cursoig54/1955 en la Universidad de Bloomington, en los Estados Unidos,
visitando asiduamenteMorse, de la Universidad de Princeton. Sus intereses se alejaron de la geometr
diferencial ain y proyectiva, y volvieron a la geom@&rriemanniana. Aunque permaneeintre el pro-
fesorado de la Universidad de Gotinga hasjags, Klingenberg pasS los cursoag56/1957 Y 1957/1958
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en el Instituto para Estudios Avanzados (IAS) en Princetonadén se desplaz a la Universidad de
California, en Berkeley, invitado por el profes®iS. Chern Klingenberg escribe:

Le cono¢ en Hamburgo engss, cuando estaba visitando a su viejo profesor Blaschke, y desde
entonces estuvo apéydome en cada ocdsi que se le presentaba.

Mientras estaba en Berkeley, Klingenberg rexibfertas para ocupar sendagezras en las universi-
dades de Wirzburg y Mainz, inclidindose finalmente por la Universidad de Mainz. Tiessadespés,

en 1966, las universidades de Zurich y Bonn le ofrecier@tedras. Klingenberg elig@j no sin algunas
dificultades, la atedra en Bonn. Sin embargo, Bonn coaéipidamente, tanto en profesorado como en
alumnado:

...y parte delintimo atractivo de un grupo unido se vino abajo. No sin tristeza y lucha, finalmente
acepé el cambio y concer#irtodas mis enefgs en mi propio grupo de geometdiferencial.

Klingenberg estuvo trabajando, durante stissaen la Universidad de Bonn, sobre gesidas cerradas,
retirandose eng8g. Entre sus principales libros pueden destacarse los siguightesirse in differen-
tial geometry (Un curso en geomigtrdiferencial,1978), Lectures on closed geodesics (Lecturas sobre
geodkesicas cerradasig78) y Riemannian geometry (Geonietriemanniana,1g82). Acerca deésta
Gltima obra, Klingenberg comenta:

Es el libro nés importante acerca de este tema desde la monizgdafL.P. Eisenhart eng26.
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7. BIOGRAFIA: SIMON DONALDSON ( 1957-)

Simon Kirwan Donaldson (1957-) asistd al colegio Sevenoaks en Kent desdeo hastaig7s,
traslacindose en dichof@ al College Pembroke, en Cambridge, donde estuvo hg8ta recibiendo
su B.A. eni1g79. Uno de sus tutores en Cambridge lo describe como un estudiante muy bueno, aunque
no el mejor de suféo.

En 1980 Donaldson comienza su trabajo de postgraduado en el College Worcester, en Oxford,
primero bajo la supervién deNigel Hitchen y despés bajo la supervién deAtiyah, el cual difa
sobreél lo siguiente:

En 1982, cuando era un estudiante postgraduado de seguiiido 8imon Donaldson demaostun
resultado que asombra la comunidad mateatica.

Este resultado fue publicado por Donaldson en el Boléé la American Mathematical Society, y en
él analizaba las conexiones autoduales y la topalog las variedades de dimedisicuatro. Atiyah
continla la descripd&n de Donaldson:

Junto al importante trabajo de Michael Freedman ..., el resultado de Donaldson implica que exis-
ten espacios de dimeasi 4 “exbticos”, es decir, variedades diferenciables de diméngi que son
equivalentes topohicamente pero no diferenciablemente al espacioiéecR*. Lo sorprendente

de este resultado es que el vatoe= 4 es ellnico posible para el cual existen espacioéteos de

esa dimengin. Estos espacios @ticos tienen la notable propiedad de contener conjuntos compac-
tos que no edin contenidos en ninguna esfera tridimensional embebida.

Despies deobtener su doctorado egB3 en la Universidad de Oxford, Donaldson fue seleccionado
como Miembro Investigador Junioren el College All Souls, de Oxford. El cursceatiad 198384 lo
pad en el Instituto de Estudios Avanzados de Princeton. A su regreso a Oxfor@, lacapedra Wallis

de matenaticas, cargo que desenii@een la actualidad.

Figura 10.2: Simon Donaldson

Donaldson ha recibido muchos honores y premios por su trabajoig&nrecibid el Premio
Whitehead Junior de la Sociedad Matgiva de Londres, emg86 fue elegido miembro de la Real
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Sociedad y, en el mismdia, recibd la Medalla Fields en el Congreso Internacional que se deketor
Berkeley. Enigg1 recibid el premio Sir Williams Hopkins de la Sociedad Fidfisa de Cambridge vy,
al ao siguiente, la Real Sociedad le ofieta Medalla Real. Engg4 recibio el Premio Crafoord de la
Real Academia Sueca de las Ciencias:

... for sus investigaciones fundamentales en la gedande cuatro dimensiones y su aplicacia
los ‘instantones’, en particular su descubrimiento de nuevos invariantes&goos . . .

Atiyah describe del siguiente modo la contrilutide Donaldson que le pernditobtener la Medalla
Fields:

Cuando Donaldson obtuvo sus primeros resultados sobre 4-variedades, las ideas eran tan novedosas
y extraias para los gémetras y toplogos de le&época que simplemente lo miraron con admiéeci
Lentamente el mensaje ha ido calando y hoy las ideas de Donaldsonyessiendo utilizadas por

otros materaticos en muchos campos . .. Donaldson ha cread@area enteramente nueva, de modo

que inesperados y misteriosos®emenos acerca de las 4-variedades han sido descubiertos.&dem

los netodos son nuevos y profundos, con utilibadile difciles ecuaciones no lineales en derivadas
parciales. Por otra parte, la teda se halla perfectamente anclada en el reino de las méatieas,
incorporando ideas de lddica tébrica y estando bien relacionada con la geonietilgebraica.

El ariculo de Donaldson, citado en la bibliogieafes muy interesante, pues contiene numerosos co-
mentarios acerca démo Donaldson consigbidemostrar sus famosos resultados cuardio era un
estudiante en Oxford, asomo un recopilatorio de sudtimas ineas de investigamn, en las que ha
estado trabajando en loB@s recientes.

El trabajo de Donaldson éstecogido por R. Stern:

En 1982, Simon Donaldson ini6i un rico viaje georétrico que nos ha conducido a una de las
conclusiones @ excitantes de este siglo. Ha creadoaraa nueva y excitante de investigai
sobre la que trabajan numeros matgticos, y que toddea contirlia proporcionando misteriosos e
inesperados féaimenos acerca de la topoli@gy la geomefia de las 4-variedades diferenciables.
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