CAPITULO 9
CONEXIONES AFINES

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP iTULO

Se pretende que el alumno sepa definir, establecer o determinar lo siguiente:

Conexbn afin Curvatura de una coneé

Coeficientes oimbolos de Christofel

Derivada covariante a lo largo de una curva

Conexbn afin en un punto

, , Campos paralelos
Conexbn afin carbnica

Torsibn de una conegi Transporte paralelo a lo largo de una curva

La diferencial covariante

Conexbn sinetrica

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP iTULO

La introduccon por Levi-Civita del concepto de paralelismo supuso un extraordinario avance en
la Geomefia Diferencial. En el caso de superficies eh existe un concepto equivalente, llamado
derivada covariante, que puede ser descrito como sigue. Considesemds® una superficie regular,
¢ : I — S una curva parametrizada ¢hy V : I — R? un campo de vectores tangenté a lo
largo dec. En general, el vectoV (t) = %/(t) no pertenece al plano tangerftg,)S, por lo que se
considera el vector obtenido al proyectar ortogonalméfiie sobreT,;)S, que se denota ponTV (t).

Dicho vector se denomina la derivada covariantd’denc(t), y la importancia de esta elebai radica
en el hecho de que la derivada covariante es un concepiasieto de la superficie, pued® depende

de la primera forma fundamental.
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2.1. Definiciones y resultados &sicos

Definicion 9.1

Unaconexdn afin sobre una variedad diferencialdlées una aplicabnV : X (M) xx (M) — X(M),
denotada po¥ (X, Y) = VxY, verificando las dos propiedades siguientes:

V) VixtigvyZ = fVxZ +gVyZ;

@ Vx(fY+g9Z)=X()Y+fVxY+X(9)Z+gVxZ,paratodo fio de camposX,Y, Z € X(M)
y todo par de funciones diferenciabléy g.

El proposito de introducir este concepto es el de desarrollar ungtsatisfactoria de diferencia-
cion en variedades, teniendo propiedades similares a las que se satisf&éercét&rmino “conexdn”
no tiene un significado especial y hay que interpretarlo justamente como un operador, en un sentido
similar a la derivada direccional.

Ademés de la interpretagi global de la cone&n que hemos presentado, resulta de particular
interés la expresin local de la cone®in, ya que asociada a ella aparecen los coeficientes de la@onexi
o simbolos de Christoffel Antes de obtener la exprési local debemos observar que se satisface el
siguiente resultado.

Proposicion 9.2

SeaV una conexén afin sobre una variedad y seall' un entorno abierto el .
(1) SiX; = X enU entonces/ x,Y = Vx,Y enU.

(2) SiYy = Y5 enU entonced/ xY, = VxYs enU.

Obtengamos ahora la expresilocal de la conekin. Sea(U, z) un sistema de coordenadas, y
supongamos que los camplise Y se expresan localmente como

S’ 0
X:;aia—% Y:;bia—xi

Escribamos

Entonces, en el abierid, se verifica

= 0

Las funciones{l“i?j} se denominan los coeficientes de la coama Smbolos de Christoffel asociados a
la cartax.

Esta visbn permite deducir que el valor 8&xY en un puntg sblo depende d&,,, deY,, y de las
derivadas de las funciones componente¥’dm la direcodbn de.X,,. Por tanto, es posible construir una
aplicacbn linealV,, para cada vector tangentenp, V,, : X(p) — T, M, satisfaciendo la condion
Vo (fY) = v(f)Y, + f(p)V,Y para toda fundin f diferenciable en un entorno ge De este modo
definimos una fundin lineal V), denominada conedn afin enp, que a cada vectar tangente a\/
enp le asocia la aplicadn V,,. Asi pues, a partir de una conéxi afin V sobreM podemos construir
conexiones afine¥ ) en cada punt de la variedad. Una especie deipoco se presenta en el
siguiente resultado.
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Proposicion 9.3

SeaV una correspondencia que asocia a cada ppirde la variedad una conéa afn V) enp.
EntoncesV define una conegih afin sobreM si, y solamente si, para todo par de campos de vectores
diferenciablesX eY’, la funcbonp — V, x,Y es un campo de vectores diferenciable.

Ejemplo 9.4
En cualquier cartdl, =) de una variedad diferenciabl puede definirse una conéxi de la siguiente
manera. Sic = (z1,...,z,) €Y = Y, biz2-, entonces
VxY = Zn: X (b;) 0
aﬂfi

i=1

V se denomina la conexi afin carbnica asociada a la cartél, ). Como consecuencia, toda variedad
diferenciable con una carta global admite una cobrexi

Utilizando la caracterizaon de la Proposiéin 9.3 se prueba el siguiente resultado.

Proposicion 9.5
Toda variedad diferenciable Hausdorff con una base numerable admite unacoafexi

2.2. Torsion y curvatura de una conexén

Dada una conegn afin sobre una variedad diferenciable, existen dos tensores asociados de gran
importancia, aunque su verdadera potencia aparece cuando se estudian sobre variedades riemannianas.

Proposicion 9.6

SeaV una conexén afin sobre una variedad diferenciabley definamod’ : X (M) x X (M) — X (M)
porT(X,Y) = [X,Y] - VxY + VyX. Entonced’ es un tensor de tipo (1,2) sobké denominado
tensor torsin deV.

Algunos autores consideran-&’ como el tensor torén. Si denotamos pdf;; a los campos de
vectores

Tij = T(0;,05), 0= 0z

entonces esatil probar que

n
0
— k k
T = Z(Fji - Fij)a—xk
k=1

El siguiente resultado es ahora obvio.

Proposicion 9.7
Una conexbn afin V tiene torson cero si, y 6lo si, en cualquier sistema de coordenadas sus compo-
nentes satisfacdﬂ;i = Ff} Una tal conexdn se dice que esimétrica

Ejemplo 9.8
La conexbn carbnica definida anteriormente es §itrica ya que susmbolos de Christoffel son nulos
en todo punto.
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Mientras que el corchete de Lie de dos camposy’] mide la diferencia en el intercambio en el
orden de diferenciaén para las funciones, no ocurre lo mismo para los campos. Ndesgtibbar que,
en generalVx(VyZ) — Vy(VxZ) # 0; por tanto, dicha diferencia determina un campo de vectores
sobreM que puede ser pensado como élago a[ X, Y]. Surge de este modo un nuevo tensor.

Proposicion 9.9

SeaV una conexén afin sobre una variedad diferenciabley definamosk : X (M )xX(M)xx(M) —
X(M) porR(X,Y)Z =V xy1Z — Vx(VyZ) + Vy(VxZ). Entoncest es un tensor de tipo (1,3)
sobreM denominaddensor curvatura@eV .

Debido a que en el espacio eddoR™ se tieneR = 0, podemos interpretar el tensor curvatura
como una forma de medir anto se desa M de ser euctieo.

2.3. Laderivada covariante

La nocbn de paralelismo introducida por Levi-Civita es anterior a las conexiones afines y a las
derivadas covariantes. Sin embargo, y por razones pgitas, nosotros hemos invertido el orden de
presentadin.

Proposicion 9.10

SeaM una variedad diferenciable con una colexafin. Entonces existe urimica correspondencia
que asigna a cada campo vectokiak lo largo de una curva diferenciable I — M otro campo
vectorial % a lo largo dec, denominadalerivada covariantee V' a lo largo dec, satisfaciendo las
siguientes propiedades:

O F(V+W) =5 + B

@) 2(fv)=4Lv + fLY para toda fundin diferenciablef : I — R,y

(3) Si V est inducido por un campo de vectorésc Xx(M), es decir,V(t) = Y (c(t)), entonces
DV

= =VnY.

dt &(t)

Este resultado prueba que la eléccde una conegin afin conduce a una buena defidicide la derivada
de campos de vectores a lo largo de curvas. Laomode conexin proporciona, adeas, una manera de
diferenciar vectores a lo largo de curvas, permitiendo hablar por ejemplo de la aéeleimcina curva.

Surge ahora, de manera natural, la baaie paralelismo.

Definicion 9.11
Un campo de vectores sobre se diceconstanteo paralelosi Vx,Y = 0 para todo puntg y todo
vector X, tangente a/ enp.

En general no existen tales campos de vectores, ni siquiera sobréipscudrconjuntos d&/. Sin
embargo, dada una curva diferenciablel — M, siempre existe un campo de vectovgs) paralelo
a lo largo dec, lo que se indica pon% = 0. Esto permite construir una aplicani entre espacios
tangentes denominadatednsporte paralelpque constituye una herramienta niitit en Geometia de
Riemann.
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Proposicion 9.12

Seal una variedad diferenciable con una codexafn. Seac : I — M una curva diferenciable en
y v un vector tangente &l enc(ty). Entonces existe uainico campo de vectores paral&ica lo largo
dec tal queV (to) = v. El campoV se denominaransporte paraleldev a lo largo de-.

La existenciay unicidad de campos de vectores paralelos permite construir la siguientetaplicaci
Seac: I — M unacurvaem yty € M. Para cada, € I podemos construir la aplicasi

P=Pl(c): T,M — T,M, p=c(t), q=-c(tr),

que enva cadav € T, M al vectorV (t,) € T,M. Esta aplica@n se denomina transporte paralelo a lo
largo dec desdep hastag. Es facil probar el siguiente resultado.

Proposicion 9.13
El transporte paralelo a lo largo delesdey hastay es un isomorfismo lineal.

2.4. Ladiferencial covariante

Para definir una derivamn en los campos tensoriales basta definirla en las funciones y en los
campos diferenciables. Esto nos conduce al siguiente resultado.

Proposicion 9.14

SealM una variedad diferenciable con una cobexain V y consideremos un campo de vectoves
X(M). Entonces existe unaica derivadn tensoriaNy tal queVy (f) =V (f) y Vv (W) = VyW.
Vv se denomina la diferencial covariante respectt de

SeauntensoA € 77 (M). Entonces la aplicah V' — VA esC>(M)-lineal, lo cual justifica
la siguiente definidn.

Definicion 9.15
La diferencial covariante de un tensére 7 (M) es el tensoW A € 7, (M) dado por

(VA)(BL,...,0", X1,..., X, V) := (VyA) O, ....0", X1,..., X,)

El tensorA se dice que es paralelogid = 0.

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ON DE LOS CONOCIMIENTOS

A.9.1. SeaM una variedad diferenciable con una colexiineal V. Consideremos(,Y € (M)y
supongamos qu& = 0 0Y = 0 en un abiertd/ de M. Entonces se verifica quéxY = 0
sobreU.

A.9.2. (a) SeaV™ unaconexin con torsbn no nuldl’ sobre una variedatl/. Prueba qu& — definida
por
VyY =ViY +T(X,)Y)

€S una nueva coné con torsbn —7'.
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(b) SeaV™ una conexdn con torsdbn no nulal’ sobre una variedadl/ y V- la conexéon aso-
ciada que nos da el apartado anterior. Prueba que

1
VxY = §(V}Y + VyY)

define una cone&in V que es siratrica.
(c) Si F;'.k son los coeficientes de una cortaxilineal dada sobré/, prueba que la conem
simétrica asociada tiene coeficientes
1

2(F§-k +T;)-

A.9.3. SeaM una variedad diferenciabley una conexdn. Prueba que las dos condiciones siguientes
son equivalentes:
(a) V tiene torsbn cero.
(b) dw(X,Y) = {(Vxw)Y — (Vyw)X}, para todo par de campos,Y € X (M) y toda
1-formaw € A'(M).

A.9.4. SeaM una variedad diferenciabley una conexdn sobre)M sin torsbn. Demuestra que para
toda 2-forma diferenciable € A*(M) y para cualesquiera tres camplisY, Z € x(M) se
verifica:

dw(X,Y,Z) ={(Vxw)(Y,Z) + (Vyw)(Z,X) + (Vzw)(X,Y)}.

A.9.5. SeaM una variedad diferenciabley una conexdn sobrel. Prueba la igualdad:

dw(X,Y,Z) = {(Vxw)(Y,Z) + (Vyw)(Z,X) + (Vzw(X,Y)
+w(T(X,Y), Z)+w(T(Z,X),Y)+w(T(Y,Z),X)}

para toda 2-forma diferenciablec \*(M) y cualesquiera tres campds Y, Z € x(M).

A.9.6. SeaM una variedad diferenciable y una conexn sobreM. Representamos pot(M) el
conjunto de las transformaciones afines\ddeDemuestra quel()M) es un grupo.

A.9.7. SeanM y M’ dos variedades diferenciables con conexiovWeg V', respectivamente, y :
M — M’ un difeomorfismo. Se dice quees undransformacion afin si conserva la coneén,
esto es:

e (VxY) = V;*(X)W*(Y)a
para todo par de campd$, Y € x(M). Prueba la igualdad:
P:(T(X,Y)) = T'(ps(X), 0u(Y)),

para todo par de campas,Y € X(M), siendoT y T’ los tensores de tokan deV y V/,
respectivamente.

A.9.8. Seah : J — I una reparametriza@n de una curva diferenciabte: I — M. SiZ € ¥(«)
entoncesZ o h € X(a o h) y se verifican las siguientes ecuaciones:

dh
(a) (Zoh)/ = EZ/O h

2 2
(b) (Zoh)" = %Z’ofH— <%> Z"oh
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A.9.9. Sean : I — M una curva diferenciable tal qué(sg) # 0.

(@) SiZ € x(a)esun campo de vectores diferenciable a lo larga detonces existe un campo
de vectores diferenciablé en un entorno de«(sp) en M tal que(Z),) = Z(s) paras
cerca desg.

(b) Deduce que existe un camgibtal quec es localmente una curva integral de

A.9.10. SeaM una variedad diferenciable con una coex simétrica ys : 2 — M una superficie

parametrizada. Entonces:
D 9s D 0s

dvdu  Judv
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5. PREGUNTAS DE EVALUACI ON

E.9.1. SeanM y M’ dos variedades diferenciables con conexio¥eg V', respectivamente, y :
M — M’ un difeomorfismo. Prueba que dadbk M’', V' y ¢, existe undinica conexdn V’
sobreM’ tal quey es una transformatn afin. ¢ Q@ relacon hay entre losimbolos de Christoffel
de M y M’ asociados a sistemas de coordenadas relacionados mesifante

E.9.2. SeaV una conexdn sobreR? definida por los nbolos siguientes (respecto de la base global
carbnica dex (R?)):
Ty =1, T8 =0 (i,5,k) # (2,1,1).

Consideremos la curva : R — R? dada poro(t) = (3e~t, 4t + 5). Encuentra el campo de
vectoresY” a lo largo des que nos da el desplazamiento paralelo Ega(0)) = o/(0).

E.9.3. SeaD la conexdn usual de Levi-Civita d®™. Seap € R"y v € T,R". Para todo campo
diferenciableX definimosV por
vox =2
t=0
dondeF : R — R" esh definida potF'(t) = X (p + tv). Prueba que el operad®drad definido
€S una conewin y que coincide com.
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ANOTACIONES
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6. BIOGRAFIA: LUTHER EISENHART ( 1876-1965)

Luther Pfahler Eisenhart (1876-1965) fue estudiante en el Colegio de Getisburgo destie
hastai 896, recibiendo suitulo de Bachiller en8g6. Despés de estudiar en un colegio durante fin,a
ingre® en la Universidad de Johns Hopkins para proseguir con los estudios de graduado. Obtuvo el
doctorado engoo con una tesis doctoral tituladiafinitesimal deformations of surfaces (Deformaciones
infinitesimales de superficiesfste trabajo estuvo fuertemente influido por ésao tratado dd.G.
Darboux (1842-1917) sobre el dpico, y durante su elabor@ci recibd muy poca atendin de parte de
Su supervisor.

Eisenhart pas la mayor parte de su carrera en Princeton, dondé lgeger instructor emgoo
y profesor emgog, carg que desempg® hasta que se refiren1945. Fue nombrado Decano de la
Facultad emg25, desempiando el cargo hastays3, cuando fue nombrado Decano de la Escuela
Graduada.

Los trabajos de Einsenhart pueden agruparse en dos etapas diferenciadas, aunque ambas dedicadas
a la geometa diferencial. Durante la primeggpoca contin@ las investigaciones de su tesis doctoral
estudiando deformaciones de superficies. Su primer Bbiiweatise in the Differential Geometry of
Curves and Surfaces (Tratado de Geon@ebiferencial de Curvas y Superficiegublicado enigog,
trataba sobre este tema y&biasado en los distintos cursos que Einsenhart indpamtia Universidad
de Princeton a lo largo de varioB@s. R.C. Archibald describe este libro como sigue:

...en forma de libro de texto, con numerosos problemas, introduciendo al estudiante étddesn
clasicos y modernos. Una de las novedadés imteresantes del volumen es el llamado “triedro
movil” para curvas alabeadas, d&xomo las superficies, utilizado frecuentemente por Darboux y
otros. Del primero se toman losatodos de teda de funciones reales de una variable real. La obra
introduce al estudiante americano en un importante campo utilizando para ello8tzdos rAs
modernos.

El reconocimiento de Eisenhart por Darboux era notorio y en toutmtpublicado en la revistBull.
Amer. Math. Socal &io siguiente a la muerte de Darboux, Eisenhart escribe:

Darboux fue unérreo defensor del uso de los elementos imaginarios en gel@méndia que su uso
en geomein era tan necesario como lo es erédisis. Estaba impresionado por ekito que hatan
tenido en la soludin del problema de las superficies minimales. ... Darboux reconoce a E. Combes-
cure como el primero en aplicar consideraciones ciAoas al estudio de la te@a de superficies,
con el consiguiente uso de las referencia@viles. Pero todos le debemos a Darboux, adsmel
método, su sistedatico desarrollo y exposion . .. La habilidad de Darboux es una rara combirtati
entre elaboradn geonétrica y potencia andfica. No simpatizaba con aquellos quEsutilizaban
un razonamiento gecgtrico cuando intentaban resolver problemas gétimos, ni tampoco con
aquellos que sefdn una especial necesidad de seguitosprocedimientos andicos. .. Teia en
comin con Monge la necesidad de hacer disdos, aderas de realizar investigaciones y descubri-
mientos. ... Sus brillantes investigaciones [la de sudipiigos] es el mejor tributo a su maestro.

La segunda&poca comienza emz21, cuando Einsehart, animado por la teode la relatividad
deA. Einstein y las geometas relacionadas, estudia diversas generalizaciones de la gieotecRie-
mann. Fruto de estas investigacionesasetos dos librofkiemannian Geometry (Geonietrieman-
niana, 1926) y Non-Riemannian Geometry (Geomatno riemannianajg27). Sobre el primero de los
libros S. Lefschetzdice:
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Figura 9.1: L.P. Eisenhart

Riemann propuso la generalizéci de la teora de superficies como las Haldesarrollado Gauss,

para espacios de cualquier orden, e introdujo ciertas ideas fundamentales en e$tageoeral.
Contribuciones importantes fueron hechas por Bianchi, Beltrami, Christoffel, Schur, Voss, y otros,
y Ricci-Curbastro coordid y extendd la teoiia con el uso del alisis tensorial y su &lculo dife-
rencial. El libro presenta la teda existente sobre geomitrriemanniana desps de un periodo de
considerable estudio y desarrollo del tema por Levi-Civita, Einsehart y muchos otros.

En 1933 Eisenhart publido Continuous Groups of Transformations (Grupos continuos de transforma-
ciones) que continuaba sus trabajos anteriores sobre léateer Lie usando los @todos del &lculo
tensorial y la geomei diferencial. A este respects, Lefschetzdice:

El estudio de grupos continuos de transformaciones fue inaugurado por Lie y continuado posterior-
mente por Engel, Killing, Scheffers, Schur, Cartan, Bianchi y Fubini, ufitglpque se ce con el

cambio de siglo. El nuevo cétplo comené alrededor deig20 con los estudios del dtisis tenso-

rial, geometfa riemannianay sus generalizaciones, y la apliéaadile la teofa de grupos continuos

a las nuevas tedas fisicas. Eisenhart ha desarrollado un destacable cuerpo de material original y

ha ayudado notablemente a sus colegas gracias a sus frecuentes trabajos recopilatorios en campos
donde ha llegado a ser un especialista.

Eisenhart estuvo vinculado a la Sociedad Mdtt#oa Americana durante muchd$os, pues fue Vice-
presidente engi4, Colloquium lecturer eng25, donde imparti conferencias sobre geoniatno rie-
manniana, edit la revistaTransactions of the American Mathematical Socigderg17 hastaigz2s,
siendo editor jefe durante el periodgz0-1923, y Presidente durante do8@s (1931-1932).
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7. BIOGRAFIA: SHIING-SHEN CHERN ( 1911-)

Shiing-shen Chern(1g11-) comend sus estudios en la Universidad Nankai, en Tientsin (China),
graduwandose en la Universidad de Tsing Hua, iRekue elinico estudiante de matéticas que ingrés
en la universidad emg3o y durante los cuatrofes que estuvo en la Universidad estudrofunda y
ampliamente la geomédr diferencial proyectiva, publicando sus propio$caifbssobre este tema.

En 1934 consigud una beca para estudiar en los Estados Unidos, pero Chernéseliciareci-
damente que se le permitiera ir a Hamburgo, ya quéshadnocido aV. Blaschke cuandoéste visib
Pelin en1g32, encontrando sus maté@ticas atractivas. Desps de trabajar apenas uiicacon Blas-
chke, Chern obtuvo el doctorado por la Universidad de Hamburggsh

Figura 9.2: Fotografia S.S. Chern

En este punto Chern fue obligado a elegir entre dos opciones muy atractivat parananecer en
Hamburgo y trabajar ealgebra bajo lasrdenes dértin , 0 marchar a Paris para estudiar con Cartan.
Aunque Chern conda a Artin muy bien y le hubiera apetecido trabajar éynsus deseos de seguir
investigando en geomédrdiferencial fueron el factor decisivo para que recalara en Paris. Su estancia
en Pars fue muy productiva, aprendiendo a acercarse a las natitera de un modo especial, como el
propio Cartan sgala:

...desde la evidencia y los f@menos que nacen de casos especiales en lugar de utilizar un punto
de vista general y abstracto.

En 1937 Chern deja P&s para convertirse en profesor de la Universidad de Tsing Hua. Sin enésiego
fue el momento en el que coménita guerra chino-japonesa, y desdg8 hastaig43 trabap para la
Universidad Asociada del Sudeste. fj13 se traslada a los Estados Unidos y hasgtg, permanece en
la Universidad de Princeton, donde consigue impresiofan&eyl y O. Veblen En esta Universidad
se hace muy amigo d& Lefschetzque le persuade de ser editor de los Annals of Mathematics.

Al finalizar la Segunda Guerra Mundial, Chern regresa a China, y se incorpora al Instituto de
Matematicas en la Academia Sinica, en Nanking. Pero la desgracia no abandona a China que vive en
plena guerra civil, por lo que Chern acepta la invibacile Weyl y Veblen para regresar a Princeton.
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Desdeig49 Chern es miembro de la Universidad de Chicago, ocupandoatedra en geomeé.
En 1969 Chern se traslada a la Universidad de California, en Berkeley.

En 1975 gard la Medalla Nacional de la Ciencia, en83 obtuvo el Premio Wolf, eng85 fue
elegido miembro de la Real Sociedad de Londres yialsiguiente lo nombraron miembro honorario
de la Sociedad Mateaticas de Londres.

Figura 9.3: Fotografia S.S. Chern

Suarea de investigaon fue geometa diferencial, donde estuillas clases caractisticas en es-
pacios fibrados (hoy llamadas, en su honor, clases de Chern). Estas clases son importéitesnno s
matenaticas sino tamkin en fsica materatica. Traba) en las clases caracigticas durante el periodo
1943-1945 que paé en la Universidad de Princeton, y en esta migpaca obtuvo su famosa demostra-
cion de la brmula de Gauss-Bonnet.

Su trabajo queda perfectamente resumido por C.N. Yang:

Cuando Chern trabajaba en geomietrdiferencial por los &os cuarenta, estarea de las ma-
tematicas tefa un nivel muy bajo. La geomérdiferencial global estaba en sus comienzos y la
teoria de Morse 6lo era comprendida y utilizada por unos pocos matgoos. En la actualidad, la
geometia diferencial es una de la&reas principales de las matéaticas y una de las personas que
mas ha contribuido a este cambio ha sido el profesor Chern.

En 1979 se celebd un Simposio en su honor, y los asistentes le homenajearon con la siguiente
cancbn:

Hail to Chern! Mathematics Greatest!

He made Gauss-Bonnet a household word,
Intrinsic proofs he found,

Throughout the World his truths abound,
Chern classes he gave us,

and Secondary Invariants,

Fibre Bundles and Sheaves,

Distributions and Foliated Leaves!

All Hail All Hail to CHERN.
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