
CAPÍTULO 9
CONEXIONES AFINES

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP ÍTULO

Se pretende que el alumno sepa definir, establecer o determinar lo siguiente:

• Conexíon af́ın

• Coeficientes o śımbolos de Christofel

• Conexíon af́ın en un punto

• Conexíon af́ın cańonica

• Torsión de una conexión

• Conexíon siḿetrica

• Curvatura de una conexión

• Derivada covariante a lo largo de una curva

• Campos paralelos

• Transporte paralelo a lo largo de una curva

• La diferencial covariante

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP ÍTULO

La introduccíon por Levi-Civita del concepto de paralelismo supuso un extraordinario avance en
la Geometŕıa Diferencial. En el caso de superficies enR3 existe un concepto equivalente, llamado
derivada covariante, que puede ser descrito como sigue. ConsideremosS ⊂ R3 una superficie regular,
c : I −→ S una curva parametrizada enS y V : I −→ R3 un campo de vectores tangente aS a lo
largo dec. En general, el vectoṙV (t) = dV

dt (t) no pertenece al plano tangenteTc(t)S, por lo que se

considera el vector obtenido al proyectar ortogonalmenteV̇ (t) sobreTc(t)S, que se denota porDVdt (t).
Dicho vector se denomina la derivada covariante deV enc(t), y la importancia de esta elección radica
en el hecho de que la derivada covariante es un concepto intrı́nseco de la superficie, pues sólo depende
de la primera forma fundamental.
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2.1. Definiciones y resultados b́asicos

Definición 9.1
Unaconexíon af́ın sobre una variedad diferenciableM es una aplicación∇ : X(M)×X(M) −→ X(M),
denotada por∇(X,Y ) = ∇XY , verificando las dos propiedades siguientes:
(1)∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z;
(2)∇X(fY +gZ) = X(f)Y +f∇XY +X(g)Z+g∇XZ, para todo tŕıo de camposX, Y ,Z ∈ X(M)
y todo par de funciones diferenciablesf y g.

El proṕosito de introducir este concepto es el de desarrollar una teorı́a satisfactoria de diferencia-
ción en variedades, teniendo propiedades similares a las que se satisfacen enRn. El término “conexíon”
no tiene un significado especial y hay que interpretarlo justamente como un operador, en un sentido
similar a la derivada direccional.

Además de la interpretación global de la conexión que hemos presentado, resulta de particular
inteŕes la expresión local de la conexión, ya que asociada a ella aparecen los coeficientes de la conexión
o śımbolos de Christoffel. Antes de obtener la expresión local debemos observar que se satisface el
siguiente resultado.

Proposición 9.2
Sea∇ una conexíon af́ın sobre una variedadM y seaU un entorno abierto enM .
(1) SiX1 = X2 enU entonces∇X1Y = ∇X2Y enU .
(2) Si Y1 = Y2 enU entonces∇XY1 = ∇XY2 enU .

Obtengamos ahora la expresión local de la conexión. Sea(U, x) un sistema de coordenadas, y
supongamos que los camposX eY se expresan localmente como

X =
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
Y =

n∑
i=1

bi
∂

∂xi

Escribamos

∇∂i
∂j =

n∑
k=1

Γkij
∂

∂xk
, Γkij ∈ C∞(U)

Entonces, en el abiertoU , se verifica

∇XY =
n∑
k=1

X(bk) +
∑
i,j

aibjΓkij

 ∂

∂xk

Las funciones{Γkij} se denominan los coeficientes de la conexión o śımbolos de Christoffel asociados a
la cartax.

Esta visíon permite deducir que el valor de∇XY en un puntop sólo depende deXp, deYp y de las
derivadas de las funciones componentes deY en la direccíon deXp. Por tanto, es posible construir una
aplicacíon lineal∇v, para cada vector tangentev enp,∇v : X(p) −→ TpM , satisfaciendo la condición
∇v(fY ) = v(f)Yp + f(p)∇vY para toda funcíon f diferenciable en un entorno dep. De este modo
definimos una función lineal∇(p), denominada conexión af́ın enp, que a cada vectorv tangente aM
enp le asocia la aplicación∇v. Aśı pues, a partir de una conexión af́ın∇ sobreM podemos construir
conexiones afines∇(p) en cada puntop de la variedad. Una especie de recı́proco se presenta en el
siguiente resultado.
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Proposición 9.3
Sea∇ una correspondencia que asocia a cada puntop de la variedad una conexión af́ın ∇(p) en p.
Entonces∇ define una conexión af́ın sobreM si, y solamente si, para todo par de campos de vectores
diferenciablesX eY , la funcíonp −→ ∇(p)Xp

Y es un campo de vectores diferenciable.

Ejemplo 9.4
En cualquier carta(U, x) de una variedad diferenciableM puede definirse una conexión de la siguiente
manera. Six = (x1, . . . , xn) eY =

∑
i bi

∂
∂xi

, entonces

∇XY =
n∑
i=1

X(bi)
∂

∂xi

∇ se denomina la conexión af́ın cańonica asociada a la carta(U, x). Como consecuencia, toda variedad
diferenciable con una carta global admite una conexión.

Utilizando la caracterización de la Proposición 9.3 se prueba el siguiente resultado.

Proposición 9.5
Toda variedad diferenciable Hausdorff con una base numerable admite una conexión af́ın.

2.2. Torsión y curvatura de una conexíon

Dada una conexión af́ın sobre una variedad diferenciable, existen dos tensores asociados de gran
importancia, aunque su verdadera potencia aparece cuando se estudian sobre variedades riemannianas.

Proposición 9.6
Sea∇ una conexíon af́ın sobre una variedad diferenciableM y definamosT : X(M)×X(M)→ X(M)
porT (X,Y ) = [X,Y ] − ∇XY +∇YX. EntoncesT es un tensor de tipo (1,2) sobreM denominado
tensor torsíonde∇.

Algunos autores consideran a−T como el tensor torsión. Si denotamos porTij a los campos de
vectores

Tij = T (∂i, ∂j), ∂i =
∂

∂xi

entonces es fácil probar que

Tij =
n∑
k=1

(Γkji − Γkij)
∂

∂xk

El siguiente resultado es ahora obvio.

Proposición 9.7
Una conexíon af́ın ∇ tiene torsíon cero si, y śolo si, en cualquier sistema de coordenadas sus compo-
nentes satisfacenΓkji = Γkij . Una tal conexíon se dice que essimétrica.

Ejemplo 9.8
La conexíon cańonica definida anteriormente es simétrica ya que sus sı́mbolos de Christoffel son nulos
en todo punto.
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Mientras que el corchete de Lie de dos campos[X,Y ] mide la diferencia en el intercambio en el
orden de diferenciación para las funciones, no ocurre lo mismo para los campos. No es difı́cil probar que,
en general,∇X(∇Y Z)−∇Y (∇XZ) 6= 0; por tanto, dicha diferencia determina un campo de vectores
sobreM que puede ser pensado como el análogo a[X,Y ]. Surge de este modo un nuevo tensor.

Proposición 9.9
Sea∇ una conexíon af́ın sobre una variedad diferenciableM y definamosR : X(M)×X(M)×X(M)→
X(M) porR(X,Y )Z = ∇[X,Y ]Z − ∇X(∇Y Z) +∇Y (∇XZ). EntoncesR es un tensor de tipo (1,3)
sobreM denominadotensor curvaturade∇.

Debido a que en el espacio euclı́deoRn se tieneR = 0, podemos interpretar el tensor curvatura
como una forma de medir cuánto se desv́ıaM de ser euclı́deo.

2.3. La derivada covariante

La nocíon de paralelismo introducida por Levi-Civita es anterior a las conexiones afines y a las
derivadas covariantes. Sin embargo, y por razones pedagógicas, nosotros hemos invertido el orden de
presentacíon.

Proposición 9.10
SeaM una variedad diferenciable con una conexión af́ın. Entonces existe unáunica correspondencia
que asigna a cada campo vectorialV a lo largo de una curva diferenciablec : I −→ M otro campo
vectorial DVdt a lo largo dec, denominadoderivada covariantedeV a lo largo dec, satisfaciendo las
siguientes propiedades:
(1) Ddt(V +W ) = DV

dt + DW
dt ;

(2) Ddt(fV ) = df
dtV + f DVdt , para toda funcíon diferenciablef : I −→ R; y

(3) Si V est́a inducido por un campo de vectoresY ∈ X(M), es decir,V (t) = Y (c(t)), entonces
DV
dt = ∇ċ(t)Y .

Este resultado prueba que la elección de una conexión af́ın conduce a una buena definición de la derivada
de campos de vectores a lo largo de curvas. La noción de conexíon proporciona, adeḿas, una manera de
diferenciar vectores a lo largo de curvas, permitiendo hablar por ejemplo de la aceleración de una curva.

Surge ahora, de manera natural, la noción de paralelismo.

Definición 9.11
Un campo de vectoresY sobreM se diceconstanteo paralelosi∇XpY = 0 para todo puntop y todo
vectorXp tangente aM enp.

En general no existen tales campos de vectores, ni siquiera sobre pequeños subconjuntos deM . Sin
embargo, dada una curva diferenciablec : I −→M , siempre existe un campo de vectoresV (t) paralelo
a lo largo dec, lo que se indica porDVdt = 0. Esto permite construir una aplicación entre espacios
tangentes denominada eltransporte paralelo, que constituye una herramienta muyútil en Geometŕıa de
Riemann.
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Proposición 9.12
SeaM una variedad diferenciable con una conexión af́ın. Seac : I →M una curva diferenciable enM
y v un vector tangente aM enc(t0). Entonces existe uńunico campo de vectores paraleloV a lo largo
dec tal queV (t0) = v. El campoV se denominatransporte paralelodev a lo largo dec.

La existencia y unicidad de campos de vectores paralelos permite construir la siguiente aplicación.
Seac : I →M una curva enM y t0 ∈M . Para cadat1 ∈ I podemos construir la aplicación

P = P t1t0 (c) : TpM → TqM, p = c(t0), q = c(t1),

que env́ıa cadav ∈ TpM al vectorV (t1) ∈ TqM . Esta aplicacíon se denomina transporte paralelo a lo
largo dec desdep hastaq. Es f́acil probar el siguiente resultado.

Proposición 9.13
El transporte paralelo a lo largo dec desdep hastaq es un isomorfismo lineal.

2.4. La diferencial covariante

Para definir una derivación en los campos tensoriales basta definirla en las funciones y en los
campos diferenciables. Esto nos conduce al siguiente resultado.

Proposición 9.14
SeaM una variedad diferenciable con una conexión af́ın∇ y consideremos un campo de vectoresV ∈
X(M). Entonces existe unáunica derivacíon tensorial∇V tal que∇V (f) = V (f) y∇V (W ) = ∇VW .
∇V se denomina la diferencial covariante respecto deV .

Sea un tensorA ∈ T rs (M). Entonces la aplicaciónV → ∇VA esC∞(M)-lineal, lo cual justifica
la siguiente definicíon.

Definición 9.15
La diferencial covariante de un tensorA ∈ T rs (M) es el tensor∇A ∈ T rs+1(M) dado por

(∇A)(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs, V ) := (∇VA)(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)

El tensorA se dice que es paralelo si∇A = 0.

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ÓN DE LOS CONOCIMIENTOS

A.9.1. SeaM una variedad diferenciable con una conexión lineal∇. ConsideremosX,Y ∈ (M) y
supongamos queX = 0 o Y = 0 en un abiertoU deM . Entonces se verifica que∇XY = 0
sobreU .

A.9.2. (a) Sea∇+ una conexíon con torsíon no nulaT sobre una variedadM . Prueba que∇− definida
por

∇−XY = ∇+
XY + T (X,Y )

es una nueva conexión con torsíon−T .
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(b) Sea∇+ una conexíon con torsíon no nulaT sobre una variedadM y ∇− la conexíon aso-
ciada que nos da el apartado anterior. Prueba que

∇XY =
1
2

(∇+
XY +∇−XY )

define una conexión∇ que es siḿetrica.

(c) Si Γijk son los coeficientes de una conexión lineal dada sobreM , prueba que la conexión
simétrica asociada tiene coeficientes

1
2

(Γijk + Γikj).

A.9.3. SeaM una variedad diferenciable y∇ una conexíon. Prueba que las dos condiciones siguientes
son equivalentes:

(a) ∇ tiene torsíon cero.

(b) dω(X,Y ) = {(∇Xω)Y − (∇Y ω)X}, para todo par de camposX,Y ∈ X(M) y toda
1-formaω ∈

∧1(M).

A.9.4. SeaM una variedad diferenciable y∇ una conexíon sobreM sin torsíon. Demuestra que para
toda 2-forma diferenciableω ∈

∧2(M) y para cualesquiera tres camposX,Y, Z ∈ X(M) se
verifica:

dω(X,Y, Z) = {(∇Xω)(Y,Z) + (∇Y ω)(Z,X) + (∇Zω)(X,Y )}.

A.9.5. SeaM una variedad diferenciable y∇ una conexíon sobreM . Prueba la igualdad:

dω(X,Y, Z) = {(∇Xω)(Y, Z) + (∇Y ω)(Z,X) + (∇Zω(X,Y )
+ω(T (X,Y ), Z) + ω(T (Z,X), Y ) + ω(T (Y,Z), X)}

para toda 2-forma diferenciableω ∈
∧2(M) y cualesquiera tres camposX,Y, Z ∈ X(M).

A.9.6. SeaM una variedad diferenciable y∇ una conexíon sobreM . Representamos porA(M) el
conjunto de las transformaciones afines deM . Demuestra queA(M) es un grupo.

A.9.7. SeanM y M ′ dos variedades diferenciables con conexiones∇ y ∇′, respectivamente, yϕ :
M −→M ′ un difeomorfismo. Se dice queϕ es unatransformación af́ın si conserva la conexión,
esto es:

ϕ∗(∇XY ) = ∇′ϕ∗(X)ϕ∗(Y ),

para todo par de camposX,Y ∈ X(M). Prueba la igualdad:

ϕ∗(T (X,Y )) = T ′(ϕ∗(X), ϕ∗(Y )),

para todo par de camposX,Y ∈ X(M), siendoT y T ′ los tensores de torsión de∇ y ∇′,
respectivamente.

A.9.8. Seah : J −→ I una reparametrización de una curva diferenciableα : I −→ M . SiZ ∈ X(α)
entoncesZ ◦ h ∈ X(α ◦ h) y se verifican las siguientes ecuaciones:

(a) (Z ◦ h)′ =
dh

dt
Z ′ ◦ h

(b) (Z ◦ h)′′ =
d2h

dt2
Z ′ ◦ h+

(
dh

dt

)2

Z ′′ ◦ h
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A.9.9. Seaα : I →M una curva diferenciable tal queα′(s0) 6= 0.

(a) SiZ ∈ X(α) es un campo de vectores diferenciable a lo largo deα entonces existe un campo
de vectores diferenciablẽZ en un entorno deα(s0) enM tal que(Z̃)α(s) = Z(s) paras
cerca des0.

(b) Deduce que existe un campõZ tal queα es localmente una curva integral deZ̃.

A.9.10. SeaM una variedad diferenciable con una conexiónD simétrica ys : Ω −→M una superficie
parametrizada. Entonces:

D

∂v

∂s

∂u
=

D

∂u

∂s

∂v
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5. PREGUNTAS DE EVALUACI ÓN

E.9.1. SeanM y M ′ dos variedades diferenciables con conexiones∇ y ∇′, respectivamente, yϕ :
M −→ M ′ un difeomorfismo. Prueba que dadosM,M ′,∇ y ϕ, existe unáunica conexíon∇′
sobreM ′ tal queϕ es una transformación af́ın. ¿Qúe relacíon hay entre los sı́mbolos de Christoffel
deM y M ′ asociados a sistemas de coordenadas relacionados medianteϕ?

E.9.2. Sea∇ una conexíon sobreR2 definida por los śımbolos siguientes (respecto de la base global
cańonica deX(R2)):

Γ1
21 = 1, Γkij = 0 (i, j, k) 6= (2, 1, 1).

Consideremos la curvaσ : R −→ R2 dada porσ(t) = (3e−t, 4t + 5). Encuentra el campo de
vectoresY a lo largo deσ que nos da el desplazamiento paralelo conY (σ(0)) = σ′(0).

E.9.3. SeaD la conexíon usual de Levi-Civita deRn. Seap ∈ Rn y v ∈ TpRn. Para todo campo
diferenciableX definimos∇ por

∇vX =
dF

dt

∣∣∣∣
t=0

dondeF : R −→ Rn est́a definida porF (t) = X(p+ tv). Prueba que el operador∇ aśı definido
es una conexión y que coincide conD.
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6. BIOGRAFÍA: LUTHER EISENHART ( -)

Luther Pfahler Eisenhart (-) fue estudiante en el Colegio de Getisburgo desde
hasta, recibiendo su tı́tulo de Bachiller en. Despúes de estudiar en un colegio durante un año,
ingreśo en la Universidad de Johns Hopkins para proseguir con los estudios de graduado. Obtuvo el
doctorado en con una tesis doctoral tituladaInfinitesimal deformations of surfaces (Deformaciones
infinitesimales de superficies). Este trabajo estuvo fuertemente influido por el clásico tratado deJ.G.
Darboux (-) sobre el t́opico, y durante su elaboración recibío muy poca atención de parte de
su supervisor.

Eisenhart paśo la mayor parte de su carrera en Princeton, donde llegó a ser instructor en
y profesor en, carǵo que desempeñó hasta que se retiró en. Fue nombrado Decano de la
Facultad en, desempẽnando el cargo hasta, cuando fue nombrado Decano de la Escuela
Graduada.

Los trabajos de Einsenhart pueden agruparse en dos etapas diferenciadas, aunque ambas dedicadas
a la geometŕıa diferencial. Durante la primeráepoca continúo las investigaciones de su tesis doctoral
estudiando deformaciones de superficies. Su primer libroA Treatise in the Differential Geometry of
Curves and Surfaces (Tratado de Geometrı́a Diferencial de Curvas y Superficies), publicado en,
trataba sobre este tema y está basado en los distintos cursos que Einsenhart impartió en la Universidad
de Princeton a lo largo de varios años. R.C. Archibald describe este libro como sigue:

. . . en forma de libro de texto, con numerosos problemas, introduciendo al estudiante en los métodos
clásicos y modernos. Una de las novedades más interesantes del volumen es el llamado “triedro
móvil” para curvas alabeadas, ası́ como las superficies, utilizado frecuentemente por Darboux y
otros. Del primero se toman los métodos de teorı́a de funciones reales de una variable real. La obra
introduce al estudiante americano en un importante campo utilizando para ello los métodos ḿas
modernos.

El reconocimiento de Eisenhart por Darboux era notorio y en un artı́culo publicado en la revistaBull.
Amer. Math. Soc.al ãno siguiente a la muerte de Darboux, Eisenhart escribe:

Darboux fue un f́erreo defensor del uso de los elementos imaginarios en geometrı́a. Créıa que su uso
en geometŕıa era tan necesario como lo es en análisis. Estaba impresionado por eléxito que hab́ıan
tenido en la solucíon del problema de las superficies minimales. . . . Darboux reconoce a E. Combes-
cure como el primero en aplicar consideraciones cinemáticas al estudio de la teorı́a de superficies,
con el consiguiente uso de las referencias móviles. Pero todos le debemos a Darboux, además del
método, su sisteḿatico desarrollo y exposición . . . La habilidad de Darboux es una rara combinación
entre elaboracíon geoḿetrica y potencia analı́tica. No simpatizaba con aquellos que sólo utilizaban
un razonamiento geoḿetrico cuando intentaban resolver problemas geométricos, ni tampoco con
aquellos que sentı́an una especial necesidad de seguir sólo procedimientos analı́ticos. . . Teńıa en
coḿun con Monge la necesidad de hacer discı́pulos, adeḿas de realizar investigaciones y descubri-
mientos. . . . Sus brillantes investigaciones [la de sus discı́pulos] es el mejor tributo a su maestro.

La segundáepoca comienza en, cuando Einsehart, animado por la teorı́a de la relatividad
deA. Einstein y las geometŕıas relacionadas, estudia diversas generalizaciones de la geometrı́a de Rie-
mann. Fruto de estas investigaciones serı́an los dos librosRiemannian Geometry (Geometrı́a rieman-
niana,) y Non-Riemannian Geometry (Geometrı́a no riemanniana,). Sobre el primero de los
librosS. Lefschetzdice:
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Figura 9.1: L.P. Eisenhart

Riemann propuso la generalización de la teoŕıa de superficies como las habı́a desarrollado Gauss,
para espacios de cualquier orden, e introdujo ciertas ideas fundamentales en esta teorı́a general.
Contribuciones importantes fueron hechas por Bianchi, Beltrami, Christoffel, Schur, Voss, y otros,
y Ricci-Curbastro coordińo y extendío la teoŕıa con el uso del ańalisis tensorial y su ćalculo dife-
rencial. El libro presenta la teorı́a existente sobre geometrı́a riemanniana despúes de un periodo de
considerable estudio y desarrollo del tema por Levi-Civita, Einsehart y muchos otros.

En  Eisenhart publićo Continuous Groups of Transformations (Grupos continuos de transforma-
ciones), que continuaba sus trabajos anteriores sobre la teorı́a de Lie usando los ḿetodos del ćalculo
tensorial y la geometrı́a diferencial. A este respecto,S. Lefschetzdice:

El estudio de grupos continuos de transformaciones fue inaugurado por Lie y continuado posterior-
mente por Engel, Killing, Scheffers, Schur, Cartan, Bianchi y Fubini, un capı́tulo que se cerŕo con el
cambio de siglo. El nuevo capı́tulo comenźo alrededor de con los estudios del análisis tenso-
rial, geometŕıa riemanniana y sus generalizaciones, y la aplicación de la teoŕıa de grupos continuos
a las nuevas teorı́as f́ısicas. Eisenhart ha desarrollado un destacable cuerpo de material original y
ha ayudado notablemente a sus colegas gracias a sus frecuentes trabajos recopilatorios en campos
donde ha llegado a ser un especialista.

Eisenhart estuvo vinculado a la Sociedad Matemática Americana durante muchos años, pues fue Vice-
presidente en, Colloquium lecturer en, donde impartío conferencias sobre geometrı́a no rie-
manniana, edit́o la revistaTransactions of the American Mathematical Societydesde hasta,
siendo editor jefe durante el periodo-, y Presidente durante dos años (-).

Bibliograf ı́a

Florian Cajori. A History of Mathematics. Chelsea Publising Company, 1995.

Internet. URL de la ṕagina:
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7. BIOGRAFÍA: SHIING-SHEN CHERN ( -)

Shiing-shen Chern(- ) comenźo sus estudios en la Universidad Nankai, en Tientsin (China),
gradúandose en la Universidad de Tsing Hua, Pekı́n. Fue eĺunico estudiante de matemáticas que ingreśo
en la universidad en y durante los cuatro años que estuvo en la Universidad estudió profunda y
ampliamente la geometrı́a diferencial proyectiva, publicando sus propios artı́culossobre este tema.

En  consiguío una beca para estudiar en los Estados Unidos, pero Chern solicitó encareci-
damente que se le permitiera ir a Hamburgo, ya que habı́a conocido aW. Blaschkecuandoéste visit́o
Peḱın en, encontrando sus matemáticas atractivas. Después de trabajar apenas un año con Blas-
chke, Chern obtuvo el doctorado por la Universidad de Hamburgo en.

Figura 9.2: Fotografı́a S.S. Chern

En este punto Chern fue obligado a elegir entre dos opciones muy atractivas paraél: permanecer en
Hamburgo y trabajar eńalgebra bajo laśordenes deArtin , o marchar a Paris para estudiar con Cartan.
Aunque Chern conocı́a a Artin muy bien y le hubiera apetecido trabajar conél, sus deseos de seguir
investigando en geometrı́a diferencial fueron el factor decisivo para que recalara en Paris. Su estancia
en Paŕıs fue muy productiva, aprendiendo a acercarse a las matemáticas de un modo especial, como el
propio Cartan sẽnala:

. . . desde la evidencia y los fenómenos que nacen de casos especiales en lugar de utilizar un punto
de vista general y abstracto.

EnChern deja Parı́s para convertirse en profesor de la Universidad de Tsing Hua. Sin embargoéste
fue el momento en el que comenzó la guerra chino-japonesa, y desde hasta trabaj́o para la
Universidad Asociada del Sudeste. En se traslada a los Estados Unidos y hasta permanece en
la Universidad de Princeton, donde consigue impresionar aA. Weyl y O. Veblen. En esta Universidad
se hace muy amigo deS. Lefschetzque le persuade de ser editor de los Annals of Mathematics.

Al finalizar la Segunda Guerra Mundial, Chern regresa a China, y se incorpora al Instituto de
Mateḿaticas en la Academia Sinica, en Nanking. Pero la desgracia no abandona a China que vive en
plena guerra civil, por lo que Chern acepta la invitación de Weyl y Veblen para regresar a Princeton.
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DesdeChern es miembro de la Universidad de Chicago, ocupando una cátedra en geometrı́a.
En Chern se traslada a la Universidad de California, en Berkeley.

En  gańo la Medalla Nacional de la Ciencia, en obtuvo el Premio Wolf, en fue
elegido miembro de la Real Sociedad de Londres y al año siguiente lo nombraron miembro honorario
de la Sociedad Mateḿaticas de Londres.

Figura 9.3: Fotografı́a S.S. Chern

Suárea de investigación fue geometrı́a diferencial, donde estudió las clases caracterı́sticas en es-
pacios fibrados (hoy llamadas, en su honor, clases de Chern). Estas clases son importantes no sólo en
mateḿaticas sino también en f́ısica mateḿatica. Trabaj́o en las clases caracterı́sticas durante el periodo
- que paśo en la Universidad de Princeton, y en esta mismaépoca obtuvo su famosa demostra-
ción de la f́ormula de Gauss-Bonnet.

Su trabajo queda perfectamente resumido por C.N. Yang:

Cuando Chern trabajaba en geometrı́a diferencial por los ãnos cuarenta, estéarea de las ma-
teḿaticas teńıa un nivel muy bajo. La geometrı́a diferencial global estaba en sus comienzos y la
teoŕıa de Morse śolo era comprendida y utilizada por unos pocos matemáticos. En la actualidad, la
geometŕıa diferencial es una de laśareas principales de las matemáticas y una de las personas que
más ha contribuido a este cambio ha sido el profesor Chern.

En  se celebŕo un Simposio en su honor, y los asistentes le homenajearon con la siguiente
cancíon:

Hail to Chern! Mathematics Greatest!
He made Gauss-Bonnet a household word,
Intrinsic proofs he found,
Throughout the World his truths abound,
Chern classes he gave us,
and Secondary Invariants,
Fibre Bundles and Sheaves,
Distributions and Foliated Leaves!
All Hail All Hail to CHERN.
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