CAPITULO 8
DERIVACIONES TENSORIALES

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP iTULO

Se pretende que el alumno sepa definir, establecer o determinar lo siguiente:

e Derivacbn tensorial e Derivaciones y antiderivaciones sobre las
e Caacter local de una derivami formas

e Construcadn de derivaciones e Ladiferencial exterior

e Laderivada de Lie e El producto interior

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP iTULO

2.1. Definiciones y resultados &sicos

Definimos en esta led@n lo que se entiende por una derivacitensorialD sobre una variedad
diferenciableM, que es un conjunto de funcionislinealesD’ que aplica los tensores de tipa s)
en los tensores del mismo tipo, y tales que satisfacen la regla de Leibnitz del producto y conmutan con
las contracciones. En el caso especial eniqaes = 0, entonces se trata de una derigecsobre las
funciones diferenciables y, en consecuencia, proviene @deign campo de vectores diferenciableaiv
precisamente:

Definicion 8.1
Unaderivacibn tensorialD sobre una variedadl/ es un conjunto de aplicacion&slineales

D=D.:7/(M)—T](M), r,s =0
tales que para cualesquiera tensotesB se tiene:

(1)D(A® B)=DA® B+ A® DB.
(2)D(CA) = C(DA), para cualquier contradm C'.
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Las derivaciones tensoriales no son, en genéfal,M/)-lineales. Por este motivo, el valor del
tensorD A en un puntg de M no puede obtenerséls a partir ded,,, esto es, del valor dd enp. Sin
embargo(DA)(p) depende de los valores deen un entorno arbitrariamente pegoelep, lo cual nos
recuerda la conocida propiedad relativa a la diferencial de funciones diferenciablesaditicical
de las derivaciones puede expresarse diciendo que la dénvarisorial conmuta con la restrionia
abiertos de la variedad.

Proposicion 8.2
SiD es una derivadin tensorial sobréf y U C M es un abierto, entonces existe umdca derivadn
tensorialDy; sobreU tal que

Dy(Aly) = (PA)|y

para cualquier tensot sobreM . Dy; se denomina la restriaom deD aU.

Un resultado interesante es &jgue nos da labrmula de la derivadin tensorial de un tensor a
partir de la derivadéin de campos de vectores y uno formas, de lo que se deduce que si dos derivaciones
coinciden sobre los campos de vectores y sobre las uno formas entonces son iguales.

Proposicion 8.3
SedD una derivadn tensorial sobrél y A € T (M). Entonces

D(AB,...,0",Xy,...,X,)) = (DA)B,...,0",X1,...,X,)

+Y A, DO 07, X X)
=1

+Y A@',...,07, Xy,...,DX;,..., X,)
7j=1

Como un caso particular de la proposéitique acabamos de enunciaf ss una uno-forma sobre
M podemos deducir la siguiente expf@spara su derivada tensorial:

(DO)(X) =D(HX) — 0(DX)
Por tanto, basta conocebmo actiaD sobre las funciones y los campos de vectores. En otras palabras,

Corolario 8.4
Si dos derivaciones tensorialBs y D, sobreM coinciden sobre las funciones diferenciables y sobre
los campos de vectores entonégs= D-.

Una consecuencia destacable de este resultado es que nos da la pista para construir derivaciones
tensoriales:

Teorema 8.5
Sea un campo de vectorésy una funconé : X (M) — ¥ (M) R-lineal, satisfaciendo

0(fX) = V()X + f6(X).

Entonces existe unanica derivadn que coincide coli actuando sobre las funciones diferenciables y
coné actuando sobre los campos de vectores.
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2.2. Laderivada de Lie

Como una de las aplicacionesamimportantes del resultado anterior podemos citar la construc-
cion de la derivada de Lie.

Proposicion 8.6

SeaV un campo de vectores diferenciable y consideremos la aggicatiferenciable) : X (M) —

X (M) dada pors(X) = [V, X]. Entonces existe unanica derivadn tensorialCy, sobreM tal que
Ly (f) = V(f) sobre las funciones diferenciableLy (X) = [V, X| sobre los campos de vectores.
Ly se denomina la derivada de Lie respectd’de

Denotando poD (M) el conjunto de todas las derivaciones tensoriales sbbppdemos, pues,
construir un operadof definido sobrex (M) y con valores efD(M ), que a cada campi le asigna la
derivada de Lie respecto d& y que se denomina la derivada de Lie:

L: X(M) — D(M)
Vv — Ly

La aplicacon £ ad definida satisface las siguientes propiedades.

Proposicion 8.7

(1) ﬁaV+bW =aly +bLw,a,b € R.
@) [Lv, Lw] = Livw)-

() Lv (df) = d(V [).

Si B € T} (M) es un tensor de tipo (1,1) sobfd e interpretamos3 como una aplicadin
C>®(M)-lineal B : x(M) — X (M), entonces existe urimica derivadn tensorialD g tal queDg(f) =
0y Dp(X) = BX. Por otra parte, sD es una derivadn tal queD} es una aplicadin C*°(M)-
lineal, entonce®} puede interpretarse como un tengbde tipo (1,1), y por este motivo la derivaai
la denotaremos pdPg. Esta familia de derivaciones nos permite probar que la derivada de Lie es,
esencialmente, lanica que existe. En efecto, tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 8.8
Dada una derivabn arbitraridD, existe uriinico campo de vectordsy untnico tensom3 de tipo (1,1)
tal que la derivadin se descompone cordgy + Dp.

2.3. Derivaciones y antiderivaciones en las formas

Si en lugar de considerar los tensores arbitrarios de(tipg nos centramos en las formas dife-
renciales, entonces podemos definir dos tipos de operadores con propiedades muy especiales.

Definicion 8.9

Un operadorl” : A(M) — A(M) se dice que es urderivacbn de grad®k, k € 7, si satisface las
siguientes tres propiedades:

(1) Tw € \PT2%(M) para todas € AP(M);
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(2) T esR-lineal;
B)T(wAO)=(Tw) N0 +wA (T6).

De manera totalmente aloga,

Definicion 8.10

Un operadofl’ es unaantiderivacbn de grad®k + 1, k € Z, si satisface:
(1) Tw € AP (M) para todas € \P(M);

(2) T esR-lineal;

B)T(wAb) = (Tw) A0+ (—1)Pw A (T0), siendop el grado dev.

La relacbn entre derivaciones y antiderivaciones queda reflejada de manera clara en el siguiente
resultado:

Proposicion 8.11

(1) Si Dy y D, son derivaciones entoncl9,, D»] es una derivadin de grado igual a la suma de los
grados dd)1 y Ds;

(2) Si D es una derivabin y A es una antiderivaén, entonce§D, A] es una antiderivaén;,

(3) Si A, y A5 son dos antiderivaciones, entonegsis + A, A1 €s una derivabin. Como consecuencia,
si A es una antiderivaén, entonces\’ es una derivaoin.

Seal un operador sobrd (M), entonced; es un operador sobyg(U), siendoU un abierto de
M. Se dice qué es local siTw)|y = Ty (w|v), paratoday € A\(M). Entonces demostramos que las
derivaciones y antiderivaciones son locales, es decir:

Proposicion 8.12
Si D es una derivadin (antiderivadn) sobre/\ (M) y U C M es un abierto, entonces existe umaca
derivacbn (antiderivadn) Dy sobre/\(U) tal que

Dy (0lv) = (DO)|y

para cualquier formé sobrelM .

Este resultado permite probar quéd'ses una derivadin (o antiderivadn) tal queT’(f) = 0 para
toda funcén diferenciablef y T'(w) = 0 para toda uno forma, entonced” = 0. Como consecuencia,
siTy y T> son dos derivaciones (o antiderivaciones) que coinciden sobre las funciones diferenciables y
sobre las uno formas, entonces son iguales.

Para finalizar el cdpulo introducimos dos antiderivaciones queaeshtimamente relacionadas
con la derivada de Lie: la diferencial exterior y el producto interior por un campo de vectores diferen-
ciable.

Proposicion 8.13

Existe unainica antiderivadnd de grado+1 tal que:

(1) d(f) = df (la diferencial ordinaria) para toda fuibei diferenciablef .
(2) d?> = 0.

d se denomina ldiferencial exterior
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Proposicion 8.14
SeaX € x(M) un campo de vectores diferenciable. La apliéac¢i : \(M) — N\(M) dada por

(in)(X1, N 7Xr—1) = w(X,Xl, . -;Xr—l)

es una antiderivaén de grado-1. ix se denomina gbroducto interior porX .

Entre las igualdades &s importantes que relacionan estos tres operado@slastsiguientes:

Proposicion 8.15

(1) Lx =ixd+dix;

(2) Lxd=dLx = dixd,;

(3) Lxix =ixLx,

(4) Lxiy —iyLx =[xy

dondeX eY son campos de vectores diferenciables.

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ON DE LOS CONOCIMIENTOS

A.8.1. Seaw € A\P(M), p > 0. ParatodaXy, ..., X, campos de vectores, definimos para 0:

(dw)(Xl, NN ,Xp+1) =
p+1 A .
Z(_l)H—lXi(w(Xla cee 7Xi7 . 7Xp+1))

i=1
+ Z(—l)iJrjw([Xi,Xj],Xl, ce ,Xi, ‘e ,Xj, ve ,Xp+1),
1<j

y parap = 0:
(dw)(X) = X (w).

Prueba quelw € APTL(M). dw es la diferencial exterior de, y la aplicacond : A(M) —
A(M) es la diferencial exterior.

A.8.2. Prueba las siguientes propiedades de la diferencial exterior, utilizando la defidaila en el
ejercicio anterior:

(@) Siw, 8 € AP(M) entoncesl(w + 0) = dw + db.
(b) d? = 0.
(c) Para formas diferencialese AP(M), § € N9(M) se satisface

dw A 0) = (dw) N0+ (—1)Pw A (dB).

A.8.3. Seal una variedad diferenciablg,c My U C M unentorno de. Sea{w!, ... ,w"} unabase
de 1-formas. Supongamos queléexiste un conjunto de 1-formas diferencialgssatisfaciendo
las condiciones siguientes:

(2

n
J_ i J_— _ J k
wp = —wj, dw’ = E wp Aw”.
k=1

Entonces tal conjunto dsico.
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A.8.4. Establece las siguientes propiedades de la derivada de Lie:

(@) Loviow = aly + bLy, cona,b € R
() [Lv, Lw] = Lw
(©) Lv(df) =d(V[)

A.8.5. SeaV € ¥(M)y A € T,}(M). Expresa las coordenadas de la derivada deCkidl, respecto
de un sistema de coordenadas, en fonde las componentes ey A.

A.8.6. Demuestra las siguientes igualdades entre la derivada dé,Le diferencial exteriodl y el
producto interior:

@) Lx = ixd + dix

(b) Lxd = dLy = dixd
(€) Lxix =ixLx

(d) Lxiy —iyLx =i[xy)

A.8.7. Seap : M — M’ una aplicadn diferenciable. Prueba:

@) ¢*(wAb)=(p*w) A (¢*0), paraw y 6 formas diferenciales.
(b) * conmuta con la diferencial exterior, es degif(dw) = d(¢*w).

4. BIBLIOGRAF iA DEL CAP {TULO

W. BOOTHBY. An Introduction to Differentiable Manifolds and Riemannian Geometfcademic
Press, 1986.

R. BRICKELL y R. CLARK . Differentiable ManifoldsVan Nostrand, 1970.

L. CONLON. Differentiable Manifolds. A First Coursairkhauser, 1993.

W.D. CURTIS y F.R. MILLER. Differential Manifolds and Theoretical PhysicAcademic Press, 1985.

5. PREGUNTAS DE EVALUACI ON

E.8.1. (a) CalculalxT, donde

0 0
T = 2—Qdrdy+y— Qdy®dy
Ay Ay

0 0

(b) CalculaLxT, donde

0 0 0
T = xy%(@dx—i-ya—y@dx—i-%@dy

0
X = y—+a*—
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E.8.2. Seap : R2\{(0,y)|y € R} — R2\{(x,z)|x € R} definida porp(x,y) = (z® +y,y) y sea

0 0
T=2r—Qdr®dy+y-— dy®dy.
Ox oy

. o 0 0
¢Cul es la traza del producto interior @econ 92 + xa—’?
x Y

E.8.3. Para todo campo de vector&se X (M) y todo tensor covariantd € 7.(M) se verifica
N S
LxA=lim - (47 (4) - 4),

donde{«} es el flujo deX. Probarlo para = 2. (Si el flujo es local, la ecuawn anterior es
valida localmente).
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ANOTACIONES
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6. BIOGRAFIA: ELIE CARTAN ( 1869-1951)

Elie Joseph Cartan(1869-1951) hacb en Dolomieu (cerca de Chakly), en la Saboya francesa,
y muri6 en Pais, Francia. Trab8jen grupos continuoslgebras de Lie, ecuaciones diferenciales y
geometra, proporcionando sus trabajos uir@esis de estaareas.

Cartan ingre8 en la Escuela Normal er888 y obtuvo su doctorado erg4. Fue profesor en las
universidades de Montpellier§g4-1896), Lyon (1896-1903), Nancy (go3-1909) y Paifis (1909-1940).
Tuvo cuatro hijos, uno de ellddenri Cartan (), que se converfia tambén en un brillante mateatico.
Por contra, otros hijos murieron e@gjicas circunstancias; Jean, compositor, aita edad de 25®s,
mientras que Louisji$ico, fue arrestado por los alemanesigiz y ejecutado desf@s de 15 meses en
cautividad.

Cartan se sumbrillantemente a la te@ de grupos continuos que halsido iniciada poMarius
Sophus Lie(1842-1899). Su tesis doctorah@g4) puede considerarse una contrilrcde importancia
capital a lasalgebras de Lie, y en ella completa la clasifiéacile lasalgebras semisimples q#@ling
halda practicamente encontrado. Posteriormente sevaicla teoka de lasalgebras asociativas e inves-
tigd la estructura de estadgebras sobre los cuerpos de Iésneros reales y complejogedderburn
completara el trabajo de Cartan en estesa.

Las representaciones de los grupos de Lie semisimpleséarabiajeron su ater@i. Su trabajo
es una mtesis asombrosa de téde Lie, geometa clasica, geomeia diferencial y topolot, que se
encuentra a lo largo de toda la obra de Cartan. Asimismo, Cartar® @bbdgebra de Grassmann a la
teoria de las formas diferenciales exteriores.

Figura 8.1: Elie Cartan

Haciaigo4, Cartan se vuelca en el estudio de las ecuaciones diferenciales, yigeSde inves-
tigacion esh centrada en la geometdiferencial area en la que publica la mayade sus trabajos. El
Programa de Erlangen delix Klein (1849-1925) halia sido considerado inadecuado para describir la
geometra porHermann Weyl (1885-1955) y Oswald Veblen(1880-1960), y en este apartado Cartan
jugafia un papel destacado. Examiltas acciones de los grupos de Lie de transformaciones sobre un
espacio, desarrollando la témrde las referencias Gwiles, que generalizaban la teémrcinenatica de
Jean G. Darboux(1842-1917).
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Cartan contribu§ a la geometa con su teda de los espacios s&tricos, que tiene su origen en
los ariculos publicados emg26, donde desarrolla las ideas estudiadas anteriormenté/icam K.
Clifford (1845-1879) y Arthur Cayley (1821-1895), y usa los mdtodos topdlgicos desarrollados por
Weyl en1g25. Estos trabajos skn completados emsz2.

Cartan examia desp@és varios problemas que previamenteibabsido estudiados pdienri
Poincaré (1854-1912). Por estaépoca, su hijo Henri Cartan realizaba contribuciones importantes a
las materaticas, y Elie Cartan utiliz muchos de sus teoremas en sus investigaciones. Cartar@tambi
publicd varios trabajos sobre la téade la relatividad y de los espinores. Sin duda alguna, Cartan puede
considerarse como uno de los ma#itos nas importantes e influyentes de la primera mitad del siglo
XX.
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7. BIOGRAFIA: TULLIO LEVI-CIVITA ( 1873-1941)

Tullio Levi-Civita (1873-1941) nacb el 29 de marzo en Padua, provincia de Veneto (Italia) y
murio el 29 de diciembre en Roma. Su nombre esta indisolublemente asociado a sus trabajos sobre el
calculo diferencial absoluto, con sus aplicaciones en ladet® la relatividad.

Levi-Civita se grada en la Universidad de Padua, siendo uno de sus profeGuoegmrio Ricci
(1853-1925), con quien Levi-Civita colabaren diversos trabajos de investigati

Levi-Civita fue seleccionado para ocupar lat€dra de Meanica de Padua erg8, un puesto
donde estuvo durante veinteas. Enig18 abandob Padua y se traslach Roma, donde tamém ocud
la Catedra de Me&nica durante veintefias, hasta que fue cesado por laificd discriminatoria del
gobierno, ya que era descendiente dégaed

La formacbn en materaticas puras de Levi-Civita era extensa, su intuiggeongtrica era parti-
cularmente excelente, e hizo buen uso de ella en diversos problemas détitae@plicadas. En uno
de sus trabajos de8gr Levi-Civita mejoraba ladrmula integral ddB. Riemann (1826-1866) para el
nimero de primos pertenecientes a un intervalo dado.

Figura 8.2: Imagen de T. Levi-Civita en los afios 20

Sin embargo, Levi-Civita es &s conocido por sus trabajos en alaulo diferencial absoluto con
sus aplicaciones a la téarde la relatividad. En887 publicd un famoso artulo en el que desarrollaba
el calculo de tensores, siguiendo el trabajoEdB. Christoffel (1829-19o0), incluyendo la diferencia-
cibn covariante. Engoo publicd, conjuntamente con Ricci, la téarde tensoreMéthodes de calcul
differential absolu et leures applications @ibdos de alculo diferencial absoluto y sus aplicaciongs)
gue quince aos despés sefa utilizada abilmente poA. Einstein.

Hermann Weyl (1885-1955) profundid en las ideas de Levi-Civita y constiuyna teoka uni-
ficada de la gravitadn y el electromagnetismo. El trabajo de Levi-Civita es, sin duda alguna, de una
importancia capital en la telarde la relatividad, y entre su produ@cicientfica merecen ser destacados
los ariculos sobre los campos gravitacionalesatsbs, los cuales desarrolla de una forma elegante e
ingeniosa.

Otro de los bpicos estudiados por Levi-Civita es la @nica andtica, dedicando numerosos
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arficulos al estudio dgbroblema de los tres cuerpo3amben escribd sobre hidrodiamica y sobre la
teofia de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales. 8@ sautaora deA.L. Cauchy (1789-1857)
y S. Kovalevskaya(1850-1891), escribiendo un excelente libro sobre este temeggmn. Posteriormen-
te, en1933, Levi-Civita contribuy de forma importante a la ecuacionesRi&.M. Dirac (1902-1984)
gue aparecen en la téarclantica.

Figura 8.3: Imagen de T. Levi-Civita en los afios 30

La Sociedad Real de Edimburgo le condetii medalla deSylvesteren 1922, y en 1930 fue
elegido miembro extranjero de la misma. Asimismo, fue miembro honorario de la Sociedadatieaem
de Londres, la Real Sociedad de Edimburgo y la Sociedad Muiarde Edimburgo.

Levi-Civita, comoVolterra y muchos otros cieificos italianos, se opuso dura y activamente
al fascismo. Desps de ser apartado de su puesto en la Universidad de Roma, su saludéempeor
rapidamente, su coram mostb sintomas de gran debilidad, muriendo finalmente de un derrame ce-
rebral.
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