
CAPÍTULO 8
DERIVACIONES TENSORIALES

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP ÍTULO

Se pretende que el alumno sepa definir, establecer o determinar lo siguiente:

• Derivacíon tensorial

• Caŕacter local de una derivación

• Construccíon de derivaciones

• La derivada de Lie

• Derivaciones y antiderivaciones sobre las
formas

• La diferencial exterior

• El producto interior

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP ÍTULO

2.1. Definiciones y resultados b́asicos

Definimos en esta lección lo que se entiende por una derivación tensorialD sobre una variedad
diferenciableM , que es un conjunto de funcionesR-linealesDrs que aplica los tensores de tipo(r, s)
en los tensores del mismo tipo, y tales que satisfacen la regla de Leibnitz del producto y conmutan con
las contracciones. En el caso especial en quer = s = 0, entonces se trata de una derivación sobre las
funciones diferenciables y, en consecuencia, proviene de unúnico campo de vectores diferenciable. Más
precisamente:

Definición 8.1
Unaderivacíon tensorialD sobre una variedadM es un conjunto de aplicacionesR-lineales

D = Drs : T rs (M)→ T rs (M), r, s > 0

tales que para cualesquiera tensoresA y B se tiene:
(1)D(A⊗B) = DA⊗B +A⊗DB.
(2)D(CA) = C(DA), para cualquier contracciónC.
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Las derivaciones tensoriales no son, en general,C∞(M)-lineales. Por este motivo, el valor del
tensorDA en un puntop deM no puede obtenerse sólo a partir deAp, esto es, del valor deA enp. Sin
embargo,(DA)(p) depende de los valores deA en un entorno arbitrariamente pequeño dep, lo cual nos
recuerda la conocida propiedad relativa a la diferencial de funciones diferenciables. El carácter local
de las derivaciones puede expresarse diciendo que la derivación tensorial conmuta con la restricción a
abiertos de la variedad.

Proposición 8.2
SiD es una derivación tensorial sobreM y U ⊂ M es un abierto, entonces existe unaúnica derivacíon
tensorialDU sobreU tal que

DU (A|U ) = (DA)|U

para cualquier tensorA sobreM . DU se denomina la restricción deD aU .

Un resultado interesante es aquél que nos da la fórmula de la derivación tensorial de un tensor a
partir de la derivacíon de campos de vectores y uno formas, de lo que se deduce que si dos derivaciones
coinciden sobre los campos de vectores y sobre las uno formas entonces son iguales.

Proposición 8.3
SeaD una derivacíon tensorial sobreM y A ∈ T rs (M). Entonces

D(A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)) = (DA)(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)

+
r∑
i=1

A(θ1, . . . ,Dθi, . . . , θr, X1, . . . , Xs)

+
s∑
j=1

A(θ1, . . . , θr, X1, . . . ,DXj , . . . , Xs)

Como un caso particular de la proposición que acabamos de enunciar, siθ es una uno-forma sobre
M podemos deducir la siguiente expresión para su derivada tensorial:

(Dθ)(X) = D(θX)− θ(DX)

Por tanto, basta conocer cómo act́uaD sobre las funciones y los campos de vectores. En otras palabras,

Corolario 8.4
Si dos derivaciones tensorialesD1 y D2 sobreM coinciden sobre las funciones diferenciables y sobre
los campos de vectores entoncesD1 = D2.

Una consecuencia destacable de este resultado es que nos da la pista para construir derivaciones
tensoriales:

Teorema 8.5
Sea un campo de vectoresV y una funcíon δ : X(M)→ X(M) R-lineal, satisfaciendo

δ(fX) = V (f)X + fδ(X).

Entonces existe unáunica derivacíon que coincide conV actuando sobre las funciones diferenciables y
conδ actuando sobre los campos de vectores.
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2.2. La derivada de Lie

Como una de las aplicaciones más importantes del resultado anterior podemos citar la construc-
ción de la derivada de Lie.

Proposición 8.6
SeaV un campo de vectores diferenciable y consideremos la aplicación diferenciableδ : X(M) →
X(M) dada porδ(X) = [V,X]. Entonces existe unáunica derivacíon tensorialLV sobreM tal que
LV (f) = V (f) sobre las funciones diferenciables yLV (X) = [V,X] sobre los campos de vectores.
LV se denomina la derivada de Lie respecto deV .

Denotando porD(M) el conjunto de todas las derivaciones tensoriales sobreM podemos, pues,
construir un operadorL definido sobreX(M) y con valores enD(M), que a cada campoV le asigna la
derivada de Lie respecto deV , y que se denomina la derivada de Lie:

L : X(M) → D(M)
V → LV

La aplicacíonL aśı definida satisface las siguientes propiedades.

Proposición 8.7
(1)LaV+bW = aLV + bLW , a, b ∈ R.
(2) [LV ,LW ] = L[V,W ].
(3)LV (df) = d(V f).

Si B ∈ T 1
1 (M) es un tensor de tipo (1,1) sobreM e interpretamosB como una aplicación

C∞(M)-linealB : X(M)→ X(M), entonces existe unaúnica derivacíon tensorialDB tal queDB(f) =
0 y DB(X) = BX. Por otra parte, siD es una derivación tal queD1

0 es una aplicación C∞(M)-
lineal, entoncesD1

0 puede interpretarse como un tensorB de tipo (1,1), y por este motivo la derivación
la denotaremos porDB. Esta familia de derivaciones nos permite probar que la derivada de Lie es,
esencialmente, láunica que existe. En efecto, tenemos el siguiente resultado:

Proposición 8.8
Dada una derivación arbitrariaD, existe uńunico campo de vectoresV y unúnico tensorB de tipo (1,1)
tal que la derivacíon se descompone comoLV +DB.

2.3. Derivaciones y antiderivaciones en las formas

Si en lugar de considerar los tensores arbitrarios de tipo(r, s) nos centramos en las formas dife-
renciales, entonces podemos definir dos tipos de operadores con propiedades muy especiales.

Definición 8.9
Un operadorT :

∧
(M) →

∧
(M) se dice que es unaderivacíon de grado2k, k ∈ Z, si satisface las

siguientes tres propiedades:
(1) Tω ∈

∧p+2k(M) para todaω ∈
∧p(M);
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(2) T esR-lineal;
(3) T (ω ∧ θ) = (Tω) ∧ θ + ω ∧ (Tθ).

De manera totalmente análoga,

Definición 8.10
Un operadorT es unaantiderivacíon de grado2k + 1, k ∈ Z, si satisface:

(1) Tω ∈
∧p+2k+1(M) para todaω ∈

∧p(M);
(2) T esR-lineal;
(3) T (ω ∧ θ) = (Tω) ∧ θ + (−1)pω ∧ (Tθ), siendop el grado deω.

La relacíon entre derivaciones y antiderivaciones queda reflejada de manera clara en el siguiente
resultado:

Proposición 8.11
(1) Si D1 y D2 son derivaciones entonces[D1, D2] es una derivación de grado igual a la suma de los
grados deD1 y D2;
(2) SiD es una derivación yA es una antiderivación, entonces[D,A] es una antiderivación;
(3) SiA1 yA2 son dos antiderivaciones, entoncesA1A2 +A2A1 es una derivación. Como consecuencia,
siA es una antiderivación, entoncesA2 es una derivación.

SeaT un operador sobre
∧

(M), entoncesTU es un operador sobre
∧

(U), siendoU un abierto de
M . Se dice queT es local si(Tω)|U = TU (ω|U ), para todaω ∈

∧
(M). Entonces demostramos que las

derivaciones y antiderivaciones son locales, es decir:

Proposición 8.12
SiD es una derivación (antiderivacíon) sobre

∧
(M) y U ⊂M es un abierto, entonces existe unaúnica

derivacíon (antiderivacíon)DU sobre
∧

(U) tal que

DU (θ|U ) = (Dθ)|U

para cualquier formaθ sobreM .

Este resultado permite probar que siT es una derivación (o antiderivacíon) tal queT (f) = 0 para
toda funcíon diferenciablef y T (ω) = 0 para toda uno formaω, entoncesT ≡ 0. Como consecuencia,
si T1 y T2 son dos derivaciones (o antiderivaciones) que coinciden sobre las funciones diferenciables y
sobre las uno formas, entonces son iguales.

Para finalizar el capı́tulo introducimos dos antiderivaciones que están ı́ntimamente relacionadas
con la derivada de Lie: la diferencial exterior y el producto interior por un campo de vectores diferen-
ciable.

Proposición 8.13
Existe unáunica antiderivacíond de grado+1 tal que:
(1) d(f) = df (la diferencial ordinaria) para toda función diferenciablef .
(2) d2 = 0.
d se denomina ladiferencial exterior.
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Proposición 8.14
SeaX ∈ X(M) un campo de vectores diferenciable. La aplicación iX :

∧
(M)→

∧
(M) dada por

(iXω)(X1, . . . , Xr−1) = ω(X,X1, . . . , Xr−1)

es una antiderivación de grado−1. iX se denomina elproducto interior porX.

Entre las igualdades ḿas importantes que relacionan estos tres operadores están las siguientes:

Proposición 8.15
(1)LX = iXd+ diX ;
(2)LXd = dLX = diXd;
(3)LXiX = iXLX ,
(4)LXiY − iY LX = i[X,Y ];
dondeX eY son campos de vectores diferenciables.

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ÓN DE LOS CONOCIMIENTOS

A.8.1. Seaω ∈ ∧p(M), p > 0. Para todoX1, . . . , Xp+1 campos de vectores, definimos parap > 0:

(dω)(X1, . . . , Xp+1) =
p+1∑
i=1

(−1)i+1Xi(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xp+1))

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xp+1),

y parap = 0:
(dω)(X) = X(ω).

Prueba quedω ∈ ∧p+1(M). dω es la diferencial exterior deω, y la aplicacíon d : ∧(M) −→
∧(M) es la diferencial exterior.

A.8.2. Prueba las siguientes propiedades de la diferencial exterior, utilizando la definición dada en el
ejercicio anterior:

(a) Si ω, θ ∈ ∧p(M) entoncesd(ω + θ) = dω + dθ.

(b) d2 = 0.

(c) Para formas diferencialesω ∈ ∧p(M), θ ∈ ∧q(M) se satisface

d(ω ∧ θ) = (dω) ∧ θ + (−1)pω ∧ (dθ).

A.8.3. SeaM una variedad diferenciable,p ∈M yU ⊂M un entorno dep. Sea{ω1, . . . , ωn} una base
de 1-formas. Supongamos que enU existe un conjunto de 1-formas diferencialesωji satisfaciendo
las condiciones siguientes:

ωji = −ωij , dωj = −
n∑
k=1

ωjk ∧ ω
k.

Entonces tal conjunto eśunico.
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A.8.4. Establece las siguientes propiedades de la derivada de Lie:

(a) LaV+bW = aLV + bLW , cona, b ∈ R
(b) [LV ,LW ] = L[V,W ]

(c) LV (df) = d(V f)

A.8.5. SeaV ∈ X(M) y A ∈ T 1
2 (M). Expresa las coordenadas de la derivada de LieLVA, respecto

de un sistema de coordenadas, en función de las componentes deV y A.

A.8.6. Demuestra las siguientes igualdades entre la derivada de LieL, la diferencial exteriord y el
producto interiori:

(a) LX = iXd+ diX

(b) LXd = dLX = diXd

(c) LXiX = iXLX
(d) LXiY − iY LX = i[X,Y ]

A.8.7. Seaϕ : M →M ′ una aplicacíon diferenciable. Prueba:

(a) ϕ∗(ω ∧ θ) = (ϕ∗ω) ∧ (ϕ∗θ), paraω y θ formas diferenciales.

(b) ϕ∗ conmuta con la diferencial exterior, es decir,ϕ∗(dω) = d(ϕ∗ω).
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5. PREGUNTAS DE EVALUACI ÓN

E.8.1. (a) CalculaLXT , donde

T = x
∂

∂y
⊗ dx⊗ dy + y

∂

∂y
⊗ dy ⊗ dy

X =
∂

∂x
+ x

∂

∂y

(b) CalculaLXT , donde

T = xy
∂

∂x
⊗ dx+ y

∂

∂y
⊗ dx+

∂

∂x
⊗ dy

X = y
∂

∂x
+ x2 ∂

∂y
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E.8.2. Seaφ : R2\{(0, y)|y ∈ R} −→ R2\{(x, x)|x ∈ R} definida porφ(x, y) = (x3 + y, y) y sea

T = x
∂

∂x
⊗ dx⊗ dy + y

∂

∂y
⊗ dy ⊗ dy.

¿Cúal es la traza del producto interior deT con
∂

∂x
+ x

∂

∂y
?

E.8.3. Para todo campo de vectoresX ∈ X(M) y todo tensor covarianteA ∈ T 0
s (M) se verifica

LXA = lim
t→0

1
t

(ψ∗t (A)−A) ,

donde{ψt} es el flujo deX. Probarlo paras = 2. (Si el flujo es local, la ecuación anterior es
válida localmente).
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6. BIOGRAFÍA: ELIE CARTAN ( -)

Elie Joseph Cartan(-) nacío en Dolomieu (cerca de Chambéry), en la Saboya francesa,
y murió en Paŕıs, Francia. Trabajó en grupos continuos,́algebras de Lie, ecuaciones diferenciales y
geometŕıa, proporcionando sus trabajos una sı́ntesis de estaśareas.

Cartan ingreśo en la Escuela Normal en y obtuvo su doctorado en. Fue profesor en las
universidades de Montpellier (-), Lyon (-), Nancy (-) y Paŕıs (-).
Tuvo cuatro hijos, uno de ellosHenri Cartan (), que se convertirı́a tambíen en un brillante mateḿatico.
Por contra, otros hijos murieron en trágicas circunstancias; Jean, compositor, murió a la edad de 25 años,
mientras que Louis, fı́sico, fue arrestado por los alemanes en y ejecutado después de 15 meses en
cautividad.

Cartan se suḿo brillantemente a la teorı́a de grupos continuos que habı́a sido iniciada porMarius
Sophus Lie(-). Su tesis doctoral () puede considerarse una contribución de importancia
capital a laśalgebras de Lie, y en ella completa la clasificación de laśalgebras semisimples queKilling
hab́ıa pŕacticamente encontrado. Posteriormente se volcó en la teoŕıa de laśalgebras asociativas e inves-
tigó la estructura de estasálgebras sobre los cuerpos de los números reales y complejos.Wedderburn
completaŕıa el trabajo de Cartan en esteárea.

Las representaciones de los grupos de Lie semisimples también atrajeron su atención. Su trabajo
es una śıntesis asombrosa de teorı́a de Lie, geometrı́a cĺasica, geometrı́a diferencial y topoloǵıa, que se
encuentra a lo largo de toda la obra de Cartan. Asimismo, Cartan aplicó el álgebra de Grassmann a la
teoŕıa de las formas diferenciales exteriores.

Figura 8.1: Elie Cartan

Hacia, Cartan se vuelca en el estudio de las ecuaciones diferenciales, y desde su inves-
tigacíon est́a centrada en la geometrı́a diferencial,́area en la que publica la mayorı́a de sus trabajos. El
Programa de Erlangen deFelix Klein (-) hab́ıa sido considerado inadecuado para describir la
geometŕıa porHermann Weyl (-) y Oswald Veblen(-), y en este apartado Cartan
jugaŕıa un papel destacado. Examinó las acciones de los grupos de Lie de transformaciones sobre un
espacio, desarrollando la teorı́a de las referencias ḿoviles, que generalizaban la teorı́a cineḿatica de
Jean G. Darboux(-).
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Cartan contribuýo a la geometrı́a con su teorı́a de los espacios siḿetricos, que tiene su origen en
los art́ıculos publicados en, donde desarrolla las ideas estudiadas anteriormente porWilliam K.
Clifford (-) y Arthur Cayley (-), y usa los ḿetodos topoĺogicos desarrollados por
Weyl en. Estos trabajos serı́an completados en.

Cartan examińo despúes varios problemas que previamente habı́an sido estudiados porHenri
Poincaré (-). Por estáepoca, su hijo Henri Cartan realizaba contribuciones importantes a
las mateḿaticas, y Elie Cartan utiliźo muchos de sus teoremas en sus investigaciones. Cartan también
publicó varios trabajos sobre la teorı́a de la relatividad y de los espinores. Sin duda alguna, Cartan puede
considerarse como uno de los matemáticos ḿas importantes e influyentes de la primera mitad del siglo
XX .
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7. BIOGRAFÍA: TULLIO LEVI-CIVITA ( -)

Tullio Levi-Civita (-) nacío el 29 de marzo en Padua, provincia de Veneto (Italia) y
murió el 29 de diciembre en Roma. Su nombre esta indisolublemente asociado a sus trabajos sobre el
cálculo diferencial absoluto, con sus aplicaciones en la teorı́a de la relatividad.

Levi-Civita se gradúo en la Universidad de Padua, siendo uno de sus profesoresGregorio Ricci
(-), con quien Levi-Civita colaboró en diversos trabajos de investigación.

Levi-Civita fue seleccionado para ocupar la Cátedra de Mećanica de Padua en, un puesto
donde estuvo durante veinte años. En abandońo Padua y se trasladó a Roma, donde también ocuṕo
la Cátedra de Mećanica durante veinte años, hasta que fue cesado por la polı́tica discriminatoria del
gobierno, ya que era descendiente de judı́os.

La formacíon en mateḿaticas puras de Levi-Civita era extensa, su intuición geoḿetrica era parti-
cularmente excelente, e hizo buen uso de ella en diversos problemas de matemáticas aplicadas. En uno
de sus trabajos de Levi-Civita mejoraba la f́ormula integral deB. Riemann (-) para el
número de primos pertenecientes a un intervalo dado.

Figura 8.2: Imagen de T. Levi-Civita en los años 20

Sin embargo, Levi-Civita es ḿas conocido por sus trabajos en el cálculo diferencial absoluto con
sus aplicaciones a la teorı́a de la relatividad. En publicó un famoso artı́culo en el que desarrollaba
el cálculo de tensores, siguiendo el trabajo deE.B. Christoffel (-), incluyendo la diferencia-
ción covariante. En publicó, conjuntamente con Ricci, la teorı́a de tensoresMéthodes de calcul
differential absolu et leures applications (Métodos de ćalculo diferencial absoluto y sus aplicaciones),
que quince ãnos despúes seŕıa utilizada h́abilmente porA. Einstein.

Hermann Weyl (-) profundiźo en las ideas de Levi-Civita y construyó una teoŕıa uni-
ficada de la gravitación y el electromagnetismo. El trabajo de Levi-Civita es, sin duda alguna, de una
importancia capital en la teorı́a de la relatividad, y entre su producción cient́ıfica merecen ser destacados
los art́ıculos sobre los campos gravitacionales estáticos, los cuales desarrolla de una forma elegante e
ingeniosa.

Otro de los t́opicos estudiados por Levi-Civita es la dinámica analı́tica, dedicando numerosos
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art́ıculos al estudio delproblema de los tres cuerpos. Tambíen escribío sobre hidrodińamica y sobre la
teoŕıa de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales. Se sumó a la teoŕıa deA.L. Cauchy (-1857)
y S. Kovalevskaya(-), escribiendo un excelente libro sobre este tema en. Posteriormen-
te, en, Levi-Civita contribuýo de forma importante a la ecuaciones deP.A.M. Dirac (-)
que aparecen en la teorı́a cúantica.

Figura 8.3: Imagen de T. Levi-Civita en los años 30

La Sociedad Real de Edimburgo le concedió la medalla deSylvester en , y en  fue
elegido miembro extranjero de la misma. Asimismo, fue miembro honorario de la Sociedad Matemática
de Londres, la Real Sociedad de Edimburgo y la Sociedad Matemática de Edimburgo.

Levi-Civita, comoVolterra y muchos otros cientı́ficos italianos, se opuso dura y activamente
al fascismo. Despúes de ser apartado de su puesto en la Universidad de Roma, su salud empeoró
rápidamente, su corazón mostŕo śıntomas de gran debilidad, muriendo finalmente de un derrame ce-
rebral.
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B. Levi Obituary: Tullio Levi-Civita (1873-1941) (Spanish), Math. Notae 2 (1942), 155-159.

A. Masotti Bibliografie di Tullio Levi-Civita e Vito Volterra, Rend. Sem. Mat. Fis. Milano 17 (1946),
16-61.

M. MontagnanaTullio Levi-Civita nel centenario della nascita, Archimede 25 (1973), 318-322.

L. Roth Tullio Levi-Civita, Nature 149 (1942), 266.

H.S. RuseObituary: Tullio Levi-Civita, Edinburgh Math. Notes 1943 33 (1943), 19-24.

C. SomiglianaObituary: Tullio Levi-Civita e Vito Volterra, Rend. Sem. Mat. Fis. Milano 17 (1946),
1-15.



148 VARIEDADES DIFERENCIABLES Y TOPOLOǴIA


