CAPITULO 7
CAMPOS DE TENSORES

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP iTULO

Se pretende que el alumno sepa definir, establecer o determinar lo siguiente:

e Uno forma e Componentes tensoriales
e La diferencial de una aplicam diferencia- e Lacontracadn (1,1)
ble

e El pullback de una aplicagn

» Campo tensorial e El pushforward de una aplicami

e Tensor covariante e Las formas diferenciales

» Tensor contravariante e Los operadores simetrizéxi y antisimetri-

e Operaciones tensoriales zacbn
e El producto tensorial e El producto exterior

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP iTULO

Los tensores sobre una variedad diferenciable son a los tensores sobre un espacio vectorial (las
aplicaciones multilineales) lo que un campo de vectores es a un vector tangéqeegycomenzamos
la leccbn recordando lo que se entiende por un tensor sobre un espacio vectorial, que tiene como casos
particulares y distinguidos a los covectores y las formas bilineales. Tras esta intéodaigabraica, se
definen las uno formas sobre una variedad

2.1. Definiciones y resultados &sicos

Definicion 7.1
Una l-formaé sobre una variedad diferenciahlé es una correspondencia que asigna a cada punto
p € M un covectol, € Ty M.
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En otras palabras, &* : TM* — M es la proyecdn carbnica del fibrado cotangente éd,
entonces una 1-forma es una apliéad? : M — TM* tal quen* o § = 1. La 1-forma se dicélife-
renciablesi es una aplicadn diferenciable dé/ enTM*. El conjunto de las 1-formas diferenciables
se& denotado pax*(M).

Por otra parte, toda 1-forma puede interpretarse, de una manera natural, como undagiteei
el conjunto de los campos de vectores diferenciabléd ) y el conjunto de las funciones continuas, lo
que nos conduce a caracterizar las 1-formas diferenciéldesno aquellas para las qde€X) es una
funciébn diferenciable, siempre gué€ sea un campo de vectores diferenciable. Es decir:

Proposicion 7.2
SealM una variedad diferenciable. Una 1-forthas diferenciable si, y&do si,0(X) € C*(M) para
todo campaX € x(M).

En el conjunto de las 1-formas diferenciables saldrpodemos definir dos operaciones naturales,
la sumay el producto por funciones diferenciables, del siguiente modo:

Suma: Sif,w € X*(M) entonced + w : X(M) — C>°(M) est definida por
(O +w)(X): M =R, (0+w)(X)(p) = 0p(Xp) +wp(Xp)
Producto: Sif € x*(M)y f € C*(M) entoncesfd : X (M) — C>(M) est definida por
(fO)(X): M =R, (f0)(X)(p) = f(p)bp(Xp)

Con las dos operaciones anteriores, el conjutitd)/) admite estructura de @aulo sobre el
anillo C>°(M) de las funciones diferenciables.

Entre los covectores tangentes existen unos que son especiales, y son aquellos que provienen de
una funcon diferenciable. Sf : M — R es una fundin diferenciable y es un punto dé/, podemos
pensar en la aplicamn diferenciakif,, como un covector ep, despé@s de hacer la natural identificani
entre el espacio tangentg, R y R. Esta interpretadn nos permite considerar la 1-fornif, que a
cada punt@ le asocia la aplicadn diferencialif,, y que se denomina la diferencial geEl siguiente
resultado se demuestra con facilidad.

Proposicion 7.3
Seall una variedad diferenciablefyc C>° (M) una funcén diferenciable. Entoncel$ es una 1-forma
diferenciable.

Sea(U, z) un sistema de coordenadas y considerehosa 1-forma diferenciable. E&dil ver
que, en el abiert®, se tiene la siguiente igualdad:

022”:9 <£31> dz;
i=1

Por tanto, las componentes deson las funciones; = 9(%). En particular, la diferencial de una
funciébn diferenciablef puede escribirse como

df =) P, dz;
i=1
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Esta manera de construir 1-formas nos conduce a definir una aplicaentre las funciones
diferenciable> (M) y las 1-formas diferenciables*(1/), denominada la aplicamn diferencial y
gue posee interesantes propiedades:

Proposicion 7.4

(1)d:C>*(M) — x*(M) esR-lineal.

(2)Sif,geC>(M), entonced(fg) = gdf + fdg.

(8)Sif eC>®(M)yh e C>®(R) entoncesl(h(f)) = h'(f)df.

2.2. Los campos tensoriales

Introducimos a continuagn los campos tensoriales de tipg s) sobre una variedad/ como
las aplicacioneg€*° (M )-multilineales dex*(M)" x ¥(M)* enC>(M). Cuandor = 0 se tienen los
tensores covariantes de ordeyen el casa = 0 aparecen los tensores contravariantes de ordktas
explicitamente:

Definicion 7.5

(1) Un campo tensoriald de tipo(r, s) sobre una variedad/ es una aplicadin C*>°(M )-multilineal
A:X*(M)" x X(M)® — C>*(M). Diremos qued € 7. (M).

(2) Uncampo tensorial covariantde orders sobre una variedat/ es una aplicaéinC° (M )-multilineal
A:X(M)* —C>®(M).

(3) Un campo tensorial contravariantde ordenr sobre una variedad/ es una aplicaéin C*>(M)-
multilineal A : X*(M)" — C>®(M).

Ejemplo 7.6
(1) Sealaaplicaén E : x*(M) x X (M) — C*>°(M) dada potE' (0, X ) = 0(X). Es facil ver queE
es un tensor de tipo (1,1).
(2) Toda 1-form& puede considerarse un tensor de tipo (0,1).

(3) Todo campo de vectores diferenciable puede interpretarse como un tensor de tipo (1,0), conside-
randoX : X*(M) — C*°(M) definido porX (0) = 6(X).

(4) Seauna l-formano nutee x*(M)y definamod’ : X (M) x X (M) — C*°(M)porF(X,Y) =

X (6(Y)). Entonces esicil ver queF' no es un tensor (falla 18> (1 )-linealidad en la segunda
variable).

Cuando disponemos de varios tensores los podemos operar de diversas maneras. Las operaciones
disponibles son las siguientes:

Suma: SeanA, B € 7 (M), entoncesA + B : X*(M)" x X(M)® — C*°(M) se define como sigue:
(A4+B)(0Y,...,0", X,....X,) = A0, ...,0", X,,....X,)+ B, ...,0", X1,..., X,)

Es facil ver qued + B € 7] (M).
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Producto por funciones: Sead € 77 (M)y f € C*(M). DefinimosfA : x*(M)" x x(M)* —
C> (M) por

(fAYOY,...,07, Xy,...,X)=f A6, ...,0",X1,...,X,)

Producto: Mientras que &lo se pueden sumar dos tensores del mismo tipo, podemos realizar el pro-
ducto de dos tensores de cualquier tipo. Séan 7 (M)y B € Y;T,/(M). DefinimosA ® B :
(M) x x(M)*ts — C(M) por

(A® B)(917 : '70r+r,7X17 s 7X8+s’) =
A, .. 07, X1, ..., Xs) - BO™, 0 Xy, Xeyy)

Es facil probar qued ® B € Q;T:;’,J(M). La operaddn ® se denomin@roducto tensorial

Como toda fun@n diferenciablef puede considerarse un tensor de tipo (0,0), entoncésssi
7] (M) se tiene que

fRA=Axf=fA

Finalizamos este apartado con el siguiente resultado, cuya demastesain mero ejercicio de
manipulacbn algebraica.

Proposicion 7.7

(1) El producto tensoriak esC> (M )-bilineal.

(2) El producto tensoriak es asociativo y no conmutativo.
3)SifeC>M),AcT/(M)yBc¢€ 7;’,"(M), entonces se satisface que

f(A®B)=(fA)@ B=A® (fB)

2.3. Tensores en un punto

Si V es un espacio vectorial W* denota el espacio vectorial dual, entonces los tensores de tipo
(r,s) sobreV son las aplicaciones multilineales V*" x V¥ — R. En esta secoh vamos a probar
gue todo campo tensorial sobre una variedad diferencigbjfriede interpretarse como una apliéaci
gue asigna a cada pungale M un tensor en su espacio tangente.

Dado un espacio vectoridf, denotamos pof; V' el conjunto de las aplicaciones multilineales
de tipo(r, s) definidas anteriormente. Eadil ver queT’V es un espacio vectorial de dimemsin”**,
siendon la dimensbn deV. Consideremos ahor&/ una variedad diferenciable-dimensional, y
definamos el siguiente conjunto:

TIM = | TI(T,M) = {(p.t) : p € M.t € TI(T,M)}
peEM

No es difcil probar el siguiente resultado.

Proposicion 7.8
El conjuntol’" M admite estructura de variedad diferenciable de dindensi-n"+*. Con esta estructura
diferenciablel’; M se denomina el fibrado tensorial de tipos) sobreM .
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Como casos particulares se obtienen los fibrados tan@gvity cotangentd™ M.

Lema 7.9
SeaA € T7(M). Sicualquiera de las uno forméso de los campo(; es igual a cero en un punto
p € M, entonces

A(0,...,0", X1,...,X)(p) = 0.

Como consecuencia de este lemaaesl deducir la siguiente propiedad.

Proposicion 7.10
SeaA € T](M). Searer uno forma®), w',i = 1,...,r, y2s campo de vectores;,Y;,i =1,...,s,
tales qué¥’ (p) = w'(p) y X;(p) = Y;(p) para un punte € M. Entonces
AL, .. 07 Xy, .., X)) (p) = AW, ... WY, Y (D)
En virtud de este resultado,4ic 7.7 (M) podemos definir para cada puptde M una aplicaddn
multilineal A, € T7(T,M). En efecto, sial,...,a" € TyMy vi,...,vs € TyM, se define la
aplicacbn Ay, : (T, M)" x (T,M)* — R por la siguienteGrmula:

Ap(al,...,ar,vl,...,vs) = A0,....0", X1,...,X,)(p)

donde las uno forma# y los campos¥; son extensiones globales de los covectofgsde los vectores
vj, respectivamente. Pero,ieo podemos construir tales extensiones?

Sea(U, =) un entorno coordenado dé conteniendo al puntp. Siv € T),M, entonces

= 0
U:Zaia—xi

i=1

para ciertas constantes Consideremos el camp¥’ € x(U) definido por

X/ = ilalaixz

Seaf € C*°(M) una funcon salto erp con soporte contenido dii. Entonces podemos definir una
extensdbn globalX € x (M) del vectorv como sigue:

) fleX] sigeU

De manera totalmente aloga se puede extender un coveetat 7, M a una uno forma.
Ahora podemos interpretar un tensbre 7 (M) como una aplicadn diferenciabled : M —

T M tal quer? o A = 1, donder? : T7 M — M denota la proyecon cardnica del fibrado tensorial
de tipo(r, s) sobre la variedad diferenciahld.
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2.4. Las componentes tensoriales

Hemos visto en la sedm anterior 6mo se expresan localmente los tensores sobre una variedad,
lo cual nos va a permitir generalizar a campos tensoriales las ecuaciones que nos daban las componentes
de un campo de vectores o de una 1-forma en imde la bases canicas asociadas a un sistema de
coordenadas. Surgen, de este modo, las componentes tensoriales, que ideritificamente el campo
tensorial del que proceden y permiten dar, al mismo tiempo, la intergyatelésica de los tensores en
coordenadas.

Definicion 7.11
Sead € 7] (M) y (U, x) un sistema de coordenadas/eh Lascomponentede A respecto d¢U, x)

son las funciones 5 5
A 2 i1 ir
Aj1~~js_A<dx oo dx ’&Ujl"”’@xﬁ)

con todos lodndices variando d& an.

A continuacén, y con el fin de relacionar el concepto de tensor conasli@b por coordenadas,
conviene indicar @mo son operados los tensores en coordenada$,sg &slcula@n las componentes
del tensor suma, del tensor producto tensorial y del tensor producto por unanfdiferenciable.

Proposicion 7.12
SeanA y B tensores sobr®l y f € C>°(M). Entonces:

(1) (A+ B)’1 A“ “ +B” “

]a
@) (fA) = fARTr
B1 gy ot 7 1T+1"'ir r/
(3) (A B); ! = Al o

17 Js+s! ]S ]s+1"']s+s/

Como consecuencia de la defidinide componentes de un tensor se tiene la siguiente propiedad,
gue afirma que los campos tensoriales conmutan con la restrig@biertos.

Proposicion 7.13
SeaA € 7] (M) y (U, x) un sistema de coordenadas/dn Entonces, en los puntos te se satisface
lo siguiente:

B . ,
¢ J Js
A= An xn@ o ®da” @ @da

donde cadandice va sumado dean.

2.5. Lacontraccbn de un tensor

No obstante, una de las operacionessrdestacables que podemos hacer con los tensores es la
contracobn, la cual transforma tensores de ordeps) en tensores de orddm — 1,s — 1), y cuya
definicion general deriva del caso especial denominado conbra¢tj1), que transforma tensores de
ese orden en funciones diferenciables.
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Lema 7.14
Existe undinica funcénC> (M)-linealC : T;}(M) — C>°(M), denominad&ontracodn (1,1) tal que
C(X®0)=06(X), paratodaX € X(M)y8 € x*(M).

Generalicemos ahora la aplicani contracdn para tensores arbitrarios. Sdac 7] (M) vy
consideremos ddsdicesl < i< r,1< j < s. Se defineC]’-A € 7?:11(M) como sigue:

(CIAYOY, ..., 0" Xy, ..., X)) = CLA(0Y, ..o, .07 Xy, e X 1)}
dondeA(f!,... e ...,0" "1 X1, ... e, ..., X, 1) es el tensor de tipo (1,1) definido por
0, X)— A0, ....0,....07 L. X1, X,..., X, 1)

Proposicion 7.15
Seal < i< r,1<j<syAeT](M). Silascomponentes derelativas a un sistema de coordenadas
sonA" ', entonces las componentes(a;éél son

j1...j5’
3 ] eebp—1 B1 M lp—1
(CjA)j1~~-js—1 z : Aj1~~-m--~js—1

m

Si pensamos en un tensdrde tipo(1, 1) como una correspondencia que a cada pphéaasigna
un operador lineall,, sobreT,, M, entonces la contradm (1, 1) sobreA es la funcdn diferenciable que
a cada punto le asocia la traza del operadior

2.6. El pullback de una aplicacon

Un hecho lasico de los covectores y las uno formas, que se generaliza a cualquier tensor de
orden covariante > 0, es que cualquier aplicami lineal entre espacios vectorialésy W induce
una aplicadn lineal entre los espacidg’ (V) y 72(W). En exacta analdg, cualquier aplicadn
diferenciablef : M — N entre dos variedades diferenciables induce una aptiog¢i: 70(N) —
T2(M) que a cada tensot sobreN le asigna un tensor del mismo orden sobfe f*(A), que se
denomina el pullback dd mediantef.

Definicion 7.16
Seaf : M — N una aplicadn diferenciable yA € T?(N), s > 1. Pongamos

(f*A)p('Ul, ooy US) = Af(p) (dfp(vl), . ,dfp(’l)s))

para todo puntp € M, v; € T,M. Entoncesf*A € 72(M) y se denomina gullbackde A mediante
f.

Asi pues, fijada una aplicam diferenciablef, la correspondencia que a cada tensor le asocia su
pullback mediantg’ permite definir la operadih pullback, la cual posee unas propiedades interesantes,
entre las que podemos destacar las siguientes. En primer lugar, el pulldaédineal y se comporta
de manera natural respecto a los productos tensoriales, es fiéeirp B) = f*(A) ® f*(B). En
segundo lugar, el pullback conserva la comp@siae aplicaciones, ya queges otra aplicadin entre
variedades, entoncég.f)* = f*og™ (véase las Actividades de Aplicaai).
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Para tensores covariantes (o contravariantes) de orden al menos 2, pueden definirse unas subclases
especiales que juegan un papel destacado eal@llo tensorial. Nos estamos refiriendo, como es
natural, a los tensores satnicos y a los tensores antig#nicos o alternados. Un tensor es &tico si
la trasposidn de cualesquiera dos de sus argumentos deja inalterado su valor, y estitisishcada
trasposiaobn de argumentos produce un cambio de signas recisamente,

Definicion 7.17

SeaA € 7(M) y o una permutadn de orders con signatura,, s > 2.
(1) A essimetricosi A(X, (1), .., Xo(5)) = A(X1, ..., Xs).

(2) A esantisimétrico si A(Xg(l), e 7Xa(s)) = EOA(Xl, e ,XS).

En este sentido, otras de las propiedades fundamentales de la dpgraltback es que apli-
ca tensores sigtricos (respectivamente, anti€tricos) en tensores sétricos (respectivamente, anti-
simétricos).

Una operadin de propiedades similares al pullback es el pushforward de un tensor mediante
una aplicadin f : M — N, a la cual hay que exigirle en este caso que sea un difeomorfismo.
Esta operadin traslada tensores sobié en tensores sobrd del mismo tipo, y permite construir
una operadn f, que es un isomorfismo lineal. La ope@tipushforward satisface unas propiedades
similares al pullback, ya que es natural respecto al producto tensorial, esfdedin B) = f.(A) ®
f«(B), y conserva la composimn, pues sy es otro difeomorfismo entoncégog). = f.og. (Vvéase las
Actividades de Aplicadn).

2.7. Las formas diferenciales: El producto exterior

Una clase especial de tensores son las formas diferenciales definidas en un abierto de una variedad;
éstas no son &s que tensores covariantes antéincos.

Definicion 7.18

Una forma diferencial de grade (abreviadamente, unaforma diferencial) sobre una variedad
(respectivamente, sobre un abieltpes un tensor covariante antigtrico de tipo(0, s) sobreM (res-
pectivamente, sobr&). El conjunto de lag-formas diferenciales sob®l se denota pop\*(M), y
el conjunto/\ (M) denotaé el conjunto de todas las formas diferenciales sdbirees decir, A\ (M) =

Us}O /\S(M)

Si denotamos pax* (M) el subespacio d&? (M) formado por los tensores stricos, entonces
existe otro subespacio, que podemos denotaRpai/ ), tal queZl (M) = X5(M) @ \*(M) © R*(M),
lo que nos permita obtener tensores satricos y/o antisiratricos a partir de tensores dados.

Ejemplo 7.19
SeaM = R?y consideremos el tenser € 7’ (M) definido como sigue:

A(X,Y) = z1y2 — 2241

dondeX = 10 + 20y €Y = y,9) + y20,. Es facil probar qued € A*(M).
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2.7.1. Los operadores simetriza@n y antisimetrizacdn

Definimos entonces dos operadores sdité)M ) denominados simetrizam S y antisimetriza-
cibn A, los cuales asocian a cada tendos tensores

S(I)=>"1,

AT) =Y e, T,

dondeo recorre el conjunto de las permutacionessdetras, e, es la signatura de y T, es esen-
cialmente el tensofl’ cuando se han modificado sus argumentos por lsbaatde la permutadin:
To(X1,. ., Xs) = T(Xp(1y, - Xos))

Los operadores simetrizéei S y antisimetrizadn A poseen interesantes propiedades entre las
que destacan las siguientes. En primer luglay, S son proyecciones, esto e4? = Ay S? = S. En
segundo lugar, la imagen dé son las formas diferenciales y la imagen&léos tensores covariantes
simétricos, lo cual nos permite caracterizar a los tensorestgsns como aquellos quel = s!T,y a
los antisin&tricos como los que satisfacefY” = s!T.

2.7.2. El producto exterior

No es difcil probar que el producto tensorial de dos formas diferenciales no es, en general, una
forma diferencial. Sin embargo, como sabemos que cada tensor determina, bajoriadatoperador
A, un tensor antisitrico, podemos definir otra multiplicéi para las formas diferenciales que es
extraordinariamentatil. Se tratabgicamente del producto exteriarde formas diferenciales, que a dos
formas de grado y s le asocia otra forma diferencial de grade- s.

Definicion 7.20
Searw € \"(M), 0 € \*(M). Definimosw A 6 por la formula

1
(UJ A 0)(X17 s 7X7‘+s) = W Z an(Xa'(l)v s 7X0'(r))9(Xo'(r+l)7 s 7Xa'(r+s))7

dondeo recorre las permutaciones det s letras. Entoncess A @ € A""°(M) y se denomina el
producto exterior dev y 6.

El producto exterior es una operaaibilineal, asociativa y, en general, no conmutativa verificando
la siguiente propiedad
a A ﬁ = (_]‘)Tsﬂ A «,

donder y s son los grados de las formasy 5.

El producto exterior nos permite generar cualquier forma diferencial, de cualquier grado, a partir
de las formas diferenciales de grado uno (las uno formas). En efe¢to’, si. . ,w"} es una referencia
local de uno formas sobre una variedad diferencidBléo sobre un abiertd’ de la misma) entonces
el conjunto{w’ A --- A w'}, con todos lodndices variando desde 1 hastatales que; < --- < i,
constituye una base pafg’ (M) (6 A°(U), respectivamente).
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3. ACTIVIDADES DE APLICACI ON DE LOS CONOCIMIENTOS

A.7.1. (a) Prueba que existe W (M)-isomorfismo entrec*(M) y 7,°(M), dondex* (M) denota
el modulo dual dex (M1).

(b) Prueba que existe i (M )-isomorfismo entres (M) y 7 (M).
(c) Deduce quex (M) se identifica con su édulo bidual.

A.7.2. SeaF : M — N una aplicadn diferenciable.

(@) Sii: M — M es laidentidad, entoncéses la identidad sobrg?(M).
(b) Paratensores covariantdsy B de tipo(0, s) y (0,t), respectivamente, se verifica:

F*(A® B) = F*(A) ® F*(B).
(c) SiG: N — P estambén una aplicaéin diferenciable:
(GoF)' =F oG : T)(M) — T(M),
para todos > 0.
A.7.3. SeaF' : M — N un difeomorfismo.

(a) Entonces cada campo tensodak 7. (M) determina un campo tensoriél® € 7 (N),
llamado elpushforwardde ® medianteF’, por la formula

(F®)(w!, ... 0", X1,..., X)) (p) =
D1y (Fy(wp)s - Fy(wp), dFy N (X1p), .. dF, (X)),
dondeF; denota la aplicadin transpuesta déf),, es decir,F; : T,N* — TF_l(p)M*,
Fy(w)(v) = w(dFp-10)(v)), v € Tp-1yM, w € T,N*.
(b) Sii: M — M es laidentidad, entoncéses la identidad d&_ (M).
(c) SiAe T/ (M)y B € T} (M), entonces
(d) SiG: N — P estambgn un difeomorfismo, entonces

(GoF),=G.oF,.

A.7.4. SeaA un campo tensorial de tipo (1,2). Sear= (x1,...,2,) Y 1 = (y1,...,Yyn) SiStemas
coordenados sobile C M. Prueba que las componentesAleelativas an eséin determinadas
como sigue por las componentesAleelativas &:

0ye Ox; Ox;
nAC, — T T Epk
“ aaxk Oya Oy 7

A.7.5. Sear la carta identidad d&™ y consideremos el tensor de tipo (0g2) X (R") x X(R") —
C>(R™) definido por

gX,)Y):R" — R
p — 9(X,Y)(p) =311 ai(p)bi(p)

dondeX = ;ai%, Y = sz%

%
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(a) Verifica queg es, efectivamente, un tensor de tipo (0,2).
(b) Obten las componentes geelativas ar.
(c) Seay = (v1,-..,yn) definida por:

Yy = 1
Yo = X1+ X2
Un = T1ttan

Prueba que es una carta d&” y calcula las componentes geelativas ay.

A.7.6. Sea¢p : M™ — N™ una aplicadin diferenciable que aplica el sistema coordenéde
(z1,...,z,) €n un sistema coordenado= (y1,...,y,) €N N. Si B es un campo tensorial
covariante, de tipo (0,2), prueba que sobre el entorno coordenadsedsatisface:

* 0 0 . - I(Ya 0 @) O(yp © P) 0 i o
(¢B)<6_:ci’6‘_xj>_z O; 0; B<0ya’8yb>

a,b=1

A.7.7. Seayp una aplicadn p—lineal yo € S, una permutaéin de orderp. Se define

(00) (V15 -, 0p) = @(Va(1)s -+ Vo(p))s  V1y---,Up € V.

Prueba las siguientes afirmaciones:

(a) ¢ es singtrica (resp. antisigtrica) si, y lo si, para todas;,...,u, € V, 1 < i < k <
p, €S :
O(ee ey Uiy ey Uy o) = O(ey Uy e v vy Uy - 2)
(resp. (s tiyeeoyUpyenn) = —@(eeyUpyeneyUjy...)).
(b) ¢ es antisingtrica si, y $lo si, para toddu, ...,u,) conu; = u; para al@ini # j, es

o(ur,...,up) =0.
(c) SeanPV* el espacio de todas las aplicaciopdmeales antisiratricas. Prueba que’V* =
0 parap > dimV. Adenas, sin = dimV/, entonces\"V* es 1-dimensional.

A.7.8. Seanyy, ..., 1, € X*(M).
(@) Sib; = Zj a;jv;, i =1,...,n, entonces
01 A ... A Oy =det(ai) b1 A... Aty
(b) {¢1,...,¥n} esunareferencialocal d& (M) si, y lo si,
VLA Aty £ 0
en todo punto dé/.

A.7.9. SeaV un espacio vectorial de dimefsin. Seanws,...,w,, r < n, formas lineales dé&
linealmente independientes. Supongamos que existen formas lifigales 6, satisfaciendo la

condicbn
.
Zwi AN6B; =0.
=1
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Entonces se cumple que

92' = E aijwj, aij = aji7 ’i,j = 1, e, T
J

A.7.10. SobreR? con las coordenadas usuales, z» }, seap € £(R?) la aplicacon lineal con matriz

A 2 1
11
(@) Searl € 7,)(R?) dado polT’ = da! ® dz' + 2da! ® d2? — da® @ dxt + 3dx? @ dz?. Obten

&*T.
(b) Seal € 7;!(R?) definido porT = e; ® e — 2e5 ® €2, Calcula las componentes deT'.

A.7.11. Sea¢ : R? — R? dado poro(z,y,z) = (2 + z,2y2) y T € T3 (R?) definido porT =
(u + 2v)du ® du + u?du @ dv. Calculag*T.

A.7.12. SealM una variedad diferenciable.

(@) Interpretad € 7;'(M) como una aplicadin diferenciable que asigna a cada punte M
un operador lineall,, sobreT}, M.
(b) Prueba quéCA)(p) = traza(A,), dondeC' es el operadoContraccbn.
(c) SiA, B € T,'(M), expresa la aplicadh p — A, o B, como un elemento d&'(M).
A.7.13. 1) Seap : R? — R? la aplicacon diferenciable definida pas(z,y) = (z + 2y,y) y sea

T = 320, ® dy + 0, ® dy € T;}(R?). Calcula el pullbacky*(T') y el pushforwardp, (T
del tensofT'.

2) Sean los tensore$ =T ® p*(T)y B = ¢.(T) ® T. CalculaCi A — C?B.
A.7.14. En R?, con las coordenadas usualesy), consideramos el tens@f € 7;2(R?) dado por
T = 2yd; ® 0, ® dy — y*0, ® 0,y ® dy + 32°yd, ® 0, ® dz. ¢Cuanto vale la contracan
C3(T)?

A.7.15. Seay : R? — R? dada porp(z,y) = (z + 2y,y) y sea el tensof’ € 7;)(R?) dado por
T = 3zdz @ dy + dy ® dy. ¢Ci@anto valenCl (o, T @ p*T)y C? (. T @ ¢*T)?
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5. PREGUNTAS DE EVALUACI ON

E.7.1. SeanA y B dos campos tensoriales de tipo (1,1) sobre una variedad diferentiatff@ngamos

S(X,Y) = [AX,BY]+[BX,AY]+ AB[X,Y]+ BA[X,Y]
—A[X,BY] - A[BX,Y] - B[X, AY] — B[AX,Y],

conX,Y € ¥(M). Entonces la aplicadn S : X (M) x X(M) — ¥(M) define un tensor de
tipo (1,2) sobreV/ y S(X,Y) = —S(Y, X).

E.7.2. (a) Seal' € 7T(R?) un tensor no nulo. Encuentra una caracterizagiara quél’ se pueda
escribir en laform& = A ® B, conA, B € T (R?).
(b) SeaA € 73 (M) un tensor siratrico y B € 7Z(M) un tensor antisigtrico. Calcula

E a,-jb” '
0,

(c) SeanA, B € 7,)(M) dos tensores si@tricos de componentes respectivgs by, verifican-
do la igualdad:
aijbr — ayby; + ajrby — agbi; = 0.

Prueba que;; = Ab;;.

E.7.3. Sea¢ : R*\{(0,y)ly € R} — R*\{(z,z)|]z € R} la aplicacon definida porj(z,y) =
(z3 4+ y,y) y sea el tensof de tipo(2, 1) dado por

0 0
T=r2—Qdr®dy+y— ®dy ® dy.
oz y

Prueba que es un difeomorfismo y calcula:
(a) El pushforwardp, T'.
(b) Las contracciones (1,1) y (1,2) dé

E.7.4. Seal ¢ T;'(R?) definido por

0 0 0
T=xy—®d —®d — ®dy.
xy8x® x—i—yay@ x—i—(%@ Y

Definimos la aplicadén ¢ como sigue:¢ : {(z,y)ly > 0} — {(z,y)|lz > 0, 22 < y} vy
o(x,y) = (ye*,y?e®® + y). Prueba que es un difeomorfismo y calcula:
(a) La traza der".

(b) El push-forwardde T, ¢.T.

E.7.5. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

R?)

p=mo¢
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donde las aplicacionesy 7 estin definidas como sigue:

o(z,y,2z) = (x,3y+11z,2zx + y + 42)

m(u,v,w) = (u,v)

Sean los tensores € 71 (R3) y A € 7,°(R?) definidos por

0 0
I = —®Rdz+y—®d
xy@z y32®x

A = uwdu+vdy

Calcula los siguientes tensores:

1) El pushforward d€", ¢..(T).

2) El pullback deA, 7*(A).

3) w= CY(ou(T) @ 1*(A)).

4) ¢*w — C3(T @ p* A)

5) La derivada de Lie& x (¢*w), dondeX = :ug + yg.
y 0z

E.7.6. Unavariedad diferenciable coneX&® esorientable si existe un atlas orientado para la variedad,
esto es, un atlas tal que el jacobiano de los cambios de cartas es siempre positivo. Prueba:

a) Si una variedad\/ admite un atlas formado por dos car(d$, v1) y (Us, v2) tal que
U1 NU, es conexo entonced es orientable.

b) SeaM una variedad paracompacta. Entondéses orientable si, y&o si, existe una-
forma sobrel que no se anula en niig punto.
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ANOTACIONES
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6. BIOGRAFIA: DAVID HILBERT ( 1862-1943)

David Hilbert (1862-1943) asistb a una academia en su pueblo natal @eikberg. Despes de
la graduadin, Hilbert abandom la academia e ingrésn la Universidad de &hisberg, donde estui
bajo la direcadn deC. Ferdinand Lindemann (1852-1939). Obtuvo su doctorado er885 con una
tesis doctoral titulad&Jber invariante Eigenschaften specieller &iar Formen, insbesondere der Ku-
gelfunctionenque hizo progresar la téarde los invariantes algebraicos. Uno de los amigos de Hilbert
fue Hermann Minkowski (1864-1909), que tambén fue estudiante de doctorado en la Universidad de
Konisberg; sus trabajos tuvieron una enorme influencia en el desarrollo posterior de laatinatem

En1884 A. Hurwitz fue admitido en la Universidad dedkisberg y pronto establécamistad con
Hilbert, influyendo notablemente en el desarrollo m&ttoo de Hilbert. Hilbert fue miembro directivo
de la Universidad desde386 hastai 895, alcanzando las catedas de Profesor Extraordinario eBg2
y de Catedatico en1893.

Figura 7.1: Imagen de D. Hilbert en 1886

En18g2 Hermann A. Schwarz(1845-1921)se traslad de Gotinga a Beith para ocupar la vacante
dejada poKarl Weierstrass (1815-1897), ¥ F. Klein (1849-1925) deseaba ofrecer a Hilbert la vacante
de Gotinga. Sin embargo, Klein no pudo convencer a sus colegdinyich Weber (1842-1913)
fue seleccionado para ocupar dicho puesto. Tfes alespés, Weber se traslada una vacante en
Estrasburgo y entonces sonsigud que Hilbert fuese seleccionado para ocupar el puesto de Weber.
De este modo, Hilbert fue nombrado profesor de la Universidad de Gotingdggh donde estuvo
ensdéando durante el resto de su carrera docente.

La eminente posién que ocupaba Hilbert en el mundo de las matras desdegoo hada
gue otras instituciones quisieran convencerlo de que abandonara Gotingayyz¢ela Universidad de
Berlin le ofrecd la Catedra dd.. Fuchs (1833-1902). Hilbert se traslad a la plaza de Beir, pero $lo
hasta que la Universidad de Gotinga quiso recuperarlo éfidole una &tedra €l y otra a su amigo
Minkowski.

El primer trabajo de Hilbert sobre téarde los invariantes, er888, conteria su famoso Teorema
de la Base. Veintefens anted. Gordan (1837-1912) halda probado el teorema de la base finita para
formas binarias utilizando una aproximaeialtamente computacional. Los diversos intentos que se
sucedieron desy@s para intentar generalizar el teorema de Gordan para sisten@&sdkerdos variables
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Figura 7.2: Imagen de D. Hilbert en 1900

fueron un fracaso, debido a la complejidad de la aproxiomacomputacional. De hecho, los primeros
intentos de Hilbert se basaron en las ideas de Gordan, pero pronto sé peeata necesario analizar

el problema desde un nuevo punto de vista. Deséubrimrétodo completamente nuevo que demostraba
el teorema de la base finita para cualqui@mero de variables, pero de un modo enteramente abstracto.
No obstante, y aunque sutndos garantizaban la existencia de una base falitainca construyuna

tal base.

Hilbert sometb su artculo a la revista Mathematische Annalen. Sin embargo, Gordan era el
experto de dicha revista en la tende invariantes, y encobtel revolucionario ratodo de Hilbert poco
interesante. Reuisel arfculo de Hilbert y en\d los siguientes comentarios a Klein:

El problema no es la forma ...sino algo muchéasyprofundo. Hilbert ha deséiado presentar

sus ideas siguiendo las reglas formales, y piensa que es suficiente con que nadie contradiga su
demostraddn ... esk contento pensando que la importancia y corréooile sus proposiciones son
suficientes . .. para un trabajo en Annalen no es suficiente.

Sin embargo, Hurwitz le hizo saber a Hilbert de este informe de Gordan, y el propio Hilbertbeugavi
carta a Klein enédrminos muy duros:

... No estoy preparado para alterar o eliminar nada, y en réaaton el artculo, y con toda modes-
tia, esta es mi ultima palabra, ya que no se ha producido ninguna dirjeefinitiva e irrefutable
contra mi razonamiento.

Klein recibid las cartas de Hilbert y Gordan al mismo tiempo, pero mientras Hilbert era un profesor
ayudante, Gordan era étler mundial reconocido experto en tieode invariantes, y adera era amigo
intimo de Klein. Sin embargo, Klein recondda importancia del trabajo de Hilbert y le asegyque su
trabajo aparece en Annalen sin cambios, comd &se.

Hilbert desarrolb sus nétodos en un trabajo posterior, que tagmbsomet a Annalen, y Klein,
desps de leer el manuscrito, escila Hilbert dicendole:

No tengo ninguna duda guste es el trabajo sobrélgebra general ras importante que ha sido
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publicado nunca en los Annalen.

En 1893, todava en la Universidad de ¢hisberg, Hilbert comerizel trabajoZahlbericht on algebraic
number theory La Sociedad Mateatica Alemana requidi este trabajo tresfi@s despés de que la
Sociedad se creara aBgo. El trabajoZahlbericht(1897) es una brillanteistesis de los trabajos de
E.E. Kummer (1810-1893), L. Kronecker (1823-1891) y R. Dedekind (1831-1916) , pero contiene
numerosas ideas propias de Hilbert, que se han mantenido hasta nieesti0.&. Rowe describe este
trabajo en los siguientesérminos:

...ho es realmente un Recopilatorio en el sentido usual de la palabra, sisdi@n una obra de
investigacbn original que revela que Hilbert no era un mero especialista. ... [Hilbert] dlo sinte-

tiza los resultados de investigaciones anteriores ... sino que crea nuevos conceptos que constituyen
las lineas de investigatn en teofa algebraica de imeros durante losfes posteriores.

Figura 7.3: Imagen de D. Hilbert en 1926

El moderno tratamiento de la geoniateuclidiana que ha recibido la aceptecimas amplia
se debe a Hilbert. El profesor Hilbert dio varias conferencias sobre los fundamentos de la igeometr
euclidiana en la Universidad de Gotinga durante el periodo de inviern®y8e189g. Estas conferencias
se reordenaron y publicaron en un delgado volumen en junic3ge bajo el ttulo Grundlagen der
Geometrie (Fundamentos de la Georigtr Esta obra, en sus diversas revisiones mejoradas, es en la
actualidad dsica en su campo; ha hechasmue cualquier otro trabajo desde el descubrimiento de la
geometia no eudidea para promover el@odo moderno y para dar forma al @eter de gran parte de
las materaticas actuales. La influencia de este libro fue inmediata. Unabedicincesa apardtpoco
despis de la publicabin alemana, y una vetsi inglesa, traducida pdg.J. Townsend apared en
1902. La obra tuvo siete ediciones alemanas en vida del autor, apareciergifassediacdn enig3o.
Desarrollando un conjunto de postulados para la gedaetrcidea que, en esencia, no se separan
mucho de los propios de Euclides y empleando dnimmo de simbolismo, Hilbert tuvéxito para
convencer a los mateaticos, en mayor grado del que tuviendioritz Pasch (1843-1930) y Giuseppe
Peano(1858-1932), de la naturaleza puramente higiito-deductiva de la geom&r Pero la influencia
de la obra de Hilbert fue &s alh de esto, pues apoyada por la gran autoridad nédiesndel autor,
implan® firmemente el ratodo postulacional nd® en el campo de la geomity sino esencialmente
tambén en todas las dem ramas de las mataticas. El esmulo para el desarrollo de los fundamentos
de las mate@ticas proporcionado por el pedieelibro de Hilbert es ditil de sobrestimar. Falhdole



CAMPOS DE TENSORES 131

el extrdio simbolismo de los trabajos de Pasch y Peano, el de Hilbert puede leerse, en gran parte, por
cualquier alumno inteligente que estudie geomaeaimivel medio.

En el Segundo Congreso Internacional de Médtteoas celebrado en Rarenigoo Hilbert pro-
nuncb su famosa conferencia, en la que inferitagindose en las principales tendencias de las inves-
tigaciones mateaticas de fines del sighoix, predecir de alguna manera las direcciones futuras de los
progresos mateaticos. Para ello propuso veiné#s problemas que, a sus 0jos, representaban los puntos
de discushn que podian eventualmente hacer progresar las mateas. Su conferencia estuvo llena
de optimismo por las mateaticas del siglo que comenzaba y $emjue los problemas abiertos eran un
signo de la vitalidad déirea:

La gran importancia de los problemas planteados para el progreso de la ciencia étataran
general ...es innegable ...ya que cuando una rama del conocimiento proporciona un excedente de
tales problemas, mantiene su vitalidad . ..cualquier matéo ciertamente comparte la convic-

cion de que cualquier problema matatico puede ser resuelto . .imos dentro de nosotros un grito
constante: hay un problema, busquemos la sélucgue puede encontrarse a tésvdel razona-
miento.

Los problemas sugeridos por Hilbert provienen de los diferentes sectores de lagtitaigm se adivina
facilmente la profundidad y complejidad de su contenido. Se incluye tadsis del continuo, la buena
ordenaddn de los imeros reales, la conjetura de Goldbach, la trascendencia de las poten¢iaedasn
algebraicos, la hiptesis de Riemann, la extearidel principio de Dirichlet y muchos otros. Muchos
de estos problemas han sido resueltos durante gstggpasados, y cada vez que un nuevo problema es
resuelto supone un momento glorioso para las matieas.

Figura 7.4: Imagen de D. Hilbert en 1930

Hoy dia, el nombre de Hilbert es a menudo recordado y asociadceapasios de Hilbertirving
Kaplanski explica el trabajo de Hilbert que condujo a esta sithiaci

El trabajo de Hilbert en ecuaciones integrales, alrededon deg, condujo directamente a la inves-
tigacibn en alisis funcional en el siglxx (la rama de las mateéticas en la cual las funciones
son estudiadas colectivamente). Este trabajo establesimismo las bases para su trabajo sobre
espacios de dimertsi infinita, posteriormente denominados espacios de Hilbert, un concepto su-
mamenteitil en arélisis materatico y meénica clantica. Haciendo uso de sus resultados sobre
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ecuaciones integrales, Hilbert contribbial desarrollo de laisica materatica mediante sus impor-
tantes memorias sobre la téarcinética de los gases y la tdarde radiaciones.

En 1915 Hilbert descubi las ecuaciones correctas del campo eriaete la relatividad general. En este
punto, en losiltimos dios existe una controversia sobre si fue Hilbert el primero, anteé dai@stein,
gue las descrildi correctamente.

En1934 Yy 1939 se publicaron dos vamenes d&rundlagen der Mathematitfue pretentn con-
ducir a la “teora de la demostragn”, un metodo para probar la consistencia de las materas. El
ariculo deKurt G ddel (1906-1978) de 1931 demostrdia que este objetivo era imposible, ya que de-
mostid que en el interior de un sistema siempre existe al menos una pr@oo@&sidecir, un enunciado
verdadero) que no puede ser demostradarnmasdinicamente en los axiomas del sistema.

Figura 7.5: Imagen de D. Hilbert en 1932

Hilbert contribuyp a muchas ramas de las matgioas, incluyendo la tet@ de invariantes, los
cuerpos algebraicos déimeros, el aalisis funcional, las ecuaciones integralesjsich materatica, y
el calculo de variaciones. Las habilidades maatinas de Hilbert fuerondbilmente recogidas p@tto
Blumenthal, su primer estudiante:

En el arélisis del talento mateético se debe distinguir entre la habilidad para crear nuevos con-
ceptos que generan nuevos tipos de estructuras de pensamiento y el talento para detectar conexiones
profundas que dan unidad. En el caso de Hilbert, su grandeza radica en un inmenso pode¥rde visi
que penetra en las profundidades del problema. Todos sus trabajos contienen ejemplos de campos
alejados en los cuales fue capaz de encontrar las interrelaciones y conexiones con el problema ana-
lizado. A partir deéstos, la Btesis, su obra de arte, era creada. En la medida en que nos referimos

a la creacbn de nuevas ideas, pondra Minkowski en un lugar &s alto, junto a Gauss, Galois y
Riemann. Pero cuando nos quedamos con la perspicacia penetralitey®s pocos entre losas

grandes pueden compararse con Hilbert.

Entre los estudiantes de Hilbert podemos citdieamann Weyl (1885-1955), el famoso campm
mundial de ajedrez Lasker,Brnst Zermelo (1871-1953).

Hilbert recibb muchos honores. Emos la Academia Hingara de Ciencias le concédina
distincion especial. Emg3o Hilbert se retid y la ciudad de inisberg lo nombr ciudadano honorario de
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la ciudad. Dio un discurso de agradecimiento que finalizaba con seis palabras famosas que demuestran
su entusiasmo por las mataticas y su dedica@én en vida para la resolun de problemas mateaticos:

Wir miissen wissen, wir werden wissen - Nosotros debemos conocer, nosotros conoceremos.

Figura 7.6: Imagen de D. Hilbert en 1937

Bibliografia

Carl B. Boyer. A History of MathematicsPrinceton University Press, 1985. pp. 654-661.
Florian Cajori. A History of MathematicsChelsea Publising Company, 1995.

Jean-Paul ColleteHistoria de las matesticas vol. Il. Siglo veintiuno de Esgea Editores, S.A., 1985.
pp. 577-586.

Internet. URL de la fagina:
www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Hilbert.html

Bibliografia complementaria

Dictionary of Scientific Biography{New York 1970-1990).

Libros:

C. Reid Hilbert (Berlin- Heidelberg- New York, 1970).

C. Reid Hilbert-Courant( New York, 1986).

Articulos:

P. BernaysDavid Hilbert, Encyclopedia of Philosophy Il (New York, 1967), 496-504.

C. Caratleodory Obituary: David Hilbert S-B Math.-Nat. Abt. Bayer. Akad. Wiss. 1943 (1943)
350-354.



134 VARIEDADES DIFERENCIABLES Y TOPOLOGA

L. Corry Axiomatics and structural algebra in the works of David Hilbert (Spanistgthesis 11 (4)
(1995), 291-329.

J. Dieudoni David Hilbert (1862-1943) (SpanishiRev. Integr. Temas Mat. 2 (1) (1983), 27-33.

D.W. Lewis David Hilbert and the theory of algebraic invariantgish Math. Soc. Bull. 33 (1994),
42-54.

B. MachadoDavid Hilbert (Portuguese)caz. Mat., Lisboa 4 (14) (1943), 1-2.
B.H. NeumannDavid Hilbert, Mathematical Spectrum 25 (1992/93), 70-73.
D.E. Rowe Klein, Hilbert, and the Gttingen mathematical traditiqrOsiris (2) 5 (1989), 186-213.

D.E. Rowe David Hilbert on Poincag, Klein, and the world of mathematjcehe Mathematical Intelli-
gencer 8 (1) (1986), 75-77.

M. Toepell On the origins of David Hilbert's Grundlagen der Geometrechive for History of Exact
Science 35 (4) (1986), 329-344.

H. Weyl David Hilbert and his mathematical warBull. Amer. Math. Soc. 50 (1944), 612-654.

H. Weyl Hermann Obituary: David Hilbert. 1862-1943bituary Notices of Fellows of the Royal
Society of London 4 (1944), 547-553.

H. Weyl David Hilbert and his mathematical work (PortuguesBpl. Soc. Mat. Sao Paulo 1 (1946),
76-104.

H. Weyl David Hilbert and his mathematical work (PortuguesBpl. Soc. Mat. Sao Paulo 2 (1947),
37-60.



