
CAPÍTULO 7
CAMPOS DE TENSORES

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP ÍTULO

Se pretende que el alumno sepa definir, establecer o determinar lo siguiente:

• Uno forma

• La diferencial de una aplicación diferencia-
ble

• Campo tensorial

• Tensor covariante

• Tensor contravariante

• Operaciones tensoriales

• El producto tensorial

• Componentes tensoriales

• La contraccíon (1,1)

• El pullback de una aplicación

• El pushforward de una aplicación

• Las formas diferenciales

• Los operadores simetrización y antisimetri-
zacíon

• El producto exterior

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP ÍTULO

Los tensores sobre una variedad diferenciable son a los tensores sobre un espacio vectorial (las
aplicaciones multilineales) lo que un campo de vectores es a un vector tangente. Ası́ pues, comenzamos
la leccíon recordando lo que se entiende por un tensor sobre un espacio vectorial, que tiene como casos
particulares y distinguidos a los covectores y las formas bilineales. Tras esta introducción algebraica, se
definen las uno formas sobre una variedadM .

2.1. Definiciones y resultados b́asicos

Definición 7.1
Una 1-formaθ sobre una variedad diferenciableM es una correspondencia que asigna a cada punto
p ∈M un covectorθp ∈ T ∗pM .
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En otras palabras, siπ∗ : TM∗ → M es la proyeccíon cańonica del fibrado cotangente enM ,
entonces una 1-forma es una aplicación θ : M → TM∗ tal queπ∗ ◦ θ = 1M . La 1-forma se dicedife-
renciablesi es una aplicación diferenciable deM enTM∗. El conjunto de las 1-formas diferenciables
seŕa denotado porX∗(M).

Por otra parte, toda 1-forma puede interpretarse, de una manera natural, como una aplicación entre
el conjunto de los campos de vectores diferenciablesX(M) y el conjunto de las funciones continuas, lo
que nos conduce a caracterizar las 1-formas diferenciablesθ como aquellas para las queθ(X) es una
función diferenciable, siempre queX sea un campo de vectores diferenciable. Es decir:

Proposición 7.2
SeaM una variedad diferenciable. Una 1-formaθ es diferenciable si, y sólo si, θ(X) ∈ C∞(M) para
todo campoX ∈ X(M).

En el conjunto de las 1-formas diferenciables sobreM podemos definir dos operaciones naturales,
la suma y el producto por funciones diferenciables, del siguiente modo:

Suma: Si θ, ω ∈ X∗(M) entoncesθ + ω : X(M)→ C∞(M) est́a definida por

(θ + ω)(X) : M → R, (θ + ω)(X)(p) = θp(Xp) + ωp(Xp)

Producto: Si θ ∈ X∗(M) y f ∈ C∞(M) entoncesfθ : X(M)→ C∞(M) est́a definida por

(fθ)(X) : M → R, (fθ)(X)(p) = f(p)θp(Xp)

Con las dos operaciones anteriores, el conjuntoX
∗(M) admite estructura de ḿodulo sobre el

anillo C∞(M) de las funciones diferenciables.

Entre los covectores tangentes existen unos que son especiales, y son aquellos que provienen de
una funcíon diferenciable. Sif : M −→ R es una funcíon diferenciable yp es un punto deM , podemos
pensar en la aplicación diferencialdfp como un covector enp, despúes de hacer la natural identificación
entre el espacio tangenteTf(p)R y R. Esta interpretación nos permite considerar la 1-formadf , que a
cada puntop le asocia la aplicación diferencialdfp, y que se denomina la diferencial def . El siguiente
resultado se demuestra con facilidad.

Proposición 7.3
SeaM una variedad diferenciable yf ∈ C∞(M) una funcíon diferenciable. Entoncesdf es una 1-forma
diferenciable.

Sea(U, x) un sistema de coordenadas y consideremosθ una 1-forma diferenciable. Es fácil ver
que, en el abiertoU , se tiene la siguiente igualdad:

θ =
n∑
i=1

θ

(
∂

∂xi

)
dxi

Por tanto, las componentes deθ son las funcionesθi = θ( ∂
∂xi

). En particular, la diferencial de una
función diferenciablef puede escribirse como

df =
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi
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Esta manera de construir 1-formas nos conduce a definir una aplicación d entre las funciones
diferenciablesC∞(M) y las 1-formas diferenciablesX∗(M), denominada la aplicación diferencial y
que posee interesantes propiedades:

Proposición 7.4
(1) d : C∞(M)→ X

∗(M) esR-lineal.
(2) Si f , g ∈ C∞(M), entoncesd(fg) = gdf + fdg.
(3) Si f ∈ C∞(M) y h ∈ C∞(R) entoncesd(h(f)) = h′(f)df .

2.2. Los campos tensoriales

Introducimos a continuación los campos tensoriales de tipo(r, s) sobre una variedadM como
las aplicacionesC∞(M)-multilineales deX∗(M)r × X(M)s enC∞(M). Cuandor = 0 se tienen los
tensores covariantes de ordens y en el casos = 0 aparecen los tensores contravariantes de ordenr. Más
expĺıcitamente:

Definición 7.5
(1) Un campo tensorialA de tipo(r, s) sobre una variedadM es una aplicación C∞(M)-multilineal
A : X∗(M)r × X(M)s → C∞(M). Diremos queA ∈ T rs (M).
(2) Uncampo tensorial covariantede ordens sobre una variedadM es una aplicaciónC∞(M)-multilineal
A : X(M)s → C∞(M).
(3) Un campo tensorial contravariantede ordenr sobre una variedadM es una aplicación C∞(M)-
multilinealA : X∗(M)r → C∞(M).

Ejemplo 7.6
(1) Sea la aplicaciónE : X∗(M)×X(M)→ C∞(M) dada porE(θ,X) = θ(X). Es f́acil ver queE

es un tensor de tipo (1,1).

(2) Toda 1-formaθ puede considerarse un tensor de tipo (0,1).

(3) Todo campo de vectores diferenciable puede interpretarse como un tensor de tipo (1,0), conside-
randoX : X∗(M)→ C∞(M) definido porX(θ) = θ(X).

(4) Sea una 1-forma no nulaθ ∈ X∗(M) y definamosF : X(M)×X(M)→ C∞(M) porF (X,Y ) =
X(θ(Y )). Entonces es fácil ver queF no es un tensor (falla laC∞(M)-linealidad en la segunda
variable).

Cuando disponemos de varios tensores los podemos operar de diversas maneras. Las operaciones
disponibles son las siguientes:

Suma: SeanA,B ∈ T rs (M), entoncesA+B : X∗(M)r × X(M)s → C∞(M) se define como sigue:

(A+B)(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs) = A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs) +B(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)

Es f́acil ver queA+B ∈ T rs (M).
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Producto por funciones: SeaA ∈ T rs (M) y f ∈ C∞(M). DefinimosfA : X∗(M)r × X(M)s →
C∞(M) por

(fA)(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs) = f ·A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)

Producto: Mientras que śolo se pueden sumar dos tensores del mismo tipo, podemos realizar el pro-
ducto de dos tensores de cualquier tipo. SeanA ∈ T rs (M) y B ∈ T r′s′ (M). DefinimosA ⊗ B :
X
∗(M)r+r

′ × X(M)s+s
′ → C∞(M) por

(A⊗B)(θ1, . . . , θr+r
′
, X1, . . . , Xs+s′) =

A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs) ·B(θr+1, . . . , θr+r
′
, Xs+1, . . . , Xs+s′)

Es f́acil probar queA⊗B ∈ T r+r′s+s′ (M). La operacíon⊗ se denominaproducto tensorial.

Como toda funcíon diferenciablef puede considerarse un tensor de tipo (0,0), entonces siA ∈
T rs (M) se tiene que

f ⊗A = A⊗ f = fA

Finalizamos este apartado con el siguiente resultado, cuya demostración es un mero ejercicio de
manipulacíon algebraica.

Proposición 7.7
(1) El producto tensorial⊗ esC∞(M)-bilineal.
(2) El producto tensorial⊗ es asociativo y no conmutativo.
(3) Si f ∈ C∞(M),A ∈ T rs (M) y B ∈ T r′s′ (M), entonces se satisface que

f(A⊗B) = (fA)⊗B = A⊗ (fB)

2.3. Tensores en un punto

Si V es un espacio vectorial yV ∗ denota el espacio vectorial dual, entonces los tensores de tipo
(r, s) sobreV son las aplicaciones multilinealest : V ∗r × V s → R. En esta sección vamos a probar
que todo campo tensorial sobre una variedad diferenciableM puede interpretarse como una aplicación
que asigna a cada puntop deM un tensor en su espacio tangente.

Dado un espacio vectorialV , denotamos porT rs V el conjunto de las aplicaciones multilineales
de tipo(r, s) definidas anteriormente. Es fácil ver queT rs V es un espacio vectorial de dimensiónnr+s,
siendon la dimensíon deV . Consideremos ahoraM una variedad diferenciablen-dimensional, y
definamos el siguiente conjunto:

T rsM =
⋃
p∈M

T rs (TpM) ≡ {(p, t) : p ∈M, t ∈ T rs (TpM)}

No es dif́ıcil probar el siguiente resultado.

Proposición 7.8
El conjuntoT rsM admite estructura de variedad diferenciable de dimensiónn+nr+s. Con esta estructura
diferenciable,T rsM se denomina el fibrado tensorial de tipo(r, s) sobreM .
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Como casos particulares se obtienen los fibrados tangenteTM y cotangenteT ∗M .

Lema 7.9
SeaA ∈ T rs (M). Si cualquiera de las uno formasθi o de los camposXj es igual a cero en un punto
p ∈M , entonces

A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)(p) = 0.

Como consecuencia de este lema es fácil deducir la siguiente propiedad.

Proposición 7.10
SeaA ∈ T rs (M). Sean2r uno formasθi, ωi, i = 1, . . . , r, y 2s campo de vectoresXj , Yj , i = 1, . . . , s,
tales queθi(p) = ωi(p) y Xj(p) = Yj(p) para un puntop ∈M . Entonces

A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)(p) = A(ω1, . . . , ωr, Y1, . . . , Ys)(p)

En virtud de este resultado, siA ∈ T rs (M) podemos definir para cada puntop deM una aplicacíon
multilineal Ap ∈ T rs (TpM). En efecto, siα1, . . . , αr ∈ T ∗pM y v1, . . . , vs ∈ TpM , se define la
aplicacíonAp : (T ∗pM)r × (TpM)s → R por la siguiente f́ormula:

Ap(α1, . . . , αr, v1, . . . , vs) = A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)(p)

donde las uno formasθi y los camposXj son extensiones globales de los covectoresαi y de los vectores
vj , respectivamente. Pero, ¿cómo podemos construir tales extensiones?

Sea(U, x) un entorno coordenado deM conteniendo al puntop. Si v ∈ TpM , entonces

v =
n∑
i=1

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

para ciertas constantesai. Consideremos el campoX ′ ∈ X(U) definido por

X ′ =
n∑
i=1

ai
∂

∂xi

Seaf ∈ C∞(M) una funcíon salto enp con soporte contenido enU . Entonces podemos definir una
extensíon globalX ∈ X(M) del vectorv como sigue:

X(q) =

{
f(q)X ′q si q ∈ U

0 si q 6∈ sop(f)

De manera totalmente análoga se puede extender un covectorα ∈ T ∗pM a una uno formaθ.

Ahora podemos interpretar un tensorA ∈ T rs (M) como una aplicación diferenciableA : M →
T rsM tal queπrs ◦ A = 1, dondeπrs : T rsM → M denota la proyección cańonica del fibrado tensorial
de tipo(r, s) sobre la variedad diferenciableM .
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2.4. Las componentes tensoriales

Hemos visto en la sección anterior ćomo se expresan localmente los tensores sobre una variedad,
lo cual nos va a permitir generalizar a campos tensoriales las ecuaciones que nos daban las componentes
de un campo de vectores o de una 1-forma en función de la bases canónicas asociadas a un sistema de
coordenadas. Surgen, de este modo, las componentes tensoriales, que identifican unı́vocamente el campo
tensorial del que proceden y permiten dar, al mismo tiempo, la interpretación cĺasica de los tensores en
coordenadas.

Definición 7.11
SeaA ∈ T rs (M) y (U, x) un sistema de coordenadas enM . LascomponentesdeA respecto de(U, x)
son las funciones

Ai1···irj1···js = A

(
dxi1 , . . . , dxir ,

∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjs

)
con todos lośındices variando de1 an.

A continuacíon, y con el fin de relacionar el concepto de tensor con el clásico por coordenadas,
conviene indicar ćomo son operados los tensores en coordenadas, y ası́ se calculaŕan las componentes
del tensor suma, del tensor producto tensorial y del tensor producto por una función diferenciable.

Proposición 7.12
SeanA y B tensores sobreM y f ∈ C∞(M). Entonces:

(1) (A+B)i1···irj1···js = Ai1···irj1···js +Bi1···ir
j1···js .

(2) (fA)i1···irj1···js = fAi1···irj1···js .

(3) (A⊗B)
i1···ir+r′
j1···js+s′

= Ai1···irj1···jsB
ir+1···ir+r′
js+1···js+s′

Como consecuencia de la definición de componentes de un tensor se tiene la siguiente propiedad,
que afirma que los campos tensoriales conmutan con la restricción a abiertos.

Proposición 7.13
SeaA ∈ T rs (M) y (U, x) un sistema de coordenadas enM . Entonces, en los puntos deU , se satisface
lo siguiente:

A =
∑

Ai1···irj1···js
∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs

donde cadáındice va sumado de1 an.

2.5. La contraccíon de un tensor

No obstante, una de las operaciones más destacables que podemos hacer con los tensores es la
contraccíon, la cual transforma tensores de orden(r, s) en tensores de orden(r − 1, s − 1), y cuya
definición general deriva del caso especial denominado contracción (1, 1), que transforma tensores de
ese orden en funciones diferenciables.
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Lema 7.14
Existe unáunica funcíonC∞(M)-linealC : T 1

1 (M)→ C∞(M), denominadacontraccíon (1,1), tal que
C(X ⊗ θ) = θ(X), para todoX ∈ X(M) y θ ∈ X∗(M).

Generalicemos ahora la aplicación contraccíon para tensores arbitrarios. SeaA ∈ T rs (M) y
consideremos dośındices1 6 i 6 r, 1 6 j 6 s. Se defineCijA ∈ T

r−1
s−1 (M) como sigue:

(CijA)(θ1, . . . , θr−1, X1, . . . , Xs−1) = C{A(θ1, . . . , •, . . . , θr−1, X1, . . . , •, . . . , Xs−1)}

dondeA(θ1, . . . , •, . . . , θr−1, X1, . . . , •, . . . , Xs−1) es el tensor de tipo (1,1) definido por

(θ,X)→ A(θ1, . . . , θ, . . . , θr−1, X1, . . . , X, . . . ,Xs−1)

Proposición 7.15
Sea1 6 i 6 r, 1 6 j 6 s yA ∈ T rs (M). Si las componentes deA relativas a un sistema de coordenadas
sonAi1...irj1...js

, entonces las componentes deCijA son

(CijA)i1...ir−1

j1...js−1

∑
m

A
i1...m...ir−1

j1...m...js−1

Si pensamos en un tensorA de tipo(1, 1) como una correspondencia que a cada puntop le asigna
un operador linealAp sobreTpM , entonces la contracción(1, 1) sobreA es la funcíon diferenciable que
a cada punto le asocia la traza del operadorAp.

2.6. El pullback de una aplicacíon

Un hecho b́asico de los covectores y las uno formas, que se generaliza a cualquier tensor de
orden covariantes > 0, es que cualquier aplicación lineal entre espacios vectorialesV y W induce
una aplicacíon lineal entre los espaciosT 0

s (V ) y T 0
s (W ). En exacta analogı́a, cualquier aplicación

diferenciablef : M −→ N entre dos variedades diferenciables induce una aplicaciónf∗ : T 0
s (N) −→

T 0
s (M) que a cada tensorA sobreN le asigna un tensor del mismo orden sobreM , f∗(A), que se

denomina el pullback deA mediantef .

Definición 7.16
Seaf : M → N una aplicacíon diferenciable yA ∈ T 0

s (N), s > 1. Pongamos

(f∗A)p(v1, . . . , vs) = Af(p)(dfp(v1), . . . , dfp(vs))

para todo puntop ∈M , vi ∈ TpM . Entoncesf∗A ∈ T 0
s (M) y se denomina elpullbackdeA mediante

f .

Aśı pues, fijada una aplicación diferenciablef , la correspondencia que a cada tensor le asocia su
pullback mediantef permite definir la operación pullback, la cual posee unas propiedades interesantes,
entre las que podemos destacar las siguientes. En primer lugar, el pullback esR-lineal y se comporta
de manera natural respecto a los productos tensoriales, es decir,f∗(A ⊗ B) = f∗(A) ⊗ f∗(B). En
segundo lugar, el pullback conserva la composición de aplicaciones, ya que sig es otra aplicación entre
variedades, entonces(g◦f)∗ = f∗◦g∗ (véase las Actividades de Aplicación).
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Para tensores covariantes (o contravariantes) de orden al menos 2, pueden definirse unas subclases
especiales que juegan un papel destacado en el cálculo tensorial. Nos estamos refiriendo, como es
natural, a los tensores simétricos y a los tensores antisimétricos o alternados. Un tensor es simétrico si
la trasposicíon de cualesquiera dos de sus argumentos deja inalterado su valor, y es antisimétrico si cada
trasposicíon de argumentos produce un cambio de signo. Más precisamente,

Definición 7.17
SeaA ∈ T 0

s (M) y σ una permutación de ordens con signaturaεσ, s > 2.
(1)A essimétricosiA(Xσ(1), . . . , Xσ(s)) = A(X1, . . . , Xs).
(2)A esantisiḿetricosiA(Xσ(1), . . . , Xσ(s)) = εσA(X1, . . . , Xs).

En este sentido, otras de las propiedades fundamentales de la operación pullback es que apli-
ca tensores siḿetricos (respectivamente, antisimétricos) en tensores simétricos (respectivamente, anti-
simétricos).

Una operacíon de propiedades similares al pullback es el pushforward de un tensor mediante
una aplicacíon f : M −→ N , a la cual hay que exigirle en este caso que sea un difeomorfismo.
Esta operación traslada tensores sobreM en tensores sobreN del mismo tipo, y permite construir
una operacíon f∗ que es un isomorfismo lineal. La operación pushforward satisface unas propiedades
similares al pullback, ya que es natural respecto al producto tensorial, es decir,f∗(A ⊗ B) = f∗(A) ⊗
f∗(B), y conserva la composición, pues sig es otro difeomorfismo entonces(f◦g)∗ = f∗◦g∗ (véase las
Actividades de Aplicacíon).

2.7. Las formas diferenciales: El producto exterior

Una clase especial de tensores son las formas diferenciales definidas en un abierto de una variedad;
éstas no son ḿas que tensores covariantes antisimétricos.

Definición 7.18
Una forma diferencial de grados (abreviadamente, unas-forma diferencial) sobre una variedadM
(respectivamente, sobre un abiertoU ) es un tensor covariante antisimétrico de tipo(0, s) sobreM (res-
pectivamente, sobreU ). El conjunto de lass-formas diferenciales sobreM se denota por

∧s(M), y
el conjunto

∧
(M) denotaŕa el conjunto de todas las formas diferenciales sobreM , es decir,

∧
(M) =⋃

s>0

∧s(M).

Si denotamos porΣs(M) el subespacio deT 0
s (M) formado por los tensores simétricos, entonces

existe otro subespacio, que podemos denotar porRs(M), tal queT 0
s (M) = Σs(M)⊕

∧s(M)⊕Rs(M),
lo que nos permitiŕa obtener tensores simétricos y/o antisiḿetricos a partir de tensores dados.

Ejemplo 7.19
SeaM = R2 y consideremos el tensorA ∈ T 0

2 (M) definido como sigue:

A(X,Y ) = x1y2 − x2y1

dondeX = x1∂1 + x2∂2 eY = y1∂1 + y2∂2. Es f́acil probar queA ∈
∧2(M).
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2.7.1. Los operadores simetrización y antisimetrizacíon

Definimos entonces dos operadores sobreT 0
s (M) denominados simetrizaciónS y antisimetriza-

ciónA, los cuales asocian a cada tensorT los tensores

S(T ) =
∑
σ

Tσ

y
A(T ) =

∑
σ

εσTσ,

dondeσ recorre el conjunto de las permutaciones des letras,εσ es la signatura deσ y Tσ es esen-
cialmente el tensorT cuando se han modificado sus argumentos por la acción de la permutación:
Tσ(X1, . . . , Xs) = T (Xσ(1), . . . , Xσ(s))

Los operadores simetrización S y antisimetrizacíonA poseen interesantes propiedades entre las
que destacan las siguientes. En primer lugar,A y S son proyecciones, esto es,A2 = A y S2 = S. En
segundo lugar, la imagen deA son las formas diferenciales y la imagen deS los tensores covariantes
simétricos, lo cual nos permite caracterizar a los tensores simétricos como aquellos queST = s!T , y a
los antisiḿetricos como los que satisfacenAT = s!T .

2.7.2. El producto exterior

No es dif́ıcil probar que el producto tensorial de dos formas diferenciales no es, en general, una
forma diferencial. Sin embargo, como sabemos que cada tensor determina, bajo la acción del operador
A, un tensor antisiḿetrico, podemos definir otra multiplicación para las formas diferenciales que es
extraordinariamentéutil. Se trata ĺogicamente del producto exterior∧ de formas diferenciales, que a dos
formas de grador y s le asocia otra forma diferencial de grador + s.

Definición 7.20
Seanω ∈

∧r(M), θ ∈
∧s(M). Definimosω ∧ θ por la fórmula

(ω ∧ θ)(X1, . . . , Xr+s) =
1
r!s!

∑
σ

εσω(Xσ(1), . . . , Xσ(r))θ(Xσ(r+1), . . . , Xσ(r+s)),

dondeσ recorre las permutaciones der + s letras. Entoncesω ∧ θ ∈
∧r+s(M) y se denomina el

producto exterior deω y θ.

El producto exterior es una operación bilineal, asociativa y, en general, no conmutativa verificando
la siguiente propiedad

α ∧ β = (−1)rsβ ∧ α,
donder y s son los grados de las formasα y β.

El producto exterior nos permite generar cualquier forma diferencial, de cualquier grado, a partir
de las formas diferenciales de grado uno (las uno formas). En efecto, si{ω1, . . . , ωn} es una referencia
local de uno formas sobre una variedad diferenciableM (o sobre un abiertoU de la misma) entonces
el conjunto{ωi1 ∧ · · · ∧ ωis}, con todos lośındices variando desde 1 hastan, tales quei1 < · · · < is,
constituye una base para

∧s(M) (ó
∧s(U), respectivamente).
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3. ACTIVIDADES DE APLICACI ÓN DE LOS CONOCIMIENTOS

A.7.1. (a) Prueba que existe unC∞(M)-isomorfismo entreX∗(M) y T 0
1 (M), dondeX∗(M) denota

el módulo dual deX(M).

(b) Prueba que existe unC∞(M)-isomorfismo entreX(M) y T 1
0 (M).

(c) Deduce queX(M) se identifica con su ḿodulo bidual.

A.7.2. SeaF : M −→ N una aplicacíon diferenciable.

(a) Si i : M −→M es la identidad, entoncesi∗ es la identidad sobreT 0
s (M).

(b) Para tensores covariantesA y B de tipo(0, s) y (0, t), respectivamente, se verifica:

F ∗(A⊗B) = F ∗(A)⊗ F ∗(B).

(c) SiG : N −→ P es tambíen una aplicación diferenciable:

(G ◦ F )∗ = F ∗ ◦G∗ : T 0
s (M) −→ T 0

s (M),

para todos > 0.

A.7.3. SeaF : M −→ N un difeomorfismo.

(a) Entonces cada campo tensorialΦ ∈ T rs (M) determina un campo tensorialF∗Φ ∈ T rs (N),
llamado elpushforwarddeΦ medianteF , por la f́ormula

(F∗Φ)(ω1, . . . , ωr, X1, . . . , Xs)(p) =
ΦF−1(p)(F

∗
p (ω1

p), . . . , F
∗
p (ωrp), dF

−1
p (X1p), . . . , dF−1

p (Xsp)),

dondeF ∗p denota la aplicación transpuesta dedFp, es decir,F ∗p : TpN∗ −→ TF−1(p)M
∗,

F ∗p (ω)(v) = ω(dFF−1(p)(v)), v ∈ TF−1(p)M , ω ∈ TpN∗.
(b) Si i : M −→M es la identidad, entoncesi∗ es la identidad deT rs (M).

(c) SiA ∈ T rs (M) y B ∈ T r′s′ (M), entonces

F∗(A⊗B) = F∗(A)⊗ F∗(B) .

(d) SiG : N −→ P es tambíen un difeomorfismo, entonces

(G ◦ F )∗ = G∗ ◦ F∗ .

A.7.4. SeaA un campo tensorial de tipo (1,2). Seanξ = (x1, . . . , xn) y η = (y1, . . . , yn) sistemas
coordenados sobreU ⊂ M . Prueba que las componentes deA relativas aη est́an determinadas
como sigue por las componentes deA relativas aξ:

ηAcab =
∑
i,j,k

∂yc
∂xk

∂xi
∂ya

∂xj
∂yb

ξAkij .

A.7.5. Seax la carta identidad deRn y consideremos el tensor de tipo (0,2)g : X(Rn) × X(Rn) −→
C∞(Rn) definido por

g(X,Y ) : Rn −→ R
p −→ g(X,Y )(p) =

∑n
i=1 ai(p)bi(p)

dondeX =
∑
i

ai
∂

∂xi
, Y =

∑
i

bi
∂

∂xi
.
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(a) Verifica queg es, efectivamente, un tensor de tipo (0,2).

(b) Obten las componentes deg relativas ax.

(c) Seay = (y1, . . . , yn) definida por:

y1 = x1

y2 = x1 + x2

...

yn = x1 + · · ·+ xn

Prueba quey es una carta deRn y calcula las componentes deg relativas ay.

A.7.6. Seaφ : Mm −→ Nn una aplicacíon diferenciable que aplica el sistema coordenadoξ =
(x1, . . . , xm) en un sistema coordenadoη = (y1, . . . , yn) enN . Si B es un campo tensorial
covariante, de tipo (0,2), prueba que sobre el entorno coordenado deξ se satisface:

(φ∗B)
(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

n∑
a,b=1

∂(ya ◦ φ)
∂xi

∂(yb ◦ φ)
∂xj

B

(
∂

∂ya
,
∂

∂yb

)
◦ φ

A.7.7. Seaϕ una aplicacíonp−lineal yσ ∈ Sp una permutación de ordenp. Se define

(σϕ)(v1, . . . , vp) = ϕ(vσ(1), . . . , vσ(p)), v1, . . . , vp ∈ V.

Prueba las siguientes afirmaciones:

(a) ϕ es siḿetrica (resp. antisiḿetrica) si, y śolo si, para todou1, . . . , up ∈ V, 1 6 i < k 6
p, es :

ϕ(. . . , ui, . . . , uk, . . .) = ϕ(. . . , uk, . . . , ui, . . .)
(resp. ϕ(. . . , ui, . . . , uk, . . .) = −ϕ(. . . , uk, . . . , ui, . . .)).

(b) ϕ es antisiḿetrica si, y śolo si, para todo(u1, . . . , up) conui = uj para alǵun i 6= j, es
ϕ(u1, . . . , up) = 0.

(c) Sea∧pV ∗ el espacio de todas las aplicacionesp-lineales antisiḿetricas. Prueba que∧pV ∗ =
0 parap > dimV . Adeḿas, sin = dimV , entonces∧nV ∗ es 1-dimensional.

A.7.8. Seanψ1, . . . , ψn ∈ X∗(M).

(a) Si θi =
∑

j aijψj , i = 1, . . . , n, entonces

θ1 ∧ . . . ∧ θn = det(aij) ψ1 ∧ . . . ∧ ψn.

(b) {ψ1, . . . , ψn} es una referencia local deX∗(M) si, y śolo si,

ψ1 ∧ . . . ∧ ψn 6= 0

en todo punto deM .

A.7.9. SeaV un espacio vectorial de dimensión n. Seanω1, . . . , ωr, r 6 n, formas lineales deV
linealmente independientes. Supongamos que existen formas linealesθ1, . . . , θr satisfaciendo la
condicíon

r∑
i=1

ωi ∧ θi = 0.
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Entonces se cumple que

θi =
∑
j

aijωj , aij = aji, i, j = 1, . . . , r.

A.7.10. SobreR2 con las coordenadas usuales{x1, x2}, seaφ ∈ L(R2) la aplicacíon lineal con matriz

A =

(
2 1
1 1

)

(a) SeaT ∈ T 0
2 (R2) dado porT = dx1⊗ dx1 + 2dx1⊗ dx2− dx2⊗ dx1 + 3dx2⊗ dx2. Obten

φ∗T .

(b) SeaT ∈ T 1
1 (R2) definido porT = e1 ⊗ e2 − 2e2 ⊗ e2. Calcula las componentes deφ∗T .

A.7.11. Seaφ : R3 −→ R2 dado porφ(x, y, z) = (2x + z, xyz) y T ∈ T 0
2 (R2) definido porT =

(u+ 2v)du⊗ du+ u2du⊗ dv. Calculaφ∗T .

A.7.12. SeaM una variedad diferenciable.

(a) InterpretaA ∈ T 1
1 (M) como una aplicación diferenciable que asigna a cada puntop ∈ M

un operador linealAp sobreTpM .

(b) Prueba que(CA)(p) = traza(Ap), dondeC es el operadorContraccíon.

(c) SiA,B ∈ T 1
1 (M), expresa la aplicaciónp −→ Ap ◦Bp como un elemento deT 1

1 (M).

A.7.13. 1) Seaϕ : R2 → R2 la aplicacíon diferenciable definida porϕ(x, y) = (x + 2y, y) y sea
T = 3x∂x ⊗ dy + ∂y ⊗ dy ∈ T 1

1 (R2). Calcula el pullbackϕ∗(T ) y el pushforwardϕ∗(T )
del tensorT .

2) Sean los tensoresA = T ⊗ ϕ∗(T ) y B = ϕ∗(T )⊗ T . CalculaC1
2A− C2

1B.

A.7.14. En R2, con las coordenadas usuales(x, y), consideramos el tensorT ∈ T 2
1 (R2) dado por

T = xy∂x ⊗ ∂x ⊗ dy − y2∂x ⊗ ∂y ⊗ dy + 3x2y∂y ⊗ ∂x ⊗ dx. ¿Cúanto vale la contracción
C2

1 (T )?

A.7.15. Seaϕ : R2 → R2 dada porϕ(x, y) = (x + 2y, y) y sea el tensorT ∈ T 0
2 (R2) dado por

T = 3xdx⊗ dy + dy ⊗ dy. ¿Cúanto valenC1
2 (ϕ∗T ⊗ ϕ∗T ) y C2

1 (ϕ∗T ⊗ ϕ∗T )?
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5. PREGUNTAS DE EVALUACI ÓN

E.7.1. SeanA y B dos campos tensoriales de tipo (1,1) sobre una variedad diferenciableM . Pongamos

S(X,Y ) = [AX,BY ] + [BX,AY ] +AB[X,Y ] +BA[X,Y ]
−A[X,BY ]−A[BX,Y ]−B[X,AY ]−B[AX,Y ],

conX,Y ∈ X(M). Entonces la aplicaciónS : X(M) × X(M) −→ X(M) define un tensor de
tipo (1,2) sobreM y S(X,Y ) = −S(Y,X).

E.7.2. (a) SeaT ∈ T 0
2 (R2) un tensor no nulo. Encuentra una caracterización para queT se pueda

escribir en la formaT = A⊗B, conA,B ∈ T 0
1 (R2).

(b) SeaA ∈ T 0
2 (M) un tensor siḿetrico y B ∈ T 2

0 (M) un tensor antisiḿetrico. Calcula∑
i,j

aijb
ij .

(c) SeanA,B ∈ T 0
2 (M) dos tensores siḿetricos de componentes respectivasaij , bkl, verifican-

do la igualdad:
aijbkl − ailbkj + ajkbil − aklbij = 0.

Prueba queaij = λbij .

E.7.3. Seaφ : R2\{(0, y)|y ∈ R} −→ R2\{(x, x)|x ∈ R} la aplicacíon definida porφ(x, y) =
(x3 + y, y) y sea el tensorT de tipo(2, 1) dado por

T = x
∂

∂x
⊗ dx⊗ dy + y

∂

∂y
⊗ dy ⊗ dy.

Prueba queφ es un difeomorfismo y calcula:

(a) El pushforwardφ∗T .

(b) Las contracciones (1,1) y (1,2) deT .

E.7.4. SeaT ∈ T 1
1 (R2) definido por

T = xy
∂

∂x
⊗ dx+ y

∂

∂y
⊗ dx+

∂

∂x
⊗ dy.

Definimos la aplicacíon φ como sigue:φ : {(x, y)|y > 0} −→ {(x, y)|x > 0, x2 < y} y
φ(x, y) = (yex, y2e2x + y). Prueba queφ es un difeomorfismo y calcula:

(a) La traza deT .

(b) El push-forwarddeT , φ∗T .

E.7.5. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

R3 R3

R2

-

?

Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
QQs

φ

πϕ = π ◦ φ
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donde las aplicacionesφ y π est́an definidas como sigue:

φ(x, y, z) = (x, 3y + 11z, 2x+ y + 4z)
π(u, v, w) = (u, v)

Sean los tensoresT ∈ T 1
1 (R3) y A ∈ T 0

1 (R2) definidos por

T = x
∂

∂y
⊗ dz + y

∂

∂z
⊗ dx

A = u du+ v dv

Calcula los siguientes tensores:

1) El pushforward deT , φ∗(T ).

2) El pullback deA, π∗(A).

3) ω = C1
2 (φ∗(T )⊗ π∗(A)).

4) φ∗ω − C1
2 (T ⊗ ϕ∗A)

5) La derivada de LieLX(φ∗ω), dondeX = x
∂

∂y
+ y

∂

∂z
.

E.7.6. Una variedad diferenciable conexaMn esorientable si existe un atlas orientado para la variedad,
esto es, un atlas tal que el jacobiano de los cambios de cartas es siempre positivo. Prueba:

a) Si una variedadM admite un atlas formado por dos cartas(U1, ϕ1) y (U2, ϕ2) tal que
U1 ∩U2 es conexo entoncesM es orientable.

b) SeaM una variedad paracompacta. EntoncesM es orientable si, y śolo si, existe unan-
forma sobreM que no se anula en ningún punto.
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6. BIOGRAFÍA: DAVID HILBERT ( -)

David Hilbert (-) asistío a una academia en su pueblo natal de Könisberg. Despúes de
la graduacíon, Hilbert abandońo la academia e ingresó en la Universidad de K̈onisberg, donde estudió
bajo la direccíon deC. Ferdinand Lindemann (-). Obtuvo su doctorado en con una
tesis doctoral tituladaUber invariante Eigenschaften specieller binärer Formen, insbesondere der Ku-
gelfunctionen, que hizo progresar la teorı́a de los invariantes algebraicos. Uno de los amigos de Hilbert
fue Hermann Minkowski (-), que tambíen fue estudiante de doctorado en la Universidad de
Könisberg; sus trabajos tuvieron una enorme influencia en el desarrollo posterior de las matemáticas.

En A. Hurwitz fue admitido en la Universidad de Könisberg y pronto estableció amistad con
Hilbert, influyendo notablemente en el desarrollo matemático de Hilbert. Hilbert fue miembro directivo
de la Universidad desde hasta, alcanzando las categorı́as de Profesor Extraordinario en
y de Catedŕatico en.

Figura 7.1: Imagen de D. Hilbert en 1886

EnHermann A. Schwarz(-)se traslad́o de Gotinga a Berlı́n para ocupar la vacante
dejada porKarl Weierstrass (-), y F. Klein (-) deseaba ofrecer a Hilbert la vacante
de Gotinga. Sin embargo, Klein no pudo convencer a sus colegas yHeinrich Weber (-)
fue seleccionado para ocupar dicho puesto. Tres años despúes, Weber se trasladó a una vacante en
Estrasburgo y entonces sı́ consiguío que Hilbert fuese seleccionado para ocupar el puesto de Weber.
De este modo, Hilbert fue nombrado profesor de la Universidad de Gotinga en, donde estuvo
ensẽnando durante el resto de su carrera docente.

La eminente posición que ocupaba Hilbert en el mundo de las matemáticas desde haćıa
que otras instituciones quisieran convencerlo de que abandonara Gotinga y, en, la Universidad de
Berĺın le ofrecío la Ćatedra deL. Fuchs (-). Hilbert se traslad́o a la plaza de Berlı́n, pero śolo
hasta que la Universidad de Gotinga quiso recuperarlo ofreciéndole una ćatedra áel y otra a su amigo
Minkowski.

El primer trabajo de Hilbert sobre teorı́a de los invariantes, en, conteńıa su famoso Teorema
de la Base. Veinte ãnos antesP. Gordan (-) hab́ıa probado el teorema de la base finita para
formas binarias utilizando una aproximación altamente computacional. Los diversos intentos que se
sucedieron después para intentar generalizar el teorema de Gordan para sistema de más de dos variables
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Figura 7.2: Imagen de D. Hilbert en 1900

fueron un fracaso, debido a la complejidad de la aproximación computacional. De hecho, los primeros
intentos de Hilbert se basaron en las ideas de Gordan, pero pronto se percató que era necesario analizar
el problema desde un nuevo punto de vista. Descubrió un ḿetodo completamente nuevo que demostraba
el teorema de la base finita para cualquier número de variables, pero de un modo enteramente abstracto.
No obstante, y aunque sus métodos garantizaban la existencia de una base finita,él nunca construýo una
tal base.

Hilbert sometío su art́ıculo a la revista Mathematische Annalen. Sin embargo, Gordan era el
experto de dicha revista en la teorı́a de invariantes, y encontró el revolucionario ḿetodo de Hilbert poco
interesante. Revisó el art́ıculo de Hilbert y envío los siguientes comentarios a Klein:

El problema no es la forma . . . sino algo mucho más profundo. Hilbert ha desdeñado presentar
sus ideas siguiendo las reglas formales, y piensa que es suficiente con que nadie contradiga su
demostracíon . . . est́a contento pensando que la importancia y corrección de sus proposiciones son
suficientes . . . para un trabajo en Annalen no es suficiente.

Sin embargo, Hurwitz le hizo saber a Hilbert de este informe de Gordan, y el propio Hilbert le envió una
carta a Klein en t́erminos muy duros:

. . . No estoy preparado para alterar o eliminar nada, y en relación con el art́ıculo, y con toda modes-
tia, esta es mi ultima palabra, ya que no se ha producido ninguna objeción definitiva e irrefutable
contra mi razonamiento.

Klein recibió las cartas de Hilbert y Gordan al mismo tiempo, pero mientras Hilbert era un profesor
ayudante, Gordan era el lı́der mundial reconocido experto en teorı́a de invariantes, y adeḿas era amigo
ı́ntimo de Klein. Sin embargo, Klein reconoció la importancia del trabajo de Hilbert y le aseguró que su
trabajo aparecerı́a en Annalen sin cambios, como ası́ fue.

Hilbert desarrolĺo sus ḿetodos en un trabajo posterior, que también sometío a Annalen, y Klein,
despúes de leer el manuscrito, escribió a Hilbert dicíendole:

No tengo ninguna duda quéeste es el trabajo sobréalgebra general ḿas importante que ha sido
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publicado nunca en los Annalen.

En , todav́ıa en la Universidad de K̈onisberg, Hilbert comenzó el trabajoZahlbericht on algebraic
number theory. La Sociedad Mateḿatica Alemana requirió este trabajo tres años despúes de que la
Sociedad se creara en. El trabajoZahlbericht() es una brillante śıntesis de los trabajos de
E.E. Kummer (-), L. Kronecker (-) y R. Dedekind (-) , pero contiene
numerosas ideas propias de Hilbert, que se han mantenido hasta nuestro dı́as. D.E. Rowe describe este
trabajo en los siguientes términos:

. . . no es realmente un Recopilatorio en el sentido usual de la palabra, sino más bien una obra de
investigacíon original que revela que Hilbert no era un mero especialista. . . . [Hilbert] no sólo sinte-
tiza los resultados de investigaciones anteriores . . . sino que crea nuevos conceptos que constituyen
las ĺıneas de investigación en teoŕıa algebraica de ńumeros durante los ãnos posteriores.

Figura 7.3: Imagen de D. Hilbert en 1926

El moderno tratamiento de la geometrı́a euclidiana que ha recibido la aceptación más amplia
se debe a Hilbert. El profesor Hilbert dio varias conferencias sobre los fundamentos de la geometrı́a
euclidiana en la Universidad de Gotinga durante el periodo de invierno de-. Estas conferencias
se reordenaron y publicaron en un delgado volumen en junio de, bajo el t́ıtulo Grundlagen der
Geometrie (Fundamentos de la Geometrı́a). Esta obra, en sus diversas revisiones mejoradas, es en la
actualidad cĺasica en su campo; ha hecho más que cualquier otro trabajo desde el descubrimiento de la
geometŕıa no eucĺıdea para promover el ḿetodo moderno y para dar forma al carácter de gran parte de
las mateḿaticas actuales. La influencia de este libro fue inmediata. Una edición francesa apareció poco
despúes de la publicación alemana, y una versión inglesa, traducida porE.J. Townsend, aparecío en
. La obra tuvo siete ediciones alemanas en vida del autor, apareciendo la séptima edicíon en.
Desarrollando un conjunto de postulados para la geometrı́a eucĺıdea que, en esencia, no se separan
mucho de los propios de Euclides y empleando un mı́nimo de simbolismo, Hilbert tuvóexito para
convencer a los mateḿaticos, en mayor grado del que tuvieronMoritz Pasch (-) y Giuseppe
Peano(-), de la naturaleza puramente hipotético-deductiva de la geometrı́a. Pero la influencia
de la obra de Hilbert fue ḿas alĺa de esto, pues apoyada por la gran autoridad matemática del autor,
implant́o firmemente el ḿetodo postulacional no sólo en el campo de la geometrı́a, sino esencialmente
tambíen en todas las deḿas ramas de las matemáticas. El estı́mulo para el desarrollo de los fundamentos
de las mateḿaticas proporcionado por el pequeño libro de Hilbert es dif́ıcil de sobrestimar. Faltándole
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el extrãno simbolismo de los trabajos de Pasch y Peano, el de Hilbert puede leerse, en gran parte, por
cualquier alumno inteligente que estudie geometrı́a a nivel medio.

En el Segundo Congreso Internacional de Matemáticas celebrado en Parı́s en Hilbert pro-
nuncío su famosa conferencia, en la que intentó, baśandose en las principales tendencias de las inves-
tigaciones mateḿaticas de fines del sigloXIX , predecir de alguna manera las direcciones futuras de los
progresos mateḿaticos. Para ello propuso veintitrés problemas que, a sus ojos, representaban los puntos
de discusíon que podŕıan eventualmente hacer progresar las matemáticas. Su conferencia estuvo llena
de optimismo por las mateḿaticas del siglo que comenzaba y sentı́a que los problemas abiertos eran un
signo de la vitalidad deĺarea:

La gran importancia de los problemas planteados para el progreso de la ciencia matemática en
general . . . es innegable . . . ya que cuando una rama del conocimiento proporciona un excedente de
tales problemas, mantiene su vitalidad . . . cualquier matemático ciertamente comparte la convic-
ción de que cualquier problema matemático puede ser resuelto . . . oı́mos dentro de nosotros un grito
constante: hay un problema, busquemos la solución, que puede encontrarse a través del razona-
miento.

Los problemas sugeridos por Hilbert provienen de los diferentes sectores de las matemáticas, y se adivina
fácilmente la profundidad y complejidad de su contenido. Se incluye la hipótesis del continuo, la buena
ordenacíon de los ńumeros reales, la conjetura de Goldbach, la trascendencia de las potencias de números
algebraicos, la hiṕotesis de Riemann, la extensión del principio de Dirichlet y muchos otros. Muchos
de estos problemas han sido resueltos durante estos años pasados, y cada vez que un nuevo problema es
resuelto supone un momento glorioso para las matemáticas.

Figura 7.4: Imagen de D. Hilbert en 1930

Hoy d́ıa, el nombre de Hilbert es a menudo recordado y asociado a losespacios de Hilbert. Irving
Kaplanski explica el trabajo de Hilbert que condujo a esta situación:

El trabajo de Hilbert en ecuaciones integrales, alrededor de, condujo directamente a la inves-
tigación en ańalisis funcional en el sigloXX (la rama de las mateḿaticas en la cual las funciones
son estudiadas colectivamente). Este trabajo estableció asimismo las bases para su trabajo sobre
espacios de dimensión infinita, posteriormente denominados espacios de Hilbert, un concepto su-
mamentéutil en ańalisis mateḿatico y mećanica cúantica. Haciendo uso de sus resultados sobre
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ecuaciones integrales, Hilbert contribuyó al desarrollo de la f́ısica mateḿatica mediante sus impor-
tantes memorias sobre la teorı́a cinética de los gases y la teorı́a de radiaciones.

EnHilbert descubrío las ecuaciones correctas del campo en teorı́a de la relatividad general. En este
punto, en lośultimos ãnos existe una controversia sobre si fue Hilbert el primero, antes queA. Einstein,
que las describió correctamente.

En y  se publicaron dos volúmenes deGrundlagen der Mathematikque pretend́ıan con-
ducir a la “teoŕıa de la demostración”, un ḿetodo para probar la consistencia de las matemáticas. El
art́ıculo deKurt G ödel (-) de demostraŕıa que este objetivo era imposible, ya que de-
mostŕo que en el interior de un sistema siempre existe al menos una proposición (es decir, un enunciado
verdadero) que no puede ser demostrada basándoséunicamente en los axiomas del sistema.

Figura 7.5: Imagen de D. Hilbert en 1932

Hilbert contribuýo a muchas ramas de las matemáticas, incluyendo la teorı́a de invariantes, los
cuerpos algebraicos de números, el ańalisis funcional, las ecuaciones integrales, la fı́sica mateḿatica, y
el cálculo de variaciones. Las habilidades matemáticas de Hilbert fueron h́abilmente recogidas porOtto
Blumenthal, su primer estudiante:

En el ańalisis del talento mateḿatico se debe distinguir entre la habilidad para crear nuevos con-
ceptos que generan nuevos tipos de estructuras de pensamiento y el talento para detectar conexiones
profundas que dan unidad. En el caso de Hilbert, su grandeza radica en un inmenso poder de visión
que penetra en las profundidades del problema. Todos sus trabajos contienen ejemplos de campos
alejados en los cuales fue capaz de encontrar las interrelaciones y conexiones con el problema ana-
lizado. A partir deéstos, la śıntesis, su obra de arte, era creada. En la medida en que nos referimos
a la creacíon de nuevas ideas, pondrı́a a Minkowski en un lugar ḿas alto, junto a Gauss, Galois y
Riemann. Pero cuando nos quedamos con la perspicacia penetrante, sólo unos pocos entre los ḿas
grandes pueden compararse con Hilbert.

Entre los estudiantes de Hilbert podemos citar aHermann Weyl (-), el famoso campéon
mundial de ajedrez Lasker, yErnst Zermelo (-).

Hilbert recibío muchos honores. En la Academia H́ungara de Ciencias le concedió una
distinción especial. EnHilbert se retiŕo y la ciudad de K̈onisberg lo nombŕo ciudadano honorario de
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la ciudad. Dio un discurso de agradecimiento que finalizaba con seis palabras famosas que demuestran
su entusiasmo por las matemáticas y su dedicación en vida para la resolución de problemas matemáticos:

Wir müssen wissen, wir werden wissen - Nosotros debemos conocer, nosotros conoceremos.

Figura 7.6: Imagen de D. Hilbert en 1937
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