CAPITULO 6 )
CURVAS INTEGRALES Y GRUPOS UNIPARAM ETRICOS

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP iTULO

Se pretende que el alumno sepa definir, establecer o determinar lo siguiente:

e Curvaintegral de un campo e Curva integral petidica

e Ecuaciones locales de una curva integral e Curva integral simplemente pédica

e Punto citico e El flujo de un campo

e Campo completo e El grupo unipararétrico de transformacio-
e Curva integral maximal nes

e Curva integral inyectiva e El corchete de Lie como una derivada

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP iTULO

2.1. Definiciones y resultados &sicos

En el estudio de los campos de vectores hemos interpréstde de dos formas distintas. En
primer lugar hemos visto los campos como aplicaciones (diferenciables) de la variedad en su fibrado
tangente y, en segundo lugar, hemos probado qumpadnsiderarse como derivaciones ealgebra
de las funciones diferenciables. En esta lecae interpretan los campos de vectores como ecuaciones
diferenciales sobre la variedad.

Comenzamos definiendo lo que se entiende por curva integral de un cango@ no es s que
una curva cuyo vector tangente coincide con el representante o valor del campo a lo largo de la curva.

Definicion 6.1
Una curvaa : I — M es unacurva integralde un campoX € X (M) sia/(t) = X, para toda € 1.

Se plantean ahora dos cuestiones importantes como son la existencia y unicidad de las curvas
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x.») Una curva
- integral

Figura 6.1: Curva integral de un campo de vectores

integrales, por un lado, y lallqueda de &todos pacticos para su obterigi, por otro, cuestiones que
en realidad ten@dn una solud@n corun. Estos problemas se reducen, localmente, a la reéoldei un
sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden.

Sea(U, x) un sistema de coordenadas&n Supongamos que la representante local éa este
sistema de coordenadasesa(t) = (ui(t),...,u,(t)),y que el campd se expresa localmente como

- 0
X:Zlfla—xz

dondef; = X(x;) € C*>(U) para todai. Denotemos pof; : R — R a la representante en coordena-
das def;, entoncesy es una curva integral d€ enU si, y lo si,

dui
dt

= Fi(ui(t),...,un(t)), i=1,...,n

El teorema fundamental de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias permite
obtener el siguiente resultado, @nrhinos de la teda de variedades.

Proposicion 6.2

Para todo campo de vectores diferenciablg todo puntg en la variedad existe un intervalo del origen
enR y unalnica curva integral del campo, definida en dicho intervalo y con punto ipicial

Definicion 6.3

SeaX € X(M),p e M.

(1) p es unpunto citico de X si X,, = 0.

(2) X escompletosi todas sus curvas integralesastliefinidas en toda.

Ejemplo 6.4
Consideremos el campo de vectores definida&eminos de la carta identidad por

0 0
X=x1— —
1 o1 + T2 97s
Las curvas integrales d€ estin dadas por
a(t) = (ae',be’), a,b€R,

y un esquema de todas las curvas integrales es el siguiente:
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Observemos que éinico punto citico es el origen de coordenadas. Todas las curvas integrades est
definidas para todopor lo que el campd& es completo.

Ejemplo 6.5
Sean)\;, A2 € R dos constantes y consideremos el campo de vectores definidong@nds de la carta

identidad por

0 0
X =M1 =— + dozog—o-.
171 92, + A2 O

Las curvas integrales d€ estn dadas por

a(t) = (aeM? be???),  a,b e R.

Igual que en el ejemplo anterior, el camfiges completo y los puntositicos son aguellos que satisfacen
las ecuacioned;x; = \gxg = 0.

Ejemplo 6.6
Consideremos el campo de vectores definiddeeminos de la carta identidad por
1 0
= ——,A#0.
e Oy’ 7

Las curvas integrales d€ estin dadas por

1 1
a(t) = (X log(A(t + Xe)‘a),b).
Consecuentement& no es un campo completo, ya que para ciertos valores deargumento del
logaritmo sefa negativo.

Veamos a continuadn dos resultados sencillos de demostrar pero que nas sauryltiles nas
adelante.

Proposicion 6.7
Seaa : J — M una curva integral de un camp6 y seaty, € J. Entonces la curvg : I — M,
B(t) = a(t + to), definidaenl = {t : t+ty € J}, es una curva integral d¢.

Proposicion 6.8
Sia, 3 : I — M son dos curvas integrales #le definidas en un intervalo coneXptal quen(a) = (3(a)
para algina € I, entonces: = (3.
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Si consideramos todas las curvas integrales del caxnpon punto iniciap, dado que dos cuales-
quiera de ellas coinciden en la intersécde sus dominios, podemos definir la curva integral maximal
de X con punto inicialp, cuyo dominio de definiéin es el mayor posible. En particular, si el dominio
de todas las curvas integrales maximales de un campodisho campo es completo. La curva integral
maximal de un camp& que empieza en un pungaesinica en el siguiente sentido.

Proposicion 6.9
SeaX € X(M),pe My, : I, — M lacurva integral maximal d& que empieza ep. Sig = ()
entonced, = I, — s Y ay(t) = ap(s + t) parat € I,.

El resultado anterior es equivalente a la existencia de un intervalo del oriferrerl cual estn
definidas todas las curvas integrales maximales. Como consecuencia de esta carantsezi&rie que
todo campo de vectores con soporte compacto es completo y, en particular, todo campo definido sobre
una variedad compacta es completo. Es decir,

Proposicion 6.10

(1) X € x(M) es completo si, y@&o si, existe un entornd de = enR tal que cada curva integral
maximal esi definida e .

(2) Todo campaX € x (M) sobre una variedad compacta es completo.

Para finalizar esta seéti vamos a dar un resultado sobre como pueden ser las curvas integrales.
Antes introduciremos algunos conceptos.

Definicion 6.11

Seay : R — M una curva.

(1) v es perbdica si existe unimeroc > 0 tal quey(t) = v(t + ¢) para toda. Sic es el menor amero
positivo satisfaciendo dicha propiedad, se dice @es el periodo de.

(2) Siv es una curva péaica, de periode, e inyectiva en al@n intervaloa, a + ¢), entonces se dice
gue es simplemente pédica.

Proposicion 6.12
SeaX € x(M). Todas las curvas integrales maximalesXdeon inyectivas, simplemente padicas o
constantes.

2.2. Elflujo de un campo

Ligado al concepto de campo de vectores se encuentra el de flujo del campo, que determina el
grupo local uniparaktrico de transformacionds); },cr asociado al campo de vector&s donde);
est definido en un cierto subconjunto dependiente,detal que sip es un punto dé/, ¥,(p) es el
valor ent de la curva integral maximal d& con punto inicialp. En otras palabrag; nos describe la
posicbn de cada punto de su dominio en el instangs como una fotogref de una parte d&/ tomada
justo en el instanté. Estas aplicaciones nos permiten caracterizar a los campos de vectores completos
como aquellos para los que las transformaciafiesstin definidas en todd/.

SeaD = {(t,p) € R x M : t € I,,}. Se define el flujo d& como la aplicadn

v D —- M
(t,p) — Y(t,p) = apt)
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Consideremosy € X (M) un campo de vectores completo. A partir del flujo se pueden obtener dos
tipos de funciones:

(1) Para cada € M, la aplicacon ¥, : R — M definida por¥,(t) := ¥(¢,p) no es nas que la
curva integral maximal d& que sale de y, por tanto, nos describe la trayectoria del pymi
lo largo del tiempa.

(2) Para cada € R, la aplicacon ¥, : M — M definida por¥(p) := ¥(¢,p) nos proporciona la
posicbn de cada punto d&/ en el instante. Por esta ram, ¥; se denomina el estadalel flujo
U, y en ocasiones el conjun{d’, },cr } se dié que es el flujo del camp¥.

Proposicion 6.13

Si{¥,} es el flujo de un camp& , entonces:

Q)vy=1

Q) V,0¥, =V, paratods,t € R (es decir, los estados deconmutan).

(3) U; es un difeomorfismo colr; ! = U _,.

Por verificar estas propiedaddd),} se dice que es un grupo uniparnico de transformaciones (o
difeomorfismos).

Como una aplicaéin del flujo de un campo, puede probarse el siguiente resultado.

Proposicion 6.14

Dado un campo de vectores diferenciakiley un puntop de M tal queX, # 0, existe un entorno del
punto y una carta local de la variedad definida en dicho entorno tal qug si ., z,,) son las funciones
coordenadas correspondientes a dicha carta, entdheed /0x, en los puntos del entorno.

Los grupos uniparaétricos de transformaciones nos permiten dar una interpbetgeionétrica
del corchete de dos campos de vectake® Y como la derivada (de Lie) d& con respecto &.
Concretamente, dado un puntae M, si {¢;} es el grupo local uniparagtrico de transformaciones
asociado aX, podemos considerar el valor deen(p), Yy, (), que sea un vector tangente &/
enyy(p), y trasladarlo &,/ mediante a aplicaoh di_;. Se obtiene dda aplicacon diferenciable
dip—(Yy,(p)) definida en un entorno del origen &ny con valores efi), M, cuya derivada en el origen
resulta sefX,Y],. En otras palabras,

Proposicion 6.15
SeanX,Y € X(M),p € M y V¥ el flujo local deX en un entorno dp. Entonces

1
X, Y]p = lim & ()Y ) = Y))

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ON DE LOS CONOCIMIENTOS

A.6.1. Encuentra las curvas integrales de los campos de vectoresotadinidos enérminos de la
carta identidad por:

1 0
e®1 Jxq

(@)
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0
(b) $167$1
0 0
(c) )\3318—:1:1+M»’U281:2a ApeR
) , 0
(d) Ty T (22) o

En cada caso encuentra los puntdicms y determina si el campo de vectores es completo.
A.6.2. (a) Prueba que el campo de vectores sdbte{0} definido por
0 0

X = — I
axl +8$2

no es completo.
(b) Prueba que los campos de vectores definidos soban €rminos de la carta identidad por

0 z? 0
X =29— e
an:El ¢ 2 axg

son completos y, sin embargo, su corcHéfeY] no es completo.

A.6.3. Se considera la aplicam
d:R xR?> — R?
(tzy) — (+=zy)
Encontrar un camp& definido sobreék? tal que® sea su flujo.

A.6.4. Seap : R x M — M, conM = R?, definida por
o(t,x1,x2) = (x1cost — xgsent, xysent + xo cost)

() ¢ es un grupo uniparagtrico de difeomorfismos.
(b) Hallar un campoX € x (M) tal que¢ sea el flujo deX.

A.6.5. En R2\{0}, ¢existe algn campo de vectores cuyas curvas integrales sean las de la siguiente
figura?

N\

A.6.6. Se considera el camp® € % (R?) definido en la carta identidad por:

0 0 0
X = (—331 + xro — 2:63)8_561 + (—132 + 41:3)8—.%2 + l‘ga—x?’

Encuentra el flujo d&.
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A.6.7. SeanX,Y, Z los campos de vectores definidoskhpor

0 0

X Za—y—yg
0 0

_, 9 _,9
y@x oy

(@) Prueba que la aplicam (a,b,c) — aX + bY + cZ es un isomorfismo d&2 en un
subespacio del espacio de los campos de vectores Rébre

(b) Obten el flujo del campX + Y + Z.

A.6.8. Prueba que el flujo del campo de vectores definid&&mpor

" 0

es®(t,z) = e'z. Deduce de esto lidentidad de Eulepara funciones homégeas.

A.6.9. Sean los campoX, Y € X(R?) definidos porX = y%9,, Y = 229,, donde(z, y) representa la
carta identidad. ¢ Gles de los campaX, Y, X + Y son completos?

A.6.10. SeanX e Y dos campos de vectores diferenciables sobre variedades diferendiabley,
respectivamente, y séa: M — N una aplicadn diferenciable. Seahy o los flujos generados
por X eY, respectivamente. ¢®©uleben satisfacéry o para que los campaoX e Y esén
F-relacionados?

A.6.11. SeanX eY dos campos de vectores diferenciables definidos en un abiest@onsideremos
¢y ¢ los respectivos flujos locales. Decimos qug » conmutan erV si ¢15(q) = ¥sd4(q),
para toda; € U, consy t posibles; asimismo, decimos giee Y conmutan e/ si[X,Y] =0

enU. Probar que los campos de vectofés Y conmutan erU si, y lo si, sus flujosp y ¢
conmutan er.
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5. PREGUNTAS DE EVALUACI ON

E.6.1. Seanx ey las proyecciones estereéfjcas des?. Consideremos el campo de vectoldeens?
definido por los campos de vectores:

(1~ 22) 5+ (1 + 2)
T1 — T3 B 1+ 22 B

0 0
— — - + — -
(—=y1 —y2) o (y1 — y2) 95

(a) Prueba queX es, efectivamente, un campo de vectores diferenciable §8byehalla sus
puntos citicos.

(b) Encuentra sus curvas integrales y determina si es un campo completo.

E.6.2. SeaM = GL(2,R) el grupo lineal de orden 2 y definamos la apliceci

P RxM — M
(t,4) — <1 t)-A
0 1

donde el punto indica la multiplicacbn de matrices. Encuentra un camigoc x (M) tal que®
sea su flujo.

E.6.3. Dar ejemplos de campos de vectores con las siguientes condiciones:

i) sobres' con exactamente puntos citicos; generalizar @”.

i) sobreR? con exactamente un puntdtizo y todas las deasorbitas cerradas.
iii) sobreR? con exactamente un puntdtico y todas las deasorbitas no cerradas.
iv) sobreS? con exactamente dos punto#ticos.

E.6.4. SeaX € x(M) una campo de vectores diferenciable sabfeon flujo ¢ y consideremos una
aplicacbn diferenciablef € C>°(M). ¢ Cuanto vale elimite

1
N T
lim (67 (/) = 1)’
E.6.5. Seat la carta identidad sobrg y consideremos el campo de vectotésc X(R) dado por
X (t) = €'d;. ¢EsX un campo de vectores completo?
E.6.6. Seanf,g : R — R las aplicaciones definidas por:

eV t>0 0, t>0
t — ) t — ) =
Uy { 0, t<o D= el oo

Sea el campo de vectorés € x(R) dado porX (t) = ¢(t)d;, dondep(t) = f(t —a)g(t — b),
a < b. ¢ ESX un campo de vectores completo?
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ANOTACIONES
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6. BIOGRAFIA: BERNHARD RIEMANN ( 1826-1866)

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) nacb en Breselenz en Hanover. Su padre,
Friedrich Bernhard Riemann, era un pastor luterano, que $ecoasCharlotte Ebell cuando estaba en
su madurez. Bernhard fue el segundo de sus seis hijos, dos chicos y cuatro chicas. Friedrich Riemann
actb como profesor de sus hijos y eduz Bernhard hasta qéste tuvo diezi@os. Fue entonces cuando
un profesor de la escuela local, llamado Schulz, se eaa®da educadin de Bernhard.

En 1840 Riemann enty directamente en la clase de tercero en el Liceo de Hanover. Mientras
estudod en el Liceo estuvo viviendo con su abuela, pesta murd en1842 y Riemann se trasladal
Johanneum Gymnasium eiitheburg. Riemann fue un buen estudiante, aunque no brillante, quétrabaj
duro en las disciplinas @sicas, como hebreo y teolag Mostib un inteés particular por las matexticas
y el director del Gymnasium le permitestudiar los textos mateéricos de su propia biblioteca. En una
ocason le presh a Riemann el libro d&.M. Legendre (1752-1833) acerca de la teta de rumeros, y
Riemann se ley el voluminoso libro (900 @ginas) endlo seis das.

En la primavera de846 Riemann se inscribien la Universidad de Gotinga. Su padre le anim
para que estudiara teolag por lo que enren la facultad correspondiente. Sin embargo, Riemann asis-
tié a algunas conferencias de mafgiras que le impresionaron enormemente, de forma que Riemann
solicitd autorizaddn de su padre para inscribirse en la facultad de filasgfde este modo, estudiar
matendticas. Riemann siempre estuvo muy ligado a su padre y sin el permésiedRiemann nunca
hubiera cambiado de facultad. Riemann agiatdiversos cursos de mataticas deMoritz Abraham
Stern (1807-1894) y K.F. Gauss(1777-1855).

Figura 6.2: Grabado de Riemann en su juventud

Puede pensarse que Riemann estaba en el lugar adecuado para estudiaticastemGotinga,
pero en es@poca la Universidad de Gotinga no ocupaba una finsiiéstacada en esta materia. Gauss
ensdb a Riemann en los cursos elementales, y no hay evidencia que, epogsg Gauss reconociera
en gran genio que ha@en Riemann. Sin embargo, Stern si se pérdatque tera un gran estudiante y,
posteriormente, descriliéral Riemann de esé&poca diciendo que

...ya cantaba como un canario.
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Riemann se trasl@dde la Universidad de Gotinga a la de Berén la primavera de847, para es-
tudiar bajo la supervién deJ. Steiner (1796-1863—<C>G>J> Jacobi (1804-1851—<P>G>Li> Diri
chlet (1805-1859%—y F-G> Fisenstein (1823-1852—>Aprendd mucho de Eisenstein, con el que dis-
cufia usando variables complejas en la taate funciones gpticas. Sin embargo, la persona quasnm
influiria en Riemann durante esta etapassBirichlet. F. Klein (1849-1925—dice:

Riemann se comprométcon Dirichlet por la fuerte simp# interior por un modo de pensar. Di-
richlet amaba hacer las cosas claras en un sustrato intuitivo, con el cudbpedlizar arélisis
|6gicos agudos sobre cuestiones fundamentales, evitandaltadas laboriosos siempre que dad
Sus maneras encantaron a Riemann, que las @dppiesde entonces traldegedin los nétodos de
Dirichlet.

El trabajo de Riemann siempre se d&n un razonamiento intuitivo, muy alejado del rigor necesario

para que las conclusiones obtenidas fueran irrefutables. Sin embargo, las brillantes ideas contenidas en
sus trabajos e@h mucho mejor expuestas porque n@estalpicadas de numeros@doulos. Durante
estaépoca en la Universidad de Bier] Riemann trabajen su teda general de variables complejas, que
forma una parte muy importante de su investigaghnatenatica.

En 1849 volvid a Gotinga, defendiendo su tesis doctoral, bajo la supérvie Gauss, dogias
mas tarde. Sin embargo, otros matdinos, aparte de Gauss, infiain notablemente en Riemann.
W. Weber halia vuelto de Leipzig para ocupar una plaza ich en Gotinga durante la estancia de
Riemann en Benh, y Riemann fue su asistente durante dieciocho meses. Asti@de Weber yl.B.
Listing (1808-1882), que tamb&n ocupaba un plaza deica en Gotinga desd&49, Riemann consigoi
una formaaddbn excelente eridica térica e importantes ideas en topdlagque influifan notablemente
en sus investigaciones posteriores.

Latesis de Riemann estudiaba la faate variables complejas y, en particular, los objetos que hoy
conocemos comsuperficies de Riemanimtroduciendo rétodos topdigicos en la teda de funciones
complejas. El trabajo de Riemann se basa en lagets funciones complejas previamente desarrollado
porA.L. Cauchy (1798-1857), aunque su tesis doctoral puede considerarse un trabajo sorprendentemen-
te original que examina propiedades gé&tricas de las funciones aftalas, las aplicaciones conformes
y la conexén de superficies.

En su tesis doctoral, Riemann utiliza frecuentemente un principio variacional que posteriormente
se denominaa Principio de Dirichlet, ya que Riemann lo conb@ partir de unas conferencias que
Dirichletimparti en Berin. El Principio de Dirichlet, no obstante, ya era conocido por G&isSreen
(11793-1841) y W. Thomson (1824-1907). La tesis de Riemann, uno de los trabajassnoriginales
contenidos en una tesis doctoral, fue defendida el 16 de diciemhgz;deEn su informe sobre la tesis,
Gauss dita que Riemann pose

... una gloriosa yértil originalidad.

Con el apoyo de Gauss, Riemann érgn la Universidad de Gotinga y coména trabajar en su Ha-
bilitacion, el grado que le permita llegar a ser un profesor. Deditreinta meses para preparar su
disertacbn, que estudiaba la represenfacde funciones mediante series trigoriricas. Dio la con-
dicibn para que una fun@n fuese integrable, que hoy conocemos como comdlide integrabilidad de
Riemann. En la segunda parte de su disestgdRiemann examinel siguiente problema:
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Si una fundbn puede ser representada por una serie de potencia® paede decirse acerca de su
comportamiento?

Para completar su Habilitam, Riemann teia que dar una conferencia. Para ello, Riemann poepes
conferencias, dos sobre electricidad y una sobre ge@nédauss tda que elegir una de las tres para
gue Riemann se la preparase, y en contra de las expectativas de Riemann, Gauksagigerencia
sobre geometa. La conferencia, tituladdber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen
(Sobre las hiptesis que eéh en los fundamentos de la georigtse impartd el 10 de junio da854 y

se ha convertido en unagico en la historia de las matatitas.

Figura 6.3: Grabado de Riemann cuando trabajaba en su tesis doctoral

La conferencia téia dos partes. En la primera parte Riemann planteaba el problentarae c
definir un espacia-dimensional y propdia una definidn de lo que hoy enid llamamos variedad de
Riemann. Freudenthal escribe:

Posee lasiheas nas cortas, hoy llamadas geesicas, que recuerdan lagkas rectas ordinarias.

De hecho, en una primera aproximéaaien un sistema de coordenadas gesicas, tal rdtrica es

llana, de la misma forma que una superficie curva se aproxima por su plano tangente. Los habitantes
de la superficie pueden descubrir la curvatura de su mundo y calcularla, en cualquier punto, como
una consecuencia de las desviaciones observadas en el teoremagier &5t

De hecho el punto principal de esta parte de la conferencia de Riemann fue la diefdetitensor
curvatura de Riemann. La segunda parte de la conferencia plantea cuestiones profundas acerca de la
relacbn de la geomeia con el mundo en el que vivimos. Se preguntal @s la dimengin del espacio

real y cial es la geometa que describe el verdadero universo. La conferencia era muy avanzada y no
fue apreciada por la maylarde los cierificos de siepoca. Monastyrsky escribe:

Entre la audiencia de Riemann, solamente Gauss fue capaz de apreciar la profundidad de los razo-
namientos de Riemann. ...La conferencia sapedas sus expectativas y le sorpréngiatamente.

A su regreso a la facultad, Gauss contergntre grandes alabanzas, con Wilhelm Weber sobre la
profundidad de los pensamientos que Riemannahptesentado.

Riemann no fue plenamente comprendido hasta seskosad@spés. Freudenthal escribe:
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La teofia general de la relatividad justifica eggldidamente su trabajo. En la téarmatenatica
desarrollada por Riemann, Einstein encangl marco que se adaptaba a sus ideas, su cosri@log
y cosmogora: y el esfritu de Riemann era lo que lasica necesitaba: la estructuraétrica deter-
minada por los datos.

Este brillante trabajo permitigue Riemann iniciara su carrera como profesor. Sin embargo, Monastyrs-
ky escribe:

No mucho antes, en septiembre, Riemana lay informe “Sobre las Leyes de Distriboai de la
Electricidad Esética” en una segin de la Sociedad de Gotinga de Cidiebs y Fsicos. En una

carta a su padre, Riemann comenta, entre otras cosas, que “el haber hablado en un encuentro
cientfico fue muyltil para mis conferencias”. En octubre coména preparar sus conferencias
sobre ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Las cartas a su amado padréessts

de comentarios acerca de las dificultades que enéonfunque 6lo ocho estudiantes asistieron

a su primera conferencia sobre ecuaciones diferenciales, Riemann séroostpletamente feliz.
Gradualmente Riemann vebau natural timidez y establécuna buena relaéin con su audiencia.

Figura 6.4: Grabado de Riemann en su madurez

La vacante dejada por Gauss en la Universidad de Gotinga fue ocupada por Dirichégten
En estaépoca hubo un intento de crear una plaza para Riemann, pero no proSjpeembargo, dos
afos despés fue nombrado profesor y, el misnitoai857, fue publicada otra de sus obras maestras. El
ariculoTheory of abelian functions (Teiarde funciones abelianasja el resultado del trabajo realizado
a lo largo de variosf#os y estaba contenido en un curso, para tres estudiantes, que desarreHs.
Uno de los estudiantes asistentes Riehard Dedekind (1831-1916), que hizo posible que el curso
fuera conocido por la comunidad mat&tica al publicarlo desf@s de la muerte de Riemann.

El trabajo sobre las funcionesigticas fue una continuami de su tesis doctoral y desartola
idea de las superficies de Riemann y sus propiedadestgipas. Examia las funciones multivaluadas
como funciones con valores en una superficie de Riemann especial y dgzulilemas generales de
inversbn que previamente han sido resueltos pdd.H. Abel (1802-1829) y C.G.J. Jacobi (1804-
1851) para las integralesigiticas. Sin embargo, Riemann no erdeico que estaba trabajando en tales
ideas, como Klein d&la:

...cuando Weierstrass evun primer estudio de las funcionedpticas generales a la Academia
de Berin en1857, el ariculo de Riemann sobre el mismo tema apdarexti el Journal de Crelle, en
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el volumen 54. El trabajo conténtantos conceptos nuevos e inesperados, que Weierstragsetir
estudio y no vold a publicar nas sobre el tema.

El Principio de Dirichlet que Riemann hi@busado en tesis doctoral, vava ser utilizado en su
trabajo de1857. K. Weierstrass (1815-1897), sin embargo, demostrue el Principio de Dirichlet no
era aplicable. Klein escribe:

La mayoia de los mate#ticos se alejaron de Riemann ...Riemanrideima opindn diferente.

Estaba completamente de acuerdo con lasaas de Weierstrass, que recoi@gustas y correctas,

pero @lada, como una vez el propio Weierstrass le teabomentado, que usaba el Principio de
Dirichlet sblo como una herramienta adecuada, estando confiado en que sus teoremas de existencia
eran correctos.

En 1858 E. Betti (1823-1892), F. Casorati (1835-1890) y F. Brioschi (1824-1897) visitaron
Gotinga y Riemann discuticon ellos sus ideas en topolag Esta estancia proporciomun enorme
placer en Riemann y Betti se bendlicie sus contactos con Riemann, los cuales se potenciaron cuando
Riemann visib a Betti en Italia en863.

En 1859 Dirichlet fallecio y Riemann pasa ocupar su puesto en la Universidad de Gotinga el
30 de julio. Unos tas despés, Riemann fue elegido miembro de la Academia de Ciencias die Beerl
propuesta de tres mataticos alemane<€.E. Kummer (1810-1893), C.W. Borchardt (1817-1880) y
Weierstrass. Su propuesta tec

Antes de la aparidin de su trabajo principal (Teda de funciones abelianas), Riemann eragiicamente

un materatico desconocido. Esta circunstancia justifica la necesidad de un examen riguroso de sus
trabajos como base para nuestra presentaciNos consideramos obligados a solicitar la atémci

de la Academia para nuestro colega, que recomendamos ho como un joven talento, sino como un in-
vestigador maduro e independiente en nueétea cientfica, que de forma significativa ha influido

en el progreso de las matéticas.

Como un nuevo miembro de la Academia de BerRiemann teta que presentar un informe con sus
investigaciones @s recientes, y Riemann etwén trabajd&sobre el imero de primos menores que una
cierta cantidad otra obra maestra que infldylecisivamente en la investiganimatenatica. Riemann
examinaba la funéin zeta que ya hab sido estudiada pdr. Euler, aunque Riemann analizaba una
cueston diferente, ya que miraba la fuba zeta como una funi@h compleja, y no real como higb
hecho Euler. Riemann establague la fundin zeta tiene infinitas fees no triviales y que todas tem
parte real igual a 1/2. Esta afirméanoiconstituye una famosa lifesis de Riemann que permanece hoy
como una de los as importantes problemas abiertos en matiras.

Para finalizar, volvamos a analizar el escepticismo de Weierstrass por el uso que Rienn@nn hac
del Principio de Dirichlet. Weierstrass Halprobado que la existencia de una fimciminimizante
no esé garantizada por el Principio de Dirichlet, lo que hizo que la gente dudara dettoslos de
Riemann. Freudenthal escribe:

Todo el material de Riemann utilizado fue rechazado . .. Durante el resto del siglo, los resultados de
Riemann ejercieron una gran influencia: su modo de pensar.
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Weierstrass ciia firmemente en los resultados de Riemann, a pesar de los probleméakmiseno

halia detectado sobre el uso del Principio de Dirichlet. Propuso a su estuHiamtenn Schwarz
(1845-1921) la tarea de encontrar otras demostraciones a los teoremas de existencia de Riemann que no
utilizaran el Principio de Dirichlet. Klein, sin embargo, estaba fascinado porébsdus de aproxima-

cibn geonétrica de Riemann, y erg2 escribd un libro con su versin del trabajo de Riemann, escrito

en un estilo que conservaba el g&p de Riemann. Freudenthal escribe:

Es un libro maravilloso, y séa interesante saber como fue recibido. Probablemente, muchos se
ofendieron por su poco rigor: Klein se paiacdemasiado a Riemann para poder convencer a
aguellos que no cian eséstelltimo.

En 1901, Hilbert arregb los teoremas de Riemann proporcionando la forma correcta del Principio de
Dirichlet que se necesitaba para que las demostraciones de Riemann fueran corrediaguédabde

las pruebas correctas no fue, sin embargo, wrdiga de tiempo, ya que muchas importantes ideas
algebraicas fueron descubiertas en este trayecto. Monastyrsky escribe:

Es dificil recordar otro ejemplo en la historia de las matéticas del sigloxix en que la fisqueda
de una demostraéi correcta haya conducido a la obtefnide tantos resultados.
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