CAPITULO 5
CAMPOS DE VECTORES

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP iTULO

Se pretende que el alumno sepa definir, establecer o determinar lo siguiente:

e Campo de vectores sobre una variedad. e Laidentidad de Jacobi.
e Derivacibn sobreC> (). e Camposf-relacionados.
e El corchete de Lie. e Campos tangentes a una subvariedad.

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP iTULO

2.1. Definicionesy resultados &sicos

En un tema anterior hemos introducido el concepto de vector tangente a una vatdestadin
puntop, esto es, un elemenf®, de7,, M. Ahora vamos a extender este concepto.

Definicion 5.1
Un campo de vectoreX en una variedad diferenciabld es una correspondencia que asigna a cada
puntop de M un vector tangent&’,, € T, M.
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Figura 5.1: Campo de vectores en el plano
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Teniendo en cuenta que el conjunto de todos los vectores tangeiesehfibrado tangente
T M, puede dotarse de estructura de variedad diferenciable, un campo de v&cporede interpretarse
como una aplicaéin deM en su fibrado tangente tal quenses la proyecdn natural del fibrado en la
variedad, se tiene qua X es la identidad sobr&f; esto es X es una secodn der.

Teniendo en cuenta que estamos interesados en extendmub@ variedades, parece razonable
exigir que nuestros campos de vectores sean diferenciables.

Definicion 5.2

Un campo de vectoreX se dia diferenciable si como aplicaxi X : M — TM entre la variedad y su
fibrado tangente es diferenciable. El conjunto de todos los campos de vectores diferenciablés sobre
se denota porx (M).

SeaX un campo de vectores sohté. Para cada pungede M, X (p) = X, s un vector tangente
aM enpy, por consiguiente, es una derivagilocal (en el conjunto de las funciones diferenciables en
un entorno de) de manera que los campos de vectores se pueden considerar como derivaciones sobre
el algebra de las funciones diferenciables sobre la variedad:

X :C®¥(M)—C(M)

dada por
X(f): M— R
p—  X(f)p) :=Xp(f)

Esta interpretadin permite caracterizar a los campos de vectores diferenciables como aquellos que trans-
forman funciones diferenciables en funciones diferenciables. Es decir,

Proposicion 5.3
Un campo de vectoreX es diferenciable si, y&o si, X(f) es una fundn diferenciable para toda
funcién diferenciablef .

En el conjunto de los campos de vectores diferenciables ddlpedemos definir dos operaciones
naturales, la sumay el producto por funciones diferenciables, del siguiente modo:

Suma: SiX,Y € ¥(M) entoncesX + Y : C*°(M) — C>*(M) est definida por

(X+Y)(f): M =R, (X+Y)()p)=Xp(f) + (/)
Producto: SiX € X(M)y f € C*(M) entoncesf X : C*°(M) — C>(M) esh definida por

(fX)(g): M —=R, (fX)(9)() = fpr)Xy(9)

Con las dos operaciones anteriores, el conjar{tt/ ) admite estructura dedulo sobre el anillo
C>° (M) de las funciones diferenciables.

Hemos definido un vector tangenteld en un puntop como el vector tangente a una curva
que pasa pop y hemos visto que puede interpretarse como una debnasnbreC>(p). Veamos a
continuacbn que es posible caracterizar un campo de vectores de una manera similar.
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Definicion 5.4

Una derivacibn sobreC>*(M) es una fun@n D : C>*(M) — C*(M) satisfaciendo las siguientes
condiciones:

(1) R-linealidad:D(af + bg) = aD(f) + bD(g), paraa,b € Ry f,g € C>(M).

(2) Regla de LeibnitzD(fg) = D(f)g + fD(g).

Como una consecuencia de esta defimicitodo campo diferenciable de vectof€ses una de-
rivacion sobreC> (M), considerandoX como una aplicaén f — X(f). El siguiente resultado nos
proporciona el reiproco.

Proposicion 5.5
Toda derivadn sobreC> (M) proviene de un campo de vectores diferenciable.

2.2. El corchete de Lie

Otra consecuencia interesante de la interpretediscutida en eldrrafo anterior es que nos per-
mite considerar las derivaciones iteradas.XSé Y son dos campos de vectores diferenciablgses
una funcon diferenciable, entonces(Y (f)) e Y(X(f)) son funciones diferenciables. Sin embargo,
este tipo de operaciones no conduce en general a nuevos campos de vectores diferenciables, ya que
envuelven derivadas de orden superior a la primera. No obstante, la diferencia de ambas itefiaciones s
conduce a un nuevo campo de vectores.

Proposicion 5.6
SeanX eY dos campos de vectores diferenciables sdlire Entonces existe uainico campoZ €
X (M) tal que

para toda fundin f € C>°(M). El campoZ se denomina el corchete de Lie HeeY y se denota por
[X,Y].

Esta forma de construir nuevos campos a partir de otros ya existentes nos permite definir la ope-
racion corchete:
[]: X(M) xx(M) — X(M)
(X,Y) — [X,Y]

gque a cada par de campos le asocia su corchete de Lie, la cual posee interesantes propiedades.

Proposicion 5.7

SeanX,Y, Z € ¥(M) campos de vectores diferenciables sdre.,b € R y f, g € C>°(M) funciones
diferenciables. Entonces:

(1) [X,Y] = —[Y, X] (antisimetfa)

(2) [aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] (R-linealidad)

) [[X, Y], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0 (identidad de Jacobi)

(@) [/ X, gY] = fglX. Y] + [X(g)Y — g¥ (/)X
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2.3. Campos relacionados

La diferencial de una aplicam f : M — N traslada vectores tangentedfen vectores tan-
gentes aV. Sin embargo, no hay ninguna forma, en general, de trasladar campos de vectores. Este
problema lo vienen a solucionar, de forma satisfactoria, los campos de vectores relacionados por una
aplicacbn diferenciable, siendo una de sus propiedades importantes la de conservar el corchete de
Lie de dos campos.

Definicion 5.8
Seaf : M — N una aplicadn diferenciable X € X(M), Y € X(N). Se dice queX eY esén
f-relacionadosy se denota paK ~¢ Y, si

dfp(Xp) = Vi)

para todo punt@ € M.

El siguiente resultado nos proporciona un criterio para saber si dos camg-estacionados.

Proposicibon 5.9
Dos campos de vectorgs € X (M) eY € X(N) estnf-relacionados si, ydo si, X (gof) = Y (g)o f
para toda fundng € C*°(N).

Este criterio permite probar que el corchete de Lie se conserva mediagl@cidbn. Mas concre-
tamente, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 5.10
SeanX, X, € X(M) eYy,Y> € X(N) campos de vectores tales ghie ~; Y;, i = 1,2. Entonces
[X1, Xo] ~f [V1, Y2].

En el caso especial en giiees un difeomorfismo, para cada campo de vect&resbreM existe
un tnico campo de vectoras sobreN relacionado corX mediantef. En efecto, dadq € N existe
unanico puntop € M tal quef(p) = q. DefinimosY;, := df,(X,).

Finalizamos la lecéin con los campos de vectores sobre una variedad que son tangentes a una
subvariedad de la misma, los cuales se caracterizan por la existencia de campos de vectores en la sub-
variedad que eah j-relacionados con ellos, siendgola inclusbn carbnica de la subvariedad en la
variedad. Concretamente tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 5.11

SeaP una subvariedad d¥ .

(1) SiX € x(M) es tangente R entonces su restridam X | p a P es un campo de vectores diferenciable
sobreP.

(2) SiY € x(M) es otro campo de vectores tangente,&ntonce$X,Y]|p = [X|p,Y|p].
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3. ACTIVIDADES DE APLICACI ON DE LOS CONOCIMIENTOS

A.5.1. Se consideran los tres campos de vectores siguientes&éibre

Xzaa:a
Y =8, + 8,
Z - 8;1: +8y+ (1+x2)827

siendo(z, y, z) el sistema rectangular usual de coordenada&®dePrueba que forman una base
global dex (R3).

A.5.2. Consideremos efi? el atlas obtenido mediante la proyamtiestereodifica. Prueba que los

campos
0 0 0 0
X — 1_ 2_ Y [ 1_ _ 2_
¥ o e Ox? ¢ oyl 4 Oy?
coinciden en la intersedm de sus dominios y, por tanto, juntos definen un campo de vectores
sobres?.

A5.3. (a) ¢Que condicbn geongtrica verifican los campos tangentes a la es$&rac R"T1? Uti-
liza dicha caracterizadn para construir una base del tangen &n un punto gegrico
(x,y,2) € S2.

(b) Prueba que el campo de vectofésobreR>" definido por

0 0 0 0
_ 2 Y 1Y 2n _ 2n—-1_ Y
X=u ort " 922 Tt ozt ¥ Ox2n

es un campo de vectores diferenciable no nulo cuando lo restringimos a lasgéfera

A5.4. (a) EneltoroT c R? se considera el campo vectoridl definido como sigue. Se parame-
trizan los meridianos d& por la longitud de arco y para cada puptde 7', W (p) es el
vector velocidad del meridiano que pasa porPrueba quél es un campo de vectores
diferenciable.

Figura 5.2: Campo de vectores en el toro.

(b) Siguiendo el mismo procedimiento que en el apartado anterior, esta vez sobre |8%&gfera
utilizando los semimeridianos, construye un campo vect@rialefinido en la esfera menos
los dos polosVy S.

(c) Reparametriza todos los semimeridianos de la esfénmediante el mismo pametrot,
—1 <t < 1,ydefineV(p) = (1 —t2)W(p), parap # Ny p # S. En los polos, hacemos
V(N) = V(S) = 0. Prueba qué es un campo de vectores diferenciablesén
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Figura 5.3: Campo de vectores en la esfera.

A.5.5. Seag : R? — T? la parametrizaéin definida pors(0,6') = (e, ') y seaY” un campo de
vectores sobr&?. ¢Bajo qé& condicioned” representa, con respecto a la parametrigagj un
campo de vectoreX sobre7??

A.5.6. Los campos de vectores; (i = 1,...,r) definidos en un subconjuntd de una variedad dife-
renciable)M de dimengnn sonlinealmente independientsslos vectores;(p) son linealmente
independientes en cada puptde U. Entonces, un conjunto ordenadordeampos de vectores
linealmente independientes,, . . ., X,, sobreU se llama ungaralelizacbn deU. Si M admite
una paralelizaé@in global, entonces diremos gl esparalelizable Prueba:

(a) Toda variedad con una carta global es paralelizable. En consecuencia, los espaicies®ucl
son paralelizables.
(b) Las esferas' y S3 son paralelizables. La esfe$a no es paralelizable.
(c) Una variedad productd/ x M’ es paralelizable si/ y M’ lo son. Dar un contraejemplo
de que no se verifica el rgroco.
A.5.7. Un punto ciitico de una fundn f € C>°(M) es un punte € M tal quedf, = 0. Prueba:
(&) En un punto dtico esh bien definida la funéin

H:T,M xT,M — R, H(X,,Y,)=X,(Yf),

siendoY” una extengin local deY,.

(b) H es una aplicadn bilineal y singtrica.

. . o\ _ _9*f
(c) Si(z1,z2,...,zy,) €S un sistema de coordenadas, entoﬁﬁ@%, 8—%) = w0

(d) Sia : I — M es una curva ed/ con«a(0) = py o/(0) = v, entoncesH (v,v) =

2( foa
il o),

. 0
A.5.8. Sean{z,y} las coordenadas naturalesikiey consideremos los campos de vectdres Ey +
X
0
2 —

0
= (22 —. Calcul .
y 8y’W (x +y)6y Calcular[V, W]
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A.5.9. SeaX un campo de vectores sotie. ExtenderX aR"*! por X (z) = ||z|| X <ﬁ> y sea
T

*_ calcular[X, Y], [ X3, Y], donde

Y el campo de vectores sobkr& ! definido porY (z) = Tl

Xi(z) = X (H:;_H>

A.5.10. Seanz e y las cartas de las proyecciones esterafigais sobré?. Sia, b € R, se consideran
los campos

d 0
(azy — bxg)a—xl + (bxy + axg)a—xz

0
(—ayr — by2) — + (by1 — ay2)

oy 8—1/2

¢ Definen juntos un campo de vectores global sebpe
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5. PREGUNTAS DE EVALUACI ON

E.5.1. Seang; : Uy = S"\{N} — R"y ¢5 : Uy = S"\{S} — R" las cartas esteredficas para
S™. SeanX; y X, dos campos de vectores solr®. Qe condicon deben satisfacet; y X,

para representar en las cartasy ¢», respectivamente, el mismo campo de vectoXesobre
sn?

E.5.2. Seaj : S"~! — R™ la inclusbn carbnica y consideremog € % (S" ') un campo de vectores
diferenciable sobre la esfeg&—!. ¢Existe un camp& € X(R") tal queY ~; X, es deciry’
esh j-relacionado coX ?

E.5.3. Sea la aplicaén diferenciablef : R — S! dada porf(t) = (cos(27t),sen(27t)) y conside-
remos el campo de vectorgs € X (R ) definido porX (¢) = td;. ¢Existe un campo de vectores
Y € x(s?) tal queX esh f-relacionado cory’?
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ANOTACIONES
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6. BIOGRAFIA: NICOLAI LOBACHEVSKI ( 1793-1856)

Nicolai Ivanovich Lobachevski(1793-1856), fue hijo de un gobernador oficial que muduando
Lobachevski 8lo teria 7 dos. Alumno deJohann Martin Bertels (1769-1836), fue amigo y corres-
pondiente de Gauss, y lleag ser profesor de la Universidad de Eaz la edad de veirtin &ios. De
1827 a 1846 fue rector de esa universidad, donde permanemymo profesor y administrador, hasta
el final de sus s, a pesar del hecho de que la escasa apregcidei su trabajo le entristécen sus
Gltimos dlos. Lobachevski recibiuna gran formaéin en las ideas gedtricas, donde las fronteras y
las direcciones de investigaci eran controvertidas.

Los revolucionarios puntos de vistas de Lobachevski no son fruto de una repentina iGapigzaci
un esbozo de geom@rque elabdr en1823, probablemente para usar en clase, Lobachevskaaac
relacbn con el postulado de la paralelas que “no sdddescubierto ninguna demostatirigurosas
de esta verdad”. Aparentemente, por@saca Lobachevski no exttula posibilidad de que una prueba
pudiera todala ser descubierta.

En 1826 someto a juicio de sus colegas un primer resumen de su nueva géanogteel llamaba
“geometia imaginaria”, cuyo fundamento reposaba en el rechazo del postulado de las paralelas y en la
hipbtesis de que la suma de lasgulos de un téingulo es menor que dos rectos. Lobachevski estableci
los principios de esta nueva geoni@ten dos memorias publicadas en la revista fieatde Kaan y
en una tercera publican en elJournal fir Mathematikentre1829 y 1837. Su trabajo dag&2g atrajo
poco la atendin cuando apare@j fundamentalmente porque apaéeen ruso, y los rusos que lo leyeron
fueron muy citicos conél.

Figura 5.4: Grabado de Lobachevski

Lobachevski camldiabiertamente la doctrina kantiana de que el espacio es unadntaidijetiva.
En 1835 escribia:

El pocoéxito de los intentos realizados desde Euclides me han hecho sospechar que la verdad no
esh contenida 8lo en los datos, y que para establecerla es necesario la ayuda de experimentos, por
ejemplo, las observaciones ast@nicas, como se realiza en otras leyes de la naturaleza.

Deseoso de dar a conocer mejor su geoimsatrdifundirla entre los gametras occidentales, eschbi
Géonttrie imaginaire (Geomeia imaginaria) que apared en la revista de Crelle er837, y otra obra
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en aleman, cuydtulo esGeometrische Untersuchungen sur Theorie der Parallelinien (Investigaciones
geongtricas sobre la teda de las paralelas)publicada en840. Gausscomprendd y aprecd la nueva
geometia de Lobachevski pero, una vezAs) no le dd plblicamente su aprobdui. Esta es una de

las razones por las que la nueva geomete fue conociendo muy lentamente. Lobachevski iatdat
nuevo dar a conocer sus investigaciones getdoas publicando una nueva expoditde su geomda

con el ftulo Pangeonétrie, o compendio de geom@rfundada en un te general de las paralelas
(1855), cuando estaba completamente ciego.

GaussBolyai y Lobachevski se dieron cuenta de que el postulado de las paralelasiacspod
demostrado a partir de los axiomas de la gedmetucidea, y que era puesdicamente concebible
adoptar una proposian contradictoria y desarrollar una nueva geomaatonsecuente y coherente na-
turalmente a partir de esos axiomas. El contenédnico presentado por los coinventores de esta nueva
geometia es pacticamente el mismo, y ésperfectamente desarrollado en la memoria de Lobachevski
del &io 1840.

Despies de haber hecho una breve exp@sicile sus investigaciones anteriores, Lobachevski
establece una lista de 15 teoremas de gedmettya comprendh juzga esencial antes de abordar la
hipotesis que rechaza el postulado de las paralelas de Euclides. A coritmafiona que todas las
rectas del plano que salen de un mismo punto pueden dividirse, con respecto a una reBia ddela
mismo plano, en dos clases: las rectas que cortBd'g las que no la cortan. En esta segunda clase
existen dos rectas que constituyen la frontera entre las dos clases, y que se llaman “rectas paralelas”.
Lobachevski muestra que una recta conserva la carstitarde paralelismo para todos sus puntos y que
la suma de los tre@ngulos de un téingulo no puede exceder dos rectos.

Lobachevski pasa a continuénia la geometa esérica, demostrando diversos teoremas relativos
a los tringulos eddricos, a su superficie, e introduce en particular laéode Inea frontera como un
circulo de radio infinito.

Figura 5.5: Grabado de Lobachevski

Lobachevski ha sido denominado “el gran emancipador” por E.T. Bellirsegcual el nombre
de Lobachevski debkr ser tan familiar a cualquier escolar como lo son Miguel Angel o Napole
Desafortunadamente, Lobachevski no fue muy apreciado en vida, hasta el punto dei§yeé fere
expulsado de la Universidad de Kawz

No sefa hasta la muerte de Gauss 8%, cuando su correspondencia fue publicada, que la
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comunidad mateatica comenzara a considerar seriamente las ideas nmeasl Incluso en888
Lewis Carroll hada chistes sobre la geomietmo euddea. Algunos de los mejores mat&iicos E.
Beltrami (1835-1900), G.F.B. Riemann(1826-1866), F. Klein (1849-1925), H. Poincaré (1854-1912))
extendieron y clarificaron las ideas de Lobachevski, apliolas a otras ramas de las m&&oas. En
1868, el matenatico italiano Beltrami resoldi definitivamente el problema del axioma de las paralelas,
al probar que no era posible ninguna demostraciel mismo. Demosirque la geomeia no eudidea

era tan consistente como la georieetrucidea, de tal forma que una de ellas nofaaekistir sin la otra.
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7. BIOGRAFIA: JANOS BOLYAI ( 1802-1860)

Wolfang Farkas Bolyai (1775-1856) nacb en Szekler-Land, Transilvania. Deg&gude estudiar
en Jena vidj a Gotinga, donde se hizo muy amigo@auss que entonces témdiecinueve dos. Gauss
diria posteriormente que Bolyai fue @hico hombre que enterplenamente sus puntos de vista en
metafsica y materaticas. Bolyai lle@ a ser profesor en el Colegio Reformado de Maros-Vasarhely,
donde fornd a los profesores de Transilvania durante cuarenta y siete &as primeras publicaciones
de Bolyai fueron dramas y pdes. Fue realmente original, tanto en su vida privada como en su forma
de pensar. Déa que en su sepultura no gieningin monumento, o un manzano, en memoria de
las “tres manzanas”: las dos de Eva yiBague convirtieron la Tierra en un infierno, y laldélewton,
gue volvb a elevar la Tierra a la altura de los cuerpos celestiales.

Janos Bolyai(1802-1860) fue educado para el@&ito, llegando a ser oficial del cuerpo de inge-
nieros militares del @rcito Hungaro. Su padre Farkas Bolyai pasa gran parte de su vida tratando de
demostrar el postulado de las paralelas, y sabiendo que su hijo Janos estaba pretaupado por ese
problema, interdt en vano disuadirle:

Por amor de Dios, te ruego que abandoneg&niEle ras que a las pasiones sensuales, porgue
tambén ocupaa todo tu tiempo, y te privérde la salud, de la paz mental, y de la felicidad en la
vida.

Janos contindl trabajando y en82q llegd a la conclugin que hata llegadoLobachevskiunos pocos
anos antes. Cuando anuagirivadamente sus descubrimientos en gedmew euddea, su padre le
escribb:

Me parece aconsejable, si has obtenido una sélueil problema, que, por dos razones, su publi-
cacion debe ser acelerada: en primer lugar, porque las ideas pageaiinfente de uno a otro, que
las puede publicar; en segundo lugar, porque parece ser que muchas cosas tiereggoaaan la
cual son descubiertas en muchos lugares siam@lamente, igual que las violetas surgen por todas
partes en primavera.

Janos Bolyai publig sus descubrimientos en unémglice de 26 @ginas en un libro de su padienta-
men(1831). Su padre end una copia del libro a su amigo Gauss, indiscutiblemente el néditonas
famoso de l&&poca. Despes del regreso a Hurigrde Wolfgang, mantuvo con Gauss una correspon-
denciaintima, y cuando el propio Wolfgang eva Gauss su propio intento de probar el postulado de
las paralelas, Gauss le indidelicadamente el fatal error.

Janos tera trece aos cuando ya dominaba dllculo diferencial e integral. Su padre le es@ibi
a Gauss dndole cuenta de los prodigios de su hijo e intentando que Gauss lo acogiese en su casa como
aprendiz de mateaticas. Sin embargo, Gauss nunca le cootegtizas porque ya téa suficientes
problemas con su propio hijo Eugene, que séidatarchado de casa. Quind&oa despés, cuando
Wolfgang le envd el TentamenJanos esperaba que Gauss hicidralipo este descubrimiento. Por
tanto, se puede imaginar la decéprgue Janos tuvo que sentir cuand@l&ysiguiente carta de Gauss
a su padre:

Si comienzo diciendo que nunca alabal trabajo, te quedas sorprendido de momento; pero
no puedo hacer otra cosa. Alabar el trabajo Bealabarme a mmismo, ya que el contenido del
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Figura 5.6: Retrato de Bolyai que aparece en un sello del Servicio de Correos Hungaro en el centenario
de su muerte.

trabajo, el camino que tu hijo ha seguido, los resultados que ha obtenido, coinciden casi exactamente
con mis propias meditaciones, que han ocupado mi mente éitilo®s treinta &os. Me encuentro
sorprendido en extremo.

Mi intencion era, en reladn con mi propio trabajo, del cual se ha publicado muy poco, no hacerlo
pUblico durante mi vida. La may@ no tiene la lucidez para entender nuestras conclusionéoy s
he encontrado unos pocos que han recibido con &g que les he contado. Para comprender estas
cosas, uno debe tener una percéprentusiasta de lo que es necesario, y en este punto la fmayor
esfin bastante confundidos. Por otra parte, fi@mtencbn de escribir un afitulo, de forma que las
ideas no se perdiesen conmigo.

De modo que estoy gratamente sorprendido de no hacer este esfuerzo, y estoy encantado de que sea
el hijo de mi viejo amigo quien me haya suplantado de un modo tan sorprendente.

A pesar de ldiltima frase de Gauss, Janos goedtalmente decepcionado y desilusionado con la res-
puesta del gran mateitico; incluso imagit que su padre h#@informado secretamente a Gauss de sus
resultados y que Gauss trataba ahora de apropiarse de ellos. Como hombre de temperamento fuerte, que
halia participado y vencido en trece duelos consecutivos, Janéscayna profunda deprési mental

y nunca n&s volvb a publicar sus resultados. k851, escribe:

En mi opinbn y, como estoy persuadido, en la opimide los que juzgan sin prejuicios, todas las
razones esgrimidas por Gauss para explicar poé gquinca publié nada en su vida sobre este tema
son insuficientes; porque en la ciencia, como en la vida diaria, es necesario clarificar las cosas de
interés general que tod& eshn ambiguas, dscomo despertar, acrecentar y promover el sentido
perdido de la verdad. jAy!, para gran detrimento de la humanidath anos pocos tienen aptitudes
para las materaticas; por tal motivo Gauss, para ser coherente, debkaber mantenido una gran
parte de su gran trabajo parai snismo. Es un hecho que, entre los matBaos,e incluso entre
personas élebres, existen, desafortunadamente, mucha gente superficial, pero esto no eénna raz
para que un hombre sensible escriba solamente cosas superficiales y mediocres, dejando que la
ciencia entre en un estado &gico. Tal suposidn no es natural, por lo que considero ciertamente
incorrecto que Gauss, en lugar de reconocer honesta y definitivamente el gran trabajcddidg

y del Tentamen, y en lugar de expresar su gran akegrintees y tratar de preparar una apropiada
recepcon para la buena causa, evitando todo estbdescansa contento con piadosos deseos y
quejas acerca de la ausencia de una civilifacadecuada. Ciertamente, no es esta la actitud que
llamamos vida, trabajo y #rito.
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Bolyai estaba frecuentemente aquejado de fiebres, lo que le ianpabajar, y en833 comend a
recibir una pengin del egrcito. Aunque nunca publicmas que las escasaaginas del Apndice del
Tentamerde su padre, déjescritas ras de 20.000 gginas de manuscritos de trabajos maecos.
Estos manuscritos se encuentran en la biblioteca Bolyai-Teleki en Tirgu-Mures.
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