CAPITULO 4
INMERSIONES Y SUBVARIEDADES

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP iTULO

Se pretende que el alumno sepa definir, establecer o determinar lo siguiente:

e Inmerson. e Subvariedad inmersa.

e Existencia de cartas especiales para una in-
mersbn.

e Rebanada.

e Embebimiento. e Teorema de la fundin implicita.

e Subvariedad o subvariedad regular. e Teorema de Whitney.

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP iTULO

El objetivo principal de este tema es introducir los objetos ge#ooos que generalicen a las
curvas y superficies del espacio édeb en cuanto a su reléci conéste, es decir, como subvariedades.
Para ello sex esencial trabajar con aplicaciones diferenciables de raagom, y relativo a esto sar
el primer concepto que introduzcamos.

Definicion 4.1
Una aplicaddn diferenciablef : M — N se dice que es uriamersbn si df,, es inyectiva para todo
punto deM. Se dice quél est inmersa emV.

En otras palabras, una inmeémsies la aplicaéin diferenciable entre variedades cuyo rango coin-
cide en todos los puntos con la dimeénsde la variedad de partida.

A continuacbn, y como era de esperar, mostramos un resulitiique nos permité decidir si
una aplicadin diferenciable es una inmebsi o no. Este resultadéctnico nos facilitaéx la isqueda de
ejemplos y nos permitirobtener algunas propiedades de las inmersiones.

Proposicion 4.2
Seaf : M™ — N™ una aplicadn diferenciable yp € M. Entonces son equivalentes las siguientes
condiciones:
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1) La diferenciallf, es inyectiva.

2) La matriz jacobiana tiene rango relativo a un sistema de coordenadas (y, por tanto, relativo a todos).
3) Si{y:}: es un sistema de coordenadas\eparaf(p), existen enteros < iy < ia < - < im < N

tales que las funciondg;, o f,yi, o f,...,yi, o f} constituye un sistema de coordenadas en un entorno
dep.

A continuacon vamos a describir algunos ejemplos de inmersiones.

Ejemplos.
4.3. Seax : I — R™ una curva diferenciable y regular, es deqilt) # 0 para toda.
4.4, Sean : I = (—¢,¢) — R? definida pora(t) = (3, 2).

Entonces la matriz jacobiana viene dada por
Ja(t) = (2t,3t?)

la cual tiene rango uno en todos los puntos salvoer). Luegoa no es una inmersn.
4.6. Sean : R — R? definida pora(t) = (acost, bsent). Es facil ver quea es una inmerséin.

™
—

2.1. Propiedades de las inmersiones

Las siguientes propiedades de las inmersiones pueden probarsaainefite recurriendo a las
representantes locales de las aplicaciones diferenciables.

Proposicion 4.8
Seaf : M — N unainmergnyg : M — N' una aplicadn diferenciable. Entoncég,g) : M —
N x N’ es una inmersin.

Proposicion 4.9
Seanf: M — N yg: M' — N’ dos inmersiones. Entonces la apliéacproductof x g : M x M’ —
N x N’ es una inmeréin.
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Proposicion 4.10
Seaf : M — N unainmersnyg : M' — M una aplicadn diferenciable. Entonceso g y g tienen
el mismo rango.

En particular, queremos destacar la propiedad que afirma que dada unadnrgarsipunto en
el dominio, es posible encontrar cartas locales alrededor del punto y de su imagen de forma que la
representante local sea una inatursi Mas concretamente:

Proposicion 4.11
Seaf : M — N unainmersin yp un punto deVl. Entonces existen cartés, z) y (W,y) dep y f(p),
respectivamente, tales que la representante en coordenadasx—' est dada pot — (z,0).

Veamos seguidamente, a tegvde un ejemplo,&mo se pueden obtener eigitamente las cartas
a las que se refiere el resultado anterior. Consideremos la iimgrsi R — R? dada porf(t) =
(sent,cost)y sea el punte = 0. La matriz jacobiana en= 0 est dada por

J¢(0) = (cost, —sent)|—o = (1,0)

Entonces la aplicadnp; o f : R — R dada por — sent tiene rango uno ett= 0 por lo que es un
difeomorfismo local. Consideremos la aplidati = (p; o f)~! x i : R? — R? dada por

o(t, s) = (arcsent, s)

y sea la aplicaéin k = py o ¢ o f. Entonces podemos construir la apliéach = ¢ o ¢, donde
q : R? — R? esh definida por

q(t,s) = (t,s — k(t)) = (t, s — cost)

En consecuencia, debemos considerar pafa 0 la carta identidad sobrg, y paraf(0) = (0,1)
podemos utilizar la carta : R? — R? dada por

h(t,s) = (arcsent, s — cos(arcsent))

2.2. Embebimientos y subvariedades

Se definen en esta senilos conceptos de embebimiento y subvariedad, haciendo Hneapi
el hecho de que ektmino subvariedadse aplica en ocasiones a objetos con propiedades distintas,
surgiendo las subvariedades inmersas y las subvariedades regulares, que es en el sentido en que nosotros
las entenderemos.

Definicion 4.12
Unainmersbn f : M — N se dice que es uembebimientsi es un homeomorfismo en la imagen (con
la topologa relativa deV).

Definicion 4.13
Una variedadP C M se dice que es una subvariedad de una variédasi la inyeccon carbnica
j: P — M es un embebimiento. Leodimensbn de la subvariedad es la diferencia difadimP.
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Presentamos a continuanialgunos ejemplos de subvariedades.

Ejemplos.

4.14. SeaM una variedad y consideremd@3 C M un subconjunto abierto. Entoncésadmite de
manera trivial una estructura diferenciable con la que se convierte en subvariedéd Bese
denominasubvariedad abiertale M.

4.15. SeaGL(n,R) el conjunto de las matrices cuadradas regulares de erdéntonceszL(n,R) =
det™!(R\{0}), y puesto que la aplicamh determinanteet es diferenciable, y consecuentemente
continua,GL(n,R) es una subvariedad abierta tig, (R ).

4.16. La aplicacon f : R™ — R",m < n, dada porf(zi,...,2m) = (1,...,2m,0,...,0), €S
claramente un embebimiento.

4.17. Cualquier inmergin es localmente un embebimiento.

En algunas ocasiones se relajan las condiciones de subvariedad, exigiendo solamente que la in-
clusibn carbnica sea una inmef®i, en lugar de exigir que sea un embebimiento. Nosotros las dis-
tinguiremos &adéndole el apellidanmersa Toda subvariedad es una subvariedad inmersa, pero no
redprocamente. En efecto, e&cil ver que la figura ocho es una subvariedad inmersa que no se puede
embeber eR?.

Proposicion 4.18
Toda subvariedad compacta inmersa en un espacio Hausdorff es una subvariedad (embebida o regular).

Con el fin de encontrar una caracterizacide las subvariedades, se introducen los sistemas de
coordenadas adaptados y se prueba que toda subvariedad de una variedad admite un sistema de coorde-
nadas adaptado en cada punto, sirviendo esta propiedad como criterio para decidir si un subconjunto de
una variedad admite una estructura diferenciable.

Sea(V, z) una carta en una varieddd. El subconjuntd. de V' que se obtiene haciendo— m
funciones coordenadas constantes es una subvarieettichensional deM/ denominadac-rebanada
m-dimensional dé/. Vamos a probar que toda subvariedad puede construirse pegando adecuadamente
z-rebanadas.
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Definicion 4.19
SeaP un subconjunto de una variedad. Un sistema de coordenadds x) se dice que eatadaptado
aP siV NP esunac-rebanada d&.

Un criterio kasico para saber si un subconjunto de una variedad diferenciable es una subvariedad
es el siguiente.

Proposicion 4.20

Un subconjuntadP de una variedadl es una variedaéh-dimensional dé\l si para cada puntp de
P existe un sistema de coordenad&sx) en M adaptado & tal queV N P es una rebanada-
dimensional.

En estainea, una cue€inh sumamente interesante es saber @mi@s maneras se puede dotar a
un subconjunto de estructura de variedad diferenciable de forma que constituya una subvariedad. La
respuesta, de sencilla demostéainos dice que a lo sumo hay una manera de convertir un subconjunto
de una variedad en subvariedad de la misma.

2.3. Elteorema de la funcbn implicita

Un criterio(til y practico para encontrar subvariedades nos lo proporciona el teorema dedafunci
implicita, consecuencia del teorema de la fGndnversa, y que nos permite averiguaaedo las fibras
de una aplicaéin diferenciable son subvariedades.

Definicion 4.21
Seaf : M — N una aplicadn diferenciable. Un puntg € N se dice que es wmalor regularde f si
f~1(q) # 0y df, es sobreyectiva en todo punie f~'(q).

Proposicion 4.22 (Teorema de la Fundn Implicita)
Seaf : M™ — N™ una aplicadn diferenciable y; ¢ N un valor regular dg. Entonces® = f~1(q)
es una subvarieddah — n)-dimensional dé\! .

Describimos a continuamn algunos ejemplos de subvariedades obtenidas utilizando este resulta-
do.

Ejemplos.

4.23. Seaf : R™ — R una funcon diferenciable y considerem&s= f~!(0). Si en cada puntp de S,
la matriz{g—;i(p)} tiene rango 1, entonces es una subvariedach — 1)-dimensional d&k”, es
decir, S es una hipersuperficie.

4.24. Las hiperesferas y los hipercilindros son subvariedades regulares del espédeceucl
4.25. Seaf : R? — R la aplicacon dada por
fl@,y,2) = (@ +y* + 2% +a® +0°)° —da®(2® + ),

cona > b > 0. EntoncesS = f~1(0) admite estructura de variedad diferenciable 2-dimensional,
es decir,S es una superficie d&3. Puede comprobarséadiimente ques es el toro de revoludn
enRr3.
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Corolario 4.26

SeaM™ una variedad diferenciable y seén . . ., fi. funciones diferenciables sobké. Consideremos
el subconjuntd® de M dado porP = {p € M : fi(p) =0,i=1,...,k}. Sien cada puntp deP se
verifica que{dfi, . . . , dfip} SON covectores linealmente independientes, entdh@ssuna subvariedad
cerrada dé/ de dimengnn — k.

Observacibn 4.27

Si M es una variedad diferenciable’y C M es una subvariedad diferenciable cerrada tal Gue
nr_, f;l(o), para ciertas funciones diferenciablgs. . ., fx, entonces no necesariamente la dim@msi
de P esn — k, ya que los covectorgsifiy, . . ., dfi, } N0 tienen por qé ser linealmente independientes.

Una pregunta que cabe plantearse es si cualquier variedad absfrastalifeomorfa a una sub-
variedad regular de un espacio édeb. La respuesta, de muyidif demostradn, es afirmativa y se
denomina teorema del embebimiento de Whitney. Dicho teorema establece que cualquier variedad dife-
renciablen-dimensional se puede embeber en un espaciédaait >*. Una versbn mas sencilla de este
resultado pero que admite una demostra@sequible a este nivel, utilizando particiones diferenciables
de la unidad, es la siguiente:

Proposicion 4.28
Toda variedad diferenciable compacta se puede embeber como subvariedad regular en un cierto espacio
eucideo.

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ON DE LOS CONOCIMIENTOS

A.4.1. Determina si las funciones: R — R? definidas por

(@) s — (sen2s,sen s)

(b) s — (cos2s,cos s)

son inmersiones. El grafo de la primera fubrces lafigura ocho

A.4.2. Determina si la fundin f : R? — R? definida por

(z,y) — (ycosz,ysenx,x)
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es una inmersin.

A.4.3. SeaM = (R x {0})U(R x {1}) y se considera la estructura diferenciable dada por las cartas

z:R x {0} — R, z(s,0) = s,
y:R x {1} — R, y(s,1) =s.

Sean las aplicaciones
¢:R — M, ¢(s) = (s,1)sis #0, y ¢(0) = (0,0),
v: M —R, (s, 1) =19(s,0) =s, s €R.

(0,1)

(0,0)

Prueba que) es una inmerséin y queyo.¢ es diferenciable, aungueno es diferenciable.

A.4.4. (a) SeaS = {(x,y) € R? : 22 — y? = 1} la hipérbola equitera.

Justifica queS es una subvariedad 1-dimensional cerrad&tlg dotale de un atlas de una
sola carta.

(b) Deduce que el siguiente conjunto (el toro) es una subvariedad 2-dimensidhél de =
{(x,y,Z,UJ) S R4 : x2 —y2 = 1722 _w2 — 1}
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A.4.5. Consideremos las funciongs R? — R definidas por

@) (z,y,2) — 2? +y? — 2" - 1,

(b) ($ayaz) —>$2—y2—22—1.

T
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Prueba que la inyedan carbnica;j de f~1(0) enR? tiene rango 2 en todos los puntos calculando
explicitamente la aplicadn diferencial.

A.4.6. (a) Prueba que el conjunto
S={(z,y,2) eR*: 2’ + 9" +2° — 2wyz = 1}

es una subvariedad cerradarfede dimengin 2.
(b) Prueba que el conjunto

S={(z,y,2) ER®:2? — ¢y + 2024+ 292 =1, 22 —y+ 2 =0}

puede dotarse de estructura de variedad diferenciable de forma que sea una subvariedad
1-dimensional cerrada de’.

A.4.7. (a) SeanM y N dos variedades diferenciables de la misma dintengif : M — N una
inmersbn. SiM es compacta W es conexa y Hausdorff, prueba gfies sobreyectiva.
(b) Deduce que no existe ninguna inmérsdeS' enR ni de P*(R) enR".
A.4.8. Consideremos los siguientes subconjuntoB#eA = {(z,y) € R? : y? = |z|}, B = {(x,y) €

R2?: 23 + 93 — 32y = 1}, C = {(x,y) € R? : 22 = y?}. ¢ Cudles de ellos son subvariedades de
R2?

A.4.9. ¢ Cuales de los siguientes conjuntos son subvariedadgg ?le
A = {(t, ) teRJU{(t -t} teRT}
B = {(z,y):x=00y =0}

C = {(cos(t),cos(t/3) +sen(t/3)):t € (0,4m + ??Tﬂ)}
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A.4.10. SeaS = {(z,y) € R? : zy = 0}. Construyamos dos cartas aplicando cada eje en la recta
real mediantéz,0) — =z, (0,y) — y. ¢Definen las cartas anteriores un atlas sobre el conjunto
abstractaS? Sino es ds¢,admiteS estructura de variedad diferenciable? En caso afirmativo, ¢ .es
S una subvariedad de??

A.4.11. SeaM = M(n,R) el conjunto de todas las matrices reales de ordenn, con su estructura
carbnica de variedad diferenciable. Entondes : M — R es una aplicadin diferenciable y
GL(n) = det™ (R — {0}) es un subconjunto abierto de; por tanto,G L(n) es una subvariedad
diferenciable de dimensin?. Prueba:

a) det : GL(n) — R tiene rango constante e igual a 1. En consecuedeia,' (1) = SL(n)
es una hipersuperficie deL(n), que llamaremos @rupo especial lineal

b) El espacio tangenté&;(SL(n)) C M, dondel denota la matriz identidad de ordenesé
formado por las matrices de traza cero.

A.4.12. SeaF : (1,00) — R? la aplicacon dada por

t+1 t+1
F(t) = <% cos(2mt), ;t sen(27rt)> .

¢ESF una inmersin?

A.4.13. Seaf : R? — R la funcion diferenciable definida pgf(z, y) = y* —y* + 2% y consideremos
el conjuntoM = f~1(0). ¢AdmiteM estructura de variedad diferenciable?

A.4.14. Seaf : M — R una funcon diferenciable que tiene rango 1 en todos los puntos de una fibra
F = f~Y(a). Sipesun punto d&" y v € T,M, prueba que € T,F si, y 9lo si,df,(v) = 0.

A.4.15. SeaM una variedad diferenciable® un grupo. Se dice qué actia sobreM si existe una
aplicacbny : G x M — M tal que:
i) las aplicacioneg, = ¢(g, -) son difeomorfismos, y
i) ©gn = @g 0 @p, paratoday, h € G.
La accbn edlibre si el elemento identidad es@hico elemento dé& que tiene algn punto fijo; y
esdiscontinuasi todo puntan tiene un entornd’ tal quey,(U) NU = ) para today # e.
Si G actla sobreM entonces determina una relacide equivalencia: dos puntpsy ¢ esén
relacionados si existg € G tal queq = ¢4 (p). Denotemos poi//G al conjunto cociente y por
m: M — M /G la proyecobn carbnica.
Prueba que sp : G x M — M es una acdin libre y discontinua dé& sobreM, entonces\//G
admite estructura de variedad diferenciable talqes un difeomorfismo local.
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A.4.16. Prueba qué actia libre y discontinuamente como un grupo de transformaciones B3lsie
la accbn esh determinada por la furin global® : R? x Z — R? definida por

A.4.17. Prueba que la funéh global® : Z x Z x R — R definida por
®(m,n,s) = s+ ma+ng,

dondea y 3 son mimeros cuya rdm es irracional, determina una ameideZ x 7 sobreR que
es libre pero no discontinua.

A.4.18. Consideremos eR? el grupoG de difeomorfismos generado por las siguientes transformacio-
nes:

Oy(z,y) = (¢+1,-y)
CI)?(:an) = (ZL‘,y—Fl)

Comprueba que el grup® actia libre y discontinuamente solié. (La variedad cocientg? /G
se conoce comia botella de Kleir.

A.4.19. SeaF'(k,n) el conjunto formado por todas las familias Hevectores de&R™ linealmente in-
dependientes (en general, cualquier espacio vectorialhreahensional). Dota &'(k,n) de
estructura de variedad diferenciable. Las variedddgsn) se denominawariedades de Stie-
fel.

A.4.20. SeaG(k,n) el conjunto de todos lok-planos (subespacios lineales de dimengi) pasando
por el origen deR™ (en general, cualquier espacio vectorial nrealimensional). Dota &(k, n)
de estructura de variedad diferenciable. Las variedétiésn) se denominavariedades de
Grassmanty, en particular(z(1,n) = P"(R).

A.4.21. Prueba que para cualquikrlas variedades de Grassma®i(k, n) y G(n — k,n) son natural-
mente difeomorfas.

A.4.22. Sea el toro de revolugh 72 C R3, simétrico respecto del origeh € R3. SeaG = {A, I} C
Isom(7T?), dondeA es la aplicadin antpoda eI es la identidad. Entonces:

a) El cocienteK = T?/G admite estructura de variedad diferenciabl§.se denomina la
Botella de Klein
b) La aplicacon ¢ : R? — R* dada por

¢(z,y) = ((rcosy+a)cosz,(rcosy+ a)senx,
rsenycos(z/2),rsenysen(z/2))

induce un embebimiento de la botella de Kleinkh

A.4.23. (a) Una aplicaddn diferenciablef : M — N es una sumer8n si tiene rango constante
e igual a dimv. SeaM = [[;", M;. Prueba que las proyecciongs: M — M, son
sumersiones.

(b) Seanyp; : M; — N;, i = 1,...,n, sumersiones. Prueba que la apliéacproducto
© =1 X ...on: [y M; — ], N; es una sumersh.
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5. PREGUNTAS DE EVALUACI ON

E.4.1. Prueba que para cualesquietamneros reales, b y ¢ (no todos nulos), la funén f : R — R,
definida por
f(z,y,z) = ayz + brz + cxy — 1,

determina sobrg —!(0) la estructura de una variedad diferenciable cerrada no compacta.

E.4.2. Estudia si existe una inmegsi inyectivaf : S? x 3 — R®. En caso negativo, ¢ gtes lo que
lo impide?

E.4.3. Consideremos la aplicam diferenciablel” : R? — R* definida por
F(Jﬁ, Y, Z) = (.’Z’2 - y27 Ty, Tz, yZ)

y sear : S? — P?(R) la proyecobn carbnica de la esfera unidad en el plano proyectivo. Sean
¢:5S? = R*y @ : P?(R) — R* las aplicaciones que hacen el siguiente diagrama conmutativo:
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dondej : S? — R3 es la inclusin carbnica; en otras palabrag, = Fls: y ¢([(z,y,2)]) =
o(z,y, z). Prueba que> es un embebimiento.

E.4.4. Sea la aplicaéin diferenciablep : GL(n) — GL(n) definida por¢(A) = A'A, dondeA!
indica la matriz transpuesta. Prueba:

a) Relativa a la identificadin esandar?;(GL(n)) = M(n), la aplicacon diferenciald¢; :
T1(GL(n)) — T;(GL(n)) est dada poti¢; (B) = B! + B.

b) La aplicacbn ¢ tiene rango constanign + 1)/2.

¢) Deduce que el grupo ortogon@(n) € GL(n) es una subvariedad compacta de dimamsi
n(n —1)/2.

d) Prueba que el subespadip(O(n)) C M (n) est formado por las matrices antigtnicas.

E.4.5. Consideremos la fungn f : R? — R definida por
fry,2) = (@ + 9" + 22 +a® = 0°) —4a®(z* +4%),  a>b>0

a) Determina los valores € R para los quef~!(c) es una superficie regular .

b) SeaS = f~!(0) y consideremos el punte = (a,0,b) € S. Calcula una base del plano
tangentel},S C R®.

E.4.6. Seaf : R? — RS la aplicacon definida por
f@y,2) = (2%, 9%, 2%, V2yz, V2u2, V22y)

Prueba qué induce un embebimiento de la esféf41) en el espacio etideoR®. La subvariedad
f(s?) se denominauperficie de Veronese

E.4.7. SeaF : R™ — R una funcén polinbmica homognea de grade > 1 con al menos un valor
positivo. Prueba:

a) Lafuncibnf : R" — R, definida porf(z) = F(z)—1, determina erf ~*(0) una estructura
de variedad diferenciable. (Ind.: Utiliza el teorema de Euler para funciones eomeas).

b) Si F(z) > 0 excepto para = 0, entoncesf ~'(0) es una subvariedad compactakfe.
(Ind.: Prueba que esfacotada).

E.4.8. Seaf : S? ¢ R?® — R* dada por
fla,y,2) = (yz, x2,2y,2° + 2y° + 32%)

y consideremog : P2(R) — R* definida por

donde estamos identificand®?(R ) cons2 /{1, A}. Prueba qu¢ es un embebimiento d&?(R)
enR*.

E.4.9. Seaf : M — M’ una sumersin y seap un punto del dominio deg’. Prueba que existen
cartas(U, z) depy (W, y) de f(p) tal que la representante logab f o 2~ de f est dada por
yofox t(z,w) =z
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ANOTACIONES
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6. BIOGRAFIA: KARL-FRIEDRICH GAUSS ( 1777-1855)

Karl-Friedrich Gauss (1777-1855) nacb en Gotinga el 30 de abril. Sin ayuda de ringdipo,
Gauss aprendia calcular antes de hablar. A los tré®a corrigd un error en la paga de los obreros de
su padre, y porissolo estudd y profundid la aritnética. A los ocho @os mostd un genio precoz con
ocason de un problema propuesto por su profesor de la escuela elemental: encontrar la suma de los cien
primeros fimeros naturales. Gauss suoasi instartneamente los enteros al darse cuenta que eran 50
parejas de iimeros que sumaban 101. El profesor tuvo la satadie procurarle libros de ariética
para que Gauss prosiguiera su aprendizaje.

A los once @ios Gauss conaotia Johann Martin Bartels (1769-1836), entonces profesor ayu-
dante de la escuela yan tarde profesor de Lovachevski. Bartels bale &l al duque de Brunswick,
quien lo llewd a estudiar a sus expensas al Brunswick Collegium Carolinum. En la academia Gauss
descubid la ley de Bode, el teorema del binomio y la media agtico-geongtrica, ascomo la ley de
reciprocidad cuadética y el teorema de losimeros primos. En7gs Gauss déj Brunswick y se mar-
cho a la Universidad de Gotinga. El profesor de Gaussddraham Gotthelf Kaestner (1719-1800),

a quien Gauss ridiculizaba frecuentemente.U8ico amigo conocido entre los estudiantesFaekas
Bolyai (1775-1856), a quien conod en 1799 y con quien mantuvo correspondencia durante muchos
anos.

En marzo de 796 obtiene la construcén del polgono regular de 17 lados por medio de la regla
y el comps, y desde esdalconsigna la primera anotéai en su €lebre diario mateatico en el que
durante dieciochof@s inscribia 146 enunciados matéicos breves de los resultados de sus trabajos.
Este diario no fue encontrado hasts, y su contenido fue publicado por primera vez pelix Klein

(1849-1925) enigoz1.

En 1798, Gauss vuelve a Brunswick para continuar silis trabajos en solitario. Aha siguiente
obtiene el doctorado por la Universidad de Helmsted bajo la dvecde Johann Friedrich Pfaff
(1765-1825). Su tesis de doctorado contiene una demogiradelteorema fundamental délgebrg
es decir, que toda ecuaai polinbmicap(z) = 0 con coeficientes reales o imaginarios posee al menos
unaraz. Eni8o1, Gauss escribe y publica su gran tratado titulBimuisitiones aritmeticaeen el que
presenta un resumen de los trabajos aislados de sus predecesores, da soluciones a las césstiones m
dificiles, formula conceptos y cuestiones que indinaal menos durante un siglo, lasdas maestras
de la investigadin en teoia de riimeros.

En junio de18o01, Zach, un astbnomo a quien Gauss Habconocido dos o tresfias antes,
publica las posiciones orbitales de Ceres, un nuevo “gegpneta”’ que hah sido descubierto por el
observador italian@iuseppe Piazzien enero. Desafortunadamente, Piabid pudo observar nueve
grados de s@rbita antes de que desaparecieraaetiel Sol. Zach publécdiversas predicciones de su
posicbn, incluyendo una de Gauss que didebastante del resto. Cuando Ceres fue redescubierto por
Zach en diciembre, estaba exactamente donde Gauss fra@dlicho. Aunque Gauss no descatsus
métodos en es@poca, utilib una teora orbital de los planetas fundamentada en la elipse y récarrri
métodos nuraricos basados en elgtodo de rimimos cuadrados. Esta h@izacoincide con el comienzo
de sus investigaciones asttonicas, que absonan una buena parte de sus em@sglurante casi veinte
ahos.

En 1807 Gauss es nombrado profesor de astrooyrdirector del observatorio de Gotinga, don-
de permanedi el resto de su vida. Sus trabajos de astrdadmllevaron a publicar siheoria motus



INMERSIONES Y SUBVARIEDADES 75

Figura 4.1: Gauss en 1803

corporum coelestium in sectionibus conicis solem ambien(ifwg), en la cual Gauss desarrolla sis-
tematicamente su Btodo del élculo orbital. Eni8og nace su tercer hijo, que sobrevive corto tiempo,
y de las secuelas de este nacimiento muere su mujer, con la queiaeasddo en8o;. Estos dos
acontecimientos sumieron a Gauss en una profunda soledad que nunca fue capaz de superar.

Durante los primerosfas en Gotinga, Gauss realiza estudios y lleva a cabo investigaciones en
diversos frentes, a la vez que redacta numerosas membDigaglisitiones generales circa seriem infini-
tam un primer estudio riguroso de las series y la introduccie las funciones hipergeéinicas (813);
Methodus nova integralium valores per approximationem invenjemdi contribud@n importante a la
aproximacbn de las integrales Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungeo de los primeros
aralisis de los estimadores esistitos (816); trabajos en astrondi, inspirados por su estudio del
planeta Palas y una memoria notable sobre la deterndimalg la atracéin de un planeta a surbita,
Theoria attractionis corporum sphaeroidicorum ellipticorum homogeneorum methodus nova tractata

Figura 4.2: Gauss en 1828

En 1822 Gauss gad el Premio de la Universidad de Copenhagen comlspria attractionis.,.
junto con la idea de aplicar una superficie en otra de tal forma que ambas sean similares localmente.
Este trabajo fue publicado eB25 y dio origen a su publicaéh Untersuchungeiiber Gegensinde der
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Hoheren Geodsie (1843 y 1846). El trabajoTheoria combinationis observationum erroribus minimis
obnoxiae(1823), junto con su suplemento d828, se dedi6 a la estaibtica materatica, en particular
al método de los fimimos cuadrados.

La publicacon, en1827, de suDisquisitiones circa generales superficies curgapone una con-
tribucion definitiva a la geomét diferencial de superficies en el espacio de tres dimensiones, consti-
tuyendo esencialmente la primera etapa en el desarrollo de la gepdeRiemann. Gauss emprende
un estudio de las superficies, demostrando, en particular, que si dos superficies gtricasral pro-
ducto de los dos radios de curvatura principales es el mismo en dos puntos correspondisei®s

egregium.

En su memoria de827, Gauss trata tamén el problema de determinar las gésidas sobre las
superficies. Gauss consigue demostraralahire teorema sobre la curvatura de umigiulo cuyos lados
son geoésicas. Determina que la curvatura total de uanggulo geodsico de lados, b y ¢ viene dada

por
//de:a+b+c—7r

Sus trabajos en geometdiferencial demuestran que el estudio de la gedendér una superficie puede
hacerse concertndonos esencialmente en la superficie misma.l&s“lineas rectas” sobre la superfi-
cie son las gedsbicas y, por consiguiente, la geormeetite la superficie es no eia¢a.

Durante los primerosis en Gotinga, Gauss Halestudiado la posibilidad de la existencia de una
geometra no euddea. Convencido de la ineficacia de las diversas tentativas anteriores para demostrar
el postulado de las paralelas, Gauss acepta cada &sdanidea de que debe abandonar los caminos
trillados y elaborar una nueva geonatr A partir de1813 desarrolla esta nueva geomatrllamada
sucesivamente antieiidéa, geometa astral y, por fin, geomé# no eudidea. Eni831 escribe un
ensayo sobre lagieas paralelas, y en una carta dirigidd. K. Schumaker le dice:

Desptes de haber meditado durante casi cuarerftagsin escribir nada, me he tomado la molestia
al menos de poner por escrito algunas de mis ideas, con el fin de que no desaparezcan conmigo.

Este mismo &0, Gauss conoce los trabajos #os Bolyai(1802-1860), a trawes de un libro que le
envia su padre, y en una carta dirigidaste, le comunica sus propios trabajos sobre el temay reivindica
la propiedad de sus descubrimientos:

Si digo que soy incapaz de elogiar este estudioapiiz extréie. Pero no puede ser de otra manera,
porque ello equivalda a alabar mis propios trabajos. En efecto, el enfoque preconizado por vues-
tro hijo y los resultados que ha obtenido coinciden casi enteramente con las ideas que han ocupado
mi espritu desde hace 30 o 35i@s. No tengo la intenéh de publicar estas meditaciones durante

mi vida, pero he decidido escribirlas para que puedan conservarse. Es, en consecuencia, una sor-
presa agradable para frahorrarme este trabajo, y me llena de alegel pensamiento de que es
precisamente el hijo de mi amigo de siempre el que me ha suplantado de forma tan notable. ..

En 1831, Wilhelm Weber llega a Gotinga como profesor dsita, ocupando el puesto diebias
Mayer. Gauss haila conocido a Weber er828 y apoyd este nombramiento. Gauss falrabajado
en fisica antes de831, publicandoUber ein neues allgemeines Grundgesetz der MechaRiincipia
generalia theoriae figurae fluidorum in statu aequilibrii which discussed forces of attradfistos tra-
bajos estaban basados en lai@alel potencial de Gauss, de gran importancia en sus investigaciones en
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fisica. Gauss pensaba que sui@del potencial y su &todo de los rimimos cuadrados proporcionaban
una reladdn vital entre la ciencia y la naturaleza.

\_\

Figura 4.3: Gauss en 1832

En 1832, Gauss y Weber comenzaron a estudiar lai¢edel magnetismo terrestre, degpude
gueAlexander von Humboldt intentase obtener la ayuda de Gauss para construir una red de puntos de
observadin magréticos alrededor de la Tierra. Gauss se intepEs este tema, y pubbdres importan-
tes trabajosintensitas vis magneticae terrestris ad mensuram absolutam revocaja), Allgemeine
Theorie des Erdmagnetisms3g) y Allgemeine Lehi@tze in Beziehung auf die im verkehrten \éth
nisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstossiftegskro).

En 1837, Weber fue forzado a abandonar Gotinga cuando se vio envuelto en una disfiida, yol
desde entonces la actividad de Gauss de@régainque parece ser que sigirabajando con asiduidad,
no se animaba a publicar los resultados que datefslgunas veces se siatmuy complacido por los
avances realizados por otros maégitos, especialmente pBisensteiny Lovachevsky.

Despies dei1850, el estado de su coraz se deteridr rapidamente y debireducir considera-
blemente sus actividades. ER51 Gauss aprob la tesis doctoral de Riemann sobre los fundamentos
del aralisis complejo y en854 asiste feliz a la lecéin inaugural de Riemann en Gotinga. Su salud se
deteriob lentamente y mudien la cama el 23 de febrero dgss.

Dos de loslltimos estudiantes de doctorado de Gauss fubftoritz Cantor y Dedekind, que
describb a su tutor con las siguientes palabras:

...usualmente se sentaba en una actitud confortable, con la mirada baja, ligerameaté ynoon

las manos sobre su regazo. Hablaba bastante libremente, con mucha claridad, de forma simple y
llana: pero cuando quéa destacar un nuevo punto de vista...entonces levantaba su cabeza, se
vola hacia alguien de los que estaban sentados a su lado y lo miraba fijamente, con ojos penetran-
tes, mientras duraba su alocéci. Si proceth a realizar una explicaéin acerca de los principios

de desarrollo de una$fmulas materdticas, entonces se levantaba y, con una postura muy erguida,
escrida en una pizarra defrs deél con su particular y esmerada escritura: siempre procuraba
escribir ordenadamente para utilizar el menor espacio.
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Figura 4.4: Gauss en su madurez
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