
CAPÍTULO 4
INMERSIONES Y SUBVARIEDADES

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP ÍTULO

Se pretende que el alumno sepa definir, establecer o determinar lo siguiente:

• Inmersíon.

• Existencia de cartas especiales para una in-
mersíon.

• Embebimiento.

• Subvariedad o subvariedad regular.

• Subvariedad inmersa.

• Rebanada.

• Teorema de la función impĺıcita.

• Teorema de Whitney.

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP ÍTULO

El objetivo principal de este tema es introducir los objetos geométricos que generalicen a las
curvas y superficies del espacio euclı́deo en cuanto a su relación conéste, es decir, como subvariedades.
Para ello seŕa esencial trabajar con aplicaciones diferenciables de rango máximo, y relativo a esto será
el primer concepto que introduzcamos.

Definición 4.1
Una aplicacíon diferenciablef : M → N se dice que es unainmersíon si dfp es inyectiva para todo
punto deM . Se dice queM est́a inmersa enN .

En otras palabras, una inmersión es la aplicación diferenciable entre variedades cuyo rango coin-
cide en todos los puntos con la dimensión de la variedad de partida.

A continuacíon, y como era de esperar, mostramos un resultadoútil que nos permitiŕa decidir si
una aplicacíon diferenciable es una inmersión o no. Este resultado técnico nos facilitaŕa la b́usqueda de
ejemplos y nos permitirá obtener algunas propiedades de las inmersiones.

Proposición 4.2
Seaf : Mm → Nn una aplicacíon diferenciable yp ∈ M . Entonces son equivalentes las siguientes
condiciones:
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1) La diferencialdfp es inyectiva.
2) La matriz jacobiana tiene rangom relativo a un sistema de coordenadas (y, por tanto, relativo a todos).
3) Si {yi}i es un sistema de coordenadas enN paraf(p), existen enteros1 6 i1 6 i2 6 · · · 6 im 6 n
tales que las funciones{yi1 ◦f, yi2 ◦f, . . . , yim ◦f} constituye un sistema de coordenadas en un entorno
dep.

A continuacíon vamos a describir algunos ejemplos de inmersiones.

Ejemplos.

4.3. Seaα : I → Rn una curva diferenciable y regular, es decir,α′(t) 6= 0 para todot.

4.4. Seaα : I = (−ε, ε)→ R2 definida porα(t) = (t3, t2).

Entonces la matriz jacobiana viene dada por

Jα(t) = (2t, 3t2)

la cual tiene rango uno en todos los puntos salvo ent = 0. Luegoα no es una inmersión.

4.6. Seaα : R → R2 definida porα(t) = (a cos t, b sen t). Es f́acil ver queα es una inmersión.

2.1. Propiedades de las inmersiones

Las siguientes propiedades de las inmersiones pueden probarse muy fácilmente recurriendo a las
representantes locales de las aplicaciones diferenciables.

Proposición 4.8
Seaf : M → N una inmersíon y g : M → N ′ una aplicacíon diferenciable. Entonces(f, g) : M →
N ×N ′ es una inmersión.

Proposición 4.9
Seanf : M → N y g : M ′ → N ′ dos inmersiones. Entonces la aplicación productof×g : M ×M ′ →
N ×N ′ es una inmersión.
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Proposición 4.10
Seaf : M → N una inmersíon yg : M ′ →M una aplicacíon diferenciable. Entoncesf ◦ g y g tienen
el mismo rango.

En particular, queremos destacar la propiedad que afirma que dada una inmersión y un punto en
el dominio, es posible encontrar cartas locales alrededor del punto y de su imagen de forma que la
representante local sea una inclusión. Más concretamente:

Proposición 4.11
Seaf : M → N una inmersíon yp un punto deM . Entonces existen cartas(V, x) y (W, y) dep y f(p),
respectivamente, tales que la representante en coordenadasy ◦ f ◦ x−1 est́a dada porz → (z, 0).

Veamos seguidamente, a través de un ejemplo, cómo se pueden obtener explı́citamente las cartas
a las que se refiere el resultado anterior. Consideremos la inmersión f : R → R2 dada porf(t) =
(sen t, cos t) y sea el puntot = 0. La matriz jacobiana ent = 0 est́a dada por

Jf (0) = (cos t,− sen t)|t=0 = (1, 0)

Entonces la aplicación p1 ◦ f : R → R dada port → sen t tiene rango uno ent = 0 por lo que es un
difeomorfismo local. Consideremos la aplicaciónϕ = (p1 ◦ f)−1 × i2 : R2 → R2 dada por

ϕ(t, s) = (arcsent, s)

y sea la aplicación k = p2 ◦ ϕ ◦ f . Entonces podemos construir la aplicación h = q ◦ ϕ, donde
q : R2 → R2 est́a definida por

q(t, s) = (t, s− k(t)) = (t, s− cos t)

En consecuencia, debemos considerar parat = 0 la carta identidad sobreR, y paraf(0) = (0, 1)
podemos utilizar la cartah : R2 → R2 dada por

h(t, s) = (arcsent, s− cos(arcsent))

2.2. Embebimientos y subvariedades

Se definen en esta sección los conceptos de embebimiento y subvariedad, haciendo hincapié en
el hecho de que el término subvariedadse aplica en ocasiones a objetos con propiedades distintas,
surgiendo las subvariedades inmersas y las subvariedades regulares, que es en el sentido en que nosotros
las entenderemos.

Definición 4.12
Una inmersíonf : M → N se dice que es unembebimientosi es un homeomorfismo en la imagen (con
la topoloǵıa relativa deN ).

Definición 4.13
Una variedadP ⊂ M se dice que es una subvariedad de una variedadM si la inyeccíon cańonica
j : P →M es un embebimiento. Lacodimensíonde la subvariedad es la diferencia dimM -dimP .
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Presentamos a continuación algunos ejemplos de subvariedades.

Ejemplos.

4.14. SeaM una variedad y consideremosP ⊂ M un subconjunto abierto. EntoncesP admite de
manera trivial una estructura diferenciable con la que se convierte en subvariedad deM . P se
denominasubvariedad abiertadeM .

4.15. SeaGL(n,R) el conjunto de las matrices cuadradas regulares de ordenn. EntoncesGL(n,R) =
det−1(R\{0}), y puesto que la aplicación determinantedet es diferenciable, y consecuentemente
continua,GL(n,R) es una subvariedad abierta deMn(R).

4.16. La aplicacíon f : Rm → Rn,m < n, dada porf(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0), es
claramente un embebimiento.

4.17. Cualquier inmersíon es localmente un embebimiento.

En algunas ocasiones se relajan las condiciones de subvariedad, exigiendo solamente que la in-
clusión cańonica sea una inmersión, en lugar de exigir que sea un embebimiento. Nosotros las dis-
tinguiremos ãnadíendole el apellidoinmersa. Toda subvariedad es una subvariedad inmersa, pero no
rećıprocamente. En efecto, es fácil ver que la figura ocho es una subvariedad inmersa que no se puede
embeber enR2.

Proposición 4.18
Toda subvariedad compacta inmersa en un espacio Hausdorff es una subvariedad (embebida o regular).

Con el fin de encontrar una caracterización de las subvariedades, se introducen los sistemas de
coordenadas adaptados y se prueba que toda subvariedad de una variedad admite un sistema de coorde-
nadas adaptado en cada punto, sirviendo esta propiedad como criterio para decidir si un subconjunto de
una variedad admite una estructura diferenciable.

Sea(V, x) una carta en una variedadM . El subconjuntoΣ deV que se obtiene haciendon −m
funciones coordenadas constantes es una subvariedadm-dimensional deM denominadax-rebanada
m-dimensional deU . Vamos a probar que toda subvariedad puede construirse pegando adecuadamente
x-rebanadas.
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Definición 4.19
SeaP un subconjunto de una variedadM . Un sistema de coordenadas(V, x) se dice que está adaptado
aP si V ∩P es unax-rebanada deV .

Un criterio b́asico para saber si un subconjunto de una variedad diferenciable es una subvariedad
es el siguiente.

Proposición 4.20
Un subconjuntoP de una variedadM es una variedadm-dimensional deM si para cada puntop de
P existe un sistema de coordenadas(V, x) enM adaptado aP tal queV ∩P es una rebanadam-
dimensional.

En esta ĺınea, una cuestión sumamente interesante es saber de cuántas maneras se puede dotar a
un subconjunto de estructura de variedad diferenciable de forma que constituya una subvariedad. La
respuesta, de sencilla demostración, nos dice que a lo sumo hay una manera de convertir un subconjunto
de una variedad en subvariedad de la misma.

2.3. El teorema de la funcíon implı́cita

Un criterioútil y práctico para encontrar subvariedades nos lo proporciona el teorema de la función
implı́cita, consecuencia del teorema de la función inversa, y que nos permite averiguar cuándo las fibras
de una aplicación diferenciable son subvariedades.

Definición 4.21
Seaf : M → N una aplicacíon diferenciable. Un puntoq ∈ N se dice que es unvalor regulardef si
f−1(q) 6= 0 y dfp es sobreyectiva en todo puntop ∈ f−1(q).

Proposición 4.22 (Teorema de la Funcíon Impl ı́cita)
Seaf : Mm → Nn una aplicacíon diferenciable yq ∈ N un valor regular def . EntoncesP = f−1(q)
es una subvariedad(m− n)-dimensional deM .

Describimos a continuación algunos ejemplos de subvariedades obtenidas utilizando este resulta-
do.

Ejemplos.

4.23. Seaf : Rn → R una funcíon diferenciable y consideremosS = f−1(0). Si en cada puntop deS,
la matriz{ ∂f∂xi

(p)} tiene rango 1, entoncesS es una subvariedad(n − 1)-dimensional deRn, es
decir,S es una hipersuperficie.

4.24. Las hiperesferas y los hipercilindros son subvariedades regulares del espacio euclı́deo.

4.25. Seaf : R3 → R la aplicacíon dada por

f(x, y, z) = (x2 + y2 + z2 + a2 + b2)2 − 4a2(x2 + y2),

cona > b > 0. EntoncesS = f−1(0) admite estructura de variedad diferenciable 2-dimensional,
es decir,S es una superficie deR3. Puede comprobarse fácilmente queS es el toro de revolución
enR3.
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Corolario 4.26
SeaMn una variedad diferenciable y seanf1, . . . , fk funciones diferenciables sobreM . Consideremos
el subconjuntoP deM dado porP = {p ∈ M : fi(p) = 0, i = 1, . . . , k}. Si en cada puntop deP se
verifica que{df1p, . . . , dfkp} son covectores linealmente independientes, entoncesP es una subvariedad
cerrada deM de dimensíonn− k.

Observacíon 4.27
Si M es una variedad diferenciable yP ⊂ M es una subvariedad diferenciable cerrada tal queP =
∩ki=1 f

−1
i (0), para ciertas funciones diferenciablesf1, . . . , fk, entonces no necesariamente la dimensión

deP esn− k, ya que los covectores{df1p, . . . , dfkp} no tienen por qúe ser linealmente independientes.

Una pregunta que cabe plantearse es si cualquier variedad abstractaM es difeomorfa a una sub-
variedad regular de un espacio euclı́deo. La respuesta, de muy difı́cil demostracíon, es afirmativa y se
denomina teorema del embebimiento de Whitney. Dicho teorema establece que cualquier variedad dife-
renciablen-dimensional se puede embeber en un espacio euclı́deoR2n. Una versíon más sencilla de este
resultado pero que admite una demostración asequible a este nivel, utilizando particiones diferenciables
de la unidad, es la siguiente:

Proposición 4.28
Toda variedad diferenciable compacta se puede embeber como subvariedad regular en un cierto espacio
eucĺıdeo.

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ÓN DE LOS CONOCIMIENTOS

A.4.1. Determina si las funcionesc : R −→ R2 definidas por

(a) s −→ (sen 2s, sen s)

(b) s −→ (cos 2s, cos s)

son inmersiones. El grafo de la primera función es lafigura ocho.

A.4.2. Determina si la funcíonf : R2 −→ R3 definida por

(x, y) −→ (y cosx, y senx, x)
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es una inmersión.

A.4.3. SeaM = (R × {0})∪(R × {1}) y se considera la estructura diferenciable dada por las cartas

x : R × {0} −→ R, x(s, 0) = s,

y : R × {1} −→ R, y(s, 1) = s.

Sean las aplicaciones

φ : R −→M, φ(s) = (s, 1) si s 6= 0, y φ(0) = (0, 0),
ψ : M −→ R, ψ(s, 1) = ψ(s, 0) = s, s ∈ R.

(0, 0)

(0, 1)

Prueba queψ es una inmersión y queψ◦φ es diferenciable, aunqueφ no es diferenciable.

A.4.4. (a) SeaS = {(x, y) ∈ R2 : x2 − y2 = 1} la hipérbola equiĺatera.

Justifica queS es una subvariedad 1-dimensional cerrada deR2 y dotale de un atlas de una
sola carta.

(b) Deduce que el siguiente conjunto (el toro) es una subvariedad 2-dimensional deR4: F =
{(x, y, z, w) ∈ R4 : x2 − y2 = 1, z2 − w2 = 1}.
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A.4.5. Consideremos las funcionesf : R3 −→ R definidas por

(a) (x, y, z) −→ x2 + y2 − z2 − 1,

(b) (x, y, z) −→ x2 − y2 − z2 − 1.

Prueba que la inyección cańonicaj def−1(0) enR3 tiene rango 2 en todos los puntos calculando
expĺıcitamente la aplicación diferencial.

A.4.6. (a) Prueba que el conjunto

S = {(x, y, z) ∈ R3 : x3 + y3 + z3 − 2xyz = 1}

es una subvariedad cerrada deR3 de dimensíon 2.

(b) Prueba que el conjunto

S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 − y2 + 2xz + 2yz = 1, 2x− y + z = 0}

puede dotarse de estructura de variedad diferenciable de forma que sea una subvariedad
1-dimensional cerrada deR3.

A.4.7. (a) SeanM y N dos variedades diferenciables de la misma dimensión y f : M −→ N una
inmersíon. SiM es compacta yN es conexa y Hausdorff, prueba quef es sobreyectiva.

(b) Deduce que no existe ninguna inmersión deS1 enR ni dePn(R) enRn.

A.4.8. Consideremos los siguientes subconjuntos deR2: A = {(x, y) ∈ R2 : y2 = |x|},B = {(x, y) ∈R2 : x3 + y3 − 3xy = 1}, C = {(x, y) ∈ R2 : x2 = y2}. ¿Cúales de ellos son subvariedades deR2?

A.4.9. ¿Cúales de los siguientes conjuntos son subvariedades deR2?

A = {(t, t2) : t ∈ R−}∪{(t,−t2) : t ∈ R+}
B = {(x, y) : x = 0 o y = 0}

C = {(cos(t), cos(t/3) + sen(t/3)) : t ∈ (0, 4π +
3π
4

)}



INMERSIONES Y SUBVARIEDADES 69

A.4.10. SeaS = {(x, y) ∈ R2 : xy = 0}. Construyamos dos cartas aplicando cada eje en la recta
real mediante(x, 0) → x, (0, y) → y. ¿Definen las cartas anteriores un atlas sobre el conjunto
abstractoS? Si no es aśı, ¿admiteS estructura de variedad diferenciable? En caso afirmativo, ¿es
S una subvariedad deR2?

A.4.11. SeaM = M(n,R) el conjunto de todas las matrices reales de ordenn × n, con su estructura
cańonica de variedad diferenciable. Entoncesdet : M −→ R es una aplicación diferenciable y
GL(n) = det−1(R−{0}) es un subconjunto abierto deM; por tanto,GL(n) es una subvariedad
diferenciable de dimensiónn2. Prueba:

a) det : GL(n) −→ R tiene rango constante e igual a 1. En consecuencia,det−1(1) = SL(n)
es una hipersuperficie deGL(n), que llamaremos elgrupo especial lineal.

b) El espacio tangenteTI(SL(n)) ⊂ M, dondeI denota la matriz identidad de ordenn, est́a
formado por las matrices de traza cero.

A.4.12. SeaF : (1,∞) −→ R2 la aplicacíon dada por

F (t) =
(
t+ 1

2t
cos(2πt),

t+ 1
2t

sen(2πt)
)
.

¿EsF una inmersíon?

A.4.13. Seaf : R2 → R la función diferenciable definida porf(x, y) = y4−y2 + 1
4x

2 y consideremos
el conjuntoM = f−1(0). ¿AdmiteM estructura de variedad diferenciable?

A.4.14. Seaf : M −→ R una funcíon diferenciable que tiene rango 1 en todos los puntos de una fibra
F = f−1(a). Si p es un punto deF y v ∈ TpM , prueba quev ∈ TpF si, y śolo si,dfp(v) = 0.

A.4.15. SeaM una variedad diferenciable yG un grupo. Se dice queG act́ua sobreM si existe una
aplicacíonϕ : G×M −→M tal que:
i) las aplicacionesϕg = ϕ(g, ·) son difeomorfismos, y
ii) ϕgh = ϕg ◦ ϕh, para todog, h ∈ G.
La accíon eslibre si el elemento identidad es elúnico elemento deG que tiene alǵun punto fijo; y
esdiscontinuasi todo puntom tiene un entornoU tal queϕg(U)∩U = ∅ para todog 6= e.
Si G act́ua sobreM entonces determina una relación de equivalencia: dos puntosp y q est́an
relacionados si existeg ∈ G tal queq = ϕg(p). Denotemos porM/G al conjunto cociente y por
π : M −→M/G la proyeccíon cańonica.
Prueba que siϕ : G×M −→M es una acción libre y discontinua deG sobreM , entoncesM/G
admite estructura de variedad diferenciable tal queπ es un difeomorfismo local.
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A.4.16. Prueba queZ act́ua libre y discontinuamente como un grupo de transformaciones sobreR2 si
la accíon est́a determinada por la función globalΦ : R2 × Z → R2 definida por

Φ((x, y), n) = (x+ n, (−1)ny)

A.4.17. Prueba que la función globalΦ : Z × Z × R → R definida por

Φ(m,n, s) = s+mα+ nβ,

dondeα y β son ńumeros cuya raźon es irracional, determina una acción deZ × Z sobreR que
es libre pero no discontinua.

A.4.18. Consideremos enR2 el grupoG de difeomorfismos generado por las siguientes transformacio-
nes:

Φ1(x, y) = (x+ 1,−y)
Φ2(x, y) = (x, y + 1)

Comprueba que el grupoG act́ua libre y discontinuamente sobreR2. (La variedad cocienteR2/G
se conoce comola botella de Klein).

A.4.19. SeaF (k, n) el conjunto formado por todas las familias dek vectores deRn linealmente in-
dependientes (en general, cualquier espacio vectorial realn-dimensional). Dota aF (k, n) de
estructura de variedad diferenciable. Las variedadesF (k, n) se denominanvariedades de Stie-
fel.

A.4.20. SeaG(k, n) el conjunto de todos losk-planos (subespacios lineales de dimensión k) pasando
por el origen deRn (en general, cualquier espacio vectorial realn-dimensional). Dota aG(k, n)
de estructura de variedad diferenciable. Las variedadesG(k, n) se denominanvariedades de
Grassmanny, en particular,G(1, n) = Pn(R).

A.4.21. Prueba que para cualquierk, las variedades de GrassmannG(k, n) y G(n − k, n) son natural-
mente difeomorfas.

A.4.22. Sea el toro de revoluciónT 2 ⊂ R3, simétrico respecto del origen0 ∈ R3. SeaG = {A, I} ⊂
Isom(T 2), dondeA es la aplicacíon ant́ıpoda eI es la identidad. Entonces:

a) El cocienteK = T 2/G admite estructura de variedad diferenciable.K se denomina la
Botella de Klein.

b) La aplicacíonφ : R2 → R4 dada por

φ(x, y) = ((r cos y + a) cosx, (r cos y + a) senx,
r sen y cos(x/2), r sen y sen(x/2))

induce un embebimiento de la botella de Klein enR4.

A.4.23. (a) Una aplicacíon diferenciablef : M −→ N es una sumersión si tiene rango constante
e igual a dimN . SeaM =

∏n
i=1Mi. Prueba que las proyeccionespk : M −→ Mk son

sumersiones.

(b) Seanϕi : Mi −→ Ni, i = 1, . . . , n, sumersiones. Prueba que la aplicación producto
ϕ = ϕ1 × . . . ϕn :

∏n
i=1Mi −→

∏n
i=1Ni es una sumersión.
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5. PREGUNTAS DE EVALUACI ÓN

E.4.1. Prueba que para cualesquiera números realesa, b y c (no todos nulos), la funciónf : R3 −→ R,
definida por

f(x, y, z) = ayz + bxz + cxy − 1,

determina sobref−1(0) la estructura de una variedad diferenciable cerrada no compacta.

E.4.2. Estudia si existe una inmersión inyectivaf : S2 × S3 −→ R5. En caso negativo, ¿qué es lo que
lo impide?

E.4.3. Consideremos la aplicación diferenciableF : R3 → R4 definida por

F (x, y, z) = (x2 − y2, xy, xz, yz)

y seaπ : S2 → P 2(R) la proyeccíon cańonica de la esfera unidad en el plano proyectivo. Sean
ϕ : S2 → R4 y ϕ̃ : P 2(R)→ R4 las aplicaciones que hacen el siguiente diagrama conmutativo:

R3

S2 R4

P 2(R)

�
�
�
�� @

@
@@R
-

@
@
@R �

�
��

j F

ϕ

π ϕ̃
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dondej : S2 → R3 es la inclusíon cańonica; en otras palabras,ϕ = F |S2 y ϕ̃([(x, y, z)]) =
ϕ(x, y, z). Prueba quẽϕ es un embebimiento.

E.4.4. Sea la aplicación diferenciableφ : GL(n) −→ GL(n) definida porφ(A) = AtA, dondeAt

indica la matriz transpuesta. Prueba:

a) Relativa a la identificación est́andarTI(GL(n)) = M(n), la aplicacíon diferencialdφI :
TI(GL(n)) −→ TI(GL(n)) est́a dada pordφI(B) = Bt +B.

b) La aplicacíonφ tiene rango constanten(n+ 1)/2.

c) Deduce que el grupo ortogonalO(n) ⊂ GL(n) es una subvariedad compacta de dimensión
n(n− 1)/2.

d) Prueba que el subespacioTI(O(n)) ⊂M(n) est́a formado por las matrices antisimétricas.

E.4.5. Consideremos la funciónf : R3 → R definida por

f(x, y, z) = (x2 + y2 + z2 + a2 − b2)2 − 4a2(x2 + y2), a > b > 0

a) Determina los valoresc ∈ R para los quef−1(c) es una superficie regular deR3.

b) SeaS = f−1(0) y consideremos el puntop = (a, 0, b) ∈ S. Calcula una base del plano
tangenteTpS ⊂ R3.

E.4.6. Seaf : R3 → R6 la aplicacíon definida por

f(x, y, z) = (x2, y2, z2,
√

2yz,
√

2xz,
√

2xy)

Prueba quef induce un embebimiento de la esferaS2(1) en el espacio euclı́deoR6. La subvariedad
f(S2) se denominasuperficie de Veronese.

E.4.7. SeaF : Rn −→ R una funcíon polińomica homoǵenea de grador > 1 con al menos un valor
positivo. Prueba:

a) La funciónf : Rn −→ R, definida porf(x) = F (x)−1, determina enf−1(0) una estructura
de variedad diferenciable. (Ind.: Utiliza el teorema de Euler para funciones homogéneas).

b) Si F (z) > 0 excepto paraz = 0, entoncesf−1(0) es una subvariedad compacta deRn.
(Ind.: Prueba que está acotada).

E.4.8. Seaf : S2 ⊂ R3 −→ R4 dada por

f(x, y, z) = (yz, xz, xy, x2 + 2y2 + 3z2)

y consideremos̃f : P 2(R) −→ R4 definida por

f̃([p]) = f(p),

donde estamos identificandoP 2(R) conS2/{1, A}. Prueba quẽf es un embebimiento deP 2(R)
enR4.

E.4.9. Seaf : M → M ′ una sumersión y seap un punto del dominio def . Prueba que existen
cartas(U, x) dep y (W, y) def(p) tal que la representante localy ◦ f ◦ x−1 def est́a dada por
y ◦ f ◦ x−1(z, w) = z.
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6. BIOGRAFÍA: KARL-FRIEDRICH GAUSS ( -)

Karl-Friedrich Gauss (-) nacío en Gotinga el 30 de abril. Sin ayuda de ningún tipo,
Gauss aprendió a calcular antes de hablar. A los tres años corrigío un error en la paga de los obreros de
su padre, y por sı́ solo estudío y profundiźo la aritḿetica. A los ocho ãnos mostŕo un genio precoz con
ocasíon de un problema propuesto por su profesor de la escuela elemental: encontrar la suma de los cien
primeros ńumeros naturales. Gauss sumó casi instant́aneamente los enteros al darse cuenta que eran 50
parejas de ńumeros que sumaban 101. El profesor tuvo la sabidurı́a de procurarle libros de aritḿetica
para que Gauss prosiguiera su aprendizaje.

A los once ãnos Gauss conoció a Johann Martin Bartels (-), entonces profesor ayu-
dante de la escuela y más tarde profesor de Lovachevski. Bartels habló deél al duque de Brunswick,
quien lo llev́o a estudiar a sus expensas al Brunswick Collegium Carolinum. En la academia Gauss
descubrío la ley de Bode, el teorema del binomio y la media aritmético-geoḿetrica, aśı como la ley de
reciprocidad cuadrática y el teorema de los números primos. En Gauss dej́o Brunswick y se mar-
chó a la Universidad de Gotinga. El profesor de Gauss eraAbraham Gotthelf Kaestner (-),
a quien Gauss ridiculizaba frecuentemente. Suúnico amigo conocido entre los estudiantes fueFarkas
Bolyai (-), a quien conocío en y con quien mantuvo correspondencia durante muchos
años.

En marzo de obtiene la construcción del poĺıgono regular de 17 lados por medio de la regla
y el comṕas, y desde ese dı́a consigna la primera anotación en su ćelebre diario mateḿatico en el que
durante dieciocho ãnos inscribiŕa 146 enunciados matemáticos breves de los resultados de sus trabajos.
Este diario no fue encontrado hasta, y su contenido fue publicado por primera vez porFelix Klein
(-) en.

En, Gauss vuelve a Brunswick para continuar allı́ sus trabajos en solitario. Al año siguiente
obtiene el doctorado por la Universidad de Helmsted bajo la dirección deJohann Friedrich Pfaff
(-). Su tesis de doctorado contiene una demostración del teorema fundamental delálgebra,
es decir, que toda ecuación polińomicap(x) = 0 con coeficientes reales o imaginarios posee al menos
una ráız. En, Gauss escribe y publica su gran tratado tituladoDisquisitiones aritmeticae, en el que
presenta un resumen de los trabajos aislados de sus predecesores, da soluciones a las cuestiones más
difı́ciles, formula conceptos y cuestiones que indicarán, al menos durante un siglo, las lı́neas maestras
de la investigacíon en teoŕıa de ńumeros.

En junio de, Zach, un astŕonomo a quien Gauss habı́a conocido dos o tres años antes,
publica las posiciones orbitales de Ceres, un nuevo “pequeño planeta” que habı́a sido descubierto por el
observador italianoGiuseppe Piazzien enero. Desafortunadamente, Piazzi sólo pudo observar nueve
grados de súorbita antes de que desapareciera detrás del Sol. Zach publićo diversas predicciones de su
posicíon, incluyendo una de Gauss que diferı́a bastante del resto. Cuando Ceres fue redescubierto por
Zach en diciembre, estaba exactamente donde Gauss habı́a predicho. Aunque Gauss no descubrió sus
métodos en esáepoca, utiliźo una teoŕıa orbital de los planetas fundamentada en la elipse y recurrió a
métodos nuḿericos basados en el método de ḿınimos cuadrados. Esta hazaña coincide con el comienzo
de sus investigaciones astronómicas, que absorverán una buena parte de sus energı́as durante casi veinte
años.

En Gauss es nombrado profesor de astronomı́a y director del observatorio de Gotinga, don-
de permaneció el resto de su vida. Sus trabajos de astronomı́a le llevaron a publicar suTheoria motus
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Figura 4.1: Gauss en 

corporum coelestium in sectionibus conicis solem ambientium(), en la cual Gauss desarrolla sis-
temáticamente su ḿetodo del ćalculo orbital. En nace su tercer hijo, que sobrevive corto tiempo,
y de las secuelas de este nacimiento muere su mujer, con la que se habı́a casado en. Estos dos
acontecimientos sumieron a Gauss en una profunda soledad que nunca fue capaz de superar.

Durante los primeros años en Gotinga, Gauss realiza estudios y lleva a cabo investigaciones en
diversos frentes, a la vez que redacta numerosas memorias:Disquisitiones generales circa seriem infini-
tam, un primer estudio riguroso de las series y la introducción de las funciones hipergeométricas ();
Methodus nova integralium valores per approximationem inveniendi, una contribucíon importante a la
aproximacíon de las integrales yBestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen, uno de los primeros
ańalisis de los estimadores estadı́sticos (); trabajos en astronoḿıa, inspirados por su estudio del
planeta Palas y una memoria notable sobre la determinación de la atracción de un planeta a súorbita,
Theoria attractionis corporum sphaeroidicorum ellipticorum homogeneorum methodus nova tractata.

Figura 4.2: Gauss en 

En  Gauss gańo el Premio de la Universidad de Copenhagen con suTheoria attractionis...,
junto con la idea de aplicar una superficie en otra de tal forma que ambas sean similares localmente.
Este trabajo fue publicado en y dio origen a su publicaciónUntersuchungen̈uber Gegenstände der
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Höheren Geod̈asie( y ). El trabajoTheoria combinationis observationum erroribus minimis
obnoxiae(), junto con su suplemento de, se dedićo a la estad́ıstica mateḿatica, en particular
al método de los ḿınimos cuadrados.

La publicacíon, en, de suDisquisitiones circa generales superficies curvassupone una con-
tribución definitiva a la geometrı́a diferencial de superficies en el espacio de tres dimensiones, consti-
tuyendo esencialmente la primera etapa en el desarrollo de la geometrı́a de Riemann. Gauss emprende
un estudio de las superficies, demostrando, en particular, que si dos superficies son isométricas el pro-
ducto de los dos radios de curvatura principales es el mismo en dos puntos correspondientes (teorema
egregium).

En su memoria de, Gauss trata también el problema de determinar las geodésicas sobre las
superficies. Gauss consigue demostrar un célebre teorema sobre la curvatura de un triángulo cuyos lados
son geod́esicas. Determina que la curvatura total de un triángulo geod́esico de ladosa, b y c viene dada
por ∫ ∫

Kds = a+ b+ c− π

Sus trabajos en geometrı́a diferencial demuestran que el estudio de la geometrı́a de una superficie puede
hacerse concentrándonos esencialmente en la superficie misma. Ası́, las “ĺıneas rectas” sobre la superfi-
cie son las geod́esicas y, por consiguiente, la geometrı́a de la superficie es no euclı́dea.

Durante los primeros años en Gotinga, Gauss habı́a estudiado la posibilidad de la existencia de una
geometŕıa no eucĺıdea. Convencido de la ineficacia de las diversas tentativas anteriores para demostrar
el postulado de las paralelas, Gauss acepta cada vez más la idea de que debe abandonar los caminos
trillados y elaborar una nueva geometrı́a. A partir de desarrolla esta nueva geometrı́a, llamada
sucesivamente antieuclı́dea, geometrı́a astral y, por fin, geometrı́a no eucĺıdea. En escribe un
ensayo sobre las lı́neas paralelas, y en una carta dirigida aH.K. Schumaker le dice:

Despúes de haber meditado durante casi cuarenta años sin escribir nada, me he tomado la molestia
al menos de poner por escrito algunas de mis ideas, con el fin de que no desaparezcan conmigo.

Este mismo ãno, Gauss conoce los trabajos deJanos Bolyai(-), a trav́es de un libro que le
env́ıa su padre, y en una carta dirigida aéste, le comunica sus propios trabajos sobre el tema y reivindica
la propiedad de sus descubrimientos:

Si digo que soy incapaz de elogiar este estudio, quizás le extrãne. Pero no puede ser de otra manera,
porque ello equivaldŕıa a alabar mis propios trabajos. En efecto, el enfoque preconizado por vues-
tro hijo y los resultados que ha obtenido coinciden casi enteramente con las ideas que han ocupado
mi esṕıritu desde hace 30 o 35 años. No tengo la intención de publicar estas meditaciones durante
mi vida, pero he decidido escribirlas para que puedan conservarse. Es, en consecuencia, una sor-
presa agradable para ḿı ahorrarme este trabajo, y me llena de alegrı́a el pensamiento de que es
precisamente el hijo de mi amigo de siempre el que me ha suplantado de forma tan notable. . .

En, Wilhelm Weber llega a Gotinga como profesor de fı́sica, ocupando el puesto deTobias
Mayer. Gauss hab́ıa conocido a Weber en y apoýo este nombramiento. Gauss habı́a trabajado
en f́ısica antes de, publicandoUber ein neues allgemeines Grundgesetz der Mechaniky Principia
generalia theoriae figurae fluidorum in statu aequilibrii which discussed forces of attraction. Estos tra-
bajos estaban basados en la teorı́a del potencial de Gauss, de gran importancia en sus investigaciones en
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fı́sica. Gauss pensaba que su teorı́a del potencial y su ḿetodo de los ḿınimos cuadrados proporcionaban
una relacíon vital entre la ciencia y la naturaleza.

Figura 4.3: Gauss en 

En , Gauss y Weber comenzaron a estudiar la teorı́a del magnetismo terrestre, después de
queAlexander von Humboldt intentase obtener la ayuda de Gauss para construir una red de puntos de
observacíon magńeticos alrededor de la Tierra. Gauss se interesó por este tema, y publicó tres importan-
tes trabajos:Intensitas vis magneticae terrestris ad mensuram absolutam revocata(), Allgemeine
Theorie des Erdmagnetismus() y Allgemeine Lehrs̈atze in Beziehung auf die im verkehrten Verhält-
nisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstossungskräfte().

En, Weber fue forzado a abandonar Gotinga cuando se vio envuelto en una disputa polı́tica, y
desde entonces la actividad de Gauss decreció. Aunque parece ser que siguió trabajando con asiduidad,
no se animaba a publicar los resultados que obtenı́a. Algunas veces se sintió muy complacido por los
avances realizados por otros matemáticos, especialmente porEisensteiny Lovachevsky.

Despúes de, el estado de su corazón se deterioŕo rápidamente y debió reducir considera-
blemente sus actividades. En Gauss aprob́o la tesis doctoral de Riemann sobre los fundamentos
del ańalisis complejo y en asiste feliz a la lección inaugural de Riemann en Gotinga. Su salud se
deterioŕo lentamente y murió en la cama el 23 de febrero de.

Dos de losúltimos estudiantes de doctorado de Gauss fueronMoritz Cantor y Dedekind, que
describío a su tutor con las siguientes palabras:

. . . usualmente se sentaba en una actitud confortable, con la mirada baja, ligeramente inmóvil y con
las manos sobre su regazo. Hablaba bastante libremente, con mucha claridad, de forma simple y
llana: pero cuando querı́a destacar un nuevo punto de vista. . . entonces levantaba su cabeza, se
volv́ıa hacia alguien de los que estaban sentados a su lado y lo miraba fijamente, con ojos penetran-
tes, mientras duraba su alocución. Si proced́ıa a realizar una explicación acerca de los principios
de desarrollo de unas fórmulas mateḿaticas, entonces se levantaba y, con una postura muy erguida,
escrib́ıa en una pizarra detŕas deél con su particular y esmerada escritura: siempre procuraba
escribir ordenadamente para utilizar el menor espacio.



78 VARIEDADES DIFERENCIABLES Y TOPOLOǴIA

Figura 4.4: Gauss en su madurez
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pp. 286–308.

Internet. URL de la ṕagina:
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