CAPITULO 2
TOPOLOG iA DE VARIEDADES

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP iTULO

Se pretende que el alumno sepa definir, establecer o determinar lo siguiente:

e Cartas compatibles.
e Carta admisible.

e Latopoloda inducida.
e Subvariedad abierta.

¢ Relacbn entre diferenciabilidad y continui-
dad.

e Relacbn entre la topolog inducida y la da-
da.

e Estructura diferenciable sobre un espacio to-
polbgico.

e Axiomas de separamn T y 1.

Primer y segundo axiomas de numerabili-
dad.

Variedades localmente conexas y localmente
compactas.

Variedades compactas.

e Soporte de una fungn diferenciable.

e Familia de abiertos localmente finita.

Particobn diferenciable de la unidad.
Variedades paracompactas.
Funciones salto.

Extenson de funciones.

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP iTULO

En el cafitulo anterior hemos introducido dos conceptos fundamentales comabgmarhente,
las variedades diferenciables y las aplicaciones diferenciables entre variedades. Sinh embargo, si que-
remos generalizar a variedades diferenciables lesdos del alculo diferencial parece conveniente
introducir nuevos conceptos, sobre todo en lo relativo a la continuidad de funciones (recordemos la
conocida propiedad debtculo elemental de que toda fuani derivable es continua). Por ello es im-
prescindible que dotemos a una variedad diferenciable de una togojogpta conveniente que dicha

topologa fuese lo ras natural posible.
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2.1. Latopoloda inducida

Definicion 2.1 (Cartas compatibles)
Dos cartagU, ) y (V, 1) se dice que socompatiblesi o bienU NV = () o bienyop=! : o(UNV) —
(U NV) es un difeomorfismo entre abiertos.

Definicion 2.2 (Carta admisible)
Sea(M, A) una variedad diferenciable. Una caft3 ) se dice que eadmisiblesi es compatible con
todas las cartas del atlak

Proposicion 2.3
Seal una variedad diferenciabledimensional y considerem@§, v) una carta admisible. & C U
es tal quep(1W) es un abierto eR"™, entonce$W, z), siendoz = |y, es tambén una carta admisible.

Tras establecer el concepto de carta admisibléa@bvier que la colecéin de entornos coordena-
dos de una variedad diferencialdlé constituye una base para una top&ogobreM, que denomina-
remostopologa inducida(por la estructura diferenciable) y que denotaremosrpoEn esta topolog.,
un subconjuntdd C M es abierto si, y&@o si, ANU es un entorno coordenado para cualquier carta
(U, ). No es difcil probar que es suficiente con demostrarlo para los sistemas de coordenadas de un
atlas diferenciable.

Una vez introducida dicha topol@g ya es posible hablar de continuidad de funciones y, en par-
ticular, de homeomorfismos. En este sentido, puede probarse la siguiente propiedad importante.

Proposicion 2.4
Las cartas que definen la estructura diferenciable son homeomorfismos en laitopalagida.

Tambin se satisfacen las siguientes propiedades, que generalizadllzgaandel alculo dife-
rencial sobre el espacio eidtoR".

Proposicion 2.5
(a) Si una aplicadin f : M — M’ es diferenciable en un punto € M entonces, usando las
topologas inducidas en! y M', f es continua ep.

(b) Si f : M — M’ es una aplicabin diferenciable yJ es un subconjunto abierto dd que
interseca el dominio dg, entonced |y es tambén diferenciable. En particular, gies un difeo-
morfismo, entonceg|; es tambén un difeomorfismo.

2.2. Estructura diferenciable sobre un espacio topélgico

En este punto conviene indicar que gadsuceder, como de hechd asurre en la mayda de los
ejemplos que se han presentado, que el conjunto base sobre el gue construimos la variedad diferenciable
tenga ya una topoldg propia. Esdgico entonces plantearsearo esta topoldg coincidi& con la
topologa inducida. En esta mismaka, es natural preguntarsenmo podemos dotar de una estructura
diferenciable a un espacio topgico de manera que sea compatible con su estructuratipal
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Proposicion 2.6
Sea(M, 1) un espacio topdlgico y consideremad una estructura diferenciable sotve Entonces la
topologa inducida coincide con si, y Dlo si, las cartas dd son homeomorfismos en

Este resultado motiva la siguiente defibiti

Definicion 2.7

SeaM un espacio topdigico. Unatlas diferenciable:-dimensionakobrel! es una familia de cartas
A = {(Ua, ¢a) }aca Satisfaciendo las siguientes condiciones:

(1) Uaea Ua = M.

(2) Las cartag,, son homeomorfismos dé, en abiertos d&™.

(3) Para todo par dimdicesa y 3, las cartagU,, ¢.) Y (Ug, p3) son compatibles.

Diremos que el atlagl determina unastructura diferenciablsobreM si es maximal para las condi-
ciones anteriores.

2.3. Propiedades de la topolda inducida

A continuacon estudiamos las propiedadeasimportantes de la topoli@ginducida, sobre todo
en lo referente a la separabilidad y numerabilidad de la variedad.

Proposicion 2.8
La topoloda inducida sobre una variedadBsy localmente Hausdorff.

El resultado anterior no puede mejorarse, ya que es posible encontrar variedades diferenciables
gue no son Hausdorff. Un ejemplo sencillo se muestra a contimuaci

Ejemplo 2.9
Seal el subconjunto d&? siguiente:

M = {(t,0) € R*t c R} U{(0,1)}
y consideremos las siguientes aplicaciones:
r:U={(t0)cR*}tcR} =R, x(t0) =t
y:V={(t0) e R%t £ 0 U{(0,1)} =R,  y(t,0)=t,9(0,1) =0

Es facil ver que{ (U, z), (V,y)} es un atlas sobr&/ y que los punto$0, 0) y (0, 1) no pueden separarse.

La variedadM tambin puede ser obtenida de una copia dobl& dmediante una relagh de
equivalencia. Para serams precisos, consideremos la variedad diferenciable {(t,s) € R?;s =
0,1} y definamos la siguiente reléei de equivalencia:

(s,t) ~(a,b) <= s=a#0
Es facil ver que el conjunto cocienf€/ ~ admite estructura de variedad diferenciable difeomorfa.a

Proposicion 2.10
La topoloda inducida sobre una variedad satisface el primer axioma de numerabilitad
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Como ocurta con la propiedad anterior, este resultado no puede mejorarse, ya que existen ejem-
plos de variedades diferenciables que no satisfacen el segundo axioma de numerabilidad.

En general, y puesto que una variedad diferenciable es localmente homeomorfa a un espacio
eucideo, todas las propiedades locale®deque involucren a conjuntos abiertos taétbse verificaan
en variedades. Por ejemplo, toda variedad es localmente conexa y localmente conexa por arcos.

2.4, Variedades Hausdorff y2AN

Ya hemos visto que una variedad diferenciable no tiene que ser necesariamente Hauzddiff ni
sin embargo, para poder desarrollar @hcalo diferencial sobre variedades necesitamos introducir el
concepto deiimite, y el axioma de Hausdorff es precisamente el que nos asegura la unicidad de dicho
limite. Por esta rdn, en muchas ocasiones se parte de un espacidtppolHausdorff para dotarlo
de una estructura diferenciable. Exigir esta propiedad es bastante natural, Ba lgusatisface y, en
consecuencia, cualquier variedatlC R™, que est dotada de la topoldg relativa, tamlén la satisface.
Otra propiedad interesante es la siguiente.

Proposicion 2.11
La topoloda de una variedad Hausdorff es localmente compacta.

Otra propiedad topélyica importante es el segundo axioma de numerabilidad, propiedad heredi-
taria que se conserva para los productos. La importancia de este axiomaaquegksta de manifiesto
en la siguiente sedmn. Una condidin necesaria para que una variedad satisfaga este axioma se recoge
en el siguiente resultado.

Proposicion 2.12
Toda variedad diferenciable con un atlas numerable satisface el segundo axioma de numerabilidad.

Como consecuencia inmediata, toda variedad compacta satisface

Observacibn 2.13

En relacbn con las propiedades topgiicas de una variedad diferenciable, debemos tener la prénauci
necesaria para evitar erroréefimente evitables. Por ejemplo, si consideramos la figura ActioR?,
entonces esatil pensar qué es una variedad compacta, ya que con la topgalogativa dek? es as
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Sin embargo,F admite un atlas de una sola carta, por lo que es homeomorfo a un abidrtg/,de
consecuentemente, nunca pipder compacta. La ram hay que buscarla en que las cartagideo son
homeomorfismos en la topolzgrelativa.

2.5. Variedades paracompactas

En esta sec6bn justificaremos la conveniencia de imponer ciertas restriccionesgipas a la
variedad, nas concretamente el axioma de sepama€i, (Hausdorff) y el segundo axioma de numera-
bilidad. Entre las razones para aceptar estas restricciones, una fundamental es garantizar la existencia
de familias especiales de funciones diferenciables definiddd gncon valores ek, denominadas
particiones diferenciables de la unidad, que resulta ser una herramienta extraordinariaihpata
construir objetos globales a partir de otros definidos localmente.

Definicion 2.14
El soportede una fundin diferenciablef : M — R es el siguiente conjunto:

sop(f) ={pe€ M : f(p) # 0}

Definicion 2.15
Una familia.4 de abiertos dé/ eslocalmente finitasi todo punto dé\/ tiene un entorno que interseca
a un rumero finito de elementos dé.

Introducimos ahora el concepto de paditidiferenciable de la unidad.

Definicion 2.16

Una colecddn {f, : M — [0,1] C R}, de funciones diferenciables se dice que es pedicion
(diferenciable) de la unidadi satisface las siguientes condiciones:

(1) El soporte def,, es compacto y eatcontenido en un entorno coordenado.

(2) La colecobn de los soportessop(f,)} es localmente finita.

(3) Paratodo puntpde M, Y fa(p) = 1.

En este caso, diremos qié es una variedagaracompacta

Se dice que una partim de la unidad f, }, est subordinada a un cubrimien{d’; }; si para
cadax existe un tal que{sop(fa)} C U;.

Muchos de los problemas que se presentan en Gelaniferencial tienen unaatil solucbn en
un entorno coordenado de un punto. Las particiones de la unidad se utilizan para construir soluciones
globales a los problemas a partir de las soluciones locales.

Proposicion 2.17
Si M es una variedad diferenciable paracompacta entavices Hausdorff.

Teorema 2.18
Una variedad diferenciabld es paracompacta s,i ¢l si, M es Hausdorff y cada componente conexa
de M satisface el segundo axioma de numerabilidad.
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Finalizamos el cdjulo probando un teorema de extémside funciones diferenciables definidas
en un entorno de un punto, el cual puede considerarse como la primera aplidadias particiones
diferenciables de la unidad. Antes enunciaremos otra apbicaxés sencilla.

Proposicibn 2.19
SealMl una variedad paracompacta,C M un subconjunto abierto§ C U un subconjunto cerrado.
Entonces existe una furigi f € C*>°(M) talquef =1enCy f =0enM\U.

Corolario 2.20

SeaM una variedad paracompactd/yun entorno de un punte Entonces existe una furigi saltof
enp subordinada &, es decir:

Qo< f<lenM.

(2) f = 1 en aldin entorno de.

(3)sop(f) C U.

Este corolario puede demostrarse directamente, sin hacer uso de la existencia de particiones dife-
renciables de la unidad y suponiendo solamente que la variedad es Hausdorff.

Proposicion 2.21

SeaM una variedad diferenciable Hausdorff y consideremos un gustoel dominio de una fungn
diferenciablef. Entonces existe una furigi diferenciable global" que coincide corf en un entorno
dep.

3. ACTIVIDADES DE APLICACI ON DE LOS CONOCIMIENTOS

A.2.1. SeakK el subconjunto d&? definido como sigue:
K ={(s,0);s e R}U{(0,n);n € N}
Seal,, = {(s,0);s # 0} U{(0,n); n € N}. Definimos las funciones,, : U,, — R mediante

Zn(s,0) =s#0 zn(0,n) = 0.

(5,0)

Prueba:

(@) {(Un, )} constituye un atlas sobr€.
(b) Latopologa inducida no es Hausdorff.
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(c) Latopoloda inducida no es localmente compacta.

A.2.2. Una variedadV/ se diceconexasi, con la topologa inducida, es un espacio topgico conexo.
Prueba que una variedad Hausddiffes conexa si, ydo si, es conexa por arcos, es decir, para
todo par de puntog, ¢ de M existe una aplicadn f : [0, 1] — M continua tal quef(0) = py

f1)=q.

A.2.3. SeaM una variedad diferenciable no necesariamente paracompagta. Biy U es un entorno
dep entonces existe una fuidei f : M — R diferenciable, llamada urfancion saltoenyp, tal
que

o< f

(2) f =1enunentorno de.

(3) sopf) C U.
A.2.4. Prueba que las funciongg,, : R — R },,cz definidas por
h(x —n)

Z h(z —m)

m=—0oQ

donde

h(z) = exp(—l_—lxg) lz| <1
0 |z| > 1

constituyen una partioh diferenciable de la unidad subordinada al cubrimiento abiert de
definido por{(n — 2,n + 2) },,ez.

-1 -0.5 0.5 1
Grafica de la fun@n h(z)

A.2.5. (a) Prueba que la esfef# admite una parti€in diferenciable de la unidad consistente @lo s
dos funciones.

(b) Si My M’ son dos variedades paracompactas, entonces la variedad pradluctd/’ es
paracompacta.
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5. PREGUNTAS DE EVALUACI ON

E.2.1. SeaA el subconjunto d&? definido como sigue:
A=1{(5,0);s € R}U{(0,a);c € R}
Seal, = {(s,0);s # 0} U{(0, «)}. Definimos las funciones,, : U, — R mediante
za(s,0) =s#0 24(0,a) = 0.
Prueba:

(@) {(Uq,zq)} constituye un atlas sobré.
(b) Latopologa inducida no es Hausdorff ni localmente compacta.
(c) Latopoloda inducida no satisface el segundo axioma de numerabilidad.
E.2.2. SeaF = R?y denotemos pok? al planoz = a, con su topolog usual. Consideremds como

la union disjunta deR?2, cona € R, y doemosle de la topoldg natural: un subconjunto dé es
abierto si, y 6lo si, su intersecon con cada&®? es abierto. Consideremos la siguiente réaci

y=y >0

, ~ /71 , — /7/
(#,9)a ~ (2,9 )o <= (,9)a = (&, 4)p © S

donde(z, y), denota el puntdz, y,a) € R2.
(a) Comprueba que~’ es una reladn de equivalencia. SeB = E/ ~, y consideremos
7 : B — P la aplicacon cardnica.

(b) Prueba quéP es Hausdorff y que, para todoc R, la restriccon der al planoR?2 es un
homeomorfismo en su imagen.

(c) Seaf, : 7(R2) — R2 tal quef,([(x,y)d]) = (x,7). Entonceq (m(R2), f.)}acr €S UN atlas
sobreP. P se denomina lguperficie de Piifer.

(d) Prueba quéP no satisface el segundo axioma de numerabilidad.
E.2.3. SeanM y N dos variedades diferenciables de la misma din@emsi¢, Son localmente difeo-

morfas? ¢Son globalmente difeomorfas? & Qcurre en el caso concreto 8¢ = Sy N =
P"(R)?
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ANOTACIONES
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6. BIOGRAFIA: GASPARD MONGE ( 1746-1818)

Gaspard Monge (1746-1818) nacb en Beaune, en el seno de una modesta familia. Gracias a
la prosperidad del negocio familiar, su padre le hizo cursar los estudios primarios y secundarios en el
colegio de los oratorianos de Beaune. Fue un estudiante brillante yGisalizestudios en;62. Los
oratorianos de Lyon decidieron atraerlo y a los diecisiissde ofrecieron laaedra deisica en su
colegio. Sin embargo, en;64 Monge decidd abandonar el colegio y regresar a Beaune junto a su
familia.

La construcdin de un plano de su pueblo natal pertndie, a traés de un coronel de ingenieros,
segundo jefe de la escuela de Maeis, pudiese ingresar en el Colegio de Ingenieroséaadiks, donde
se podra utilizar su habilidad para el trazado de planos de defensa y de arquitectura. Sin embargo, al no
ser noble de nacimiento, no pudo ingresar en la éeaté ingenieros militares y tuvo que conformarse
con la de constructores y aparejadores. Olisque todas las operaciones relacionadas con dialige
construcadn de planos de fortificagh se basaban erlculos aritngticos muy laboriosos.

En 1765 se le planté un problema y tras un minucioso estudio propuso @toao georatrico,
gue fue rechazado en primera instancia por su comandante, aunque posteriormente fue aceptado. Monge
desarrolb fructiferamente estos @odos, creando su geonmatdescriptiva. Debido a la rivalidad que
exista entre las distintas escuelas militares francesas, no se le peymétdivulgara sus conocimientos
y sus nuevos &todos. En768 alcand el grado de profesor de matétitas en Mzieres, ocupando la
catedra de mateaticas que hdha dejado vacantBossut y consigud incluir la geometia descriptiva
en la enskanza regular de la escuela. La nueva ciencimiivulgada por primera vez erygs por
Monge, primero como un libro que redagas lecciones dadas en la Escuela Normal, y despen
versbn revisada, en dlournal descoles normales

En1772 comienza a interesarse por otras disciplinas, entre las que destaazalalfas numerosas
memorias que publica entrer72 y 1780 revelan contribuciones importantes nicsa la geometa
descriptiva, sino tambh a la geomeia diferencial y a las ecuaciones en derivadas parciales. Hizo
importantes contribuciones a la georieetle superficies de segundo grado (previamente estudiadas por
Christopher Wren (1632-1723) y Leonhard Euler (1707-1783) y descub una reladn entre la teda
de superficies y las ecuaciones diferenciales. Estiadi ineas de curvatura, estableciendo unaigeor
general de la curvatura que ajlial elipsoide.

En 1780, Monge es elegido genetra adjunto a la Academia de Ciencias désPan sustitudin
deAlexandre-Théophile Vandermonde(1735-1796), que es promovido a socio. Colabora activamente
con al abate Bossut en satedra de hidrod&mica en el Louvre, dedicando su tiempo libre al estudio
de la fisica y gimica, en particular, al electromagnetismo, la electricidad y laidedel calor. En
1783 Monge es nombrado examinador de la Marina francesa por el mariscal Castries, tras la muerte de
Etienne Bézout(1780-1783), célebre por su curso de matétitas.

Partidario de la Revoluoh francesa, aplaude laida de la Bastilla y se afilia a sociedades pa-
tribticas. No obstante, y debido a sus giras de inspaceish ausente de Fardesde 79o hastai792.
A su vuelta es nombrado ministro de Marina, aundue $0 meses despa dimite ante las dificultades
gue encuentra para reorganizar la Marina, volviendo a la Academia de Ciencias.

Monge particip activamente en la credxi de la Escuela Normal en la que idan conocer
publicamente la geomé#r descriptiva. Posteriormente tarf@biparticipaia en la creaéin de la Escuela
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Figura 2.1: Grabado de Gaspard Monge

Politecnica, siendo su profesorasmactivo y su protector as abnegado. Enyg6 conocb a Napolén
Bonaparte e inmediatamente se establecia simpaha redproca entre ambos. Antes la insistencia del
general, Monge se embarpara participar en la camipa de Egipto. En798, en Egipto, Bonaparte
decida la creadn del Instituto de Egipto, cuya presidencia cordiMonge. A su regreso a Francia,
abandon la direccon de la Escuela Poéitnica, conservando su puesto de profesor, lo que le pérmiti
reanudar la investiga@n. Su amistad con Napdile le perjudi© al final, fue despedido de la Escuela
Politecnica y excluido de la lista de miembros del Instituto, muriendo el 28 de julié te

La obra de Monge fue considerable y fecunda, siendo imposible en unas pe@ssdnumerar
sus aportaciones a las Mataticas, en particular a la geonietr La obra de Monge en geonietr
descriptiva queda recogida en su oBeometia descriptiva(1799), que recoge las lecciones impartidas
a los alumnos de la Escuela Normalem4-1795.

La geometia anaitica de Monge, como la dibseph Louis Lagrange(1736-1813), est centrada
en problemas del espacio. En la memoria titulsidanoria sobre las evolutas, los radios de curvatura y
los diferentes gneros de inflekin de las curvas de doble curvatufay71), publicada en 785, Monge
estudia un granmero de problemas preliminares de geoiaednaitica. Otras obras de Monge son
Hojas de aalisis aplicado a la geoméit (editadas por primera vez engs) y Aplicacion delalgebra
a la geometia (1802), éstalltima escrita en colaboram conJean-Nicolas Pierre Hachette(1769-
1834). Entre las contribuciones de Monge a la geoietnaitica podemos citar el perfeccionamiento
del estudio de las @dricas, la introducén de las coordenadas axiales de la recta y la de la oriéntaci
de lasareas triangulares y de los uohenes tetriadricos.

Monge partici activamente en la credxi de la geomeia diferencial de las curvas del espacio
y se destaten el progreso de la tdarde superficies. Entre sus aportacionés importantes, podemos
destacar la udin de las ecuaciones en derivadas parciales con las familias de superficies, un estudio
paralelo de las ecuaciones diferenciales totalesébre tedia de las caractiticas y su soluéin de
la ecuaddn de las superficies minimales.
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