CAPITULO 1
INTRODUCCI ON A LAS VARIEDADES DIFERENCIABLES

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP iTULO

Se pretende que el alumno sepa definir, establecer o determinar lo siguiente:

Variedad diferenciable.

Curvas y superficies er™.

Superficiesc-dimensionales eR™. Atlas (estructuras diferenciables) equivalen-
e Carta. tes.
Funcbn diferenciable.

Coordenadas de un punto.
Atlas diferenciable sobre un conjunto. ¢ Aplicacion diferenciable.
Atlas maximal.

Difeomorfismo.

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP iTULO

En el estudio de las curvas y superficies en el espaciddeactridimensionak? se observa que
existen ciertos subconjuntos ®Bé que poseen determinadas propiedades o cualidades, algunas de ellas
muy intuitivas, por las cuales meret®fa pena estudiarlos con detenimiento. Entre estas propiedades
destacan las siguientes: (1) existencia de cierto grado de “diferenciabilidad”, que se asocia con la au-
sencia de picos,artices o aristas; y (2) existencia de recta o plano tangente, cualidad que nos obliga a
exigir que dichos subconjuntos no tengan ‘autointersecciones’.

Las diferencias entre curvas y superficies se empiezan a notar ya desde el mismo momento de
su definicon. Intuitivamente, una curva €? se construye a partir de uriméa recta dobindola en
un plano que la contenga, lo que le proporcionagvatura y retorceéndola para sacarla de dicho
plano, lo que nos permite asignarle una segunda curvatu@slan. Por el contrario, la definibn de
superficie se hace de forma local, considerando ‘trozos’ que se solapan adecuadamente. No obstante,
tanto unas como otras pueden extenderse en varias direcciones: aumentando laddinaemsentando
la ‘codimensbn’ y generalizando el espacio ambiente.
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2.1. Superficiesk-dimensionales erR"™

Una superficie regular eR? puede construirse considerando trozos de plano y défwioios.
Posteriormente estos trozos se van entrelazando de tal forma que no apaéesticas, Wbordes o aris-
tas, esto es, que exista una cierta suavidad en las uniones. Si recordamos lddefmsiperficie
notaremos que nada impide considerar que el espacio ambierit¢ sgalugar deR>, o que nuestras
superficies sean localmente homeomorfas a abiert® @ lugar der?.

Antes de esto conviene introducir los conceptos de curvas y superficies en el espadeoeucl
n-dimensionalR™, para liberar a estos conceptos del lastre que supone considerarlos sieipre en

Definicion 1.1 (Curva parametrizada regular enRR™)
Seal C R unintervalo. Unaurva parametrizad@nR™ es una aplicabn~ : I — R" diferenciable
de clas&*. La curvay se dice que esegular si+/(t) # 0 para toda € I.

Observacibn 1.2

Una definicon mas general de curva parametrizadarénexige $lo quey sea continua, mientras que
para curvas regulares se impadmgcamente que sea de cla@e Sin embargo, para nuestros posfios
(y salvo mendin expresa de lo contrariople® seén consideradas curvas de clése.

z§
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X

Figura 1.1: Circunferencia y hélice

Ejemplos.

1.3. Linea recta Seap,v € R". La recta que pasa pgren la direcddn dev se expresa como
~v(t) = p+tv, t € R. La curva es regular si, Yoo si,v # 0.

1.4. Circunferencia Seap = (a,b) € R2yr € R, r # 0. La circunferencia de radiocentrada en el
puntop se parametriza coma(t) = (a + rcost,b+ rsent). v €s una curva regular en todos los
puntos.

1.5. Hélice Sear,h € R dos rumeros reales no nulos. L&lice de radia- y altura (pasoy puede
parametrizarse medianét) = (r cost,rsent, ht). Como antesy es una curva regular en todos
los puntos.
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1.6. Parametrizaddn gerérica de una rectaSeaf : R — R una funcén diferenciable. Entonces la
recta determinada p@p, v), v # 0, puede expresarse com¢:) = p + f(t)v. En consecuencia,
~ es regular en los puntesiondef’(t) # 0.

Definicion 1.7 (Superficie regular erk™)

Unasuperficie (diferenciable) regulaganR™ es un subconjunt§ C R” tal que para todo punto de
existe un entornd® del punto enS (con la topologa relativa) y una aplicabh X : U ¢ R? — V, U
abierto, satisfaciendo las siguientes propiedades:

(1) X es un homeomorfismo.

(2) X : U — R"™ es diferenciable.

(3) dX tiene rango 2 en todos los puntoside

Como vemos por la definiah dada, que formalmente e€ittica a la correspondiente para super-
ficies del espacio eddeo tridimensional, lénica diferencia estriba en la ampliaoidel espacio donde
“vive” la superficie. Esto pone de manifiesto que la restbiecobre ladimensdn del espacio ambiente
era nmas bien una consecuencia bista que cierifica. En este sentido, cuando digamos §ues una
superficie d&R™ debe entenderse q@eno es un subconjunto de niing espaci®R™, m < n.

Figura 1.2: Toro

Ejemplos.

1.8. Toro. Seana,b € R, a y b positivos. Entonces el producto de ddscalos de radios: y b,
St(a) x S1(b), es una superficie en*.

1.9. Producto de curvasEn general, sean (t) y 72(s) curvas regulares ér™ y R™, respectivamente.
Entonces el productg; x v es una superficie er”™+™,

No es difcil encontrar subconjuntos d&” que gozan de propiedades similares a las curvas y
superficies pero que, sin embargo, no son nilo uno nilo otro. Esto lleva necesariamente a la imoducci
de un nuevo concepto.

Definicion 1.10 (Superficiek-dimensional parametrizada enR")

SeaA C R* un subconjunto abierto. Ursuperficiek-dimensional parametrizada &% es una aplica-
cibn X : A — R" diferenciable de clase™. Diremos que la superficie es regulat/di tiene rangd:
en todos los puntos dé.



14 VARIEDADES DIFERENCIABLES Y TOPOLOGA

Sin embargo, y tal como ocuarcon las curvas y superficies 2-dimensionales, el nuevo concepto
es insuficiente ya que no permite obtener subconjuntdsdgue a todas luces gozan deenas pro-
piedadescomo son, por ejemplo, las esferas. Por ello conviene introducir unamaquae generalice
adecuadamente la de superficie.

Definicion 1.11

Un subconjuntaS C R"™ es unasuperficiek-dimensional (diferenciable y regulasj para todo punto
p de S existe un abiertd/ ¢ R*, un entornol” C S dep (con la topologa relativa) y una aplicadn
X : U — V satisfaciendo las siguientes tres propiedades:

(1) X es un homeomorfismo.

(2 X =(x1,...,z,) : U — R™ es una aplicaéin diferenciable.

(3) La diferenciallX, : R* — R™ es inyectiva para todg € U.

Un mismo punto de& puede pertenecer a distintos entornos coordenédapuesto que la geo-
metia deS depende de la aplicam X, seia adecuado y conveniente que las propiedades gjeicas
enp fuesen independientes de la parametrizacEste problema se soluciona con el siguiente resultado,
cuya demostradi es totalmente @toga al caso de superficies Bp.

Proposicion 1.12

Seap un punto de una superfickedimensional (diferenciable y regular) &%, y seanX : U — S e
Y : V — S dos parametrizaciones detales quep € X(U)NY (V) = W. Entonces la aplicaén
h=X1oY : :Y Y (W) — X Y(W) es un difeomorfismoh se denomina la aplicam ‘cambio de
paametros’ o ‘cambio de coordenadas’.

La propiedad que acabamos de enunciar nos dice que cuando dos parametrizaciones se intersecan
lo hacen de manera diferenciable, de tal suerte que si no£s®mabds por la superficie no nosidanos
cuenta del paso de una a otra. Esta propieda@ fserdamental para comprender la defiicidel
concepto de variedad diferenciable.

No es difcil probar que el grafo de una furici diferenciablef : R¥ — R™~* es una superficie
k-dimensional. Por otra parte, puede probarse que toda supérititeensional diferenciablé' es,
localmente, el grafo de una fuidei diferenciablef : R¥ — R™*. Esta propiedad nos permite dise
un método pactico y sencillo para obtener ejemplos de superficideBnensionales.

Proposicion 1.13

Seaf : R™ — R"™* una aplicadn diferenciable y sea € R"~* un valor regular d¢f, es decirdy,
tiene rangm — k para todo puntq € f~(a) (o bienf~'(a) es vaé). EntoncesS = f~'(a) es una
superficiek-dimensional d&R™.

Ejemplos.
1.14. Cilindro circular recta A = {(z,y, z) € R® : 22 + y> = r2}, 7 > 0.
1.15. Paraboloide B = {(z,y,2) € R?: z = 2% + ¢}
1.16. Hiperboloide de una hojaC = {(z,y, 2) € R? : 22 + y%> — 22 — 1 = 0}.
1.17. Hiperboloide de dos hoja®D = {(x,y,2) € R3 : 22 —y? — 22 — 1 = 0}.
1.18. Cilindro k-dimensional E = {(z1,...,z5+1) € RF 122 + ... 422 =2}, 7 > 0.
1.19. Esferak-dimensional F = {(z1, ..., x541) € RFF 2 oo 42l =12}, r > 0,
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Figura 1.3: Cilindro y paraboloide

2.2. Variedades diferenciables

Cuando trabajamos con subvariedades del espacimlea@stamos disfrutando de la ventaja de la
simplicidad conceptual; en general, estam@s dmodos tratando con subespacioRéejue con espa-
cios metricos o topdbgicos arbitrarios. Sin embargo, esta aproxiroad las variedades diferenciables

tiene la desventaja de que importantes ideamesgunas veces ocultas por el familiar ambientgtle
Por esta raan, y tras haber motivado las variedades diferenciables con las supérfitirmensionales

deR"™, conviene que nos introduzcamos ya en el estudio general de este concepto.

Existen diversas formas de introducir la notide variedad diferenciable, muchas de las cuales

parten de la idea de espacio tapgito o variedad topobica. Nosotros preferimos introducir las estruc-
turas diferenciables sobre un conjunto sin ninguna otra estructura adicional, tal y como se hace en los

textos de R. Brickelly R.S. Clark y M. Do Carmo.

Definicion 1.20
SeaM un conjunto. Unaartan-dimensionakobreM es una aplicaéin biyectivay : U ¢ M — R™
cuya imager’/ = ¢(U) es un conjunto abierto del espacio édeb.

El conjuntoU, dominio de la carta, se denominantorno coordenadga que todos los puntos de

U tienen asignadas, via unas coordenadas. En efectgy;si R” — R denota la fundén proyecaddn en
la i-ésima coordenada, entonces se definen las funciones coordenadas asociadas @/la-¢aano

x; = p; o p. Las coordenadas de un pumpten la cartap son(z1(p), ..., xn(p)).

Al igual que ocurre con las superficies, hay conjuntos que rio sasible cubrir mediante una
sola carta, de modo que necesitaremos colecciones de cartas entre las que exista compatibilidad, en un
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sentido que pasamos a precisar.

Definicion 1.21

Dos cartas:-dimensionalesU, ¢) y (V, ) sobre un conjuntd/ soncompatiblesi U NV = () o bien
UNV # (), los conjuntoso(U NV) y (U NV) son abiertos eR™ y las aplicaciones o p=!, poy~1
son difeomorfismos.

Ahora estamos en condiciones de definir uno de los conceptos fundamentales de este tema.

Definicion 1.22

Un atlas diferenciable:-dimensionasobre un conjuntd/ es una familia de carta$ = {(Uy, ¥a) }aca
satisfaciendo las siguientes condiciones:

(l) Uaca Us = M.

(2) Para todo par dimdicesa y 3, las cartagUs,, ¢.) Y (Ug, ¢3) son compatibles.

Diremos que el atlagl determina unastructura diferenciablsobreM si es maximal para las condi-
ciones anteriores.

Observacibn 1.23

Aungque en un principio pueden considerarse atlas de €fases decir, de manera que los cambios de
cartas sean diferenciables de cl@§epara nuestros prégitos es suficiente trabajar con atlas de clase
Cc™.

La condicbn de maximalidad que aparece en la defomicnterior es puramentednica y poda
eliminarse, ya que esfil demostrar que cualquier atlas se puede completar a un atlas maximal de
manerainica, es decir, todo atlas diferenciable sobre un conjunéo@sitenido en exactamente un
atlas maximal. Aspues, para definir una estructura diferenciable no necesitamos especificar un atlas
maximal sobrel/, sino simplemente un atlas diferenciable.

Como sobre un mismo conjunto es posible definir diferentes atlas)g saber si determinan la
misma estructura diferenciable (atlas maximal)?

Definicion 1.24
Dos atlasA; y A5 sobre un conjuntd/ se dice que soaquivalentesi determinan la misma estructura
diferenciable sobré/.

Utilizando la compatibilidad de las cartas ésif probar que los atlad; y .A> son equivalentes
si, y 9lo si, A; U A, constituye un atlas. Lliegamos ahora al concepto central del tema.

Definicion 1.25
Unavariedad diferenciablele dimengnn es un paf ), .A) formado por un conjuntd/ y una estruc-
tura diferenciable,-dimensionald sobreM .

Para indicar la dimen&h n, en algunas ocasiones escribiremid8 en lugar deM, y cuando la
estructura diferenciabld sea conocida omitiremos cualquier referencia a ella.

Ejemplos.
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1.26. En el espacio eudeoR™ podemos definir una estructura diferenciable considerando como carta
global la aplicaddn identidad. Nos referiremos a ella como la estructura diferenciataledzst
deRrR™.

1.27. Consideremos la aplicam diferenciablep : R — R definida porp(s) = s3. Entoncesp
proporciona una estructura diferenciable sabdistinta de la estructura éstdar. Ello es debido
a que la aplicaéin o ~!(s) = /s no es diferenciable en todb.

1.28. Sea el conjunto de puntos @& definido porM = {(s,0): —1 < s < 1}U{(s,s) : 0 < s < 1}

(1, 1)

(-1,0) (0,0) (1,0)

y consideremos las aplicaciones
z:U={(50): -1<s<1} >R, z(s,0) =s
y:V={(50):-1<s<0}U{(s,9):0<s<1} >R

y(s,0) = s, y(s,s) = s

Entonces{(U, z), (V,y)} no determinan una estructura de variedad diferenciable sdbrea
razon hay que buscarlaen quéU NV) = y(UNV) = (—1,0] no es un abierto d&.

1.30. Si C denota el cuerpo de lodimeros complejos, entonc€$' admite estructura de variedad
diferenciable. Para comprobarlo basta considerar la carta glaBaly), donde la aplicaén
@ : C" — R?" esh definida por

gp(al + by, ..., ap —I—’ibn) = (al,bl, - ,an,bn).

Ejercicio 1.31. La figura ocho
Sea el conjuntd = {(sen(2s),sen(s)) : s € R}, denominaddigura ocho
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Entonces las aplicaciongs V = {(sen(2s),sen(s)) : s € (0,2m)} - Ryx : U = {(sen(2s),sen(s)) :
s € (—m,m)} — R, que a cada punto le asignan el valor defpaetros, definen atlas sobre la figura
ocho. ¢Son equivalentes?

Solucion: Comprobemos qué/, y) es un atlas sobrg (la comprobadn de queU, x) es tamb&n un
atlas puede hacerse de forma totalmentdaga). En primer lugar, el dominig dey es toda la figura
ocho, y suimagen (V) es el abiertq0, 27r). SOlo resta probar la inyectividad de pero esto es obvio.
Para probar que ambas cartas definen la misma estructura diferenclalulels®emos estudiar el cambio
de cartag o 1, que esi definido como sigue:

s+2r sise (—m0)
yor l(s)={ =w sis=0
s sise (0,m)

Como puede comprobarse, dicha apliéacho es diferenciable esn = 0 por lo que las estructuras
diferenciables son distintas y, por tanto, los atlas no son equivalemntes.

Ejercicio 1.32. El lazo
El subconjuntaV = {(z,y) € R? : 22 + y? = 1} U{(0,y) € R? : 1 < y < 2} se denomindazo.

(0,2)
(~1,0) 9) (1,0
E (07 _1)
Consideremos las siguientes aplicaciones:

z: N — R
(0, s) — 1l—s 1<s<2
(sen2ms,cos2mws) — s, 0<s<1

y: N — R
(0, s) — l—s 1<s<2

(sen2ms,cos2ms) — 1—s, 0s<1

Entoncest e y definen dos estructuras diferenciables sobre el lazo. ¢ Son equivalentes estas estructuras
diferenciables?

Solucion: La aplicacon = est definida sobre todd y su imagen es el abierte-1,1) deR. Por
tanto, $lo la inyectividad es necesario verificar. k1, 22) = z(w1,w2) € (—1,0) entonceg z1, z2)
y (w1, w7) se encuentran ef(0,s) € R? : 1 < s < 2} por lo quez; = 0 = w;. Ademasz(0, z9) =
1 — 29 = 2(0,we) = 1 — wy implicazy = we. Siz(z1,22) = x(wy,ws) € [0,1) entoncegzy, z2) Y
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(w1, ws) se encuentran ef(x,y) € R? : 22 + y? = 1}. Utilizando la periodicidad de las funciones
sen 2ms Y cos 2ms Se obtiene quézy, z2) = (w1, w2). ESto prueba que es una carta. Patase razona
exactamente igual.

Para ver sic e y determinan la misma estructura diferenciable sdbrelebemos estudiar la aplicaai
yox t:x(N)=(-1,1) — y(N) = (-1, 1) que esk definida como sigue:

s si—-1<s5<0
yox Y(s) = 0 Sis=0
-5 si0<s<1

Es facil ver que dicha aplicadh no es continua esn= 0y, en consecuencia, las estructuras diferencia-
bles determinadas pary pory son distintasx

Ejercicio 1.33. El espacio de las matrices

SeaM(m x n,RR) el conjunto de todas las matrices reales de ordern n. EntoncesM(m x n,R)
admite estructura de variedad diferenciable.

Solucion: SiA € M(m x n,R) podemos escribir

ail a12 st QAln

a1 a2 - G2p
A=

Gm1 Am2 **° Omnp

Entonces definimos la aplicéci  : M(m x n,R) — R™" por
©(A) = (a11,012, - .-, 10, 021,022, - - -, Q215 - - -, Q15 A2, - - - 5 G

Es facil comprobar que» constituye una carta global sobref(m x n,R). Esta sei la estructura
diferenciable esindar sobre el espacio de las matridd$m x n,R). O

2.3. Aplicaciones diferenciables

En esta secbn vamos a introducir el concepto de apliéacdiferenciable, herramientésica si
se quiere extender ehtculo diferencial a las nuevas estructuras que acabamos de definir.

Comenzaremos por el cascamsencillo que se puede presentar, cuando el conjunto de llegada
es el espacio eudeo. Seaf : M — R una funcén, segp un punto de su dominio y consideremos
(U, ¢) una carta erd/ cuyo dominio contiene a. Entonces la aplicah F' = fo ™! : p(U) — R se
denomina laepresentante local representante en coordenadades .

Definicion 1.34
Una funcbn f : M — R esdiferenciableen un puntop de su dominio si una representante local
F = fop!(y, por tanto, todas) es diferenciable gfp).
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Larazdn de que la definiéin anterior sea correcta puede encontrarse en el siguiente razonamiento.
SeanU, )y (V, 1) dos cartas e cuyos dominios contienen al puntpy consideremog’ = fop~!
y G = foy~! las representantes locales respectivas. Entonces, utilizando el cambio de cartas, podemos
comprobar qué” = Go (o), por lo queF es diferenciable ep(p) si, y $lo si,G es diferenciable
eny(p). El conjunto de todas las funciones (reales) diferenciables definidas seé denotado por
C>° (M) y es fcil ver que admite estructura de anillo conmutativo.

Introduzcamos ahora el caso general. $eal/{” — M3 una aplicadn, sea un punto de su
dominio y consideremof/, x) una carta en\/; cuyo dominio contiene ay (V,y) una carta er/,
cuyo dominio contiene &(p). Entonces la aplicadh F' = yo foz~! : R™ — R™ se denomina la
representante locad representante en coordenadaes f.

P(x(1))

x (0) ¢ (p)

y(N

yatpox'l

Definicion 1.35

Una aplicaddn f : My — M, se dice que ediferenciableen un puntg de su dominio si una repre-
sentante locaF = y o f o 2! (y, por tanto, todas) es diferenciable efp). La aplicacbn se dice
diferenciable si lo es en todos los puntoside

Merece la pena que nos detengamos un momento analizando la defopie acabamos de pre-
sentar. Observemos que las cartas sobre una variedad son siempre aplicaciones diferenciables y que
esta definiddn generaliza el concepto @pngo para aplicaciones entre conjuntos abiertos de espacios
eucideos.

Ejercicio 1.36.

SeaM(n,R) el conjunto de las matrices cuadradas reales de otdewsn su estructura de variedad
diferenciable y consideremos la aplicaideterminantéet : M(n,R) — R. Probar quelet es una
aplicacbn diferenciable.

Solucion: Seap : M(n,R) — R™ |a carta esindar sobre las matrices cuadradas (ver Ejemplo 1.33)
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y consideremog’ : R" — R la representante local de la aplidgatideterminantdet, es decir,

11 T12 - Tin
21 I22 cc I2n
F($117m‘127 AR 7x1n7 et xnlaxn% AR 7$nn) - det .
Inl Tp2 - Tnn
Por definicon de determinante,
F(:UH, T12y -3 LIny e s Lnly Tny. - - ,xm) = Z 60.1‘10(1) s xng(n)
UESTL

dondeS,, es el grupo de las permutacionesidietras ye, denota la signatura de la permutace. Al
ser ' un polinomio de grada enn? variables, es diferenciable (de clad®) y, en consecuencia, la
aplicacbn det es tambén diferenciable

En ocasiones, y por simplificar la escritura, consideraremos aplicaciones diferenfiales—
N. En estos casos, y aunque no se mencionéatgrhente, estaremos suponiendo que tadrtoomo
N son aplicaciones diferenciables.

Definicion 1.37
Una aplicadbn f : M — N se dice que es utifeomorfismai es biyectiva, diferenciable y con inversa
diferenciable. En tal caso, las variedadésy N se dice que sodifeomorfas

El objetivo de la Geomeitn Diferencial es la clasificain de las variedades diferenciables, tenien-
do en cuenta que dos variedades difeomorfas se consideran la misma desde el punto de vistéade la teor
de variedades diferenciables.

Ejercicio 1.38.

Las variedades diferenciabl¢g, 1) (ver Ejemplo 1.26) y(RR, ¢) (ver Ejemplo 1.27) son variedades
diferenciables difeomorfas.

Solucion: Definimos las aplicaéin f : (R,1) — (R, ¢) por f(s) = /s. Trivialmente,f es biyectiva
y tanto ella como su inversAi! son diferenciable ya que sus representantes locales son la d@plicaci
identidad.O

Ejercicio 1.39.
(@) Construir un difeomorfismo entre: (i}, b[y ] — 1,1[; (i) |0, 1[y R.
(b) Probar que no existe nifig difeomorfismo entre eliculo unidad y un intervalo de la recta real.

Solucion: Resolvamos el apartado (b). Supongamos, por rednatiabsurdo, que existe una intervalo

I y un difeomorfismof : I — S'. Entonces/ debe ser compacto y, por tanto, cerrado; supongamos
I = [c,d]. Pero entonceg((c, d)) es la circunferencia menos dos puntos, que no es conexo, cuando el
intervalo abiertdc, d) si que lo esO

Ejercicio 1.40.
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Sea la fundn f : R? — R? definida por
f(z,y,z) = (xcosz —ysen z,xsen z + y cos z, z).

Probar:
(@) fls2 toma valores eB?2.
(b) La aplicacon inducida de&s? en § misma es un difeomorfismo.

Solucién:  a) Denotemos porfi, f2, ¥ f3 a las tres componentes de la apliéacif. Entonces
f(x,y,z) € SQ Si’ y lo Si! ‘f(xvyvz)F = fl(x7yvz)2 + fg(a:,y,z)2 + f3(xay) Z>2 = 1. Consi-
deremos un punt6r, y, z) € S

|f(z,y,2)> = (zcosz—ysenz)? + (zsenz+ ycosz)? + 22
z? cos® z + y2 sen? z — 2xysen z cos 2
+ z?sen? 2 +y2 cos? z + 2xysen z cos z + 22

= 224 y2 +22=1
b) Veamos, en primer lugar, qukes biyectiva. Supongamos qyiér,y,z) = f(2/,y,2’). Entonces
z2=2z'y

rcosz—ysenz = ' cosz—1y senz

rsenz+ycosz = x'senz+1y cosz

Reorganizando las ecuaciones anteriores podemos escribir

(x —2')cosz — (y—y)senz =

(z—a')senz+ (y—y)cosz = 0

que representa un sistema de ecuaciones lineales leomoen las ingnitas(x — 2’) e (y — ¢/), cuya
matriz de coeficientes tiene determinante 1. En consecuengéinicia soluddbn es la soludin trivial y,
ad, r = 2’ ey = y/. Para comprobar la sobreyectividad, $ée@, c) € S2; debemos resolver el sistema
de ecuaciones

rcosz—ysenz = a
rsenr +ycosz = b
z = ¢

Sustituyendo el valor de = ¢ en las dos primeras ecuaciones obtenemos un sistema de ecuaciones
lineales cuya solubn esh dada por: = acosc — bsencey = bcosc — asenc.

Comprobemos, finalmente, quiees una aplicadin diferenciable (la demostraci paraf —! es totalmen-

te araloga). Sea, € S?, entonces la aplicaon f es diferenciable epy i o f o o~ ! es diferenciable
eny(po), dondep y ¢ son cartas en la esfegd alrededor de los puntas y f(po), respectivamente.
Supongamos, por ejemplo, gque= (x,y, z) conz > 0. Podemos considerar la carta de los hemisferios
(Uso, ¢30) tanto para el puntp, como para el punt@(po) (ver ejercicio??). Entonces la representante
local def respecto devsy est dada por

w300 fop H(z,y) = (zcosy/1—a2—y2—ysen\/1—x2—y2
xseny/1—x2 —y?2 +ycosy/1— a2 —y?)

gue es, claramente, diferenciable en su dominio. En consecugresajn difeomorfismod
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3. ACTIVIDADES DE APLICACI ON DE LOS CONOCIMIENTOS
A.1.1. Consideremos el subconjunié deR? descrito por la siguiente figura:

(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

JAdmite M una estructura de variedad diferenciable?
A.1.2. SeaV un espacio vectorial real de dimesifinitan.

(a) Fijada una baséey, ..., ey, la aplicacon

z:V —R", :1:(2)\1-6,):()\17...,)\71)
=1

determina una estructura de variedad diferenciable 96bre

(b) Ademas, cualquier otra base da origen a la misma estructura diferenciable sobre el espacio
vectorial.

A.1.3. Seas' la circunferencia de radio 1 y centrada en el origeikée

(0,1)

4R
(-1,0) \ (0,

(1,0)

(07 _1)

Consideremos los siguientes subconjuntos 'de

Ui = {(z21,22) €S2 >0}
Uy = {(21,22) €Sl 2 > 0}
Us = {(z1,22) € Stz < 0}
Uy = {(z1,22) € St 29 < 0}
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y definamos las siguientes funciones:

$12U1—>R, I
2: U — R, x2

ZL‘32U3—>]R, T3z

—
N
)

(
(
(
x4: U — R, x4
(@) Prueba quézy, xo, x3, 24} forma un atlas paré'.

(b) Prueba que el atlas definido en (a) es equivalente al formado por las dos cartas siguientes:

y:{(sen2ms,cos2ms): 0 <s<1l} — R
(sen 27s, cos 27s) — s

y' : {(sen2ms,cos2ms): —1/2<s<1/2} — R
(sen 27s, cos 27s) — s

(c) Seas™ = {(z1,...,2n11) € R™1 . 37122 — 1} |a esfera unitariar-dimensional.
Consideremos las aplicaciones

ki Uk = R, ori(21,. o 2ne1) = (215 0+ 5 Zh—15 Zhpls - -+ Zngl)

dondeUy; = {(z1,...,2n41) € S" : (=1)2 > 0},j = 0,1y k = 1,2,...,n + 1.
Entonces((Uy;, vx;)} €s un atlas par&™.

s G
x (Y

C 5
90
S

A.1.4. Consideremos los siguientes subconjunto&tie
A={(z,y,2) ER3: 2% +y? =72}, > 0.
B ={(z,y,2) € R?: z = 2% + ¢?}.
C={(z,y,2) ER3: 22 + 9% — 22 — 1 =0},
D={(z,y,2) eR3: 22 —¢y> — 22 —1=0}.
E={(z,y,z,w) € R* : 22 + 9% = a?, 2 + w? = b*}, a,b > 0.
Prueba que los conjuntos anteriores pueden dotarse de un atlas de forma que se convierten en
variedades diferenciables. /Aes su dimenén?

A.1.5. SeanM y M’ dos variedades diferenciables de dimensiongsn’, respectivamente. Dota al
conjuntoM x M’ de una estructura de variedad diferenciable.
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A.1.6. SeaM una variedad diferenciable-dimensional y seal un conjunto arbitrario. ¢Admite el
producto cartesian®d/ x A estructura de variedad diferenciable?

A.1.7. SeaM el conjunto de los pares de vectores ortonormale®'te¢ EsM una variedad diferen-
ciable? En caso afirmativo, ¢ &6 difeomorfa al fibrado unitario de la esfera uniddt®

A.1.8. SeaM una variedad diferenciablery> 0 un nimero real positivo. Probar que todo puptde
M admite un entorno coordenad®t, ) tal quep(p) = (0,...,0) y ¢(U) = B;(0) = {z €
R™ : ||z|| < r}. Por tanto, todo punto admite una carta centrada en dicho punto y cuyo abierto

coordenado eR".
A.1.9. En este ejercicio se trata de construir un atlas para la esfdimensionalS™ equivalente al

formado por2(n + 1) hemisferios, pero constituid®® por dos cartas. Sean los punt¥s=
0,...,0,1)y S =(0,...,0,—1) y consideremo$#/ = S" — Ny V =S" — S. Definamos las

aplicaciones
p:U— R", Y:V — R"
por
Zi Zi
i(21,...,2 = — i(21,...,% = —.
901( 1 n+1) 1 ot wz( 1 n+1) 1+Zn+1
N = (1,0)
q
©(p)

N ©(q)

Prueba que (U, ¢), (V,9)} constituye un atlas par§t® equivalente al de los hemisferios. Lo
llamaremos edtlas estereodifico

A.1.10. En el espacio euleoR™*1\ {0} se define la siguiente reléci de equivalencia:
x ~ y Siy Slo siz ey son colineales

El conjunto de las clases de equivalencia es un espaciodgipolconocido com&spacio Pro-
yectivo Reay que se denota pd?™ (R ). Dota aP™ (R ) de estructura de variedad diferenciable.

A.1.11. Definimos la siguiente rela@n de equivalencia eR:
x~ysihydlosiy=x+n, nez
Prueba que el conjunto cocierite’Z admite estructura de variedad diferenciable de dindensi
1.

A.1.12. En el planoR? con coordenadag:, y), definimos las aplicaciones (traslacion#s),, : R? —
R? medianteT;, ,(z,y) = (z + m,y + n), dondem y n son enteros. Definimos la siguiente

relacbn de equivalencia eR?:
(z,y) ~ (a,b)si,yDdlosi,z =a+m, y=>b+n

Prueba que el conjunto cocierffeadmite estructura de variedad diferenciable 2-dimensional.
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A.1.13. EnR" definimos la siguiente relamh de equivalencia. Sean= (z1,...,z,) €y = (Y1,-- -, Yn)-
Entonces
x ~ ysi,y Dlo, siy; = x; + m;, m; € Z

prueba que el conjunto cocieé& /Z" admite estructura de variedad diferenciabl@imensional.

A.1.14. (a) Demuestra que una aplicaci¢ : M — N es diferenciable si, y&do si, para una
coleccbn de sistemas coordenadps- (v1, . . ., y) Suficientes para cubri¥, las funciones
y; o ¢ son diferenciables.

(b) Pruebaquesf: M — M’y g: N — N’ son aplicaciones diferenciables, entonces la
aplicacbn productof x g : M x N — M’ x N’ es tambgn diferenciable.

() Sif: M — Nyg: M — N'son funciones diferenciables, enton¢¢sg) : M —
N x N’ es una fundn diferenciable. Como consecuencia la aplicadiagonall : M —
M x M definida pord(m) = (m,m) es diferenciable.

(d) Seaf : M — M’y m € M. Prueba qug es diferenciable em siy Slo siy o f es
diferenciable emn para toda funé@n+ : M’ — R diferenciable ery(m).

(e) La composiddbn g o f de dos aplicaciones diferenciablgs M — M’y g : M’ — M"
es tambén diferenciable. Sf' y g son difeomorfismos entonces tar@bilo esg o f.

A.1.15. SeanM; y M, dos variedades diferenciables y considerembs= M; x M- la variedad
diferenciable producto. S€@, ) € M. Definimosj, : My — M ei, : My — M por

i(y) = @:y),  dgz) = (2,9).
Prueba qug, e, son aplicaciones diferenciables.

A.1.16. (a) SeaM (n,R) el conjunto de las matrices cuadradas reales de otd=m su estructura
de variedad diferenciable y consideremos la apl@adeterminantéet : M (n,R) — R.
Prueba quéet es una fundn diferenciable.

(b) SeaGL(n,R) el conjunto de las matrices cuadradas regulares de ardeota aG L(n, R)
de estructura de variedad diferenciable.

(c) SeaS(n,R) el conjunto de las matrices s@tricas de orden. Prueba que(n, R) admite
estructura de variedad diferenciable.

(d) SeaA(n,R) el conjunto de las matrices antigdnicas de ordem. Prueba qued(n,R)
admite estructura de variedad diferenciable.

A.1.17. Demuestra que para todo par deweros reales, b € R, a < b, se puede construir una fubai
diferenciableh : R — R, con0 < A(t) < 1, tal que

(@) h(t)
(b) A(t)

1sit
Sit

<
0sit <




INTRODUCCION A LAS VARIEDADES DIFERENCIABLES 27

A.1.18. Demuestra que para toda cuaterna dmeros reales < a; < b; < b, se puede construir una
funcion diferenciablé: : R — R, con0 < h(t) < 1, tal que

(@ h(t)=0sit<aot=b <t<b
(b) h(t)=1sit<aot>byh(t)=0sia; <t < b

A.1.19. Prueba que la recta proyectiva réll(R ) es difeomorfa &*.
A.1.20. Prueba que la esfef# y la recta proyectiva complej&C! son variedades difeomorfas.

A.1.21. Sea
T\ p) = {z e sMr . Zm? = Zx?}

i< i>A

Prueba qué’(\, 1) y S*! x s#~! son variedades difeomorfas.
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5. PREGUNTAS DE EVALUACI ON

E.1.1. EnR™*! — {0} definimos la siguiente relam de equivalencia:

p~qsi,ylosi|glp—[plg =0
a) Probar que el conjunto cocienté = R"*! — {0}/ ~ admite estructura de variedad dife-
renciable.

b) ¢A gLe conocida variedad €9 difeomorfa? Dar exjptitamente el difeomorfismo y probar
que, efectivamente, lo es.
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E.1.2. Consideremos en el subconjunto= {(z,y) € R? : 22 + y? > 1} la siguiente reladin de
equivalencia:
p~qgep=q o0  pqeciA,

dondedA = {(z,y) € A: 22 +y% =1}.

a) Dota al conjunto cocientd/ ~ de una estructura de variedad diferenciable.
b) ¢A glé conocida variedad es difeomorfa? Proporcionaieixginente un difeomorfismo.

E.1.3. Ungrupo de Lie GG es una variedad diferenciable que al mismo tiempo admite un estructura de
grupo tal que las operaciones del grupo son diferenciables; es decir, las aplicaciones

w:GxG — G &G — G

(a,b) — ab a — a!

son ambas diferenciables.
Consideramo® la variedad de losimeros reales con las coordenadas usuales y se define
R xR — R, u(z,y) = (z° 4+ 33)/3. Estudia siR, ;1) es un grupo de Lie.

E.1.4. En el espaciac™™! \ {0} se considera que dos elementos y es@n relacionados si, yoto
si, son colineales. El conjunto de las clases de equivalencia es un espacigitgpobnocido
comoEspacio Proyectivo Complejpdenotado poPC"™. Dota aPC™ de estructura de variedad
diferenciable de dimensin 2n.

E.1.5. En el espaci¢i™™! \ {0}, dondeH es el espacio vectorial de los cuaterniones, se considera que
dos elementos e y estn relacionados si, yo# si, son colineales. El conjunto de las clases
de equivalencia es un espacio tapgito conocido comdtspacio Proyectivo Cuaternicoy
denotado poPH". Dota aPH" de estructura de variedad diferenciable de dintensi.

E.1.6. Consideremos eR? la siguiente relaéin de equivalencia:
(x1,91) ~ (z2,y2) & TIN€EL | x1 —x2 =71 ¢ Yy = (—1)"ya.
SealM = X/ ~ el espacio cocientey : X — M la proyecobn cardnica. Definamos
Uy ={n(z,y) : —1/2 <x < 1/2}, Uy ={m(z,y): 0 <z <1}

Prueba quer : (—-1/2,1/2) xR — U; y 7 : (0,1) x R — Uy son homeomorfismos con
inversos¢; y ¢, respectivamente, tales que = {(Ui, ¢1), (Uz2, ¢2)} es un atlas pard/ de
dimensén dos (/ dotado de esta estructura diferenciable se conoce &uoiota de Mobius.

E.1.7. Prueba queR /Z y S' son variedades diferenciables difeomorfas. Extiende el difeomorfismo
anterior a las variedades’ /Z" y ' x - -+ x S,

E.1.8. SeaX = R con su estructura diferenciable @stlar, y consideremd$ = R con la estructura
diferenciable determinada por la cartér) = 3. Consideremos las siguientes aplicaciones:
f:X—>Y,f(x):x1/3;g:X—>X,g(:r:)::rjl/g;h:X—>X,h(a:):3:3;1/J:X—>Y,
Y(z) = x. ¢ Cidles de las aplicaciongs g, h 0 ¢ son diferenciables y/o difeomorfismos?
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ANOTACIONES
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6. BIOGRAFIA: ALEXIS CLAIRAUT ( 1713-1765)

Alexis Claude Clairaut (1713-1765) nacb en Pais, hijo de Jean-Baptiste, maestro de mattéoas
de Pafs y miembro de la Academia de Matétitas de Berh. Fue uno de los matéaticos nas pre-
coces, superando inclusoBdaise Pascal(1623-1662), y a la edad de diezias ya léa los libros de
Guillaume Francois Antoine I'Hospital (1661-1704) sobre énicas y @lculo infinitesimal. Con&lo
doce #os, Clairaut presenta una memoria sobre cuatro curvas de cuarto grado a la Academia, la cual,
y tras haberse asegurado que era el autor verdadero, se deshace en grandes elogios. Posteriormente, y
con $lo dieciocho a@os, publica la obr&echerches sur les courb&slouble courbure (Investigaciones
sobre las curvas con doble curvatur&i31) gracias a la cual fue admitido en la Academia de Ciencias,
aunque hubo de hacerse una excepcionél, ya que el reglamento exa@una edad imima de veinte
anos.

Posteriormente, y a prégito de la figura de la Tierra, estudia las gesidas de las superficies
de revolucdn, y da la solu@n de algunos problemas dérimos y minimos. Eni740 publica su obra
Sobre la integrad@n o la construcdin de las ecuaciones diferenciales de primer oradkmde introduce,
independientemente deconhard Euler (1707-1783), el uso del factor integrante. Err43 publicd su
tratadoTheorie de la figure de la Terre (Telarde la figura de la Tierra)

Previamente hdh publicado su obr&léments de gonetrie (Elementos de geomigty1741), di-
rigida especialmente para principiantes y escrito con un estilo muy simplégtidiol. Sus cualidades de
autor-pedagogo se vian despés confirmadas con su obEéements d’ algbre (Elementos dalgebra,
1746), que tuvo una influencia notable en la dgimeza superior francesa. Su estilo huye de las demos-
traciones rigurosas y busca despertar la inbmigi la curiosidad del lector, de forma que &tanismo
quien vaya descubriendo y explorando este nuevo mundo. Desgraciadamente parecéigetabete
Bossut su excesiva afibn a los placeres terrenales y a la cofiipale las mujeres le hizo perder el
reposo y la salud, provaadole la muerte de76s.

Figura 1.4: Grabado de Alexis Clairaut

Con $lo quince &os de edad, su hermano menor, del gue se desconoce el nombré lauithia
Traté de quadratures circulaires et hyperboliques (Tratado de cuadraturas circulares e blipah
1731). El historiador Montucla opina que pdadodo el talento necesario para seguir las huellas de su
hermano Alexis, pero este genio precoz raymiematuramente de viruela epg2.
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En su tratado de731, Alexis Clairaut desarrdll las ideas quBRené Descarteg1596-1650) habda
sugerido casi un siglo antes en el estudio de las curvas del espacio mediante la coaniderkas pro-
yecciones sobre dos planos coordenados. Clairaut laé tamvas de doble curvatura porque la curva-
tura de estas curvas asteterminada por las curvaturas de las dos curvas que se obtienen por proyecci
de la curva original en dos planos perpendiculares. Detéraimumerosas curvas del espacio median-
te intersecciones de superficies variadas, dio las ecuaciones de algunas superficies 9 demdsis
de estas ecuaciones son necesarias para describir una curva en el espacio. Se encueatram testdi
tratado lasdrmulas de la distancia para dos y tres dimensiones, ecuaciones de supedidieasuy
las tangentes de curvas del espacio. Clairaut detmtaitben que una ecuamn homo@nea emn, y, y
z (todos los érminos del mismo grado) representa un cono curtice esi situado en el origen.

Isaac Newton(1642-1727) determird de manera taica que el radio ecuatorial de la Tierra era
1/230 nas largo que el radio polar. Unéatodo consisa en medir la longitud de arco dé de latitud
cerca del ecuador y cerca del polo. Jean-Dominique Casgipg{1712) y su hijo Jacques Cassini
(1677-1756) efectuaron una medion eni712 y su resultado revélque el dametro que uia los dos
polos era 1/95 s largo que el dmetro ecuatorial, lo que contrad@el resultado tarico de Newton.
La Academia de Ciencias orgafidos expediciones, una a Laponig{6-1737), bajo la direcddn de
Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759), Y otra a Pdi (1735-1744). Clairaut acompi@d a
Maupertuis a Laponia y las mediciones efectuadas en las dos expediciones confirmaron que la Tierra
estaba achatada en los polos. De esta forma laatderNewton triurfi y el debate entre newtonianos y
cassinianos quédtemporalmente, zanjado. Sin embargo, nadeasta el siglax cuando se conoder
la respuesta definitiva a la forma de la Tierra.

A la vuelta de la expedibn de Laponia, Clairaut escrébisu Théorie de la figure de la Terre
(Teoiia de la figura de la Tierrap743), y eni752 publicd suThéorie de la Lune (Teda de la Luna)
En esta dos obras, Clairaut aplica las mateoas al problema de la atragnigravitacional y a la confi-
guracbn de la Tierra, lo que le siti en los dgenes de la tet del potencial. Su obrEeofia de la Luna
le valid un premio de la Academia de Ciencias de San Petesburgo, y es la primera vez @joelel ¢
infinitesimal es aplicado al estudio del movimiento lunar, que tamhie estudiado por la misnépoca
por L. Euler yJean-le-Rond D’Alembert (1717-1783). Clairaut predijo que el cometa Halley lleggar
al punto nés cercano al sol el 13 de abril dg59, aunque realmente el cometa lbegn mes antes.

Otros campos de intes fueron las ecuaciones diferenciales, las ecuaciones en derivadas parciales,
la teoiia de superficies, elatculo en varias variables y las series trigo@bricas. Por lo que respecta
a las ecuaciones diferenciales, &34, Clairaut se intergspor una ecuadn que actualmente lleva su
nombre:

y =y + f(y),

cuya soluadbn general consiste en una familia deelas rectas. La ecuaai de Clairaut posee tandn
una soluddn singular, siendo una de las primeras veces en la historia que este tipo dersséupbne
de relieve.
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