
CAPÍTULO 1
INTRODUCCI ÓN A LAS VARIEDADES DIFERENCIABLES

1. INTERROGANTES CENTRALES DEL CAP ÍTULO

Se pretende que el alumno sepa definir, establecer o determinar lo siguiente:

• Curvas y superficies enRn.

• Superficiesk-dimensionales enRn.

• Carta.

• Coordenadas de un punto.

• Atlas diferenciable sobre un conjunto.

• Atlas maximal.

• Variedad diferenciable.

• Atlas (estructuras diferenciables) equivalen-
tes.

• Funcíon diferenciable.

• Aplicación diferenciable.

• Difeomorfismo.

2. CONTENIDOS FUNDAMENTALES DEL CAP ÍTULO

En el estudio de las curvas y superficies en el espacio euclı́deo tridimensionalR3 se observa que
existen ciertos subconjuntos deR3 que poseen determinadas propiedades o cualidades, algunas de ellas
muy intuitivas, por las cuales merecerı́a la pena estudiarlos con detenimiento. Entre estas propiedades
destacan las siguientes: (1) existencia de cierto grado de “diferenciabilidad”, que se asocia con la au-
sencia de picos, v́ertices o aristas; y (2) existencia de recta o plano tangente, cualidad que nos obliga a
exigir que dichos subconjuntos no tengan ‘autointersecciones’.

Las diferencias entre curvas y superficies se empiezan a notar ya desde el mismo momento de
su definicíon. Intuitivamente, una curva enR3 se construye a partir de una lı́nea recta doblándola en
un plano que la contenga, lo que le proporciona sucurvatura, y retorcíendola para sacarla de dicho
plano, lo que nos permite asignarle una segunda curvatura, latorsión. Por el contrario, la definición de
superficie se hace de forma local, considerando ‘trozos’ que se solapan adecuadamente. No obstante,
tanto unas como otras pueden extenderse en varias direcciones: aumentando la ‘dimensión’, aumentando
la ‘codimensíon’ y generalizando el espacio ambiente.
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2.1. Superficiesk-dimensionales enRn
Una superficie regular enR3 puede construirse considerando trozos de plano y deformándolos.

Posteriormente estos trozos se van entrelazando de tal forma que no aparezcan vértices, bordes o aris-
tas, esto es, que exista una cierta suavidad en las uniones. Si recordamos la definición de superficie
notaremos que nada impide considerar que el espacio ambiente seaRn en lugar deR3, o que nuestras
superficies sean localmente homeomorfas a abiertos deRk en lugar deR2.

Antes de esto conviene introducir los conceptos de curvas y superficies en el espacio euclı́deo
n-dimensionalRn, para liberar a estos conceptos del lastre que supone considerarlos siempre enR3.

Definición 1.1 (Curva parametrizada regular enRn)
SeaI ⊂ R un intervalo. Unacurva parametrizadaenRn es una aplicaciónγ : I −→ Rn diferenciable
de claseC∞. La curvaγ se dice que esregular si γ′(t) 6= 0 para todot ∈ I.

Observacíon 1.2
Una definicíon más general de curva parametrizada enRn exige śolo queγ sea continua, mientras que
para curvas regulares se imponeúnicamente que sea de claseC1. Sin embargo, para nuestros propósitos
(y salvo mencíon expresa de lo contrario) sólo seŕan consideradas curvas de claseC∞.

Figura 1.1: Circunferencia y hélice

Ejemplos.

1.3. Lı́nea recta. Seap, v ∈ Rn. La recta que pasa porp en la direccíon dev se expresa como
γ(t) = p+ tv, t ∈ R. La curva es regular si, y sólo si,v 6= 0.

1.4. Circunferencia. Seap = (a, b) ∈ R2 y r ∈ R, r 6= 0. La circunferencia de radior centrada en el
puntop se parametriza comoγ(t) = (a+ r cos t, b+ r sen t). γ es una curva regular en todos los
puntos.

1.5. Hélice. Sear, h ∈ R dos ńumeros reales no nulos. La hélice de radior y altura (paso)h puede
parametrizarse medianteγ(t) = (r cos t, r sen t, ht). Como antes,γ es una curva regular en todos
los puntos.
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1.6. Parametrizacíon geńerica de una recta. Seaf : R −→ R una funcíon diferenciable. Entonces la
recta determinada por(p, v), v 6= 0, puede expresarse comoγ(t) = p + f(t)v. En consecuencia,
γ es regular en los puntost dondef ′(t) 6= 0.

Definición 1.7 (Superficie regular enRn)
Unasuperficie (diferenciable) regularenRn es un subconjuntoS ⊂ Rn tal que para todo punto deS
existe un entornoV del punto enS (con la topoloǵıa relativa) y una aplicaciónX : U ⊂ R2 −→ V , U
abierto, satisfaciendo las siguientes propiedades:
(1)X es un homeomorfismo.
(2)X : U −→ Rn es diferenciable.
(3) dX tiene rango 2 en todos los puntos deU .

Como vemos por la definición dada, que formalmente es idéntica a la correspondiente para super-
ficies del espacio euclı́deo tridimensional, láunica diferencia estriba en la ampliación del espacio donde
“vive” la superficie. Esto pone de manifiesto que la restricción sobre ladimensíondel espacio ambiente
era ḿas bien una consecuencia histórica que cientı́fica. En este sentido, cuando digamos queS es una
superficie deRn debe entenderse queS no es un subconjunto de ningún espacioRm,m < n.

Figura 1.2: Toro

Ejemplos.

1.8. Toro. Seana, b ∈ R, a y b positivos. Entonces el producto de dos cı́rculos de radiosa y b,S1(a)× S1(b), es una superficie enR4.

1.9. Producto de curvas. En general, seanγ1(t) y γ2(s) curvas regulares enRn yRm, respectivamente.
Entonces el productoγ1 × γ2 es una superficie enRn+m.

No es dif́ıcil encontrar subconjuntos deRn que gozan de propiedades similares a las curvas y
superficies pero que, sin embargo, no son ni lo uno ni lo otro. Esto lleva necesariamente a la introducción
de un nuevo concepto.

Definición 1.10 (Superficiek-dimensional parametrizada enRn)
SeaA ⊂ Rk un subconjunto abierto. Unasuperficiek-dimensional parametrizada enRn es una aplica-
ciónX : A −→ Rn diferenciable de claseC∞. Diremos que la superficie es regular sidX tiene rangok
en todos los puntos deA.
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Sin embargo, y tal como ocurrı́a con las curvas y superficies 2-dimensionales, el nuevo concepto
es insuficiente ya que no permite obtener subconjuntos deRn que a todas luces gozan debuenas pro-
piedades, como son, por ejemplo, las esferas. Por ello conviene introducir una noción que generalice
adecuadamente la de superficie.

Definición 1.11
Un subconjuntoS ⊂ Rn es unasuperficiek-dimensional (diferenciable y regular)si para todo punto
p deS existe un abiertoU ⊂ Rk, un entornoV ⊂ S dep (con la topoloǵıa relativa) y una aplicación
X : U → V satisfaciendo las siguientes tres propiedades:
(1)X es un homeomorfismo.
(2)X = (x1, . . . , xn) : U → Rn es una aplicación diferenciable.
(3) La diferencialdXq : Rk → Rn es inyectiva para todoq ∈ U .

Un mismo punto deS puede pertenecer a distintos entornos coordenadasV y puesto que la geo-
metŕıa deS depende de la aplicaciónX, seŕıa adecuado y conveniente que las propiedades geométricas
enp fuesen independientes de la parametrización. Este problema se soluciona con el siguiente resultado,
cuya demostración es totalmente análoga al caso de superficies enR3.

Proposición 1.12
Seap un punto de una superficiek-dimensional (diferenciable y regular) enRn, y seanX : U → S e
Y : V → S dos parametrizaciones deS tales quep ∈ X(U)∩Y (V ) = W . Entonces la aplicación
h = X−1 ◦ Y : Y −1(W ) → X−1(W ) es un difeomorfismo.h se denomina la aplicación ‘cambio de
paŕametros’ o ‘cambio de coordenadas’.

La propiedad que acabamos de enunciar nos dice que cuando dos parametrizaciones se intersecan
lo hacen de manera diferenciable, de tal suerte que si nos moviésemos por la superficie no nos darı́amos
cuenta del paso de una a otra. Esta propiedad será fundamental para comprender la definición del
concepto de variedad diferenciable.

No es dif́ıcil probar que el grafo de una función diferenciablef : Rk −→ Rn−k es una superficie
k-dimensional. Por otra parte, puede probarse que toda superficiek-dimensional diferenciableS es,
localmente, el grafo de una función diferenciablef : Rk −→ Rn−k. Esta propiedad nos permite diseñar
un método pŕactico y sencillo para obtener ejemplos de superficiesk-dimensionales.

Proposición 1.13
Seaf : Rn → Rn−k una aplicacíon diferenciable y seaa ∈ Rn−k un valor regular def , es decir,dfq
tiene rangon − k para todo puntoq ∈ f−1(a) (o bienf−1(a) es vaćıo). EntoncesS = f−1(a) es una
superficiek-dimensional deRn.

Ejemplos.

1.14. Cilindro circular recto. A = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = r2}, r > 0.

1.15. Paraboloide. B = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2}.
1.16. Hiperboloide de una hoja. C = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 − 1 = 0}.
1.17. Hiperboloide de dos hojas. D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 − y2 − z2 − 1 = 0}.
1.18. Cilindro k-dimensional. E = {(x1, . . . , xk+1) ∈ Rk+1 : x2

1 + · · ·+ x2
k = r2}, r > 0.

1.19. Esferak-dimensional. F = {(x1, . . . , xk+1) ∈ Rk+1 : x2
1 + · · ·+ x2

k+1 = r2}, r > 0.
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Figura 1.3: Cilindro y paraboloide

2.2. Variedades diferenciables

Cuando trabajamos con subvariedades del espacio euclı́deo estamos disfrutando de la ventaja de la
simplicidad conceptual; en general, estamos más ćomodos tratando con subespacios deRn que con espa-
cios ḿetricos o topoĺogicos arbitrarios. Sin embargo, esta aproximación a las variedades diferenciables
tiene la desventaja de que importantes ideas están algunas veces ocultas por el familiar ambiente deRn.
Por esta raźon, y tras haber motivado las variedades diferenciables con las superficiesk-dimensionales
deRn, conviene que nos introduzcamos ya en el estudio general de este concepto.

Existen diversas formas de introducir la noción de variedad diferenciable, muchas de las cuales
parten de la idea de espacio topológico o variedad topológica. Nosotros preferimos introducir las estruc-
turas diferenciables sobre un conjunto sin ninguna otra estructura adicional, tal y como se hace en los
textos de R. Brickell y R.S. Clark y M. Do Carmo.

Definición 1.20
SeaM un conjunto. Unacartan-dimensionalsobreM es una aplicación biyectivaϕ : U ⊂ M → Rn
cuya imagenV = ϕ(U) es un conjunto abierto del espacio euclı́deo.

El conjuntoU , dominio de la cartaϕ, se denominaentorno coordenado, ya que todos los puntos de
U tienen asignadas, viaϕ, unas coordenadas. En efecto, sipi : Rn → R denota la funcíon proyeccíon en
la i-ésima coordenada, entonces se definen las funciones coordenadas asociadas a la carta(U,ϕ) como
xi = pi ◦ ϕ. Las coordenadas de un puntop en la cartaϕ son(x1(p), . . . , xn(p)).

Al igual que ocurre con las superficies, hay conjuntos que no será posible cubrir mediante una
sola carta, de modo que necesitaremos colecciones de cartas entre las que exista compatibilidad, en un



16 VARIEDADES DIFERENCIABLES Y TOPOLOǴIA

sentido que pasamos a precisar.

Definición 1.21
Dos cartasn-dimensionales(U,ϕ) y (V, ψ) sobre un conjuntoM soncompatiblessiU ∩V = ∅ o bien
U ∩V 6= ∅, los conjuntosϕ(U ∩V ) y ψ(U ∩V ) son abiertos enRn y las aplicacionesψ ◦ϕ−1, ϕ◦ψ−1

son difeomorfismos.

Ahora estamos en condiciones de definir uno de los conceptos fundamentales de este tema.

Definición 1.22
Un atlas diferenciablen-dimensionalsobre un conjuntoM es una familia de cartasA = {(Uα, ϕα)}α∈A
satisfaciendo las siguientes condiciones:
(1)∪α∈A Uα = M .
(2) Para todo par déındicesα y β, las cartas(Uα, ϕα) y (Uβ, ϕβ) son compatibles.
Diremos que el atlasA determina unaestructura diferenciablesobreM si es maximal para las condi-
ciones anteriores.

Observacíon 1.23
Aunque en un principio pueden considerarse atlas de claseCk, es decir, de manera que los cambios de
cartas sean diferenciables de claseCk, para nuestros propósitos es suficiente trabajar con atlas de clase
C∞.

La condicíon de maximalidad que aparece en la definición anterior es puramente técnica y podŕıa
eliminarse, ya que es fácil demostrar que cualquier atlas se puede completar a un atlas maximal de
maneraúnica, es decir, todo atlas diferenciable sobre un conjunto está contenido en exactamente un
atlas maximal. Aśı pues, para definir una estructura diferenciable no necesitamos especificar un atlas
maximal sobreM , sino simplemente un atlas diferenciable.

Como sobre un mismo conjunto es posible definir diferentes atlas, ¿cómo saber si determinan la
misma estructura diferenciable (atlas maximal)?

Definición 1.24
Dos atlasA1 y A2 sobre un conjuntoM se dice que sonequivalentessi determinan la misma estructura
diferenciable sobreM .

Utilizando la compatibilidad de las cartas es fácil probar que los atlasA1 y A2 son equivalentes
si, y śolo si,A1 ∪A2 constituye un atlas. Llegamos ahora al concepto central del tema.

Definición 1.25
Unavariedad diferenciablede dimensíonn es un par(M,A) formado por un conjuntoM y una estruc-
tura diferenciablen-dimensionalA sobreM .

Para indicar la dimensiónn, en algunas ocasiones escribiremosMn en lugar deM , y cuando la
estructura diferenciableA sea conocida omitiremos cualquier referencia a ella.

Ejemplos.
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1.26. En el espacio euclı́deoRn podemos definir una estructura diferenciable considerando como carta
global la aplicacíon identidad. Nos referiremos a ella como la estructura diferenciable estándar
deRn.

1.27. Consideremos la aplicación diferenciableϕ : R → R definida porϕ(s) = s3. Entoncesϕ
proporciona una estructura diferenciable sobreR distinta de la estructura estándar. Ello es debido
a que la aplicaciónϕ−1(s) = 3

√
s no es diferenciable en todoR.

1.28. Sea el conjunto de puntos deR2 definido porM = {(s, 0) : −1 < s < 1}∪{(s, s) : 0 < s < 1}

����
����

��

(−1, 0) (0, 0) (1, 0)

(1, 1)

y consideremos las aplicaciones

x : U = {(s, 0) : −1 < s < 1} → R, x(s, 0) = s

y : V = {(s, 0) : −1 < s 6 0}∪{(s, s) : 0 < s < 1} → R
y(s, 0) = s, y(s, s) = s

Entonces{(U, x), (V, y)} no determinan una estructura de variedad diferenciable sobreM . La
raźon hay que buscarla en quex(U ∩V ) = y(U ∩V ) = (−1, 0] no es un abierto deR.

1.30. Si C denota el cuerpo de los números complejos, entoncesCn admite estructura de variedad
diferenciable. Para comprobarlo basta considerar la carta global(Cn, ϕ), donde la aplicación
ϕ : Cn −→ R2n est́a definida por

ϕ(a1 + ib1, . . . , an + ibn) = (a1, b1, . . . , an, bn).

Ejercicio 1.31. La figura ocho

Sea el conjuntoE = {(sen(2s), sen(s)) : s ∈ R}, denominadofigura ocho.
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Entonces las aplicacionesy : V = {(sen(2s), sen(s)) : s ∈ (0, 2π)} → R y x : U = {(sen(2s), sen(s)) :
s ∈ (−π, π)} → R, que a cada punto le asignan el valor del parámetros, definen atlas sobre la figura
ocho. ¿Son equivalentes?

Solución: Comprobemos que(V, y) es un atlas sobreE (la comprobacíon de que(U, x) es tambíen un
atlas puede hacerse de forma totalmente análoga). En primer lugar, el dominioV dey es toda la figura
ocho, y su imageny(V ) es el abierto(0, 2π). Sólo resta probar la inyectividad dey, pero esto es obvio.
Para probar que ambas cartas definen la misma estructura diferenciable sólo debemos estudiar el cambio
de cartasy ◦ x−1, que est́a definido como sigue:

y ◦ x−1(s) =


s+ 2π si s ∈ (−π, 0)
π si s = 0
s si s ∈ (0, π)

Como puede comprobarse, dicha aplicación no es diferenciable ens = 0 por lo que las estructuras
diferenciables son distintas y, por tanto, los atlas no son equivalentes.�

Ejercicio 1.32. El lazo

El subconjuntoN = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}∪{(0, y) ∈ R2 : 1 < y < 2} se denominalazo.

&%
'$
b

b
(0, 0)

(0, 2)

(0,−1)

(1, 0)(−1, 0)

Consideremos las siguientes aplicaciones:

x : N → R
(0, s) → 1− s, 1 < s < 2

(sen 2πs, cos 2πs) → s, 0 6 s < 1

y : N → R
(0, s) → 1− s, 1 < s < 2

(sen 2πs, cos 2πs) → 1− s, 0s 6 1

Entoncesx e y definen dos estructuras diferenciables sobre el lazo. ¿Son equivalentes estas estructuras
diferenciables?

Solución: La aplicacíon x est́a definida sobre todoN y su imagen es el abierto(−1, 1) deR. Por
tanto, śolo la inyectividad es necesario verificar. Six(z1, z2) = x(w1, w2) ∈ (−1, 0) entonces(z1, z2)
y (w1, w2) se encuentran en{(0, s) ∈ R2 : 1 < s < 2} por lo quez1 = 0 = w1. Adeḿasx(0, z2) =
1 − z2 = x(0, w2) = 1 − w2 implica z2 = w2. Si x(z1, z2) = x(w1, w2) ∈ [0, 1) entonces(z1, z2) y
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(w1, w2) se encuentran en{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}. Utilizando la periodicidad de las funciones
sen 2πs y cos 2πs se obtiene que(z1, z2) = (w1, w2). Esto prueba quex es una carta. Paray se razona
exactamente igual.
Para ver six e y determinan la misma estructura diferenciable sobreN , debemos estudiar la aplicación
y ◦ x−1 : x(N) = (−1, 1) −→ y(N) = (−1, 1) que est́a definida como sigue:

y ◦ x−1(s) =


s si − 1 < s < 0
0 si s = 0

1− s si 0 < s < 1

Es f́acil ver que dicha aplicación no es continua ens = 0 y, en consecuencia, las estructuras diferencia-
bles determinadas porx y pory son distintas.�

Ejercicio 1.33. El espacio de las matrices

SeaM(m × n,R) el conjunto de todas las matrices reales de ordenm × n. EntoncesM(m × n,R)
admite estructura de variedad diferenciable.

Solución: SiA ∈M(m× n,R) podemos escribir

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn


Entonces definimos la aplicaciónϕ :M(m× n,R) −→ Rmn por

ϕ(A) = (a11, a12, . . . , a1n, a21, a22, . . . , a2n, . . . , am1, am2, . . . , amn)

Es f́acil comprobar queϕ constituye una carta global sobreM(m × n,R). Ésta seŕa la estructura
diferenciable estándar sobre el espacio de las matricesM(m× n,R). �

2.3. Aplicaciones diferenciables

En esta sección vamos a introducir el concepto de aplicación diferenciable, herramienta básica si
se quiere extender el cálculo diferencial a las nuevas estructuras que acabamos de definir.

Comenzaremos por el caso más sencillo que se puede presentar, cuando el conjunto de llegada
es el espacio euclı́deo. Seaf : M → R una funcíon, seap un punto de su dominio y consideremos
(U,ϕ) una carta enM cuyo dominio contiene ap. Entonces la aplicaciónF = f ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ R se
denomina larepresentante localo representante en coordenadasdef .

Definición 1.34
Una funcíon f : M → R es diferenciableen un puntop de su dominio si una representante local
F = f ◦ ϕ−1 (y, por tanto, todas) es diferenciable enϕ(p).
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La raźon de que la definición anterior sea correcta puede encontrarse en el siguiente razonamiento.
Sean(U,ϕ) y (V, ψ) dos cartas enM cuyos dominios contienen al puntop, y consideremosF = f ◦ϕ−1

yG = f ◦ψ−1 las representantes locales respectivas. Entonces, utilizando el cambio de cartas, podemos
comprobar queF = G◦(ψ◦ϕ−1), por lo queF es diferenciable enϕ(p) si, y śolo si,G es diferenciable
enψ(p). El conjunto de todas las funciones (reales) diferenciables definidas enM seŕa denotado por
C∞(M) y es f́acil ver que admite estructura de anillo conmutativo.

Introduzcamos ahora el caso general. Seaf : Mm
1 → Mn

2 una aplicacíon, seap un punto de su
dominio y consideremos(U, x) una carta enM1 cuyo dominio contiene ap y (V, y) una carta enM2

cuyo dominio contiene af(p). Entonces la aplicación F = y ◦ f ◦ x−1 : Rm → Rn se denomina la
representante localo representante en coordenadasdef .

Definición 1.35
Una aplicacíon f : M1 → M2 se dice que esdiferenciableen un puntop de su dominio si una repre-
sentante localF = y ◦ f ◦ x−1 (y, por tanto, todas) es diferenciable enx(p). La aplicacíon se dice
diferenciable si lo es en todos los puntos deM .

Merece la pena que nos detengamos un momento analizando la definición que acabamos de pre-
sentar. Observemos que las cartas sobre una variedad son siempre aplicaciones diferenciables y que
esta definicíon generaliza el concepto análogo para aplicaciones entre conjuntos abiertos de espacios
eucĺıdeos.

Ejercicio 1.36.

SeaM(n,R) el conjunto de las matrices cuadradas reales de ordenn con su estructura de variedad
diferenciable y consideremos la aplicación determinantedet :M(n,R) −→ R. Probar quedet es una
aplicacíon diferenciable.

Solución: Seaϕ :M(n,R) −→ Rn2
la carta est́andar sobre las matrices cuadradas (ver Ejemplo 1.33)
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y consideremosF : Rn2 −→ R la representante local de la aplicación determinantedet, es decir,

F (x11, x12, . . . , x1n, . . . , xn1, xn2, . . . , xnn) = det


x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n
...

...
...

...
xn1 xn2 · · · xnn


Por definicíon de determinante,

F (x11, x12, . . . , x1n, . . . , xn1, xn2, . . . , xnn) =
∑
σ∈Sn

εσx1σ(1) · · ·xnσ(n)

dondeSn es el grupo de las permutaciones den letras yεσ denota la signatura de la permutaciónσ. Al
serF un polinomio de gradon enn2 variables, es diferenciable (de claseC∞) y, en consecuencia, la
aplicacíondet es tambíen diferenciable.�

En ocasiones, y por simplificar la escritura, consideraremos aplicaciones diferenciablesf : M →
N . En estos casos, y aunque no se mencione explı́citamente, estaremos suponiendo que tantoM como
N son aplicaciones diferenciables.

Definición 1.37
Una aplicacíonf : M → N se dice que es undifeomorfismosi es biyectiva, diferenciable y con inversa
diferenciable. En tal caso, las variedadesM y N se dice que sondifeomorfas.

El objetivo de la Geometrı́a Diferencial es la clasificación de las variedades diferenciables, tenien-
do en cuenta que dos variedades difeomorfas se consideran la misma desde el punto de vista de la teorı́a
de variedades diferenciables.

Ejercicio 1.38.

Las variedades diferenciables(R, 1) (ver Ejemplo 1.26) y(R, ϕ) (ver Ejemplo 1.27) son variedades
diferenciables difeomorfas.

Solución: Definimos las aplicación f : (R, 1) → (R, ϕ) por f(s) = 3
√
s. Trivialmente,f es biyectiva

y tanto ella como su inversaf−1 son diferenciable ya que sus representantes locales son la aplicación
identidad.�
Ejercicio 1.39.

(a) Construir un difeomorfismo entre: (i)]a, b[ y ]− 1, 1[ ; (ii) ]0, 1[ y R.

(b) Probar que no existe ningún difeomorfismo entre el cı́rculo unidad y un intervalo de la recta real.

Solución: Resolvamos el apartado (b). Supongamos, por reducción al absurdo, que existe una intervalo
I y un difeomorfismof : I → S1. EntoncesI debe ser compacto y, por tanto, cerrado; supongamos
I = [c, d]. Pero entoncesf((c, d)) es la circunferencia menos dos puntos, que no es conexo, cuando el
intervalo abierto(c, d) śı que lo es.�
Ejercicio 1.40.
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Sea la funcíonf : R3 −→ R3 definida por

f(x, y, z) = (x cos z − y sen z, x sen z + y cos z, z).

Probar:
(a) f |S2 toma valores enS2.
(b) La aplicacíon inducida deS2 en śı misma es un difeomorfismo.

Solución: a) Denotemos porf1, f2, y f3 a las tres componentes de la aplicación f . Entonces
f(x, y, z) ∈ S2 si, y śolo si, |f(x, y, z)|2 = f1(x, y, z)2 + f2(x, y, z)2 + f3(x, y, z)2 = 1. Consi-
deremos un punto(x, y, z) ∈ S2:

|f(x, y, z)|2 = (x cos z − y sen z)2 + (x sen z + y cos z)2 + z2

= x2 cos2 z + y2 sen2 z − 2xy sen z cos z
+ x2 sen2 z + y2 cos2 z + 2xy sen z cos z + z2

= x2 + y2 + z2 = 1

b) Veamos, en primer lugar, quef es biyectiva. Supongamos quef(x, y, z) = f(x′, y′, z′). Entonces
z = z′ y

x cos z − y sen z = x′ cos z − y′ sen z
x sen z + y cos z = x′ sen z + y′ cos z

Reorganizando las ecuaciones anteriores podemos escribir

(x− x′) cos z − (y − y′) sen z = 0
(x− x′) sen z + (y − y′) cos z = 0

que representa un sistema de ecuaciones lineales homogéneo en las inćognitas(x− x′) e (y− y′), cuya
matriz de coeficientes tiene determinante 1. En consecuencia, laúnica solucíon es la solucíon trivial y,
aśı, x = x′ ey = y′. Para comprobar la sobreyectividad, sea(a, b, c) ∈ S2; debemos resolver el sistema
de ecuaciones

x cos z − y sen z = a

x senx+ y cos z = b

z = c

Sustituyendo el valor dez = c en las dos primeras ecuaciones obtenemos un sistema de ecuaciones
lineales cuya solución est́a dada porx = a cos c− b sen c ey = b cos c− a sen c.
Comprobemos, finalmente, quef es una aplicación diferenciable (la demostración paraf−1 es totalmen-
te ańaloga). Seap0 ∈ S2, entonces la aplicaciónf es diferenciable enp0 siψ ◦ f ◦ ϕ−1 es diferenciable
enϕ(p0), dondeϕ y ψ son cartas en la esferaS2 alrededor de los puntosp0 y f(p0), respectivamente.
Supongamos, por ejemplo, quep0 = (x, y, z) conz > 0. Podemos considerar la carta de los hemisferios
(U30, ϕ30) tanto para el puntop0 como para el puntof(p0) (ver ejercicio??). Entonces la representante
local def respecto deϕ30 est́a dada por

ϕ30 ◦ f ◦ ϕ−1(x, y) = (x cos
√

1− x2 − y2 − y sen
√

1− x2 − y2,

x sen
√

1− x2 − y2 + y cos
√

1− x2 − y2)

que es, claramente, diferenciable en su dominio. En consecuencia,f es un difeomorfismo.�
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3. ACTIVIDADES DE APLICACI ÓN DE LOS CONOCIMIENTOS

A.1.1. Consideremos el subconjuntoM deR2 descrito por la siguiente figura:

���
���

���
�@@@@@@@@@@

(0, 0) (1, 0)

(0, 1) (1, 1)

¿AdmiteM una estructura de variedad diferenciable?

A.1.2. SeaV un espacio vectorial real de dimensión finitan.

(a) Fijada una base{e1, . . . , en, la aplicacíon

x : V → Rn, x

(
n∑
i=1

λiei

)
= (λ1, . . . , λn)

determina una estructura de variedad diferenciable sobreV .

(b) Además, cualquier otra base da origen a la misma estructura diferenciable sobre el espacio
vectorial.

A.1.3. SeaS1 la circunferencia de radio 1 y centrada en el origen deR2.

&%
'$

(0, 0) (1, 0)(−1, 0)

(0, 1)

(0,−1)

Consideremos los siguientes subconjuntos deS1:

U1 = {(z1, z2) ∈ S1; z1 > 0}
U2 = {(z1, z2) ∈ S1; z2 > 0}
U3 = {(z1, z2) ∈ S1; z1 < 0}
U4 = {(z1, z2) ∈ S1; z2 < 0}
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y definamos las siguientes funciones:

x1 : U1 −→ R, x1(z1, z2) = z2

x2 : U2 −→ R, x2(z1, z2) = z1

x3 : U3 −→ R, x3(z1, z2) = z2

x4 : U4 −→ R, x4(z1, z2) = z1

(a) Prueba que{x1, x2, x3, x4} forma un atlas paraS1.

(b) Prueba que el atlas definido en (a) es equivalente al formado por las dos cartas siguientes:

y : {(sen 2πs, cos 2πs) : 0 < s < 1} −→ R
(sen 2πs, cos 2πs) −→ s

y′ : {(sen 2πs, cos 2πs) : −1/2 < s < 1/2} −→ R
(sen 2πs, cos 2πs) −→ s

(c) SeaSn = {(z1, . . . , zn+1) ∈ Rn+1 :
∑n+1

i=1 z
2
i = 1} la esfera unitarian-dimensional.

Consideremos las aplicaciones

ϕkj : Ukj → Rn, ϕkj(z1, . . . , zn+1) = (z1, . . . , zk−1, zk+1, . . . , zn+1)

dondeUkj = {(z1, . . . , zn+1) ∈ Sn : (−1)jzk > 0}, j = 0, 1 y k = 1, 2, . . . , n + 1.
Entonces{(Ukj , ϕkj)} es un atlas paraSn.

A.1.4. Consideremos los siguientes subconjuntos deRn:

A = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = r2}, r > 0.

B = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2}.
C = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 − z2 − 1 = 0}.
D = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 − y2 − z2 − 1 = 0}.
E = {(x, y, z, w) ∈ R4 : x2 + y2 = a2, z2 + w2 = b2}, a, b > 0.

Prueba que los conjuntos anteriores pueden dotarse de un atlas de forma que se convierten en
variedades diferenciables. ¿Cuál es su dimensión?

A.1.5. SeanM y M ′ dos variedades diferenciables de dimensionesn y n′, respectivamente. Dota al
conjuntoM ×M ′ de una estructura de variedad diferenciable.
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A.1.6. SeaM una variedad diferenciablen-dimensional y seaA un conjunto arbitrario. ¿Admite el
producto cartesianoM ×A estructura de variedad diferenciable?

A.1.7. SeaM el conjunto de los pares de vectores ortonormales deRn. ¿EsM una variedad diferen-
ciable? En caso afirmativo, ¿esM difeomorfa al fibrado unitario de la esfera unidadSn?

A.1.8. SeaM una variedad diferenciable yr > 0 un ńumero real positivo. Probar que todo puntop de
M admite un entorno coordenado(U,ϕ) tal queϕ(p) = (0, . . . , 0) y ϕ(U) = Br(0) = {x ∈Rn : ‖x‖ < r}. Por tanto, todo punto admite una carta centrada en dicho punto y cuyo abierto
coordenado esRn.

A.1.9. En este ejercicio se trata de construir un atlas para la esferan-dimensionalSn equivalente al
formado por2(n + 1) hemisferios, pero constituido sólo por dos cartas. Sean los puntosN =
(0, . . . , 0, 1) y S = (0, . . . , 0,−1) y consideremosU = Sn − N y V = Sn − S. Definamos las
aplicaciones

ϕ : U −→ Rn, ψ : V −→ Rn
por

ϕi(z1, . . . , zn+1) =
zi

1− zn+1
, ψi(z1, . . . , zn+1) =

zi
1 + zn+1

.

&%
'$
rN = (1, 0)

�
�
�
�
�
�
�
�
�

HHHHHHHHHH

p

q

ϕ(p)

ϕ(q)

r

r
b b

Prueba que{(U,ϕ), (V, ψ)} constituye un atlas paraSn equivalente al de los hemisferios. Lo
llamaremos elatlas estereogŕafico.

A.1.10. En el espacio euclı́deoRn+1\{0} se define la siguiente relación de equivalencia:

x ∼ y si y śolo six ey son colineales.

El conjunto de las clases de equivalencia es un espacio topológico conocido comoEspacio Pro-
yectivo Realy que se denota porPn(R). Dota aPn(R) de estructura de variedad diferenciable.

A.1.11. Definimos la siguiente relación de equivalencia enR:

x ∼ y si, y śolo si,y = x+ n, n ∈ Z
Prueba que el conjunto cocienteR/Z admite estructura de variedad diferenciable de dimensión
1.

A.1.12. En el planoR2 con coordenadas(x, y), definimos las aplicaciones (traslaciones)Tm,n : R2 →R2 medianteTm,n(x, y) = (x + m, y + n), dondem y n son enteros. Definimos la siguiente
relacíon de equivalencia enR2:

(x, y) ∼ (a, b) si, y śolo si,x = a+m, y = b+ n

Prueba que el conjunto cocienteT admite estructura de variedad diferenciable 2-dimensional.
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A.1.13. EnRn definimos la siguiente relación de equivalencia. Seanx = (x1, . . . , xn) ey = (y1, . . . , yn).
Entonces

x ∼ y si, y śolo, siyi = xi +mi, mi ∈ Z
prueba que el conjunto cocienteRn/Zn admite estructura de variedad diferenciablen-dimensional.

A.1.14. (a) Demuestra que una aplicación φ : M −→ N es diferenciable si, y sólo si, para una
coleccíon de sistemas coordenadosη = (y1, . . . , yn) suficientes para cubrirN , las funciones
yj ◦ φ son diferenciables.

(b) Prueba que sif : M −→ M ′ y g : N −→ N ′ son aplicaciones diferenciables, entonces la
aplicacíon productof × g : M ×N −→M ′ ×N ′ es tambíen diferenciable.

(c) Si f : M −→ N y g : M −→ N ′ son funciones diferenciables, entonces(f, g) : M −→
N ×N ′ es una funcíon diferenciable. Como consecuencia la aplicación diagonald : M −→
M ×M definida pord(m) = (m,m) es diferenciable.

(d) Seaf : M −→ M ′ y m ∈ M . Prueba quef es diferenciable enm si y śolo si ψ ◦ f es
diferenciable enm para toda funcíonψ : M ′ −→ R diferenciable enf(m).

(e) La composicíon g ◦ f de dos aplicaciones diferenciablesf : M −→ M ′ y g : M ′ −→ M ′′

es tambíen diferenciable. Sif y g son difeomorfismos entonces también lo esg ◦ f .

A.1.15. SeanM1 y M2 dos variedades diferenciables y consideremosM = M1 × M2 la variedad
diferenciable producto. Sea(p, q) ∈M . Definimosjp : M2 −→M e iq : M1 −→M por

jp(y) = (p, y), iq(x) = (x, q).

Prueba quejp e iq son aplicaciones diferenciables.

A.1.16. (a) SeaM(n,R) el conjunto de las matrices cuadradas reales de ordenn con su estructura
de variedad diferenciable y consideremos la aplicación determinantedet : M(n,R) −→ R.
Prueba quedet es una funcíon diferenciable.

(b) SeaGL(n,R) el conjunto de las matrices cuadradas regulares de ordenn. Dota aGL(n,R)
de estructura de variedad diferenciable.

(c) SeaS(n,R) el conjunto de las matrices simétricas de ordenn. Prueba queS(n,R) admite
estructura de variedad diferenciable.

(d) SeaA(n,R) el conjunto de las matrices antisimétricas de ordenn. Prueba queA(n,R)
admite estructura de variedad diferenciable.

A.1.17. Demuestra que para todo par de números realesa, b ∈ R, a < b, se puede construir una función
diferenciableh : R −→ R, con0 6 h(t) 6 1, tal que

(a) h(t) ≡ 1 si t 6 a y h(t) ≡ 0 si t > b.

(b) h(t) ≡ 0 si t 6 a y h(t) ≡ 1 si t > b.

a b
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A.1.18. Demuestra que para toda cuaterna de números realesa < a1 < b1 < b, se puede construir una
función diferenciableh : R −→ R, con0 6 h(t) 6 1, tal que

(a) h(t) ≡ 0 si t 6 a o t > b y h(t) ≡ 1 si a1 6 t 6 b1.

(b) h(t) ≡ 1 si t 6 a o t > b y h(t) ≡ 0 si a1 6 t 6 b1.

a a1 b1 b

A.1.19. Prueba que la recta proyectiva realP 1(R) es difeomorfa aS1.

A.1.20. Prueba que la esferaS2 y la recta proyectiva complejaPC1 son variedades difeomorfas.

A.1.21. Sea
T (λ, µ) = {x ∈ Sλ+µ−1 :

∑
i6λ

x2
i =

∑
i>λ

x2
i }.

Prueba queT (λ, µ) y Sλ−1 × Sµ−1 son variedades difeomorfas.
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5. PREGUNTAS DE EVALUACI ÓN

E.1.1. EnRn+1 − {0} definimos la siguiente relación de equivalencia:

p ∼ q śı, y sólo si, |q|p− |p|q = 0

a) Probar que el conjunto cocienteM = Rn+1 − {0}/ ∼ admite estructura de variedad dife-
renciable.

b) ¿A qúe conocida variedad esM difeomorfa? Dar explı́citamente el difeomorfismo y probar
que, efectivamente, lo es.
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E.1.2. Consideremos en el subconjuntoA = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 > 1} la siguiente relación de
equivalencia:

p ∼ q ⇐⇒ p = q o p, q ∈ ∂A,

donde∂A = {(x, y) ∈ A : x2 + y2 = 1}.

a) Dota al conjunto cocienteA/ ∼ de una estructura de variedad diferenciable.

b) ¿A qúe conocida variedad es difeomorfa? Proporciona explı́citamente un difeomorfismo.

E.1.3. Un grupo de LieG es una variedad diferenciable que al mismo tiempo admite un estructura de
grupo tal que las operaciones del grupo son diferenciables; es decir, las aplicaciones

µ : G×G −→ G

(a, b) −→ ab

ξ : G −→ G

a −→ a−1

son ambas diferenciables.
ConsideramosR la variedad de los ńumeros reales con las coordenadas usuales y se defineµ :R × R −→ R, µ(x, y) = (x3 + y3)1/3. Estudia si(R, µ) es un grupo de Lie.

E.1.4. En el espacioCn+1 \ {0} se considera que dos elementosx e y est́an relacionados si, y sólo
si, son colineales. El conjunto de las clases de equivalencia es un espacio topológico conocido
comoEspacio Proyectivo Complejoy denotado porPCn. Dota aPCn de estructura de variedad
diferenciable de dimensión2n.

E.1.5. En el espacioHn+1 \ {0}, dondeH es el espacio vectorial de los cuaterniones, se considera que
dos elementosx e y est́an relacionados si, y sólo si, son colineales. El conjunto de las clases
de equivalencia es un espacio topológico conocido comoEspacio Proyectivo Cuaterniónico y
denotado porPHn. Dota aPHn de estructura de variedad diferenciable de dimensión4n.

E.1.6. Consideremos enR2 la siguiente relación de equivalencia:

(x1, y1) ∼ (x2, y2)⇔ ∃n ∈ Z | x1 − x2 = n e y1 = (−1)ny2.

SeaM = X/ ∼ el espacio cociente yπ : X −→M la proyeccíon cańonica. Definamos

U1 = {π(x, y) : −1/2 < x < 1/2}, U2 = {π(x, y) : 0 < x < 1}.

Prueba queπ : (−1/2, 1/2) × R −→ U1 y π : (0, 1) × R −→ U2 son homeomorfismos con
inversosφ1 y φ2, respectivamente, tales queA = {(U1, φ1), (U2, φ2)} es un atlas paraM de
dimensíon dos (M dotado de esta estructura diferenciable se conoce comola cinta de M̈obius).

E.1.7. Prueba queR/Z y S1 son variedades diferenciables difeomorfas. Extiende el difeomorfismo
anterior a las variedadesRn/Zn y S1 × · · · × S1.

E.1.8. SeaX = R con su estructura diferenciable estándar, y consideremosY = R con la estructura
diferenciable determinada por la cartaφ(x) = x3. Consideremos las siguientes aplicaciones:
f : X → Y , f(x) = x1/3; g : X → X, g(x) = x1/3; h : X → X, h(x) = x3; ψ : X → Y ,
ψ(x) = x. ¿Cúales de las aplicacionesf , g, h oψ son diferenciables y/o difeomorfismos?



INTRODUCCIÓN A LAS VARIEDADES DIFERENCIABLES 29
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6. BIOGRAFÍA: ALEXIS CLAIRAUT ( -)

Alexis Claude Clairaut (-) nacío en Paŕıs, hijo de Jean-Baptiste, maestro de matemáticas
de Paŕıs y miembro de la Academia de Matemáticas de Berlı́n. Fue uno de los mateḿaticos ḿas pre-
coces, superando incluso aBlaise Pascal(-), y a la edad de diez años ya léıa los libros de
Guillaume François Antoine l’Hospital (-) sobre ćonicas y ćalculo infinitesimal. Con śolo
doce ãnos, Clairaut presenta una memoria sobre cuatro curvas de cuarto grado a la Academia, la cual,
y tras haberse asegurado que era el autor verdadero, se deshace en grandes elogios. Posteriormente, y
con śolo dieciocho ãnos, publica la obraRecherches sur les courbesà double courbure (Investigaciones
sobre las curvas con doble curvatura,) gracias a la cual fue admitido en la Academia de Ciencias,
aunque hubo de hacerse una excepción conél, ya que el reglamento exigı́a una edad ḿınima de veinte
años.

Posteriormente, y a propósito de la figura de la Tierra, estudia las geodésicas de las superficies
de revolucíon, y da la solucíon de algunos problemas de máximos y ḿınimos. En publica su obra
Sobre la integracíon o la construccíon de las ecuaciones diferenciales de primer orden, donde introduce,
independientemente deLeonhard Euler (-), el uso del factor integrante. En publicó su
tratadoThéorie de la figure de la Terre (Teorı́a de la figura de la Tierra).

Previamente habı́a publicado su obraEléments de ǵeoḿetrie (Elementos de geometrı́a, ), di-
rigida especialmente para principiantes y escrito con un estilo muy simple y didáctico. Sus cualidades de
autor-pedagogo se verı́an despúes confirmadas con su obraEléments d’ alg̀ebre (Elementos déalgebra,
), que tuvo una influencia notable en la enseñanza superior francesa. Su estilo huye de las demos-
traciones rigurosas y busca despertar la intuición y la curiosidad del lector, de forma que seaél mismo
quien vaya descubriendo y explorando este nuevo mundo. Desgraciadamente parece que, según el abate
Bossut, su excesiva afición a los placeres terrenales y a la compañı́a de las mujeres le hizo perder el
reposo y la salud, provocándole la muerte de.

Figura 1.4: Grabado de Alexis Clairaut

Con śolo quince ãnos de edad, su hermano menor, del que se desconoce el nombre, publicó la obra
Traté de quadratures circulaires et hyperboliques (Tratado de cuadraturas circulares e hiperbólicas,
). El historiador Montucla opina que poseı́a todo el talento necesario para seguir las huellas de su
hermano Alexis, pero este genio precoz murió prematuramente de viruela en.
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En su tratado de, Alexis Clairaut desarrolló las ideas queRené Descartes(-) hab́ıa
sugerido casi un siglo antes en el estudio de las curvas del espacio mediante la consideración de las pro-
yecciones sobre dos planos coordenados. Clairaut las llamó curvas de doble curvatura porque la curva-
tura de estas curvas está determinada por las curvaturas de las dos curvas que se obtienen por proyección
de la curva original en dos planos perpendiculares. Determinó aśı numerosas curvas del espacio median-
te intersecciones de superficies variadas, dio las ecuaciones de algunas superficies y demostró que dos
de estas ecuaciones son necesarias para describir una curva en el espacio. Se encuentran también en este
tratado las f́ormulas de la distancia para dos y tres dimensiones, ecuaciones de superficies cuádricas, y
las tangentes de curvas del espacio. Clairaut demostró tambíen que una ecuación homoǵenea enx, y, y
z (todos los t́erminos del mismo grado) representa un cono cuyo vértice est́a situado en el origen.

Isaac Newton(-) determińo de manera téorica que el radio ecuatorial de la Tierra era
1/230 ḿas largo que el radio polar. Un método consistı́a en medir la longitud de arco de 1o de latitud
cerca del ecuador y cerca del polo. Jean-Dominique Cassini (-) y su hijo Jacques Cassini
(-) efectuaron una medición en y su resultado reveló que el díametro que uńıa los dos
polos era 1/95 ḿas largo que el diámetro ecuatorial, lo que contradecı́a el resultado téorico de Newton.
La Academia de Ciencias organizó dos expediciones, una a Laponia (-), bajo la direccíon de
Pierre Louis Moreau de Maupertuis (-), y otra a Peŕu (-). Clairaut acompãnó a
Maupertuis a Laponia y las mediciones efectuadas en las dos expediciones confirmaron que la Tierra
estaba achatada en los polos. De esta forma la teorı́a de Newton triunf́o y el debate entre newtonianos y
cassinianos quedó, temporalmente, zanjado. Sin embargo, no serı́a hasta el sigloXX cuando se conocerı́a
la respuesta definitiva a la forma de la Tierra.

A la vuelta de la expedición de Laponia, Clairaut escribió su Théorie de la figure de la Terre
(Teoŕıa de la figura de la Tierra,), y en publicó suThéorie de la Lune (Teorı́a de la Luna).
En esta dos obras, Clairaut aplica las matemáticas al problema de la atracción gravitacional y a la confi-
guracíon de la Tierra, lo que le sitúa en los oŕıgenes de la teorı́a del potencial. Su obraTeoŕıa de la Luna
le valió un premio de la Academia de Ciencias de San Petesburgo, y es la primera vez que el cálculo
infinitesimal es aplicado al estudio del movimiento lunar, que también fue estudiado por la mismaépoca
por L. Euler yJean-le-Rond D’Alembert (-). Clairaut predijo que el cometa Halley llegarı́a
al punto ḿas cercano al sol el 13 de abril de, aunque realmente el cometa llegó un mes antes.

Otros campos de interés fueron las ecuaciones diferenciales, las ecuaciones en derivadas parciales,
la teoŕıa de superficies, el cálculo en varias variables y las series trigonométricas. Por lo que respecta
a las ecuaciones diferenciales, en, Clairaut se intereśo por una ecuación que actualmente lleva su
nombre:

y = xy′ + f(y′),

cuya solucíon general consiste en una familia de lı́neas rectas. La ecuación de Clairaut posee también
una solucíon singular, siendo una de las primeras veces en la historia que este tipo de solución se pone
de relieve.

BIBLIOGRAF ÍA
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BIBLIOGRAF ÍA COMPLEMENTARIA

Dictionary of Scientific Biography(New York 1970-1990).

Libros:

P. BrunetLa vie et l’oeuvre de Clairaut (1713-1765)(Paris, 1952).

J.L. GreenbergThe problem of the Earth’s shape from Newton to Clairaut : the rise of mathematical
science in eighteenth-century Paris and the fall of ’normal’ science(Cambridge, 1995).

T.L. Hankins Jean d’Alembert : science and the englightenment(New York, 1990).

Art ı́culos:

J. BertrandClairaut, sa vie et ses travaux, Eloges acad́emiques (1902), 231-261.

C.B. Boyer Clairaut and the origin of the distance formula, Amer. Math. Monthly 55 (1948), 556-557.

P. BrunetLa vie et l’oeuvre de Clairaut, Rev. Hist. Sci. Appl. 4 (1951), 13-40, 109-153.

P. BrunetLa vie et l’oeuvre de Clairaut, Rev. Hist. Sci. Appl. 5 (1952), 334-349.

P. BrunetLa vie et l’oeuvre de Clairaut, Rev. Hist. Sci. Appl. 6 (1953), 1-17.

P. ChandlerClairaut’s critique of Newtonian attraction : some insights into his philosophy of science,
Ann. of Sci. 32 (4) (1975), 369-378.

J.L. GreenbergBreaking a ’vicious circle’ : unscrambling A-C Clairaut’s iterative method of 1743,
Historia Math. 15 (3) (1988), 228-239.

V.J. Katz The history of differential forms from Clairaut to Poincaré, Historia Math. 8 (2) (1981), 161-
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