CAPITULO 0 ]
BREVES NOTAS HISTORICAS

La Geometia Diferencial, tal y como hoy la entendemos, debe su origen fundamentalmente a C.F.
Gauss (777-1855), que ya a principios del siglo XIX afirmaba qtlas propiedades de una superficie,
flexible y no extensible, dependen en parte de la forma a la cual la podemos suponer reducida, y en parte
son absolutas y permanecen invariantes sea cual fuere la forma en que la superficderabida. A
estaslltimas propiedades, cuyo estudio abre a la Geofaetin nuevo yértil campo, pertenece la
medida de la curvatura y la curvatura integral, en el sentido que hemos dado a estas expresiones.
Tambén aéstas pertenece la téarde las Ineas mas cortas. . .”

Gauss hala contribuido a las Mateaticas, esencialmente, con el Algebra y con ehlgis. Sin
embargo, y aunque la Geoniatno era su fuerte, todevllegd a tiempo para dos cosas fundamentales:
(1) obtener, en824, una importante conclu@n, no publicada, sobre el postulado de las paralelas; y
(2) publicar, eni827, un clsico tratado que generalmente es aceptado como el punto de partida de una
nueva rama de la Geomgtr y del cual hemos entresacado las palabras anteriores. Ya siendo Gauss
estudiante en Gotinga hi@intentado probar el axioma de las paralelas, al igual que su amigo F. Bolyai
(1775—1856). Sin embargo, lleg a la conclugin de que no&o no halia prueba posible, sino que una
geometra bien distinta a la euiclea podia ser desarrollada. Si Gauss hubiera pulido y publicado sus
ideas sobre el axioma de las paralelas, hoy se le condaesar duda, como el inventor de la georfeetr
no eucldea; pero su silencio en este tema hizo que el descubrimiento se lo adjudicasen otros.

La nueva rama de la Geomigtique Gauss inibien1827 se conoce como GeometDiferencial,
y en un principio estuvo &s ligada al Aalisis que al tradicional campo de la GeorfetNo obstante,
I. Newton (1642—1727) y G.W. Leibnitz (1646—1716) ya haban aplicado el @lculo al estudio de curvas
en el plano y, en este sentido, sus trabajos constituyen un prototipo de Gadbifetrencial. L. Euler
(1707—1783) y G. Monge (746—1818) extendieron estas ideas al estudio #ital de superficies; de
hecho, muchas veces han sido considerados los padres de la Gadifetencial. Sin embargo, no
fue hasta la aparién del tratado de Gaussvestigaciones Generales sobre Superficies Curvadas,
con el que se dedicaba un volumen completo a esta materia, cuando puede decirsebgiedanadura
la Geometfia Diferencial.

Hablando a grosso modo, la Geonnetordinaria o dsica est interesada en la totalidad de un
diagrama, figura u objeto ged@tnico, mientras que la GeomigtiDiferencial se concentra en las propie-
dades de una curva o superficie en el entorno de un punto de la misma. Enesst&huss exterti
el trabajo de C. Huygensa§29—1695) y A.C. Clairaut (713—1765), sobre la curvatura de una curva
plana, definiendo la curvatura de una superficie en un punto, que hoy se conoce como “curvatura de
Gauss”. Si sobre un puntB de una superfici& se construye laihea N normal as, los planos que
contienen av corta@n a la superficie en una familia de curvas planas, cada una de las cualasutendr
radio de curvatura eR. Las direcciones de las curvas con mayor y menor radios de curvAtyra,se
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denominan las direcciones principales$len P, y ocurre que casi siempre son perpendiculares entre
si. Las cantidade® y r se llaman los radios principales de curvatura, y la curvatura de Gaussle

P se define comd( = 1/Rr. Gauss dioérmulas pard< en €rminos de las derivadas parciales de la
superficie con respecto a varios sistemas de coordenadasétaatiiivo numerosos resultados sobre
curvas en la superficie, como g@&sitas, que denondriteoremas remarcables”. Realizando estudios
de este tipo en GeomarDiferencial fue como los mateaticos del siglo XIX pusieron las bases para
las teoras cienificas de nuestro siglo.

Es dificil presentar una viéin general del desarrollo de la Georieetlurante la primera mitad
del siglo XIX, debido fundamentalmente a las contracorrientes e interrelaciones de numerosos aspec-
tos. Sin embargo, hay un aspecto (el nacimiento y crecimiento de las gemmetreudteas) que se
desarrolb nitidamente. No obstante, en este caso y al igual que en numerosas otras ocasiones, nos en-
contramos con un caso de simultaneidad en el descubrimiento. El origen de las geonwettudtieas
es fruto del trabajo de tres hombres: un @eniGauss), unldmgaro (J. Bolyai {802—1860)) y un ruso
(N.I. Lobachevsky {793—1856)). Lobachevsky es considerado como el “€opco de la Geomda”,
el hombre que revolucidneste campo con la introduéai de una nueva rama, la Geoneetrobache-
vskiana, demostrando que la GeorfeeEuclidea no era una ciencia exacta o una verdad absoluta, como
hasta entonces se hakenido.

El nacimiento oficial de la geomé&irno eudidea data de829, cuando Lobachevsky publica un
articulo tituladoSobre los Principios de la Geometria. Ya con anterioridad estaba convencido de que
el quinto postulado no pda ser demostrado a partir de los otros cuatro, pero e8sncuando da el
revolucionario paso de publicar una georreéspetficamente construida sobre unadtigsis en directo
conflicto con el postulado de las paralelas: la existencia @ da unaihea paralela. Con este nuevo
postulado, Lobachevsky deduce una estructura @&@a armoniosa que no pdaecontradicciones
l6gicas inherentes. A pesar de que era una getanétliida, se la denomi“geometra imaginaria”, ya
que iba en contra del sentido cam(incluso para Lobachevsky). Ef32, J. Bolyai publica un trabajo
en el que desarrolla lo qu llama laCiencia Absoluta del Espacio, partiendo de la hitesis de que
por un punto exterior a unankea existen infinitadrieas paralelas a la dada.

Lobachevsky intug la gran importancia que tendrsu “geomefa imaginaria”, como se deduce
del hecho de que entre loB@s1835 Yy 1855 publicase tres tratados sobre esta nueva ge@aniinevos
Fundamentos de Geometria (1835—1838), Investigaciones Geométricas sobre la Teoria de las
Paralelas (1840), y Pangeometria (1855). Gracias al segundo de los tres trabajos can@auss las
contribuciones de Lobachevsky a las geomastno eudteas, lo que le vali su recomendagn para
que ingresase en la Sociedad Cificdh de Gotinga. Gauss participaba privadamente de las ideas de
Lobachevsky, pero nunca letdsu apoyo fiblicamente, lo que fue uno de los motivoagrimportantes
para que la nueva geomietise diese a conocer muy lentamente.

Tan lenta fue su exparisi que la geomei no eudidea contind durante varias&tadas siendo
un aspecto marginal de las Mataticas, hasta que fue integrada en unai¢emas general por G.F.B.
Riemann {826—1866). En 1854, Riemann ingresa en la Universidad de Gotinga y, de acuerdo con la
tradicion, delia pronunciar una conferencia ante los miembros de la Facultad de Ciencias. El resultado
fue la memoria ras celebrada en la historia de las Ma&ticas, pues presentaba unaatisprofunda y
amplia de todo el campo de la GeoninetEn dicho trabajo sugierque el objetivo global de la Geomietr
era el estudio de variedades de cualquigmaro de dimensiones en cualquier clase de espacio. Sus
geometras son no euteas en un sentido muchasgeneral que el de Lobachevsky, donde el problema
se redu@ a determinar elimero de paralelas que se fe trazar pasando por un punto. Riemann
intuy6d que la Geomeia no tefla que tratar necesariamente con punto®ds o espacios en el sentido
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ordinario, sino con conjuntos ordenadosdaplas, que se combinaban de acuerdo con ciertas reglas.

Esta definiadn “local” fue la coninmente admitida durante muchd®a. Por ejemplo, T. Levi-
Civita (1873—1941) afirma en su obr&l Calculo Diferencial Absoluto (1923) que “punto de una
variedadn-dimensional abstracta es el conjuntodgariables, y variedad-dimensional es el conjunto
de valores que pueden asignarses aariables”. En esta misma diredmn, L.P. Eisenhart dice en su
obra Geometria Riemanniana (1925) que “n variables independientes pueden pensarse como las
coordenadas de un espaciedimensional, en el sentido de que cada conjunto de valores de las variables
define un punto de la variedad.”

El tratamiento local era claramente insuficiente y, ya con anterioridad, H. \W&84-{1955), en
su obraEspacio, Tiempo y Materia (1918), es el primero en llamar la atebai sobre la posibilidad
de que un mismo sistema de coordenadas no valga para toda la varilededracteristica de una
variedadn-dimensional es que cada uno de sus elementos puede ser especificada dantidades,
las coordenadas, que son funciones continuas dentro de la variedad. Esto no debe significar que toda la
variedad, con todos sus elementos, pueda representarse de una sola y reversible manera por los valores
de sistemas de coordenadas: significa solamente gi@siun punto arbitrario de la variedad, siempre
existe un cierto dominio en un entorno fleque puede representarse de manera/ana y reversible
por los valores de un sistema de coordenadas”.

El aspecto global de la GeomigtDiferencial tiene su origen en el mismo punto de partida de la
Topologa Algebraica con H. Poincarni1854—1912), y su desarrollo inicial eatestrechamente ligado a
la figura de E. Cartani869—1951), quien al poner en escena la tikogeneral de conexiones édo de
la referencia ravil) coloca el caacter global de la GeomérDiferencial en su puntalgido, restando
al aspecto local el protagonismo propio d&feoca, y estableciendo las diferencias de ambos aspectos,
global y local, que @an admitiendo estudios por separado, de las interrelaciones entre ambos se extrae la
gran riqueza de resultados propios de la Gedaé&iferencial.

Fue este intdéys por el estudio de las propiedades globales sobre una variedad lo qoeagilig-
tualizar adecuadamente las definicionasibas. El primer intento serio fue el libro de O. Veblestp—
1960) y J.H.C. Whiteheadigo4—1960) Los Fundamentos de la Geometria Diferencial (1932), cuya
idea esencial era la de definir rigurosamente las relaciones entre la variedad y los sistemas de coorde-
nadas que se introducen en ella para su estudio, haciendo una claraddistimice ambos conceptos.
Se formula por primera vez de manera ésith que las variedades que estudia la Geda&iferencial
son un conjunto de dos elementos: primero, la variedad como conjunto de puntos, para cuyardefinici
y tratamiento la Topold@ suministra loditiles y los medios necesarios; y segundo, un cierto conjunto
de “sistemas de coordenadas admisibles” que permiten el estudio “diferencial” de la variedad y entre los
cuales debén existir ciertasdrmulas de transformaumn, o ciertas relaciones de equivalencia, que los
vinculen entre sy permitan pasar de unos sistemas a otros.

Esta idea se fue puliendo y simplificando hasta llegar a la défmi&ctual de variedad diferen-
ciable, la cual es el resultado de sucesivos perfeccionamientos debidos principalmente a H. Whitney
(Variedades Diferenciables, Ann. of Math.,37 (1936), 645—-480), C. Chevalleyl€oria de Grupos
de Lie, Princeton,1946), S.S. ChernTo6picos en Geometria Diferencial, Princeton,ig51) y G. De
Rham {ariedades Diferenciables, Hermann, Parisjgs5). A partir de esa fecha la defindi de
variedad diferenciable es ya usual en todos los textos de Géarbéferencial.
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